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在 人 类 开始 跨 入 21 世纪 的 历史 时 期 ,人 们 已 普遍 地 看 到 
了 一 种 历史 现象 , 即 数 学 问题 的 多 祥 性 与 数学 应 用 的 广泛 性 
及 深入 性 ,已 经 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 。 可 以 预期 , 伴 
随 着 计算 机 科技 在 新 世纪 里 的 不 断 发 展 , 此 特征 今后 还 和 将 以 
村 高 的 水 平 显 示 出 来 。 

在 中 国 ,“ 科 学 技术 是 第 一 生产 力 "( 邓 小 平 名 言 ) 已 逐渐 
成 为 人 们 信奉 的 朴实 真理 。 国 家 富强 显然 要 以 第 一 生产 力 即 
科技 的 发 达 为 这 要 条 件 。 但 是 ,如 展 没有 近 、 现 代 发 展 起 来 的 
数学 各 分 支 学 科 作 工具 ,当然 也 就 不 会 有 现代 科技 。 因 此 ” 国 
家 富强 必须 要 依靠 数字 发 达 " 这 自 经 典 名 言 ( 拿 破 仑 
(Napoleon) 名 言 ) ,自然 也 是 一 条 不 容 置 疑 的 客观 真理 。 

基于 上 述 认 识 , 在 华中 理工 大 学 出 版 社 的 倡议 与 要 托 下 ， 
我 们 通过 集体 协作 ,努力 编 兢 了 这 部 《现代 数学 手册 3 巨著 ,其 
目的 正 是 怀 着 对 我 国 将 在 新 世纪 里 能 尽快 成 为 富强 国家 的 热 
其 希望, 而 欲 为 科技 界 提 供 一 份 力所能及 的 蔡 献 。 具 体 说 来 ， 
这 部 工具 性 巨著 服务 的 读者 (或 使 用 者 ) 对 象 ,包括 广大 科学 
工作 者 、 工 程 技 术 人 员 、 经 济 管 理工 作者 、 高 等 院 被 的 教师 和 

那 必 ,作为 数学 工 真 书 , 这 部 巨型 手册 妥 求 具备 哪些 特点 
呢 ?” 在 编写 过 程 中 ,出 版 社 负 责 人 和 我 们 达成 了 一 项 共识 , 即 
手册 应 具备 科学 性 ,先进 性 ,实用 性 .规范 性 与 简明 性 。200 余 
位 摆 稿 人 与 审 稿 人 (来 自 中 国 科学 院 、 北 京 大 学 清华 大 学 、 复 
如 大 学 、 南 京 大 学 、 淋 江 大 学 、 北 京师 范 大 学 、 厦门 大 学 、 上 海 
交通 大 学 西安 交通 大 学 、 中 国 科技 大学 .南开 大 学 .武汉 大 
学 .华中 理工 大 学 \ 大 连理 工大 学 、 南 京 航空 航天 大 学 .陕西 师 
范 大 学 等 40 多 所 高 校 与 研究 所 ) 按 照 这 些 特 点 和 要 来 付出 了 
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艰辛 的 劳动 。 我 们 要 感谢 他 们 的 通力 合作 与 努力 ,使 本 手册 
基本 上 体现 了 上 述 所 项 区 的 特点 或 特色 ， 

为 了 读者 选 购 和 使 用 方便 ,本 手册 分 5 卷 出 版 ,分 别名 为 
“经 典 数 学 卷 " “近代 数学 着 "“ 计 算 机 数学 卷 "“ 随 机 数学 
卷 " 和 "经 济 数学 卷 "。 需 要 指出 的 是 ,各 个 分 支 (篇 目 ) 的 归属 
是 相对 的 ,这 里 考虑 了 各 分 着 篇 幅 大 小 的 平衡 问题 。 例 如 ， 
“蒙特 卡 罗 法 "这 一 篇 也 可 归 入 “计算 机 数学 卷 ”。 

我 们 要 感谢 诸 分 着 主 编 为 精心 组 稿 、 编 稿 、 审 稿 付出 的 本 
力 和 对 间 。 特 别 要 对 中 国 科 学 院 两 位 老 院 士 钱 伟 长 先生 与 吴 
文俊 先生 ,以 及 杨 披 子 院 士 乐 愿 担 任 本 手册 的 顾问 而 致 以 诚 
攀 的 谢 忱 。 最 后 ,还 要 对 华中 理工 大 党 出 版 社 有 具有 远见 卓识 
的 负责 人 和 埋头 苦 干 的 编辑 人 员 与 我 们 在 本 手册 的 生产 全 过 
程 中 的 互相 配合 和 精诚 合作 , 深 表 谢 忧 。 


《现代 数学 手册 了》 编 甘 委员 会 
主编 ”和 窗 利 治 
1999 年 12 上 月 于 武 池 


第 1 篇 
第 2 篇 
第 3 篇 
第 4 篇 
第 5 篇 
第 6 篇 
第 了 币 
第 8 篇 
第 9 篇 
第 0 篇 


第 1 笨 
第 2 篇 
第 3 入 
第 4 篇 
第 5 篇 
第 5 篇 
第 7 简 
第 8 入 
第 9 入 


现代 数学 手册 


微 积分 

匹 穷 级 数 与 上 区 积分 
苘 等 代数 

征 阵 论 

微分 儿 何 
复 塞 晒 数 论 
实 变 亲 数 

特殊 昌 数 
积分 伙 换 与 级 数 交 换 
淮 微 苍 方程 


流 形 上 的 微 积 分 
夺 群 与 可 代数 
泛 函 分 析 
情 里 叶 分 析 
上】 交 责 数 


篇 日 录 


: 好 笋 数 党 六 | 


第 1! 籍 
第 12 简 
第 二 篇 
第 14 箱 
第 15 篇 
第 16 笨 
附录 1 
附录 2 
附录 3 
附录 4 


+ 逝 代 数学 卷 | 


第 22 简 
第 13 篇 
第 4 篇 
第 15 篇 
| 第 46 篇 
第 17 篇 
第 18 条 
第 19 篇 
第 加 箱 


第 0 篇 党 微分 方程 的 稳定 性 理论 第 21 篇 


第 11 篇 常 微分 方程 的 几何 理论 
5 


第 1 简 
第 2 篇 
第 3 条 
第 4 篇 


数值 分 析 
数值 代数 
有 限 元 法 与 边界 元 法 


第 5 篇 
第 6 篇 
第 了 入 


计算 流体 力学 中 的 差分 法 第 8 篇 


差分 方位 
积分 方 得 
偏 微分 方程 
蛮 分 学 


平面 一 卯 
欧 氏 几何 
解析 儿科 


浴 耳 刷 分 上 方程 

偏 微分 盯 程 的 近代 理论 
分 支 理论 

变 分 相等 式 

副 刀 系统 

源 近 分 打 方 法 

岳 数 欢 迫 方法 
样 条 孙 数 

分 形 玫 何 

生物 数学 


多 重 网 格 法 
区 域 分 解 方法 


小 流 分 术 
Petri 网 


ji， 
第 9 篇 
第 10 篇 
第 11 简 
第 12 篇 
第 13 篇 
第 14 篇 
第 15 篇 
第 16 篇 


第 1 篇 
第 2 箱 
第 3 篇 
第 4 逢 
第 5 篇 
第 5 篇 
第 7 篇 
第 8 篇 
第 9 篇 
第 10 简 


第 上 简 
第 2 篇 
第 3 篇 
第 4 篇 
第 5 篇 
第 6 篇 
第 7 箱 
第 8 篇 
第 9 篇 
第 切入 


网 络 量 优化 第 47 篇 
电路 网 络 第 18 篇 
随机 算法 第 19 篇 
算法 设计 与 复杂 性 分 析 第 20 篇 
组 会 最 优化 的 近似 算法 第 21 篇 
址 传 算法 第 22 简 
模拟 退火 算法 第 23 篇 
数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 第 24 得 

< 陋 策 银 学 淹 

概 举 论 第 11 篇 

数理 统计 第 12 简 

试验 设计 第 13 篇 

抽样 调查 第 14 篇 

质 其 管理 第 15 得 

线性 模型 第 16 篇 

多 元 统计 分 析 第 17 篇 

页 叶 斯 统计 第 18 篇 

稳健 统计 第 9 篇 
蒙特 卡 罗 法 

让 其 经 济 第 11 入 

数理 经 济 第 了 2 篇 

金融 数学 第 1 篇 

经 济 控制 论 第 蕊 篇 

精算 数学 第 上 5 篇 

单 日 标 与 老 自 标 线性 规划 第 16 篇 

非 线 性 规划 第 17 篇 

不 可 微 优化 第 世 篇 

整数 规则 第 1 篇 
动态 规划 第 加 篇 


符 计 计算 
白 动 定理 让 有 明 


J 所 1 与 分 布 计算 中 的 伐 型 与 算法 


计算 几何 
3 计算 几何 
代数 编码 
近代 密码 学 
杀人 件 至 辑 


现代 统计 计算 方法 
随机 这 程 

于 间 序 列 分 析 
随机 分 析 

排队 沦 

库存 论 

岂 水 可 去 雇 策 过 程 
串 辕 性 与 生存 分 析 
次 策 分 析 


投入 产 出 分 析 
线性 控制 系统 理论 
基 优 控制 理论 
卡 水 过滤 波 

系统 辨识 

人 系统 理论 
信息 论 

人 上 神经 网 络 
模糊 数学 


Pax 1 
Part 2 
Part 3 
Far 4 
Part 5 
Puan 6 
Part 7 
Part 车 
Part 9 
Pax WO 


Par 1 
Part 2 
Part 3 
Part 4 
Par 5 
Part 6 
Pext ? 
Part 8 
Part 9 
Part 10 
Part 11 


Prt | 
Pat 2 
Pazt 3 


Part 4 


MODERN MATHEMATICS HANDBOOK 


GONTENTS 

Calculus Peat ll Dffereme Elion 
Infinite Senies and Generalized Intepral | Pat 12  Jniegn Fuation 
ardyanced Alpebra Par 13 Partial Tifferential Equationf PDE) 
Theory of Malbrices Part 14 Caloulur of Vanations 
rfferential Ceometry Part 1 Commug Number Theory 
Function of Conwlex Variable Far 6 Group Theory 
Function of Real Variable Apprd 1 1 Teneniar Algebra 
Speaial Function | Appendix 二 Pine Tigonormetry 
Tntesral Transform and Series Tanstom | Ap Euclidean Ceometry 

Ordinary Differential Erpualiont ODE ) Py 4 Anmlytic Geometry 


Mathematical JT ogi Paxt 12 Functional Differential Equation 
Combinatorial Maihematics Dar 13 Moderm henoty of PDE 
Crath Theory Par 14 Branch Theory 
‘lopoiogy Pat 15 Vanatond Inequabty 

Calculus on Mamfold ja 16 Dyrepraiadl Sytem 

Le Group and Lie Alpgebra bar 7 Asympanicnally Analytic Method 
Functional Analysis Paxt 18 Approdmmation Method of Functions 
Founier 点 nalysis Par 19 Splinme Function 
Generadlized Funetion Pet 20 Fractal Coometry 

Stability Theory of ODFE Part 21 Bioruthermabics 

freometiric Theory of ODE 

CS 

Numetical Analysis Fluid Mex tunees 

Numenical Algebma Part 5 Molopgnid Mthod 

Finite Flement Method and Boundary Par 6 Tomain Derotmpomtion Method 
Flenentory Melbod Part 7 Wavelel Aralysis 

Difference Method in Computational Part 8 Len Nots 


:Ive* 


Pa 9 
bPast I0 
Part 11 
Part 12 


Part 13 


BPart 二 
lart 1s 
Part 二 


Hectrical Cireuit Networks 
Randomined Alpgorithums 

Design of Algorithme and Conplexity 
Analysis 

Approxinate Algorithms of Combinato- 
rial Optimizalione 

Cenetic Alppeithms 

Sinulated Anneajing Algorithms 


CONTENTS 


Patt 5 
Part 厂 
Paat 7 
Part $ 
Dat 9 
Par I0 


Pert 1 
Part 2 
Part 3 
Part 4 
Part 5 
Part 6 


Part 7 
Par 8 
Part 9 
Part 10 


Statistical Quality Contml Par 1 Mueucing Theory 
Linear Model Far 16 Theory of Irrventory Systemn 
Nhlbvarate talistical Analysis Part ]7 Makow Decision Process 
Bayes atistics Part 18 Rebliakility ved Surrival Analysis 
Fobust Statistics Far 19 Decision Analysis 
Morte Carlo Method 
OGM Er YEATHIENENGS 

Economeincs Part 1] Tutcoutput Anakysis 
Mathematical Feonomics Par 12 Linear Control Syaterms Theory 
Finanical Maihematics Par 13 Optinal Conhrol Theory 
Economtc Contol Theory Part 村 Kalman Fillenng 
Actuanial Mathematics Part 15 System Ydentification 
Simple Objective Programming and Part 16 ELaree roale Syatems Theory 
Muiple Objective Programmineg Part 17 Gearme Theory 
Mon-linear Programming Part 18 niormation Theory 
Nor-difterentiable Optimizahion Part 19 Ahificial Neural Netwoks 

Part 20 Fuwry Mathemadhcs 


Integer Progranumng 
Dynamic Programmineg 


:随机 数学 着 ， 


目 有 录 


第 1 入 概率 论 a (01) 
第 2 簿 数理 统 j (49) 
第 3 篇 试验 设计 pp (107) 
第 44 篇 抽样 调查 tt (151) 
第 5 篇 ”质量 管理 (195) 
第 6 篇 。 线 忻 模 吏 pe (245) 
第 7 篇 ”多 元 统计 分 析 pp (293) 
第 8 简 内 叶 斯 统计 (357) 
第 9 篇 ”稳健 统计 (391) 
第 0 篇 蒙特 卡 曙 法 (443) 
第 ]]1 篇 现代 统计 计算 方法 ……… (489) 
第 2 篇 随机 过 程 (S37) 
第 3 短 时间 序列 和 分析， (595) 
第 4 篇 随机 分 析 eee (643) 
第 15 篇 排队 论 pp (673) 
第 16 篇 ”库存 论 pp (729) 
第 7 篇 马尔 串 天 次 策 过 程 站 0 (781) 
第 18 篇 可靠 性 与 生存 分 析 (837) 
第 19 篇 决策 分析 (887) 
索 本 | (919) 


:随机 数学 和 郑 ， 


第 1 篇 


编 者 潘 一 民 
审 校 者 ” 陈 希 强 


概 率 论 


a 


1.4 事件 独立 性 
随机 变量 及 其 分 布 ……………… 
2.1 随机 变量 pe 
2.2 随机 向 最 pp 
2.3 独立 性 与 条 件 分 布 …… 
2.4 ”随机 变量 销 数 的 分 布 … 
数字 特征 与 特征 函数 
3.] 期 户 


和 


录 


3.2 方差 得 协 方差 …… (23) 
3.3 赴 与 分 位 散 -i {25) 
3.4 特征 阴 数 与 李靖 数 …… (26) 
3.5 条 忻 肝 认 (29) 
极限 定理 ppp (31) 


和 


4,4 中 心 棋 限 定理 (35) 
4.5 大 俩 益 证 理 (36) 
常用 概率 分 布 a {37) 
大 者 文献 ee (47) 


5 高 


作为 研究 随机 现象 数量 规律 的 --- [数学 分 支 学 科 , 概 宗 论 有 着 悠久 的 历史 . 
早 在 16.17 鞭 纪 ,就 有 一 些 著 名 数学 察 探讨 过 挪 骨 子 等 睹 随 中 出 现 的 各 种 概 闷 计 
算 和 问题 , 瑞士 数学 家 伯 努 利 (J. Bemouni) 在 18 世纪 初 提出 计 证 明了 概率 论 的 第 - 
个 极限 定理 ,如 伯 努 利 大 数 律 . 随后 ,法国 数学 家 拉 普 拉 斯 (P.S.Laplace) 集 前 大 之 
大 成 ,并 在 概 闭 论 中 引信 了 上 看 有 力 的 分 析 工 上 其 ,证 明了 第 二 个 极限 定理 , 即 中 心 极 
限 候 理 的 办 有 开 ; 同 时 ,他 还 从 哲 华 的 高 度 提 出 了 “ 慨 率 论 终 将 成 为 人 类 知识 中 最 主 
要 的 组 成 部 分 "的 重要 见解 ,大 大 扩展 了 概率 论 的 应 用 沪 围 . 

概率 论 上 月 身 的 发 展 以 及 20 世纪 初 完成 的 一 般 测度 论 和 积分 论 ,促成 了 概 举 论 
公理 体系 的 建立 . 经 过 若干 学 者 前 赴 后 继 的 努 帮 ,前 苏联 数学 家 科 尔 莫 龙 罗 : 大 (2. 
NN. Koelmogorov) 于 1933 年 给 出 了 概率 的 测度 论 式 的 定义 和 : 整 侍 严密 的 体系 ,并 在 
此 基础 上 证 明了 根 揣 给 定 的 相 容 联合 分 布 族 构 造 一 个 慨 党 测度 的 基本 存在 性 定 
理 , 严 格 定 义 了 最 一 般 的 条 件 期 望 与 条 件 概率 . 可 以 说 , 科 尔 莫 区 凡夫 提出 的 体 系 
是 要 率 论 现代 化 的 里 程 碑 . 

在 20 世纪 , 燃 率 论 的 理论 和 方法 与 数学 其 他 分 支 .日 然 科学 .工程 技术 以 及 社 
会 经 济 相互 交叉 ,渗透 ,取得 了 极其 丰富 的 成 果 , 凯 经 成 为 “: 些 自然 科学 学 科 .社会 
和 经济 科学 学 科 的 坚实 的 方法 论 . 


1 事件 与 概率 


1.1 随机 事件 


工 1.1 随机 现象 


在 : 定 条 件 下 ,所 得 的 结果 不 能 预先 完全 确定 ,而 只 能 髓 定 是 多 种 可 能 结果 中 
的 一 种 的 现象 称 为 随机 现象 . 例如 ,任意 掀 一 枚 硬币 ,其 结果 有 可 能 是 出 现 正 面 ， 
也 有 可 能 是 出 现 上 反面 ;电话 交换 台 在 1 分 钟 内 接 到 的 呼叫 次 数 ,可 能 是 0 次 ,1 次 ,2 
次 ,…; 在 同一 工艺 条 件 下 生产 出 的 灯泡 ,其 使 用 寿命 有 长 有 短 ; 测 量 同 -- 物 体 的 长 
余 时 ,由 于 仪器 及 观察 受到 环境 的 影响 ,多 次 测量 的 结果 往往 有 差异 ; 悬 主 在 流体 
路 的 微粒 受 周围 液体 分 子 的 碰撞 而 产生 运动 {这 种 运动 称 为 布衣 (R.Brown) 运 动 )， 
其 轨道 极 不 规则 . 这 些 都 是 随机 现象 . 

使 随机 现象 得 以 实现 和 对 它 的 观察 的 全 过 程 通称 力 随 机 试验 . 要 完成 一 个 也 
机 试验 ,主要 是 要 明确 实现 它 的 "一 定 条 件 " ,以 用 由 它 产 后 网 一 切 吉 能 的 "基本 凑 
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直 . 这 里 的 ”- 定 条 件 " 可 以 是 人 为 的 ,也 人 以 是 客观 存在 的 ;这 里 的 "时 本 结果 "1} 
指 随机 过 验 最 简单 的 .不 是 {或 不 必 } 行 细 分 的 结果 . 


1.1.2 基本 空间 


定 关 1 个 随机 这 验 所 有 可 能 的 "基本 结果 "aw 构成 的 集合 称 为 该 随 机 过 验 
的 基本 空间 ,常用 集合 9 = wi 表示 . 基本 空间 你 称 为 样本 空间 ,其 元 素 ww 交 称 六 
样本 点 . 

例如 ,对于 任意 据 一 要 硬币 的 随机 试验 ,人 =} 正 , 反 ' .区 划 ， 人 
玫 压 命 ( 小 时 ) 藤 试 答 ,= :ohi; 若 规定 42008 为 介 模 灯泡 ,否则 为 不 会 
只 所 关心 的 门 题 只 是 台 檬 与 否 , 那 么 扣 以 最 基 小 空间 如 = 1! 椒 合格 , 合 构 1. 人 
对 于 布朗 运动 ,9 六 从 空间 菜 一 举 标 原点 出 发 的 折 有 连 统 轨道 的 全 体 . 

三 赋 究 极限 规律 时 ,大 们 往往 会 考虑 重复 名次、 茧 至 潜 作 的 无 完 名 次 的 试验 序 
列 . 例如 , 投 捷 - 核 和 硬币 ,人 科 往 往 会 考虑 重复 mn 次 或 起 各 路 的 无 穷 多 次 的 情 撒 ， 
六 把 它们 志 视 为 :种 随机 试验 ,这 时 ,基本 侍 果 就 分 别 是 请 如 1, 把 ,，…, 友 , 正 ) 这 
样 的 s 维 * 向 量 " 或 * 止 , 太 ,; 正 , 太 , 友 , 正 ,…-" 这 样 的 克 穷 于 到 . 着 记 空 间 mu = 
! 下, 反 ;, 则 -二 者 的 基本 空间 可 分 别 记 为 

只 = 或 N= 07. 

总 之 ,做 据 和 不同 的 车 察 刘 驼 与 日 的 ,基本 空间 可 以 代表 现实 中 种 种 不 辐 的 基本 

结果 的 全 性 . 


1.1,3 事件 


定义 2 给 定 了 攻 涉 定 同 吕 , 一 个 随机 事件 就 是 2 的 个子 集 ,也 就 是 由 某 些 
其 本 结果 组 成 的 集 , 它 表 示 随 机 试验 的 某 种 结 华 . 随机 事 信 又 简称 为 事件 . 

原则 上 ,指定 了 兵 木 结果 w 要 满足 的 规定 条 件 , 怠 可 以 搞 述 :个 事件 . 葬 旭 ， 
投掷 师 颗 体 子 “其 和 为 4 点 "这 -一 事件 就 时 了 集 4 = 101.3),{2,2),(3,1})| . 单个 
其 本 结果 的 集 称 为 基本 事件 . 

定 六 3 苛 给 定 -- 个 事件 4, 则 “4 不 发 生 " 这 个 事件 , 称 为 4 的 对 立 事件 ,用 
f 集 #4 在 0 中 的 补 集 4 = 有 -4 表示， 

定义 4 着 绽 定 两 个 事件 4 和 8, 则 ”4 或 及 至少 有 - :个 人 发生" 的 事件 就 是 子 集 
4 与 如 的 于 , 记 和 作 4U8;"# 利 直 问 时 发 生 " 的 事件 就 是 了 上 集 4 与 BB 的 交 , 记 必 4 
站 号 ,或 简 记 作 AB. 

定 尺 5 整个 菜 林 空间 总 称 为 必然 事件 ; 空 集 台 称 为 不 可 能 事件 . 若 48 = 
他 ,出 称 事件 4 与 下 为 不 相 窜 或 互 斥 . 

定 光 有 汝 4 二 时. 称 事 件 4 的 发 让 导致 惠 件 中 的 发 生 

这 样 ,就 找 举 件 之 间 的 美 系 与 运算 同上 其 集合 之 间 的 关系 与 运算 一 一 对 应 起 来 
了 ,此 结论 还 可 推广 到 有 限 个 及 无 限 个 事 丁 的 场合 . 

过 要 特别 指出 的 是 ,在 概 闪 论 中 为 了 保证 符合 规定 性 奈 的 概率 存在 ,并 不 总 起 
把 基本 空间 8 的 一 切 疗 集 都 当 作 事件 ,尤其 是 当 2 为 不 可 数 无 穷 集 时 . 为 了 研究 
事件 间 的 各 种 关系 , 记 全 体 事 件 所 构成 的 集 类 为 , 兴 刘 求 ,站 满足 以 于 一 个 条 什 : 
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1 :NE 入 
P 车 AE€. 玫 则 本 .次 
EE 则 局 三 习 
定 光 7 了 满足 以 上 二 条件 的 .7 条 为 事件 = 域 ,或 称 严 咸 . 
从 定 关 7 了 还 可 排出 : 
= EF, NA = CU AD'E.Y. 


i.2 概 率 


1.2.1 吉 典 概 型 


从 直观 意 尽 上 说 ,概率 是 随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 重度 . 在 概率 沦 发 展 的 初 
期 ,主要 的 研究 对 象 局 限于 随机 试验 所 有 基本 猪 果 为 有 限 个 等 可 能 的 情形 ,如 所 谓 
古典 概 型 问题 . 谍 时 基本 室 间 只 由 天 个 基本 针 果 组 成 , 哇 件 = 域 字 由 有 的 一 切 
子 集 丝 成 . 若 事 件 4 包含 n 个 基本 钳 果 , 则 定 兴 4 的 概率 P(47 = nz. 此 时 ,每 个 
基本 事件 的 概率 都 星 178, 即 所 谓 等 可 能 . 

对 于 上 县 栖 的 问题 ,其 等 可 能 性 通常 可 由 直 物 理 特 性 . 儿 何 对 称 性 或 想像 前 完全 
随机 性 事先 加 以 确认 ;而 在 计算 点 与 上 是 ,为 了 避 鲍 重复 或 漏 算 的 错误 ,常常 要 小 
心间 慎 , 并 运用 铸 种 组 侣 数学 的 技 15 . 

例 1 设 有 个 不 同 的 {可 分 辨 ) 球 ,每 个 球 都 能 以 问 样 的 概率 1 落 到 1 个 格 
子 (T 有 的 每 一 个 中 , 量 上 每 个 格子 可 以 容纳 任意 王 个 球 , 斌 分别 求 如 下 两 事件 (A 
和 Bi 的 概率 : 

在: 某 指定 的 下 个 格 于 中 各 有 - -个 球 ; 

下 :存在 天 个 格子 ,其 中 各 有 一 个 球 . 

解 ” 由 -每 个 球 可 以 幕 入 1 个 格子 中 的 任 一 个 ,并 时 伍 一 个 桔 于 中 可 以 医 和 
任意 过 个 球 , 所 以 上 个 球 蕃 人 ?个 格子 中 的 分 布 情况 相 池 二 从 个 格子 中 选取 点 个 
的 可 重复 排 腊 , 故 基 本 空间 法 有 芋 种 等 可 能 的 基本 结果 . 

事件 4 所 含 基 本 结果 数 应 起 个 球 在 指 坟 的 个 属 - 下 中 的 全 排列 数 , 即 在， 
所 以 

P(AY}= 和 
为 了 算出 事件 巨 所 合 的 基本 结果 数 ,可 设想 分 两 步 进行 :因为 上 个 格子 可 以 


是 任意 的 , 故 可 先 从 个 格子 中 任意 选 出 站 个 来 , 选 法 庆 有 | ，) 种 ;对 于 每 种 选 定 


的 上 个 格子 , 依 上 述 各 有 一 个 球 的 推理 , 则 有 有! 个 基本 结果 , 故 8 含有 (1)! 个 
基本 结果 ,所 以 


P(B)=[( ,和 - rr 


假如 把 款 视 为 各 于 ,把 格子 视 为 相 空 间 中 的 沙 区 域 , 册 么 这 个 问题 就 对 应 于 统 
计 物 理学 中 的 老 克 斯 上 - 臣 尔 总 营 (WMaxwell - Boltzmanmy 综 计 . 

概 兴 论 的 太史 上 有 -个 显 为 著名 的 问题 ; 求 个 辐 二 四 党 中 温 有 两 人 生日 相 
回 的 硫 率 .各 把 这 下 个 阿 党 看 作业 1 中 的 个 球 ,而 把 一 丰 的 365 大 看 作为 格子 ， 
好 :=365, 则 上 述 的 PCB) 就 可 给 出 所 要 求 的 概 兴 . 例如 ,村 下 = 物 时 ,PP(B8) = 
0.109. 或 友 换 可 洛 说 ,40 个 同学 中 平 少 有 两 人 的 后 旧 是 则 大 的 概率 为 P{ 记 )=1 
一 8) = 人 0D.891. 后 而 这 个 概率 出 平 意 料 的 大 ， 

把 占 幅 概 幸 稍 作 : 排 广 . 仍 设 基本 空间 总 仅 合 上 个 苦水 站 果 上 aeov ,但 


忆 们 的 要 水 可 忆 是 全 和 1 OIL SP | 1 的 全 站 表 , 壮 件 ,起 PE 
的 一 切 了 集 组 成 .这 时 任 事件 4 的 概率 是 所 有 属于 4 的 下 本 结果 的 概率 之 和 ; 
P(4) = > ,Plo,!. 


让) 显然 县 有 以 下 .条 性 质 : 
PO PiA)G1; 
Pi})=1; 
了 在 事件 ,8B 不 相 窑 , 则 
PCAL BY= PAY + PECBY. 


[1.2.2 所 何 概 举 


把 等 可 能 性 排 广 到 含 无 宅 多 个 基本 结果 的 情形 ,就 产 牛 了 几何 概率 , 设 品 是 
平 而 上-- 个 可 求 面 积 的 区 域 ,事件 = 域 至 由 只 向 一 切 可 水 所 可 的 子 集 织 成 . 随意 
殷 -个 点 到 只 中 ,按照 等 可 能 性 的 思想 ,可 认为 该 点 落 人 只 内 任何 一 指定 部 分 的 
概率 与 这 -部 分 面积 成 正比 , 丽 与 这 一 部 分 的 形状 及 其 在 总 内 的 位 置 大 关 ， 内 
此 ,车 4E, 宽 用 ad) 表示 4 的 面 税 ,由 玫 总 4 的 概率 


P(A)= rr 


类 似 的 思想 也 可 推广 到 - 维 , 三 维 或 更 高 维 数 的 情形 中 大 . 

例 2 布 丰 (C0.L. Boffon) 投 针 问 题 . 设 半 面 上 丁 有 等 有 厂 册 为 & 的 - - 簇 平行 线 . 
脱 一 核 长 为 2< a) 的 针 随意 描 到 平面 |, 求 针 与 半 行 线 相交 的 概率 . 

解 ” 设 x 表示 针 的 中 点 到 最 近 :条 平行 线 的 证 离 ,8 去 示 针 导 此 真 线 间 的 妆 
前 (图 1-1(a)), 则 (x ,如 完全 决定 针 所 菏 的 位 置 . 针 的 所 有 由 能 的 位 置 为 


= Ix, ): Ogre 性 之 下 过 天 | 
它 困 jx 拉面 上 的 “个 生 形 灯 交 示 ( 图 上 TCD) 针 与 平行 线 相交 的 充分 必 归 条 
件 是 xs ，sin0. 即 图 1-1(b 中 带 阴影 的 部 分 , 它 的 面积 为 
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图 1-1 


HCA = | 二 singdg = 上 


因此 ,车 把 往 半 面 上 随意 扔 一 梳 针 理解 为 全 内 的 和 伍 -点 为 等 可 能 , 且 记 针 与 作 一 
平行 线 柑 次 的 事件 为 4, 则 


_ 2 
P(A) A a. 


从 几何 概率 的 问题 串 以 看 出 ,概率 论 与 以 "长 度 " 面相" 体积" 等 为 研究 刘 
象 的 测度 论 有 很 密切 的 关系 . 这 里 定义 的 P(A4) 也 满足 1.2.1 小 六 最 后 总 结 的 
条 性 质 . 与 古典 概 型 不 辐 的 基 , 几 何 概 认 的 基本 空间 是 不 林 数 无 穷 集 , 所 以 不 可 能 
从 基本 事件 {( 单 个 几何 点 ) 的 概 褒 (它们 …- 委 为 0 来 规定 上 般 事件 的 概率 ,而 只 能 
是 从 诸如 ”区间 "” 撼 形 " “长 方 体 "等 这 样 的 基本 区 域 的 油 度 出 发 ,通过 加 法 规则 
此 极限 过 程 求 得 一 般 区 城 的 测度 帮 概 率 . 还 须 强 调 指 出 的 臣 , 由 测 典 论 吓 知 , 并 应 
平面 (相应 地 , 实 轴 或 空间 ) 上 的 _ 切 子 集 都 是 叶 求 钠 积 {相应 地 ,长 度 或 体积 ) 的 ， 
即 并 韭 都 可 作为 事件 ,但 所 有 事件 的 全 体 愧 成 一 个 事件 sz 战 . 


1.2.3 概率 的 频 这 解释 


概率 的 --. 种 带 用 的 直观 解释 是 ,把 严 4) 描 述 为 在 村 加 的 环境 上 过 次 重复 成 
验 时 事件 4 发 生 的 相对 频 举 {4 出 现 次 数 与 总 次 数 之 比 ). 例如 ,历史 上 就 有 人 寺 
布 上 投 针 问题 作 过 几 干 次 试验 ,以 求 得 x 的 近似 值 ; 到 六 近代 , 随 着 电子 计算 机 的 
出 现 , 人 好] 进一步 利用 计算 机 来 进行 大 量 异 执 斌 验 , 这 种 方法 称 为 随机 模拟 法 或 莹 
特 上 机 (Monte Carlo) 淮 . 概率 论 的 大 数 律 ( 见 本 和 第 4 章 ? 去 归 , 随 着 试验 次 数 的 增 
肌 , 囊 件 发 和 的 柑 对 频率 将 在 某 种 意 疼 下 载 来 契税 定 地 达到 某 个 确定 的 数值 . 这 
个 数 展 就 中 该 种 件 的 概率 . 在 实际 应 用 中 . 常 把 这 个 频率 作为 木 知 概 举 的 估计 , 因 
而 俩 有 了 统计 概率 的 名称 . 但 是 反 过 来 把 它 必 为 枫 率 的 定 浆 ,其 理论 上 米 说 却 二 
契 严 漠 的 ,会 产 牛 许 多 半 和 困难 .而 卫 不 能 包括 反映 个 人 人 在 念 程度 的 所 谢 主观 概 
效 的 概念 . 
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1.2.4 所 率 的 公理 化 定义 


为 了 克服 天 述 诸 种 概 型 和 解释 的 局 路 性 ,同时 明 取 址 能 反 胀 规律 性 的 木质 性 
质 . 经 过 几 代 人 的 努 太 , 科 尔 蓝 是 罗 大 化 于 提出 子 为 概率 论 学 者 广泛 接受 的 概率 论 
公理 体系 . 同 现 伐 的 上 几何 基础 公理 体系 不 去 界 说 请 如 二” “ 线 " 面 ?这些 几何 的 
基 林 元素, 而 是 普 腿 于 它们 之 章 的 本 质 联 系 与 性 质 : 栏 ,这 :公理 体系 也 二 着眼 上 
贡 定 事件 长 二 件 慨 浆 的 最 基本 的 什 原 和 关系 ,而 片 不 去 解释 它们 的 现实 背 鼠 与 会 
义 . 

误 基 术 空 间 只 基 …… 个 任意 给 定 的 非 空 集合 { 依 据 不 辐 的 若 察 对 象 ,此 元 束 mm 
订 以 代表 种 种 不 同 的 耻 本 结果 ,但 这 对 概 浴 论 的 逻 办 发 民 测 言 呈 无 关 紧 并 鸭 ), 事 
件 的 全 体 .2 是 只 的 扰 些 了 集 组 成 的 一 个 事件 城 . 

定义 吕 如 果 产 是. 冯 F 的 -个 实 值 画 数 . 即 对 于 每 - 46, 多 有 -实数 PH 与 
之 对 应 , 且 注 是 以 下 三 条 公理 : 

会 理 1! 非 负 性 ) 对 于 : 切 4E€. 宫 P(A) 守 0， 

公理 2 【规范 性 ) P(NR)=1， 

公理 3 可 别 如 性 ) 若 4 4,… 基 ,有 中 西 两 不 相 容 的 玫 件 列 ,出 


P(UA4) = Sa) 


则 称 记 是 (Q.7) 上 的 个 概率 {测度 ), P(4) 你 为 事件 4 的 概率 ,元 组 CQ, 到 
上 ) 称 为 概率 空间 . 

|- 述 公理 3 把 如 法 规则 从 有 限 项 求 和 强化 为 可 数 无 限 顺 求 和 ,具有 本 质 上 的 
重要 性 , 它 使 许多 取 极 限 的 过 程 成 为 可 能 . 

1.2.5 概率 的 性 质 

设 (2, 为- -概率 空间 ,由 上 上 述 公理 可 以 推 得 概率 的 下 列 性 质 ; 


1 亚 ( 中) = 0. 
2 有 上限 加 性 对 上 任何 互 不 相 容 的 事件 4 ,4 ,4 .有 


PO A) = DPA), 


¥ PAD=1- PA). 

和 单调 性 若 4CB, 则 P(A) 有 记 (B). 

人 一般 加 法 公式 ”对 于 性 意 4 ,8 马 . 六 有 
PAUB)= PAM PAOR)- PAAB). 

还 林 扒 广 为 :对 于 任意 4 ;二 ,和 所 . 视 有 


P(U4) = = > Pi) - .8044,) 2 
Ce > P(A, A 


(— De PEA A Ad), 


1 事件 与 概率 “9. 


名 半 玫 性 对 填 杜 意 is 二 ys 人 . 六 有 
PU A) < > Pd) 
7 连 绫 性 对 于 任 :单调 上 天 或 单调 下 降 的 事件 订 刘 己 机 CC… 或 和 二 号 


了 有 
Pllim ds) = lim P(A4,). 


1.3 条 件 概 六 


1.3.1 亲人 忻 裕 牵 的 定义 


侯 究 随机 事件 之 问 的 基 系 时 ,在 已 知 菜 些 此 人 御 发 于 的 条 件 上 考 起 和 田 一 些 定 人 
的 棋 滨 规律 站 无 变化 此 旭 柯 宕 化 ,是 十 分 重 理 的 . 
定 沈 和 9 变 f9 ,. 袖 呈 为 一 概率 空间 ,4 BE .证 中) >0, 则 


PB|IA)= i + 


称 为 已 知 4 发 生 时 忆 的 条 件 概率 战 B 关 | 的 条 件 梳 党 ， 

例如 , 某 集体 由 有 六 个 男人 和 晶 个 女人 ,其 中 患 色 育 者 男性 m 人 ,去 性 疾 人 ， 
用 9 表示 该 集体 ,4 表 伏 其 中 全 体 女性 的 集合 ,8 表示 其 中 全 体 色 雪 者 的 集合 . 
如果 从 只 中 随意 抽取 :人 , 则 这 个 人 分 别 荐 女性 .色盲 形 向 问 时 寻 为 女性 区 是 色 
者 的 概 闪 分 别 为 

AD 入 页，CC= 愉 帮 ，P046) -有 

如 果 距 宇 只 从 妇 性 中 随意 持 取 -人 ( 即 事 作 4 已 发 后 那么 这 个 女人 为 全 

者 的 (条 件 ) 概 率 


PC = 时- 人 


1.3.2 案件 概率 的 性 质 
ln 设 4E 实 Pd >0. 要 百 取 角 所 有 事件 时 ,条 件 概 率 PCBT4) 和 作为 .上 的 
珊 数 , 回 样 满足 概率 的 三 条 公理 . 
2 乘法 公式 
PAB)= 下 BIAY CHAY :DY; 
PIAB} = PLB)YP(AIB) {PB) > D 
而 一般 地 , 设 A 4 六 呈 注 2， 
PEALAS A 1 > 人 D0, 加 
POA As A = PAPE A A PEAST Pd 1). 
全 概率 公式 没 41, 机 ,而 .写生 陆 不 相 容 ,PC4)>0,7=1,2.……,n, 
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UA= 器 , 则 对 于 任何 BE .到 有 


P(tB) = Spep | A.) PA,). 


1 = 上 
中 贝 上 时 斯 (1T. Bayeaj 会 式 者 由 44 与 性 质子 所 度 相 同 , 则 对 于 任何 满 
是 PEB)SD 的 BB,BE, 过 有 
PiB| AYPCA,) 


Pa | A PEA,) 


在 实际 应 川中 ,她 常 被 视 为 羡 政 试验 结果 B 的 ' 点 因 ” ,而 PPO 向) 表示 各 种 "原因 "发 
全 的 可 能 性 的 大 小 , 称 为 先 验 概率 ; P(Ai 户 ) 则 是 反映 试验 产生 了 事件 百 之 后 对 
各 种 “原因 ”概率 的 新 认识 ,故常 称 为 后 验 概率 ， 

例 3 但 定 用 血清 甲 胎 蛋 白 法 诊断 肝癌 . 用 C 表示 抽检 验 者 患 有 肝癌 这 一 事 
件 , 用 4 表示 被 检验 者 汶 阳性 反应 这 一 事件 . 设 PEATC)}=0.95, P(A| CC} = 
中 .9. 若 某 估 群 中 PC) =0.0004, 班 有 一 大 呈现 阳性 芭 弃 , 求 此 大 确 为 肝癌 患者 的 
摄 座 PCCE14T 

解 ” 由 中叶 斯 公式 ,有 

PC = 一 ECOPELCT 
PICIPCALCOY + POCO YI POCOALE) 


P(A B) = (Ff = 1.….m). 


0.0004 x 0.% 


-0.0004 x 0.95+0.9996x0.10 = 


1.3.3 仿 模 型 


不 少 湖 机 现 莹 可 以 用 倪 模 型 这 个 生动 而 方便 的 概 型 来 描述 和 分 析 . 

设 有 一 个 装 有 :个 红 球 和 上 8 个 黑 球 的 贫 , 随 机 地 从 中 取 出 一 球 ,然后 将 它 放 
回 ; 间 时 ,加 进 。 个 与 此 同色 的 球 及 dd 个 与 此 异 色 的 球 ,其 由 c 和 4 是 固定 的 数 ,是 
可 以 是 正 整 数 、 零 和 负 整 数 . 这 种 取 放 过 程 反复 进行 , 管 中 球 的 成 分 与 数量 就 会 不 
断 变 化 . 

若 记 第 i 次 取出 黑 球 为 事件 记 , 第 j 次 取出 红 球 为 事件 上 , 则 利用 条 件 概 染 的 
乘法 公式 可 算得 有 头 事件 的 概率 . 有关 


Pf BR,) = rta 


pr Xrriectd’ 
国 十 ac 
Pt B81 Ba B83) pp, db+ a 
当 =0,8=0 时 ,就 是 有 放 同 的 抽样 模型 . 
站 c= -1d=0 时 ,就 是 无 旋回 的 抽样 模型 . 
ce>0,d=0 时 ,得 到 的 就 是 波 利 亚 (CG. Polya) 的 传染 病 模型 , 它 描述 了 每 次 
传染 乒 静 将 增加 贞 传 染 的 概率 , 可 证 明 , 这 个 模型 有 如 下 件 质 : 


tr PUBD= ,0s PIR)=iT, (k=1,2,.); 


2 对 于 任意 在 整 娄 避 与 4,m< n, 有 


bib+te) i, 
PUBB I EH) B+ rie)’ PB )= prrtbtrte)’ 


?在 nz 次 抽取 中 , 结 虚 为 & 个 黑 球 与 ry( m2= nr- i) 个 红 球 的 概 认 与 其 抽 得 
红 , 黑 球 的 次 序 无 关 , 篆 为 
piebh+ ej + FC Prfr 十 oe) “(r+ Ta 一 oe 


PUB B, R01" Rh,) = (i 
1 I + r+rtie)-- {hirrinm-e) 
当 c= -1,d=1 时 ,得 到 的 就 是 埃 伦 费 斯 特 (P.T. Threnfest} 的 热 分 了 产 交 措 槛 
型 , 即 在 两 个 相通 的 容器 内 ,分子 的 游 动 引起 热 基 的 不 断 和 父 换 . 
当 c=0.d>0 时 ,得 到 的 就 是 安全 运动 模型 , 即 每 当 发 持 事 故 后 ,安全 检查 就 
抓紧 些 , 再 发 生 事故 的 概率 变 小 ;反之 ,没有 发 生 捉 故 时 ,安全 检查 就 可 能 放松 一 
些 , 册 发 生 事 故 的 概率 增 估 . 


1.4 事件 独立 性 


1.4.1 两 事件 独立 性 的 定 叉 


独立 性 是 概率 论 独 有 的 .极其 重要 的 概念 . 从 直观 上 说 ,两 个 事件 独立 的 会 多 
就 是 其 中 一 个 事件 发 生 与 否 并 不 影响 另 一 事件 发 生 的 概 浆 . 

定义 址 设 (, 蔽 书 ) 为 一 概率 空间 ,4, 吾 拭 . 实 兰 

PIAB) = PLA) PLB), 

则 称 事件 4 与 8 相互 独立 ,简称 独立 . 

从 上 述 定义 可 以 得 出 如 下 结论 : 

1? 概率 为 1 和 概率 为 0 的 事件 与 任何 事件 都 是 独立 的 ; 

> 若 4 与 号 独立 , 刚 4 与 素 , 趾 与 站 ,上 与 也 都 独 江 ; 

FP 基 P(A)>0tP(B)>0), 出 4 与 8 独立 的 充分 必要 条件 为 

PLBIAY= PB), (P(ALB) = PEAY)), 

这 正 符合 独立 性 的 直观 意义 . 

1.4.2 多 个 事 忻 相互 独立 的 定义 


下 1 设 4,4…,4E. 儿 车 对 于 在 1,2,…,na 中 选取 的 所 有 可 能 的 不 同 

组 会 fi ， ,Eb ,的 有 
pA) = P(A, } P(A P(A ) (Fr = 2,3,.,n) 

成 立 , 则 称 这 个 事件 相互 独 并 . 

注意 ,nt 个 捉 件 杠 吾 独立 需 要 有 2" -nn-1 个 等 式 米 保证 ,上 汗 且 这 些 等 式 不 能 
相 百 推 得 . 

如 果 克 限 旬 个 事件 中 任意 有 限 多 个 事件 帮 是 相互 独立 的 , 则 称 无 限 示 个 事件 
是 相 末 独立 的 . 
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(if 补 等 ;和 天 全 时 分 汪 件 的 给 全 也 下 下 证 的 
1.4.3 独立 随机 读 验 


定义 12 讶 (0 高, 和 (全 有 分 别 表 下 所 和 后 两 个 随机 试验 的 概 
训 宇 加;: 滋 积 空间 
= hx = i | 
表示 以 次 考虑 这 两 个 试验 时 的 基本 空间 ;" 4oE. 攻 ,4E. 疝 名 ,乘积 帅 件 
A= 40X A = [wn yo :cm dot 44| | 
胡 小 4 和 4 个 次 发 本 的 事件 ， 如果 
PAY= PAox A = Pal Ao} P(AL) 
村 上 :二 do 和 AUE 害 者 成立 , 则 称 这 两 个 随机 试验 是 村 基 独 立 的 . 

通俗 地 灌 , 两 个 随机 试验 足 独 江 的 , 尽 措 其 中 一 个 试验 发 生 的 每 个 可 能 结 柴 均 
椒 感 啊 姐 一 个 试验 任何 结果 的 概 案 . 很 如 第 二 个 试验 还 二 第 个 试 答 的 重复 ( 即 
沿 个 机 率 袖 间 相 癌 ), 则 称 为 重复 独 订 斌 验 . 

类 位 地 ,可 以 证实 于 个 随机 试验 的 相互 独立 性 和 次 以 全 匹 穷 次 重复 独 Y 试 
恰 , 其 是 本 帘 间 分 别 记 作 Go” 和 26”. 

伯 努 利 概 型 ” 它 足 坊 旱 要 的 重复 独立 试验 的 例 了 .这 可 随机 试验 的 基本 事件 
具有 肛交 个 :成 区 [用 为 与 兴 赂 ( 记 为 本) 例如 检查 -个 产 入 是 再 合格 ， -全 车 床 
是 否 上 发 年 碘 啼 宇 . 没 在 一次 试验 中 册 的 概率 为 p ,本 的 概率 为 9?=1- 5 那么 在 由 mm 
次 试验 构成 的 但 努 利 概 型 中 ,事件 4 发 后 上 次 的 概率 为 


= (port 【起 二 站 1 下， 


这 是 有 名 的 二 项 分 布 , 常 记 作 Btn,p). 刻 果 想 像 独 立地 计 这 -- 过 验 无 限 次 地 重复 
上 去 , 则 至 次 成 切 发 牛 在 第 大 次 试验 的 概率 为 


gh = pq! (k=1,2,..), 
第 r 次 成 功 发 乍 侍 第 上 次 试 验 的 概率 为 
si = (7) pe rT 【起 一 rr 十 1 


2 随机 变量 及 其 分 布 


2.1 随机 变 基 


2.T,T 随机 变量 的 定义 
汕 [ 们 ,. 瑟 中 为 -概率 空间 . 如 扫 对 下 基本 空间 介 中 的 证 -基本 铺 果 ,都 有 


八字 


2 随 届 变量 有 大 分 布 : 13 ， 
:个 实数 Ko 与 之 对 应 ,那么 王 是 定 尽 于 吕 下 的 -个 实 值 图 数 ,粗略 地 说 ,XX 屿 

称 为 -个 随机 变量 . 例如 , 掷 两 颗 朋 子 冲天 的 点 数 之 和 ,上 于 泡 试 验 构 成 的 们 蔷 利 
慨 型 中 成 功 的 次 数 ,悬浮 在 隘 体 中 的 微粒 在 单位 时间 内 消 基 一 方向 的 估 移 ,和 涯 等 . 
都 是 随机 灾 最 . 

在 研究 随机 变 世 的 性 质 时 ,确定 和 计算 宕 取 基 个 数值 或 落 大 其 个 数 信 区 癌 内 
的 概率 是 特别 重要 的 ,因此 ,它们 应 当 属 于 事件 r 域 . 锯 报 揣 这 样 的 直 疯 想法 ,随机 
变量 有 如 下 六 格 的 数学 定 头 . 

定安 1 设置 = 大 (w) ,ww 二 位 基 避 上 的 实 值 耳 数 ,如果 对 于 和 酝 何 实数 x, 恒 有 

[Xen rw eri 


则 称 XX 为 ( 概 举 衬 9|{ 人 0,. 画 P} 1 的 ) 随 机 变量 . 在 测度 沦 中 ,也 称 这 样 的 x 为 可 测 
函数 . 


2.1.2 分 布 驯 数 
定 妇 2 设计 是 ( 只 ,六 P) 上 的 随机 变量 ,对 于 人 性 一 实数 x, 定义 
Fltx)= PIXe |, 


则 天 是 实数 集 R=1t- wm,+a) 上 的 个 阴 数 , 称 为 的 分 布 函 数 , 有 时 记 作 ~ 
F. 


任何 分 布 呵 数 都 满足 以 下 一 个 条 件 ， 

1? 单调 非 降 性 当 a<8 时 ,Fiala Fb); 

2 者 连续 性 lim F(x)= Fa 革 中 * >a! 表 7 cr> a 日趋 近 于 ao; 

3 规范 性 lin Ps) = 0, Lim F{x)}= 1. 

友之 ,性 一 满足 这 三 个 条 件 的 两 数 必 是 某 - -随机 变 措 的 分 布 耳 数 . 

分 布 函 数 品 然 昨 特殊 事件 iX 志 x | 的 概 举 ,但 基 由 它 吕 氛 算 出 下 落 入 性 -区 
间 ( 以 至 性 一 可 测 集 ) 的 概率 ,例如 , 当 a< 上 时， 

pla< Xebl= Fb)- Fa). 
Pia< Nehit= F(tb})— F(a  )}, 
PlasR<bl= Fb -Feta i, 
PIX> 2 二- Fir), 
其 中 Fltn = lim ix) ,rw->4- 表示 x < a 日 焰 近 J] 上 a. 

实 丰 中 常用 的 随机 变量 可 分 为 两 类 ,， -类 是 亢 散 随机 变量 , 另 一 类 是 连续 随机 
变量 . 它们 版 值 的 概率 规律 虽然 可 以 用 分 布施 数 给 出 , 们 还 可 以 用 各 自 更 直观 . 揭 
方 使 的 形式 给 出 . 这 便 是 分 布 列 和 概 这 密度 函数 . 

2.1.3 离散 随机 变量 及 其 分 布 列 


定 炙 3 只 取 有 限 个 或 可 列 个 实数 值 的 随机 变 证 , 称 为 高 散 贿 机 变 重 . 
理论 上 常见 的 -种 离散 随机 变量 是 事件 的 示 性 随机 变量 或 指示 函数 站, 让 4 
毛 祈 则 
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1 twE Ad), 
lw)= lo (wt A'). 
它 只 取 人 和 1 网 个 利 . 
艾 如 电话 华 换 台 单位 时 间 内 收 到 的 呼叫 次 数 站 足 一 个 可 肾 全 部 莫 负 整数 值 
的 离散 随机 变 晨 . 这 类 随机 变量 也 称 为 整 值 随机 变量 . 
定 兴 4 设 离 散 随 机 变 最 于 所 取 的 全 部 值 为 ix; x ,… 4 ,…'! ,记事 件 | 计 = 
x 的 概率 Pi = 二 p=1,2, 由 二 元 序列 所 和 Pi 1 一 20 表达 
了 Y 取 伍 的 概率 规律 , 称 为 了 的 分 布 列 . 它 必 然 满 足 条 什 : 
ln 0,i=1,2,."， 
2 >,P = 1. 
知道 了 于 的 分 布 列 , 台 可 以 写 出 它 的 分 布 冰 数 太 s)， 
FT = PIEE x! = > jp.. 


这 鼠 -个 非 降 阶梯 丽 数 , 它 在 每 一 x 处 有 -个 获 度 为 p 的 跳 

泊 松 分 布 “ 苦 束 值 随机 变 基 革 的 分 布 列 为 

PIX= k= 2 exp( -2) (k=0,1,2,..). 

其 由 4 为 - :正和 参数 ,加 该 分 布 称 为 泪 栓 13.D.Poissom) 分布 , 记 作 POA). 这 是 概 府 
沦 中 最 常用 的 分 布 之 . 例如 电话 交换 台 单位 时 了 间 内 收 到 的 旦 叫 次 数 , 显 微 镀 下 
基 攻 城中 的 月 三 球 数 弹 生 ,都 服从 泊 松 分 布 . 

2.1.4 连续 随机 变量 及 其 密度 函数 

定 久 5 如果 存在 一 三 负 实 函 数 起 x),x 和 及 ,使 随机 变 凡 二 的 分 布 画 数 严 (x) 
厢 以 表示 成 

Fo)=)| fdy (x€ER), 

如 称 了 为 连续 随机 变量 ,站 称 为 王 的 密度 函数 . 它 必 然 满 足 荣 什 : 

fix m0, rER; 

和 | Ax) = 1. 

连续 随机 恋 世 于 联 全 柯 一 个 实数 值 的 概 尝 等 于 0; 当 a < 时 ,可 以 用 密度 清 
数 在 区 间 [ a,5] 上 的 积分 来 计算 事件 fa 证 二 的 傅 : 

Piae Xe! = | fx) dr, 

它 等 于 实 轴 以 上 密度 果 数 曲线 黄 下 介 于 x=& 和 x =83 两 条 币 直 鳅 之 间 的 面积. 

指数 分 布 告 于 是 在 [0,%w | 中 取 秆 的 连 绪 随 册 变 对 ,其 密度 冰 数 为 

Fx)} = A expt — Ax) t x0), 

x 0, 其 :为 - 正 便 数 , 则 出 这 种 密度 孙 数 六 定 的 分 布 称 鸭 指数 
分 布 , 记 作 (a). 例如 许 末 耐用 产品 的 寿命 就 服从 指数 分 布 . 
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正 恋 分 布 ”上 熙 工 昆 在 实 轴 玉 上 上 电 值 的 连续 随机 本目 ,其 密度 丙 煞 为 
_ 1 A 
Ha- et - ) (se R) ， 


其 中 -am<p<o7r>n 是 两 个 参数 刚直 六 种 密度 内 上 数 持 定 的 分 布 称 为 正念 分 
布 , 叉 称 为 高 斯 1G. 上 .Causs) 分 布 , 记 作 Wo 这 是 概 他 论 中 必 重 要 的 分 布 ,年 
产 与 科学 实验 小 许多 随机 变量 的 概率 规律 帮 可 以 近似 也 川 它 米 撒 述 ,党 出 的 概率 
分 布 中 有 一 些 是 由 亡 直接 好 出 的 . 


2.2 随机 问 量 


2.2.1 随 祝 向 量 的 定义 


有 些 随 机 现象 青 划 同时 用 多 个 随机 变量 来 撒 述 . 例如 ,为 了 研究 乳剂 于 于 旺 
如 炸 点 的 位 置 ,党 点 全 究 二 维 随 机 变量 {外 ,了 ,2) ;假如 一 个 产品 有 个 盾 必 指标 ， 
为 了 研究 它们 间 的 关系 以 提高 质量 ,就 需要 研究 ” 绯 随机 时 最 ， 

定 光 6 加 -- 概 闪 空 间 { 如 ,这 PP) 上 的 & 个 随机 变 和 组 坎 成 的 #4 维和 癌 基 天 = (1， 
,i ) 称 为 nn 维 随 机 向 量 ,这 时 对 于 每 - wEN, 有 个 nn 维 向 量 多 (ow) 与 之 
对 应 . 随机 蛮 其 可 视 为 一 维 随机 向量 ， 


2.2.2 随机 向 量 的 分 布 霄 数 
设 玛 为 (0, 玉 PY 上 -的 n 维 随机 向 量 . 出 随机 变 基 的 定义 ,对 放任 意 王 个 实数 


十] 3 2 ,x。: 有 


| 革 和 | 二 | 
定义 7 R" 上 【的 两 数 
rex) 三 Pi | 二 Pi Xt 
(x= x ERR) 

称 为 随机 向 三 而 的 并 几 元 }) 分 布 酋 数 ,也 称 为 于 个 随机 空 中 这 | 3 No, A 的 联合 分 
布 函 数 ， 

n 元 分 布 函 数 也 有 与 一 元 情形 相应 的 充分 必要 条 件 , 但 贫 述 较为 复 芍 . 其 中 
最 本 质 的 条 是 描述 多 元 姐 数 的 “单调 非 降 性 ”; 对 十 任 何 rn 对 实数 , ay < 中， 
=1,2,… ,有 

Pla; 年 | 莹 下 < | = > 《一 Fc, cos, en) 学 J. 


中 
呈正 


这 里 求 和 号 之 ， 的 含 交 是 :每 个 人 或 取 &s 或 琴 B 人 (= 1,2.… ,nn)， -共有 27 项 ,而 
六 = 丽人， 人 四 入 (ri er ,cc.) 中 他 上 的 个 数 为 奇数 或 偶数 而 取 1 或 心 . 例如 ， 
站 n=1 时 ， 对 于 oj < bi, 有 
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, EA = Fi) Fa)0: 

对 n== 之 旭 |， x we pla b25 有 有 

nh < bi bod- Fa bo) - FBI eo) + Fa tn) m0. 
由 此 看 出 ,也 天 的 分 布 盟 数 可 以 定 出 无 沙 入 R* 中 全 一 趋 人 长方体 (以 至 任 一 可 浏 
集 ) 中 的 概率 . 

此 外, 利用 后, 如， 和 的 联合 分 布 咽 数 ,还 可 求 得 其 中 某 :或 某 此 随 机 家 

的 分 布 靖 粗 ,它们 敏 称 为 前 者 的 边缘 分 布 糊 数 ” 求 边 乡 分 布 画 数 的 方法 是 在 联 

合 分 布 蝎 数 中 把 其 余 的 变 莽 用 m 代 昔 , 然 后 求 得 . 以 岗 个 师 要 变量 局 ,总 为 例 , 设 
它们 的 联合 分 布 孜 数 为 Fixi, xza) 则 汪 , 的 两 个 边缘 分 布 呆 数 分 着 为 


Fx) = lim Fx, x2) (xi R). 
Ft Xx) = lim Ft x, x2) {x 县) ， 


- 般 地 ,m 元 联合 分 布 有 半 个 “元 边缘 分 布 ,( 人) 个 一 元 连 缘 分 布 ，… 


( ，” ) = 个 41 元 边 绿 分 布 ,但 即使 这 些 边缘 分 外 丽 数 全 部 帮 已 知 ，- 般 由 
还 不 能 确定 其 5 元 联合 分 布 明 数 . 
2.2.3 离散 随 栅 向量 及 多 元 分 布 列 
定义 8 概率 罕 同 (9， 六 忆 ) | 的 维 随机 向 量 基 =《 训 证,… ,总 ) ;如果 它 的 
全 个 从 十 (k= 1,2, 都 是 离 贡 随 仙 要 号 ， 风衣 
这 仅 取 有 了 康 个 丰 串 列 个 值 六，， ,tl 
Li = Pi xX 一 XI ; 疏 2 二 ph 一 Xn | 
CEsias sd = 2), 
则 称 1Cxi, :2 tt ty, bh 一 [ ,之 .1 ， 为 下 的 fn 元 ) 分 布 列 
或 下 |， 二 的 联合 分 布 列 = 它们 满足 : 


1 pes, 区 
2 > > on i 1! 一 1 
zl lr | 


内 元 多 项 分 布 衣 YY 部 是 中 取 昌 ,1,2 ,六 的 随机 灾 量 . 如 果 对 
于 任意 个 满足 条 件 tl 十 tia 十 "+ [ 简 二 N 的 非 贷 整数 i 3 i 有 有 
PIX = ,= = pr pa pe", 
其 中 查 信 参数 pi ,pays PP 向 中 条 性 pj 车 pat 二 ps=1; 训 称 此 分 布 询 为 4 殉 索 
大 分 布 ， 吕 4 项 分 布 . 


2.2.4 连续 随机 变量 及 多 元 密度 函数 
定义 9 x 维 随机 调 是 着 = (1 了 大) 称 为 连续 艇 机 首 量 ,如果 存 在 - -个 
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n 元 实 国 数 所 x wR 
XI X21 Na) = 加 | pny, va Fd ya dd; 
此 时 称 了 为 丰 的 fa 无 ) 密 度 丽 数 或 “石和 … 总 的 联合 密度 函数 . 它 一定 满 引 如 

两 条 性 质 ， 
[AC Xo OO: 
| | Ast) dr dr da, = 1. 


此 时 瑟 东 入 R" 中 全 一 区 域 DD( 超 长 方 体 志 至 可 浏 集 } 内 的 概率 可 年 姗 下放 上. 
的 多 重 积 分 求 得 ; 
PIiKE DI -| [A x12 drid ad 


Dn 
站 时 随机 灾 量 证, 加,…' ,XX 有 联 台 密度 末 数 六 蓝 么 藉 中 某 一 个 或 某 些 个 也 
必 有 (联合 ) 密 度 晒 数 , 称 这 (联合 ) 密 度 果 数 为 了 的 边缘 密度 函数 . 边缘 密 虚 册 数 
可 由 了 7 求 出 ,其 方法 是 令 了 中 的 其 余 蛮 师 依 次 在 ( - wm .+ 吕 ) 上 积分 后 求 得 . 以 
= 2 为 例 , ,各 自 的 密度 函数 /1 与 请 与 它们 的 一 光谱 合 密 诈 晤 数 f 的 关系 应 : 


Ax 一 | 人 Kansas {x 万 R), 


.Rs = | x x1 La) da Cra E- BR). 
n 元 正 恋 分 布 “其 密度 曙 数 为 
了 
Ar)= 一 ex 时 一 Tx- nT xr a) 
EE “ 
{X= x}, 
其 中 jE Ri 五 是 一 个 nn 阶 下 定 对 称 和 矩阵, | 瑟 | 是 它 的 行列 不 ,它们 是 nn 元 正 态 分 
布 的 参量 . 通 带 记 作 N(p , 互 ). 这 遇 最 常用 的 泛 元 分 布 . 
吕 以 证 则 ,= 元 绰 态 窗 度 函数 的 任何 边 红 密度 晴 数 也是 西 态 的 . 八 有 例 了 渴 
明 ,即使 边 毕 分 布 都 足 正 态 的 ,其 联合 分 布 也 未 必 有 是正 态 分 布 . 


2.3 独立 性 与 条 件 分 布 


2.3.1 随机 变量 的 独立 性 

与 事件 的 独立 性 - - 样 .随机 弯 量 的 独立 性 也 是 概 雍 论 中 一 :个 于 分 重 昌 的 概 宣 . 

定 光 10 设 而 , 辣 , 世 起 个 随机 变 虹 . 如果 村 于 任何 个 实数 x , x， 
…, xa: 者 有 

PREx; dr Px Pi Xx PIX |, 
即 它 人 的 联合 分 布 清 数 下 sea) 等 于 它们 各 日 的 分 布 国 数 所 (x,)、 
已 (xo) 的 环 积 : 
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Fxyrtar xa = Fx) Pra (x) rs ra ER"Y, 
则 称 厂 , 和, 志 相 开 独 立 , 简 称 独 立 ， 

此 时 ,对 于 和 任 和 [nn 对 实数 a < 如, 此 二 1,2,…,n, 有 

Pia < bi || (Pi{b}-. Flo)) 

成 立 ;进一步 ,对 于 实 轴 RR 上 的 任何 a 个 可 测 集 B81, 训 …, ,有 

PIXECP ,EE Hr ECB!l= PIXERBRIPDE PIE EH,|. 

如 果 g(x 不 =]1,2,…,n, 是 # 个 连续 晴 数 或 初等 两 数 [ 以 至 可 测 函 数 ), 则 从 
站， 是 的 独立 性 可 排出 有 (JE 下 8) 让 独立 . 

于 述 定 区 与 性 质 可 以 下 接 推广 到 每 :个 下 (= 1,2. 5) 为 随机 向 量 的 情 
形 . 如 果 随 栅 变 基 (向 最 ) 序 列 嘎 ， 到 ,和 的 任何 有 限 个 草 独 立 , 则 称 之 为 独立 随 
机 村 试 ! 加 战 ) 序 处 ， 

nt 个 器件 册 怠 ]， 可 ， 的 独 性 1 罕 价 | 人 J 的 未 性 随 册 套 捧 fa '" ha, a Ha, 
的 独 半 性 . 

于 个 离散 5 连续 ) 随 册 蛮 量 相互 独立 的 充分 些 要 荣 件 起 此 联合 分 布 列 ( 联 合 络 
度 拥 数 ) 等 于 共和 各自 的 分 布 询 (密度 上 数 ) 的 乘积 . 例如 , 若 3 和 和 有关 死 正 
意 分 布 密度 冰 数 , 刚 它 们 独立 的 充分 必要 条 件 是 五 为 一 对 看 外 阵 . 

2.3.2 随机 变量 关于 事件 的 条 性 分 布 

定 当 ti 设 革 是 概率 空间 (器 辣 ) 上 的 -个 随机 变 寺 .4E 科 且 严 (4) > 0， 
则 称 

F(x1A)= PC 4 = A (x€ 及 ) 


为 二 关于 事件 4 的 条 件 分 布 函数 . 这 个 定义 可 直接 推广 到 XxX 为 随 柑 向 基 的 情形 . 
2.3.3 离 油 随机 变量 的 条 件 分 市 列 
定 久 12 说 工 , 了 是 两 个 离散 随机 蛮 基 ,其 联 台 分 布 列 为 
天 下 = 和 了 了 = | = py [2 
共 对 本 给 定 的 六 ,有 之 yp > 0, 则 称 
p= PUT 
PX=mN Y=%D) pp (6 1,200) 


3 


PIY= i Dp, 
为 关于 Y= yy 的 条 忻 分 布 列 . 
2.3.4 连续 随机 变量 的 条 件 密度 函数 


定义 3 江 工 ,了 十 两 个 有 联 台 密度 函数 所 xy):r yiER 的 连续 随机 变 
量 . 各 对 于 给 定 的 7, 有 


[| 


2 随机 变 士 及 其 分 布 :19 ， 


| fr dr > 0， 


则 称 
fx|y)= fe - = <] 一 (xER) 
ELE 


为 三 关于 了 = 的 条 件 密度 函数 . 
定式 12 和 是 诡 13 也 盯 息 搜 排 三 到 4, 为 随机 癌 基 5 攻 维 数 不 必 相同 ?的 情 


形 . 
例如 .ma 下 下 态 兮 布 站 , 若 站 站 ;五 作 王 = n+ 的 他 解 : 
El En 
= H=tHIH), = [> » | 


天 xi 闪 二 x 的 条 件 分 布 也 为 正 态 分 布 , 姑 
NCR 十 《2 一 HF) En Th, EI 一 五 :五 - 五 ) : 


2.4 随机 变量 函数 的 分 布 


2.4.1 一 般 原 则 
个 或 多 个 随机 变 泛 的 连续 隔 数 或 初等 函数 (其 至 炎 一般 的 实 可 测 丽 数 ) 仍 热 
是 随机 变 莽 ,而 县 后 者 的 分 布 由 前 者 的 分 布 完 全 确定 . 次 -和 销 论 无 论 是 存 卉 论 上 [ 
还 是 在 实际 计算 上 者 顾 重 这 的 . 
设 ,各 ,…， 是 投 妆 空间 (有, 总 P) 下 的 5 个 随机 空 量 ,它们 有 联合 分 布 换 
类 FUxiy x 
"上 的 闫 个 连续 末 数 , 记 
Y= BR Ya Nh), 
那么 了 ,也 都 是 (iQ, 家 P) 上 的 随机 友基 ,它们 的 联合 分 布 晴 数 
YY 
人 2 
外 直 面 的 积分 公式 给 出 : 
FPC yy Yim) = 二 | 中 有 
人 
其 中 积分 是 对 下 的 多 如 斯 帝 水 邹 其 T Stieljes) 积分 ,被 筑 明 数量 常数 ] 积分 号 F 
的 上 |! 表示 随访, yo; 灾 动 的 根 分 区 域 . 如 果 下 壕 征 密度 摧 数 fx, x*2， 
) ,那么 上 上 述 积分 小 的 dF wi; x2r No 就 可 代 之 忆 x wa dx dx 
dx ,而 变 破 普通 的 ( 黎 居 1G. 下 .8 Riemamn)j 积 分 .车 进一步 般 次 名 者 是 可 微 册 
数 ,那么 在 -: 定 条 人 性 十 可 通过 积分 变 元 的 变换 求 宴 玉 ,Y… ,了 的 联合 密度 图 数 
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fy Yes Yas Ym). 
2.4.2 革 个 随机 变量 的 线性 函 靳 


设 限 机 灾 量 的 分布 明 数 为 Fix)(r 人 Ra 睹 上 办 睛 室 数 ,gz0, 则 Y= ct 
+ 的 分 布 啊 数 


Fy rv) F{ 2) (y€E RR). 
共计 有 密度 阴 数 所 x), 则 了 也 有 所 此 了 遇 数 
pA oem 


例如 ,~ 六 C ,a2), 则 | 
Y= n+b~ WN( 1 十 bo). 

2.4.3 单个 随机 变量 竟 严 格 单调 画 数 

没 连 闭 脑 机 安 持 的 审 度 丽 数 为 六 xy= g(r) 是 癌 格 单 调 明 数 , 其 友 明 数 
xz = ji 和 和 连续 导数 中信 则 了 = 人生 也 是 个 连续 随机 安 贡 ,其 密度 疝 数 为 

= {| (a< 1+<B), 
方 FA 二 0 (其他)， 

Kdi,a= mnlet—- wat + wl, B= mxlgt—- wm),e(+ wm)!. 

例如 , 设 获 机 挛 红 X= InY ~ Nag) ,由 = er 的 窗 计 精 数 为 


1 1] Clay 一 a) 
fyi ¥) = | 过 en ”2 2 | (ry>0) y 


0 ‘(70), 
常 称 之 为 对 数 正 态 分 布 , 记 作 LNY(Cp,o”)， 


2.4.4 两 个 随机 变量 之 和 、 积 、 商 
没 随机 变量 Xj 了 有 联合 密度 少数 /x,7) ,x,y)E 民 , 则 21 -XX+ 了 ,及 = 
XY 友 避 = 世 ( 假 定 了 z0) 都 是 连续 随机 变量 ,它们 的 密 江 二 数 分 别 为 
fz, (2) = | r,s 一 dx, 
dx 


| 二 | 


所 (=| (二 二】 


生 
fr (2) = | | y | ysy)dy. 
特别 地 ,区 与 了 独立 时 ,以 上 三 式 分 草 变 为 
A 


jz, (2) = 全 AoE) dz 


1 二 1” 
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AOPIEEA 
此 时 , 常 称 所 为 友 入 声 的 卷 积 , 记 作 
fr = 上 > 下. 
例 设计 ,Y 为 独立 随机 灾 檬 ,入 有 相同 的 指数 分 布 常 度 遂 数 f(x) = ee ， 
xz0. 求 随机 变 基 已 = + 了 ,Y= 袜 的 联合 密度 随 数 g(a, 1). 
解 ”x 0,t 宇 0 作 委 入 ， 


如 
二 二 Fi 二 3 
- F 


由 此 

和 _ 于 

Eo 
易 算 出 技 变 换 雅 可 比 1C.6G.J.Jacopi) 行 列 式 为 

且 
= {i 
所 以 有 
1 
Bu n= A Ne, p= ue te 

因而 与 V 是 独立 的 ,分 曾 有 密度 咀 数 ve“ 和 [二 


3 ”数字 特征 与 特征 鸳 数 
所 滑 数 字 特 征 ,是 指 刻 丁 随 机 变 城 点 其 分 布 的 赤 观 特 匡 的 考 和 神 数 值 ， 
3.1 期 肆 


3.1.1 期 望 的 定义 


随机 变量 的 期 户 ,只 称 均 值 . 它 是 随机 安 世 控 共 取 值 概 吉 的 加 权 平 均 , 表 征 其 
概率 分 布 的 中 心 位 置 . 它 旦 概率 沦 发 展品 期 就 呈 产 生 的 个 重要 概念 . 
定 党 1 诬 革 是 概率 空间 (2 , 襄 站 上 上 的 个 随机 下 沪 . 用 靖 度 论 的 术 诸 说 ， 
王 的 期 旦 ,上 斌 是 于 在 空间 站 上 对 概率 测度 PP 的 积分 , 记 作 
FX = | xdP， 
要 注 宕 的 是 ,这 个 积分 不 一 定 存 在 {有 意 关 .只 有 当 
EI = | | 下 dv 
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时 ,EX 才 存 在 且 为 “个 有 窃 实 数 . 这 个 实数 就 称 为 工 的 期 望 .期望 有 人 穷 的 xX 称 
为 可 积 随机 变量 . 
可 慎 = 人 (2, 为 5 维 随机 向 其 ,二 每 个 分 蛋 者 可 积 , 则 定 立 
EE = EX, hy, , EX). 
期 户 的 上述 定义 在 理论 上 征 有 片 大 价值 的 ,但 如 果 雪 算出 它 的 县 体 结果 ,机 党 
归 虎 用 下面 的 首 个 会 式 . 进 jx) 星 9 吕 积 随 机 人 灾 量 于 的 分 布 耳 数 ,那么 
FE = | xdqr(a) 


站 中 积分 是 * 对 下 的 斯 幕 尔 切 斯 积分 .如果 久 还 是 有 帘 上 时 两 数 Flix) 的 连续 随机 
当量 ,由 各 

AT 一 | x rd . 
如 时 是 有 分 布 列 x, ,pi :i=1,2,…| 的 离 故 随和 机变 副 , 必 么 


EX = Dxp,. 
例 1 设 广 服 从 一 项 分 布 BCn,p) ,好 
PIX= 后 = 大 =( ja 【下 一 间 ,12 一 
则 Ex = ok( fF)pigt = op. 


例 2 投工 服从 泊 松 分 布 PA)， 则 
EX = kT 2 = 4. 
例 3 试 革 服从 让 态 分 布 winya2) , 则 
EX-—— [el - Ce ) a - p. 


.7 2 FF" 
例 4 设 并 从 和 西 (A.1,Cauehy) 分 布 CC1,0) ,到 有 这 席 呈 站 
Ka = , 则 此 数学 期 户 不 存在 . 
3.1.2 遇 记 的 二 质 


期 吝 有 以 下 性 质 ( 其 中 涉 基 的 随机 变 其 部 假定 为 可 积 随机 赛 量 ) ; 
1 基 把 常数 记 视 为 随机 变 项 , 则 有 EC = EC. 
2 对 于 任意 4E, 人 篇 有 

Ef = (A). 
加 对 于 尾音 常数 c,d 和 随机 变量 ,下 ,在 

五 (二 由) = ch + dhY. 

中 荷 针 二 0 , 则 | XY 过. 
和 若 半 与 YY 相生 名 立 , 则 


i 


3 数字 特征 与 特征 天 数 23. 


EAXY) = (EX EY). 

名 设 随 机 变量 斌 ,各 ,… ,A 和 有 联合 分 布 晴 数 (x xy x (1 
€ Re 为 及 上 的 演 续 1 或 可 测 ) 明 数 ,= gC 名) 车 了 为 本 积 随机 让 
法 ,hr( 了) 为 具 分 布 晒 数 , 风 

Er = | ydey7) = | 人 

本 下 有 联 音 密度 随 数 并 x ;xz 加 上 碟 往 分 中 的 ds si， 
:| 可 更 换 成 所 Ty xn dx rdxa"" dxn. 车 第 1 9 芒 2 9 有 联 公分 布 列 ， 刚 上 式 
可 更 换 成 对 分 布 列 的 加 仅 老 重 利 . 

性 质 多 表明 , 求 随机 宏 量 前 数 的 期 望 , 计 不 个 先 求 出 该 呵 数 的 分 布 ,可 利川 弃 
始 的 分 布 求 得 . 这 将 大 大 则 简化 计算 . 

此 绰 , 作 为 概率 空间 上 对 概率 测 府 的 积分 ,随机 变 姑 序 鹿 的 期 户 还 具有 顶 越 的 
路 合 性 质 ( 风 本 篇 第 4 总). 


3.2 睫 益 与 协 廊 益 


3.2.1 方差 


定 兴 2 设计 为 是 积 随机 安 量 , 则 随机 灾 量 ( 基 - 请 的 期 望 ECX 一 EX)? 
称 为 帮 的 方差 , 它 表 示 了 与 其 期 望 三 之 间 的 平均 偏离 程度 或 散布 程度 , 记 作 
wa 于 或 D(X). 

视 不 同 场 合 , 设 了 的 分 布 两 数 、 窗 度 耳 数 、 分 布 别 分 别 为 F(x) ,f(x), jx,， 
p , 记 EX= 5; 则 var( 下 } 可 按 下 式 求 得 : 


var{ 下 ) = 全 Ge 一 Ad 
= J ex 一 nF dy = 之 ,fx 一 pp,. 
为 了 与 天 的 量 网 - 致 ,有 时 也 用 方差 的 平方 根 v var(X) 来 表示 偏离 程度 , 称 为 


X 的 标准 差 . 又 称 盖 "、 科 为 变异 系数 ， 
由 于 随机 变量 的 期 望 .方差 和 标准 差 玫 册 其 分 布 唯 痛 定 ,所 以 也 称 其 为 对 应 


分 布 的 期 鹿 ,方差 利 标准 差 . 
例 5 正 态 分 布 N(y,o?) 的 方差 为 
1 + 名 {x 一 2a)” 2 


例 泊 松 分 布 P(X) 的 方差 为 
(T= Ph ay A _ 3. 
方差 有 以 下 - 些 基本 性 质 : 


' 24， 第 1 篇 概率 沦 
1? varf KE) = EY (EY):. 
2 随机 赛 量 三 的 方 盖 为 的 充分 必 蓝 条件 是 ,存在 常数 = 使 严 攻 = el =1. 
3 对 于 任意 常数 ,有 
warf oF) = ovart XY). 
人 对 丁 人 尾音 常 数 a, 有 
varf 天) 过 三 (三 一 他 3 ， 
日 仅 当 @ = EX 时 等 式 才 成 半 ， 
宁 车 站 与 了 独立 , 则 
va tv vart 7). 


3.2,2 协议 差 与 相 美 系数 


定 必 ”3 设计 与 Y 是 两 个 可 积 随机 变量 ,其 联合 分 布 隔 数 为 Ftx,yY),(*,Y) 
和 于 , 则 在 XY 了 世 汶 可 各 的 条 件 王 , 烘 义 
eof ,T= ECX- EFEX}CY- EY)) 
= ELAXYD — (EX EY) 
- [| desy) _ (CEX) CEY). 
covf 于 门 称 为 下 与 了 的 协 方差 . 显然 有 
eof 是， 用 二 var( 二 ) ， 

协 占 差 常 用 来 刻画 两 个 随机 变量 之 间 线 性 联系 的 程 眠 . 为 了 消除 不 同 量 网 的 
影响 ,对 于 方差 不 为 和 的 随机 变 晶 ,常用 它们 的 标准 差 扩 以 标准 化 { 即 使 其 方差 为 
上) ， 

定义 4 称 

-CD gE) 
(VDJUCJ) Var var Y) 
为 工 与 了 的 相关 系数 . 

一 般 地 ,1pr1s1.1pml= 1 的 充分 必要 条 人 忻 是 对 与 了 之 间 以 概率 1 存在 着 线 
性 关系 , 即 存 在 常数 a,8,c, 司 Plaf+ bY=c|l=1. 当 pwry=0, 基 covrt 开刀 = 人 0 时， 
称 时 与 YY 为 不 相关 .此 时 ,有 

F(X) = (CRAOC EY), 
var T+) = vart + varY., 
当 pyy 关 0 村 ,与 了 之 间 存 在 某 种 程度 的 线性 联系 ;1 pxy1 械 接近 于 1, 线 性 联系 的 
程度 越 密切 .om 的 下 黄 性 则 表示 这 种 线性 联系 是 下 向 的 述 足 反 癌 的 . 
此 让, 若 玉 与 了 儿 立 , 则 外 与 7 不 相关 .但 反之 一 般 小 成 立 . 


3.2.3 协 方 差 阵 
定 必 5 设 夺 = (各,… ;天 ) 为 一 维 随 机 向 渤 , 世 的 每 一 分 其 骨 有 有 穷 的 


朋 望 和 方 闪 , 记 5 阶 引 阵 
yar HK) = EFEX EX EYY]| 
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= | covt A,, Xi) | i= 2, ,nn) 
和 之 为 基 的 协 方差 阵 或 方差 阵 . 它 是 个 半 正 颈 潮 称 陡 ,如 对 于 生意 个 生 数 
a 
> aaeovt 4 用) 汉 昌 ， 
没 C 为 -nx m 实 答 阵 , 则 XC 为 m 维 随机 向 其, 革 
EXCYI= EEXIC, yar ACY = CVToyvart XO. 
例 7 了 法 1n 维 蔷 机 向 靳 下 服从 正 访 分 布 和 Cy, 三) , 则 
EX= py, var( Y=. 
注意 ,这 时 天 的 各 务工 人 不 相关 ,与 独立 的 条 并 呈 相 同 的 ,如 互 为 对 角 


阵 , 亦 邮 当 ixj 时， 
ect 下,， 着 ) =00. 


3.3 ”外 与 分 位 数 


下 而 在 讨论 诸 随 相 变 重 的 期 户 时 ,如 未 加 说 明 ,总 假定 这 个 期 望 人 是 存在 的 . 


3.3.1 随机 变 草 的 短 
定义 汶 二 为 - 岩 机 变量 , 为 非 负 整数 ,r 为 非 傣 实 数 , 则 EU ,ECX- 
下 下 | 友 | 再 和- YT 分 别称 为 二 的 下 阶 {( 原 点 } 矩 ,天 防 中 心 矩 ,r 阶 !( 诛 点 } 绝 
对 矩 ,r 阶 中 心 绝对 算 . 
拓 是 期 望 与 方 其 的 推广 ,期 户 就 是 一 阶 原点 忽 , 方 闫 闲 是 一 阶 中 心 矩 ， - 般 记 
pe= EX, 区 = 有 一 {k=0,1.2,.…), 
它 介 之 问 的 关系 为 


枫 8 设 庆 ~ N(0,o?*), 则 
fi 为 奇数 )， 


0 
m= m= he ye 【天 为 个 数 ). 


3.3.2 有 关 纸 的 不 等 式 


(1) 柯 西 - 施 瓦 慈 {Cauchy-Schwarz) 趟 等 式 
ECA | 二 再 | XY| ev EX FY’, 
|eowf X,Y ew var( X) varf FY. 


(2) 赫 尔 熏 10.Holder) 不 等 式 设 r> 1, 一 十 二 =], 吉 | 
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EIAYIE(CELTIO (EI YH). 
{3) 闵 可 夫 斯 基 [H.Minkowski) 不 等 式 ” 设 ->1, 则 
(ELIE YI EEIAI EL YI YT 
(4) 设 Lgr<;, 则 
(CELIXIY ee (EI XI YY:. 
(5) 税 森 {J.L.W,Jonsen] 不 等 式 ” 设 是 R 上 的 -个 凸 吨 数 , 即 对 于 任意 0<p 
<1, 有 有 
glpx+(l- pry)spatr) +(1l- putr) 
成 立 , 帅 
Et EN) Ee(N). 


3.3.3 混合 虹 


定 愉 7 设计 居 r 个 随机 变量 , ,名 ,…', 上 ,时 rn 个 非 负 整 数 , 记 让 
二 十 起 十 一 二 所 区 再 这 为 的 二 阶 深 全 {原点 】 
矩 ; 如 果 把 六 郁 换 成 和 一 三 人 = 1,2,… ,nn), 则 称 为 阶 混合 中 心 算 . 浴 上 广 其 
ooxt 奢 , 四 名 是 半 与 7Y 的 二 阶 洽 合 中 心算 ， 


3.3.4 分 性 数 


定义 $ 设 式 为 一 随机 变 基 ,其 分 布 本 数 为 F(%) ,xz R. 如 果实 数 xo.s 岂 时 满 

是 条 件 
Fxos) = PIX xos) 0.5 
和 
1- Flixos-}= PPIX wo sl 0.5, 

则 xo s 称 为 的 中 位 数 , 有 时 也 记 作 mx. 

中 位 数 对 于 任何 随机 变量 都 是 存在 的 ,但 可 能 不 唯 - . 它 是 反映 随机 变量 取 
值 中 心 的 -个 数值 . 在 理论 上 ,特别 对 本 期望 不 存在 的 情况 , 它 可 以 起 到 类 似 丁 其 
望 的 作用 . 在 统计 问题 中 , 它 的 一 个 主要 优点 是 爱 样本 极端 倩 的 影响 较 小 . 

将 中 位 数 的 概念 加 以 推广 ,可 以 引进 数理 统计 学 中 常用 的 分 位 数 的 概念 ， 

定 愉 9 设 0< a<1, 随 机 灾 量 半 的 小 a 分 位 数 是 指 问 时 满足 以 下 两 条 件 的 实 
类 x,; 


PiXsrw lll-o, PiXm% a. 
中 位 数 就 是 本 分 位 数 .xi - ,又 称 为 不 的 Fe 分 位 数 . 
3.4 特征 困 数 与 甘 晃 数 


3.4.1 特征 未 数 的 定 艾 
定 久 了 0 设计 为 .随机 和 变量 , 则 复 倩 两 数 Pb = 天 expfiig) (ER 及 ) 称 为 了 
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的 特征 函数 ,其 中 j= ” -1. 
根据 不 同 场合 , 襄 开 的 分 布 函 数 、 窜 度 画 数 和 分布 多 分别 为 F(x) ,F(x) 和 
fw p77 了 =1,2,…|; 则 gt( 共 可 分 别 表 示 为 


ptt) = = | exp Citr 村 天 (于 } = | exp (iix f(x)dx = 之 exp 《it ] 户 . 


国 为 罗 是 由 半 的 分 布 商 数 志 唯 :确定 的 ,所 其 名 也 称 为 该 分 布 的 特征 了 数 ， 事 淆 
上 ,2 就 是 吕 的 傅 里 上 时 -斯 英 尔 切 斯 (bourier-Stiehjesy 变 换 , 或 其 密度 的 数 关 的 人 博时 叶 
变换 . 它 对 于 任何 随机 变量 都 存在 . 
例 9 泊 松 分 布 PW) 的 特征 函数 为 
pt) = expf lfexptity — 1)). 
例 10 正 态 分 布 N(n,o7) 的 特征 函数 为 
252 


PE) = expt i -全 ). 


3.4.2 特征 函数 的 基本 性 质 


gfo0=1,1g5t1 二 1 [和 及 ) 
之 g 在 RR 上 - 致 连续 ， 
gg 是 展 上 的 半 正 定 函 数 , 即 对 于 每 一 正 整 数 n 及 什 筷 nr 个 实数 4 4 ,1 
和 复数 z1, zz,…,z; 都 有 
他 /之 49 fz 0. 
友之 ,满足 上, 字 , 了 三 个 性 质 的 q 一 定 是 某 个 分 布 的 特 人 计较 数 . 
中 若 随 机 变量 庆 ，, 各 ,… ,, 是 独立 的 , 则 基 和 的 特 入 基数 等 于 各 加 项 的 特 往 
闲 数 之 积 , 妈 
Pr 网 = Pr Ct pr CH) pa ). 
这 一 性 质 在 研究 独立 随机 变量 之 和 的 极限 定理 小 有 着 重大 的 作用 . 
3 着 & 与 $5 为 常数 , 则 ao+ 与 天 的 特征 函数 的 关系 为 
Pritt) = exp (ibt) prl at). 
人 设 庆 的 r 阶 绝对 具有 穷 , 则 对 于 一 切 正 整数 上 <r.X 的 特征 两 数 g 的 十 阶 导 
数 存在 .连续 , 且 有 


pO(E) = | wtexp (Gtx)dF(%), 


因 击 有 
i = EN = i ot (0). 
此 时 , 令 
dd 
号 一 qe nP( 全) 【天 过 天) ， 


ef 称 为 于 的 天 阶 半 不 变量 . 


此 1 二 EY = ls 
Ko = Var( XA) = pe 一 关于， 
Ka = Blt 十 人， 

下 特征 随 数 与 其 分 布 蚜 数 请 相 而 叭 一 决定 . 实际 站 ,对 于 不 的: 切 连 续 点 

xl 威 立 如 RA 
Flxs) ~ Ftx1) = 7 lim "| = 1 Pp(- -ind 

从 连续 性 定理 分 布 上古 数 序列 | (zl 在 耸 布 病 数 Ps 的 所 有 连续 点 上 收 
化 于 Ex 其 从 分 必要 和 芭 件 是 ,相应 的 特征 肯 数 序 询 1 点 点 版 合十 特征 咖 狼 
旭日 在 庆 的 侍 - 有 限 区 问 上 一 致 收 伍 ( 作 为 充分 条 什 时 ,只 须 点 点 收 化 的 极限 
函数 pe 在 := 引 生 连续 ,Fr 便 一 定 是 :个 特征 两 数 ). 这 是 解 快 中 心 枢 限 问题 的 个 
关键 忻 定理 . 

3.4.3 多 元 特征 函数 

定义 11 设 症 =(X, 天 高 ) 为 一 5 维 随 机 向 起 , 则 元 复 值 旺 数 

pili ta hh) = Flexpti > )) 人 = 
称 为 大 的 元 特征 两 数 ，、 

名 起 特征 两 数 育 与 下 特征 遇 数 相 类 似 的 基本 性 质 . 反 注 公式 及 这 续 性 定理 . 
此 下 还 有 

1° | 2 “* 1 相 瑟 独立 的 充 # 他 局 点 亲 人 忻 司 ,对 十 全 党 (1 由 R", 

pita ) = Px C1) pr (ta) “rk inh). 
2 御 os 的 十 电 十 一 二 天 按 混 合 名 让 在, 则 


rr 下 600， 0 
EC A A 让 生生 


例 11 aa 大 由 礼 分布 NOE 于 ) 的 特征 陋 数 为 
pH) = explifp' - 方 过 

注意 ,nn 元 止 态 分 布 用 它 的 特征 函数 米 表 未 时 , 比 咱 它 的 密度 师 数 米 表 不 
条 件 更 宽 些 . 这 时 它 的 协 方差 阵 瑟 不 必要 求 是 { 严 柑 ) 让 省 的 ,而 可 以 是 半 下 是 
的 .这 样 就 把 退化 的 # 元 正 态 分 布 也 包括 进来 了 

3.4.4 概率 母 函 数 

定 久 以 设 世 荐 只 取 非 负 整 数值 的 离散 随机 变量 , 三 其 分 布 列 

PIlX= ki =p C=0,1,2,.…1}. 
如 称 
Pfs) = = pe (ss 有 
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出 ,首先 , 若 用 某 随 机 变量 Y 的 取 值 米 作 为 “条 件 ”, 当 这 些 值 改 变 时 ,天 关于 这 些 
“条 件 " 的 条 件 期 理应 嘴 这 些 值 的 一 个 函数 ,也 可 以 说 ,对 村 给 定 的 随机 变量 邯 , 条 
件 期 望 玉 (13 旦 随机 变量 了 的 函数 ;其 次 ,容易 证 明 , 对 天 了 工 的 侍 - :有 算 可 测 上 郴 
数 gf 站 , 必 成 由 
ELE(XIY) g(t FT)]= El Xgt 1. 

贞 此 ,条 件 期 望 有 如 下 证 立 ， 

定义 3 过 (中 , 户 为 一 概率 空间 , 旦 是 黄 上 的 : :个 吕 舱 随机 变量 ,Y 足 具 
上 的 个。 维 随 机 向 量 , 那 么 ,XX 关于 Y 的 条 件 期 望 ECXI1 了 ) 满 足以 下 两 个 条 忻 ， 

?ECXIY) 是 了 的 一个 可 测 孙 数 ; 

2 对 于 任 -rn 元 有 和 异 实 值 可 测 卫 数 g(Y), 成 并 

EL 吾 [ 下 | 的 有 了] = El Xet ¥)|. 

测度 论 中 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 (Radon-Nikodym) 定 理 保 证 了 注 峡 这 西 个 条 件 的 随机 恋 
星 FEF(CFLY)- .人 定 存 在 ,而 避 除 在 一 个 零 概率 捉 件 上 窑 注 有 闫 异 外 ,EE{XI1Y) 还 导 唯 
-- 和 确定 的 ( 称 为 以 概率 1 唯 -- ,或 几乎 必然 唯一 ) . 

按 这 - : 定 立 , 设 4E .六 则 有 

E(XIL)= ECXIAYD + ECXIAY HL. 
对 于 征 一 #8 世 , 帘 忆 
Etlp| YY)= PCB|Y), 

称 PLB| 了 DD 为 8 大 于 Y 的 条 件 概 姜 . 

这 个 定义 还 可 进一步 推广 ,此 处 不 青 闭 述 . 

条 件 期 望 的 概念 对 于 现代 概率 论 ,尤其 是 随机 过 程 班 论 ,是 干 分 重要 的 ， 


3.5.2 条 件 期 望 的 性 质 


条 件 期 望 有 了 以 上 性 质 { 都 以 概率 1 成 立 ): 
地 光 | 任意 常数 [| 和 和 可 积 随机 变量 下 1 ? 训 , 有 
FE{e Xi+t ca F)= es F(XTIYD + co Rt Xl Y). 
2 若 基 =0, 则 ECELY) 0. 
加 有 (717) = ECXI Yet YF). 
4 ECECYI YY) = EX. 
宁 若 丰 本 了 独 字 , 则 
EXIY) = EX. 
多 对 于 性 意 AE. 吉 有 
os PALIT EL; 站) = 二 
对 于 互 不 相 容 的 事件 列 | 机 上,1, 有 


PCOU A 1 7) = > 
条 件 期 望 还 有 5 期望 类 似 的 收 化 定理 . 
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3.5.3 条 件 独 立 性 
定 久 到 设 4,BE. 六 Y 是 一 随机 向 是 ,如 具 以 概率 1 成 并 
PIABIYY = PLAI FYPCBIY), 
则 称 4 与 8B 关 -f 了 是 条 忻 独 立 的 . 
可 以 证 明 , 上 式 等 价 于 以 概率 1 成 六 
PlAlIs, FY= PANY), 
或 
P({BIE, F)= P(BIY). 


4 极限 定理 


4.1 概率 论 中 的 收 伍 


4.1.1 随机 变量 序列 的 收效 


设 iX,n 社 1| 是 概率 空间 (0, 客 P) 上 的 随机 变量 序列 . 概率 论 中 经 常用 到 的 
收 贫 慨 念 有 如 下 几 种 ; 
(1) 以 概率 1 收 知 车 
P| lim % = 区 一 1 ， 
刚 称 1 半 , ,nz 衬 1 以 概率 1 收 化 于 让. 以 概率 1 收 化 也 常 称 为 几乎 必然 收 误 . 记 作 
lim X, = 下 【有 .8. 1》 
或 
天 “一 瑟 ， 
(2} 依 概 率 收 雍 ” 若 对 于 任 - 正 数 <, 都 成 立 
lim PHIX, - Xie =0, 
则 称 | xx ,asHi 依 概率 收 北 手工, 记 作 
Yk 
它 表 明 随 机 变量 蕊 与 开发 生 任意 确定 的 正 贪 差 的 概率 ,都 随 着 ”的 无 限 增 
大 而 赵 于 0. 
(3) rf 阶 平均 收 伍 ”对 于 rai 若 五 -三 的 r 阶 绝对 年 的 极限 
limElX,- XI"=0, 
则 称 | 蕊 ,aslr 阶 平均 收 策 天 三 . 特别 地 , 当 r=1 时 称 六 平均 收 襄 ;r=2 加 称 为 
均 方 收 敦 . 
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(4) 恢 分 布 收 误 上流 所 ,二 分 别 表 示 随 机 变量 苇 ,XX 的 分 布 函 数 . 其 对 于 中 
的 舞 一 个 连续 点 x, 都 有 
lim F(x)= Fx), 


则 称 ,的 分 布展 弱 收 伊 于 义 的 分 布下 ,也 称 如 情 分 布 收 敏 于 并 
4.1.2 各 种 站 人 禾 的 效仿 关 系 
用 记 导 4 一 哩 表示 "由 让 可 推出 8”. 没 r 这 rf 宇 1, 则 以 上 各 种 收 航 之 间 的 纺 
舍 关 系 如 图 4-1 所 示 ， 
r: 阶 平均 收 伍 以 概率 1 收敛 


r 上 阶 平 的 收 伍 
平均 收 谣 一 一 一 六 依 概 宰 收 襄 


依 仓 布 收 策 
图 4-1 
此 外 ,如 以 概率 ! 收 化 于 XX 与 = 和 pg 二- 并 | 依 概 这 收 伍 于 0 是 等 价 的 . 依 


概率 收 合 于 一 常数 与 依 分 布 收 伍 于 此 常数 是 等 价 的 . 当 所 = 人 "了 是 独立 随机 变 


量 序列 | 了 ,ni 的 部 分 和 时 ,无 依 分 布 收 伍 、 依 概率 收敛 和 以 概率 收 伍 这 二 者 
是 等 价 的 ， 


4.2 ”概率 不 等 式 与 收敛 定理 


4.2.1 常用 概率 不 等 式 
(0) 切 比 卉 夫 (T.L. Chebyshev] 不 等 式 ” 滩 半 为 一 可 可 随机 变 野 , 则 对 十 枉 何 


3 人 ,成 立 


PilX- EX el < 


(2) 科 尔 莫 其 罗 夫 不 等 式 设 证 ,天 ,…, 计 是 rn 个 相 企 独 并 的 随机 变量 ,日 
天 =0D,varf 如 ) 三 4 人 名 在 二 1 之, ,PR 则 对 于 任何 E> ,或 并 
P{ max | 上 | 二 (on + gr + qr). 
131 药 锥 1P.Levyj) 不 等 式 设 证 ,名 ,一 ;让 是 nn 个 相 相 独立 的 随机 变 姑 .用 
mt 表示 随机 变 荐 xX 的 中 位 数 , 则 对 于 作 何 = >0, 成 六 


+ | max TX | 
三 上 实 作 


2P| | 大 十 下 十 十 玫 | 汪 El 
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这 -不 等 式 的 特点 是 不 要 求 存在 有 限 的 斯 望 与 方差 

4.2.2 请 雷 东 -其 泰利 引 理 和 0-1 准则 

博 雷 尔 - 坎 索 利 (BoreLCantelij 引 理 ” 设 1 必 ,ns tlC 7 一 事件 序列 , 则 由 
> PC4) < 可 以 推出 14,1 中 有 计 兴 个 同时 发 生 的 机 率 为 0, 妈 

pt NLU) =0. 

博 吉尔 {E.Borplj41 准则 设 14,,n 宇 1 是 相互 独 玉 的 事件 序列 , 则 对 应 于 级 
数 > P(A) 收 仇 或 发 散 , {41 中 有 无 穷 多 个 同时 发 生 的 概率 分 别 为 0 或 1 

上述 引 理 和 准则 是 证 明 各 种 以 概率 ! 成 立 的 命 是 的 有 力 工具 . 

4.2.3 有 关 期 望 的 收 赫 定 理 


设 1 半 ,n 宇 1 是 概率 空间 (如 ,入 PP) 1: 的 随机 变量 序 训 . 下 面 基 经 常用 到 的 三 
个 有 关 期 望 的 收 钱 定理 ， 
列 维 伍 . 节 ,Levi 单调 收 敏 定 理 荐 几乎 必然 成 并 DD 志 无 丰 到 ( 即 各 非 负 也 
aa, 单调 上 升 趋 于 息 ), 则 
EFEX, + EX. 
法 图 {P.Fatou} 引 理 ” 若 存在 可 积 随 机 塞 扰 Y, 使 对 于 一 切 n 宕 1 ,儿科 必然 成 
斌 无 空 了 , 则 
E( lim X,) < lim Ex,. 
这 里 lim 表 示 下 极限 . 其 中 Y=0 是 最 常用 的 特例 . 
勒 贝 格 (H.Lebesgue) 控 制 收 敦 定理 车 存在 可 积 随 机 变量 了 ,使 对 于 一 切 nz 
1 几乎 必然 成 立 | 世 | < 了, 且 天 一 XX, 则 
EX —r EX. 


4.3 大 数 律 


4.3.1 概述 


天 数 律 是 判断 随机 变量 序列 的 算术 平均 值 是 否 向 常数 收 煞 的 定律 ,是 概率 论 
和 数理 统计 学 的 基本 定律 之 - - ， 
怕 贺 利 大 数 律 ” 若 vy 是 a 次 独立 重复 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ,p 是 事件 4 
的 概率 , 则 对 于 任何 上 >0, 有 
tnr {| 0) 2.} -0 
即 频 率 ww 恢 概 举 收 敦 干 p. 
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伯 努 利 大 数 律 揭示 了 "频率 稳定 于 概率 "说 法 的 实 盾 . 它 提出 200 年 以 后 , 数 
芝 家 博 常 尔 才 证 明了 -个 更 强 的 强大 数 律 . 

博 宦 尔 强 大 数 律 ” 在 与 怕 弩 利 大 数 律 同 样 的 条 件 下 .了 以 概率 1 收 谣 fp. 

大 数 律 表明 ,对 于 有 同一 概率 分 布 的 5 次 独 证 观 嵌 信和 计 , 庆 ,高 , 其 平均 

= 一 (Xt+ Xz+… + 高) 将 随 a 的 增 大 而 收敛 于 该 分 布 的 期 望 «. 由 上 收 伍 可 

以 有 佬 种 不 同 的 方式 , 按 共 收 笋 为 依 概 率 收 化 .以 概率 1 收 灼 或 均 方 收 北 的 不 同情 
上 挫 , 分 别 有 居 大 数 律 ,强大 数 律 或 均 方 大 数 律 , 斑 大 数 律 又 常 通 称 浆 大 数 律 . 

4.3.2 几 个 著名 的 大 数 律 

除 『f 玉 的 伯 努 利 去 数 律 及 博 涡 尔 强 去 数 律 针 ,还 有 下 出 两 个 著名 的 大 数 律 . 

辛 答 ( 态 .J. Khintchin} 大 数 律 ” 若 | 马 1 是 独 这 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,号 8 = 7 
存在 是 有 限 , 则 庆 , 依 概 率 收 鳗 J 训 . 

科 尔 莫 医 罗 夫 强大 数 律 ”在 与 六 软 大 数 律 同 样 条 件 下 ,无 以 概率 1 收 钱 于 


Et- 

一 些 ,大 数 律 中 涉及 到 的 随机 变量 序列 | 也 可 以 不 是 模 互 独立 的 . 例如 ， 
吓 以 是 某 种 弱 相 依 的 平稳 序 ; 代 替 随 机 变量 党 列 的 算术 斗 - 均 ,也 可 以 是 其 部 分 和 
后 某 种 线性 贾 数 序列 向 常数 的 收 和 分 ,等 等 . 

4.3.3 重 对 数 律 

重 对 数 律 研究 的 是 算术 平均 向 数学 期 望 的 收 全 束 诬 , 因 这 速 麻 中 通常 出 现形 
如 og log4 (4 为 与 器 有 关 的 数值 ) 的 项 , 故 得 名 . 它 比 通常 的 强大 数 律 要 精确 和 
深入 得 考 . 

重 对 数 律 ” 设 } 避 | 为 独立 同 分布 的 随机 变量 序列 ， 

区 -0, vat(T -a < om. 
记 
Sn = + 

如 


一 一 全 
吕 亚 - 声 斌 一 = 1-t 
"mw Da nlog logn 
3 
P{ im = 全- 二 -1}=1. 
20 nlog logn 


也 就 是 说 , 当 一 m 时 ,算术 平均 宇 趋 于 EX = 0 的 速度 以 / Joga 欧 于 0 的 速度 
相当 
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4.4 中 心 极限 定 埋 


4.4.1 概述 

中 心 极 限定 理 是 判 喃 随机 变量 序 列 部 分 和 的 分 布 是 吾 渐 近 于 正 态 分 布 的 一 类 
证 理 , 它 在 概 妾 论 发 展 的 很 长 一 段 时 期 内 是 研究 的 中 心 淋 题 . 在 白 然 界 及 生产 . 科 
学 实 幅 中 ,一 些 现 委 受 到 许多 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 .如果 每 个 因素 的 影响 帮 
很 微小 ,那么 总 的 影响 可 以 着 作 是 服从 正 术 分 布 的 .中心 伐 限定 理 正 是 从 数学 | 
论证 了 这 一 现象 . 

历史 上 最 早 的 中 心 极 限定 于 如 下 : 

棣 莫 弗 {4.De Moivre) 定 理 车 v。 是 m 次 独立 重复 起 监 ! 们 努 利 试验 ) 中 囊 件 
4 出 现 的 次 数 ,pft0< p <1) 是 事件 4 的 概率 ,9 =1- p, 则 对 于 任意 实数 ea< 上 5, 成 
立 


lim pla< Se b= Bb) - wu), 


其 中 


是 标准 正 态 分 布 和 (0,1) 的 分 布 活 数 . 
随后 拉 普 拉 斯 对 这 一 结果 叉 作 了 推广 ， 
在 这 一 定理 形成 的 过 程 中 ,同时 也 解决 了 v, 等 二 的 慨 率 


Piy, 一 下 | = ( jg 
汤 近 于 正 态 效 度 的 问题 :在 任意 给 定 的 有 限 区 间 [e, zj 由 ,对 于 满足 < 过 共 = 
人 =- 四) <4 的 ,一 到 地 成 立 
My 
,Pim=ki 
pi) npy | 
其 中 
P(x) = A on - 7 ) 
是 标准 下 态 分 布 的 密度 丽 数 . 这 一 类 定理 称 为 局 部 极限 定理 . 
上 上 述 结 订 至 邻居 对 当 nn 较 大 时 二 项 分 布 构 率 的 近似 计算 起 着 重要 作用 . 
4.4.2 几 个 著名 的 中 心 摄 限定 理 


设 1 和 ,nae 引 为 独立 随机 变量 序列 ， 
上 上 En 二 Fr， var( LC) = an, 
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区 全 5 的 标准 化 3。 为 
3 = et -pa) . 
林 德 伯 格 - 莱 锥 (Lindeberg-Levy) 定 理 耕 1 玩 | 为 独 芯 辐 分 布 随 机 变 世 序 删 , 则 
用 须 0<var 和 =o< ze 就 有 
lim PIS* xl = lim P{ Ex) = (9) (x BR). 
nr A Syn 


李 雅 普 诺 夫 { 点 .出 .Lyapanovy 定 理 ” 英 存 在 合 >0, 合 


， 1 >) 了 + 在 
lim + FE| A FA | 三 避 ， 
i kt 


则 在 
lm PS <xt= B(x) {x 亡 民 ). 
林 德 怕 格 - 费 勒 定理 设 所 (XX) 表 名 的 分 布 疯 数 . 行 对 于 任意 r>0, 成 立 林 
德 伯 格 (YY. 加 .Lindeberg) 条 人 忻 
lim 二 >)| (x pdr (xr) = 0, 


之 1 
Le 和 一 


出 同时 成 立 
limPlS,” <x|= B(x) (x Ri, 
和 费 秆 (区 .Feller) 条 件 
im ex = 
反之 亦 然 ， 


实际 上 朵 德 们 格 - 费 勒 定理 已 在 方差 有 限 的 条 件 下 和 析 晓 解 正 了 独立 随机 恋 读 
序列 的 中 心 极限 问题 ,前 两 个 定理 都 是 它 的 推论 . 此 后 的 赋 究 ,- :是 关 曙 对 随机 变 
量 独 六 性 的 要 求 , 二 是 估计 向 下 态 分 布 收 伍 的 速度 ,关于 后 者, 有 下 而 的 不 等 蕊 ， 

贝 里 - 埃 森 1{1Beryr-Fssenj 不 等 式 ”对 于 独立 随机 变量 上 矿 列 j 蕊 | , 记 其 标准 化 部 
分 各 57 的 分 布 果 数 为 三 {x) , 则 有 

sup | B(x) — B(x) Te 4 IE | Ep 1, 


其 中 为 -一 常数 . 
4.5 友 侦 关 定 埋 


对 于 独立 癌 分 布 的 随机 变 昌 序列 | 无 | ,车 开 和 = Prvaf 和 了)= 国 < 的 , 则 可 以 
证 明 攻 标准 化 部 分 和 
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所 二 
5 gn 
对 于 任意 固 淖 的 夺 >0, 当 0 志 x 志 村 时 ,一 致 地 成 立 


伯 是 ,如 果 * 的 上 界 贞 随 着 nn 的 增 大 而 单调 趋 于 无 穷 , 则 上 述 极限 关系 可 能 
不 成 立 . 大 贪 差 定理 就 是 研究 其 成 立 条 件 的 一 类 定理 . 结果 表明 ,这 取决 于 各 的 
分 布 及 村 随 n 趋 于 无 穷 的 速度 . 这 类 定理 对 于 精确 估计 随机 变 基 序列 收 笋 的 速 
度 是 很 重要 的 . 确切 地 说 , 若 0< 村 -=m ,而 且 成 让 
五 | 1 > x} | 


1| =0. 


lm osm | 1- Bx) 


hm up, ] Ds -1 =0, 
山 称 对 于 权 的 大 确 差 定理 成 立 . 它 的 证 明 与 般 差 概 座 的 指数 界 不 等 式 密 场 模 
站. 
例如 ,克拉 默 {H, Cramery 证 明 : 若 让 在 日 >0, 合 Fe? < %w , 则 对 于 满足 


im 7 = 0 的 MM,, 大 偏差 定理 成 立 . 
大 偏差 理论 经 20 世纪 70 年 代 以 来 众多 学 首 的 开拓 与 发 展 ,已 成 为 概率 论 的 


一 个 有 广 证 应 用 与 深刻 内 烹 的 新 分 支 . 


5 冲 用 概率 分 布 


表 1-1 列 举 了 概率 论 与 数理 统计 学 中 常用 的 概率 分 布 .它们 的 名 称 与 标准 记 
号 .分布 列 或 密度 函数 的 表达 式 、 相 应 的 期 望 与 方 差 (如 果 存 在 ), 以 及 相应 的 特征 
讽 数 . 另外 ,还 加 了 若干 有 用 的 附注 . 表 1-1 摘自 4 中 国人 百科 全 书 " 数 学 卷 )* 概 
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引 言 


数理 统计 学 的 研究 对 象 ,是 收集 数据 和 分 析 数 据 的 方法 和 数学 原理 .数理 统计 
学 与 概率 论 有 密切 关系 .在 西方 如 美美 等 国 , 数 理 统 计 学 称 为 统计 学 . 在 我 国 , 因 
还 有 … 门 被 认为 是 居于 社会 科学 的 {社会 经 济 ) 统计 学 , 故 “" 数 理 " 这 个 界定 闻 不 能 
少 . 因 本 篇 只 涉及 数理 统计 学 ,为 行文 简便 ,下 面 都 将 " 数 埋 ”.- 字 上 略 去 ， 

统计 学 早期 的 发 展 是 结合 其 他 学科 进行 的 ,并 万 "专电 ” 的 统计 学 家 ,也 没有 
一 个 严整 的 数学 框架 .例如 ,在 大 文学 和 测 地 学 应 用 的 基础 上 发 展 了 最 小 一 乘法 和 
高 斯 {G.F. Causs) 的 正 态 误差 理论 ,在 遗传 学 的 应 用 中 发 展 了 相关 回归 方法 等 . 进 
人 加 世纪 后 ,经 过 哥 色 特 ( 玉 .S.CGosset, 笔 种 Student), 费 希 水 (B.A.Fisher) , 订 竖 !. 
Nevyman). 度 永 带 [E.5 引 .Pearson) 和 活水 德 14 .有 al 等 一 拢 车 者 的 努 万 ,和 不公 统计 记 
咱 方 法 有 了 很 大 的 充实 ,而 用 统计 学 也 建成 了 一 个 严整 日 在 数学 上 严格 的 体系 . 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,统计 学 在 数学 深度 上 有 了 迅猛 的 发 展 ,应 用 面 急剧 扩 
大 ,开平 泣 盖 了 日 然 和 社会 的 所 有 领域 ,特别 是 计算 机 的 判 其 和 其 性 能 的 不 断 改 
善 , 鸭 许 多 和信 力 难 及 的 计算 量 的 统计 方法 的 使 用 开辟 了 道路 .这 些 促 成 了 这 门 学 科 
在 理论 和 应 用 方面 的 萝 扣 发展 ,并 日 益 受 到 社会 的 重视 . 

统计 学 有 很 多 分 支 学 科 . 有 的 依 统计 推断 的 特殊 形态 而 设立 ;有 的 依据 其 好 埋 
的 数据 的 特殊 形态 而 设立 {例如 多 元 分 桥 、 方 差分 析 .时 间 上 坟 列 分 析 等 1 有 的 则 情 
其 应 用 对 象 而 设立 ,这 区 往往 形成 一 种 边缘 或 交叉 性 学 科 ,如 下 车 性 统 讨 分析 . 生 
存 分 析 .生物 统计 .抽样 愉 验 等 .对 其 些 重 要 的 分 支 本 刷 辟 有 专 篇 介绍 .本 篇 内 容 属 
于 统计 学 的 公共 基础 部 分 , 即 一 些 最 基本 的 统计 排 断 形式 { 总 估计 .假设 检验 .区间 
估计 ) 的 原理 和 方法 . 

从 历时 上 看 ,数理 统计 方法 儿 是 由 于 解决 实际 问题 的 需 受 向 建立 的 , 故 这 1 站] 学 
科 有 很 强 的 应 用 性 , 它 的 理论 基础 可 视 为 数学 的 一 部 分 ,位 出 于 其 应 用 性 的 特征 ， 
在 数理 统计 学 比较 发 达 的 国家 里 ,这 门 学 科 早已 取得 与 数学 平行 的 地 位 - 


1 基本 概念 
1.1 总 体 


1.1.1 总 体 的 定义 

定义 1 总 体 旦 指 与 所 研究 的 问题 有 关 的 全 部 个 体 的 信 合 . 

如 研究 菜市 大 学 生 的 身高 状况 , 则 总 体 包 括 该 市 全 体 太 学生; 全 究 一 批 产 品 的 
合格 宁 , 则 总 体 包 括 该 批 中 的 全 部 产品 .总 体 的 界定 依赖 1 对 问题 的 要 求 ,而 这 与 
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所 能 提供 的 条 件 ( 人 力 、 物 力 . 时 间 等 ) 有 关 . 

上述 这 些 总 体 部 出 ”: 些 现实 的 个 体 组 成 . 往 个 休 数 二 有 了 眼 的 , 则 这 种 总 体 称 为 
有 限 总 体 . 和 时 总 体 只 二 -一 种 想像 中 的 存在 . 如 对 个 物 埋 明 进 行 测量 ,以 估计 其 
值 ,总 休 由 - 切 可 以 想像 的 观测 值 所 组 成 . 这 种 总 体 从 理论 1 说 包含 无 穷 包 个 体 ， 
称 为 无 限 总 体 . 当 有 限 总 体 所 含 个 体 数 足够 大 时 ,也 可 近似 地 按 无 限 总 体 去 处 理 . 

和 由 于 大 们 美 心 的 只 是 个 体 的 某 项 数 宁 指 标 , 如 大 学 千 的 身高 ,产品 合格 与 否 
《合格 为 0, 不 合格 为 1) , 故 总 体 也 可 以 定义 为 实数 的 某 个 集合 ,全 如 全 体 实数 集 
R, 或 一 指定 芝 间 [a,5], 或 全 部 非 负 整 数 集 . 有 时 大 们 对 个 体 的 几 个 指标 感 兴趣 
(如 身高 和 体重 ) ,这 时 总 体 是 Rt 或 它 的 某 - 子 集 ,这 样 的 总 体 称 为 镍 维 (4 维 ) 总 
体 . 

有 时 在 同一 问题 中 可 以 有 若干 个 总 体 . 如 比较 3 个 不 同城 市 的 大 学 生 的 身高 
状 浙 , 雷 把 每 个 城市 的 大 学 年 分 别 看 作 是 :个 总 体 , 故 问题 中 有 3 个 总 体 . 


1.1.2 总 体 分 布 


定 党 2 总 体内 各 部 分 数值 出 现 的 可 能 性 大 小 不 一 . 即 有 各 自 的 概 说 ,因而 形 
成 了 一 个 概率 分 布 , 称 之 为 总 体 分 布 . 

因为 统计 学 关心 的 是 整体 性 态 ,而 不 关心 总 体 中 特定 个 体 的 行为 ,也 就 是 说 ， 
只 关心 总 体 的 概率 分 布 . 一 惠 这 一 概率 分 布 山 知 ,就 再 设 和 什么 需要 统计 学 去 效 万 
的 了 .因此 ,统计 学 中 所 研究 的 总 体 , 其 概率 分 布 必 属 未 知 . 这 又 有 两 种 情况 . 

(ty 总 体 分 布 的 数学 形式 已 知 ,但 有 若干 参数 未 知 . 这 种 总 体 又 称 为 参数 总 
体 .如 总 体 耸 布 为 下 态 分 布 NGp,o2) ,但 jy 和 如 未 知 .这 个 总 体 依 其 分 布 的 名 称 称 
为 正 态 总 体 .办 其 参数 8 = (p,o) 为 二 维 参数 , 故 又 称 该 总 体 为 双 ( 二 ) 和 参数 总 体 ， 
0 的 范围 为 - m < p< wo? > 00, 构成 一 个 半 平 面 , 称 之 为 参数 空间 , 常 沁 为 日. 
因此 ,一 般 地 把 一 个 参数 总 体 的 芬 布 写 为 | :0 € 间 | 的 形成 ,这 是 一 个 分 布 族 . 

(2) 总 体 分 布 完 全 未 知 , 但 有 某 种 一 般 性 的 限制 . 例 妈 .假定 总 体 分 布 连 续 , 则 
一 切 连续 分 布 构成 总 体 分 布 族 .这 种 总 体 称 为 非 参 数 总 休 . 尝 记 为 |j 王 :下 E 多 | 的 
形式 ,, 安 是 一 个 分 布 族 .也 木 妨 把 它 记 为 | 三 :8 E 加 | ,9 就 是 正本 身 ,而 日 就 是 .这 

总 体 分 布 的 重要 意义 下 于 , 它 把 一 些 性 质 各 异 { 人 .产品 .测量 值 等} 的 对 象 统 
一 在 一 个 数学 模式 下 .如 果 两 个 总 体 基 分 布 者 是正 态 分 布 . 则 正 态 总 体 的 统计 方法 
适用 十 二 者 ,而 不 必 顾 及 各 自 个 二 的 差异 .统计 方法 能 够 作为 数学 的 一 个 分 支 去 研 
究 , 其 根源 就 在 此 . 


1.2 着 本 


1.2.1 样本 的 定 又 


定义 3 以 一 定 方式 从 总 体 中 抽取 的 若干 个 体 , 称 为 样本 . 也 把 其 中 的 单个 个 
体 叫 样本 .样本 路 扬 含 个 体 的 数 日 叫 样 本 量 ， 
出 二 总体 已 数量 化 了 ( 见 1.1.1 小节), 故 样本 也 是 数 供 . 上 县 体 的 样本 有 具体 数 
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值 , 称 为 样本 值 .抽象 地 说 ,由 于 抽样 有 随机 性 ,样本 是 随机 变 景 ,其 分 布 称 为 样本 
分 布 , 它 取 决 于 总 体 分 布 . 样 本 量 及 折 样 方式 (如 有 限 总 体 汪 抽样 有 放 回 样本 ,不 放 
加 样本 之 分 ). 样 本 所 能 取 的 值 的 全 体 , 称 为 样本 空间 .例如 ,总 体 为 R 而 样本 最 为 
于 时 ,样本 空间 为 RR”. 


1.2.2 独立 同 分 布 样本 


把 样本 量 为 上 的 样本 记 党 (和 和 ). 为 了 简便 ,有 时 也 用 - .个 符号 ,如 
下 ,去 记 它 ,如 前 所 述 , 革 的 分 布 即 样本 分 布 . 

定义 4 设 X, 耳 ,…,X 相 五 独立 日 每 -个 的 分 布 与 总 体 分布 相 同 , 则 称 Xi， 
如 ,为 独立 同 分布 样 本 . 简称 ii.d. 样本 ,其 分 布 襄 是 F(x1) Folx2)… 
Fo(x,) ,9 为 总 体 分 布 .这 个 情况 相当 于 等 个 样本 系 从 总 体 中 独立 抽 得 , 且 每 次 拥 
样 不 改变 总 体 的 构成 ,因而 不 影响 其 分 布 .这 -点 对 于 无 服 总 体 成 立 , 而 对 于 有 限 
总 体 , 则 要 求 每 次 抽样 后 放 回 . 当 有 限 总 体 中 和 包 信 的 个 体 数 相对 于 样本 其 = 足够 大 
时 ,即使 在 不 放 辐 的 情况 下 ,也 可 近似 地 当 作 i.i,d. 样 本 处 理 . 

非 ii.d. 样 本 在 应 用 中 也 不 少见 ,最 显著 的 例子 是 有 时间 译 到、 可 靠 性 分 析 中 的 
定时 或 定数 截 尾数 据 ,它们 是 相互 依赖 的 .- :个 独立 但 非 ii.d. 样 本 的 重要 例子 是 
无 放 回 抽样 {在 总 体 所 含 个 体 数 不 太 大 时 ). 另 一 个 重子 是 多 样本 问题 ;一 个 问题 中 
有 好 几 个 总 体 { 见 .1.1 小 节 ), 从 每 个 总 体 中 抽出 ii.d. 样 本 并 总 贝 定 从 各 总 体 中 
抽 得 的 样本 独立 , 则 合 样本 是 独立 但 非 同 分 布 的 样本 , 因 各 部 体 的 分 布 可 以 不 同 . 


1.3 统计 呈 


1.3,1 统计 量 的 定义 


定 炎 5 设 庆 = (3 各, 发) 是 从 某 总 体 中 抽 得 的 样本 ,了 = 中 下) 是 下 的 
函数 ,日 除 依赖 于 样本 下 外 ,不 依 顿 于 任何 其 他 的 未 知 量 . 则 了 称 为 一 个 统计 量 . 
例如 , 设 样本 为 元 ,xX，… ,XX , 则 其 算术 平均 可 记 为 
FE 二 人 ， 
有 时 为 明显 标 出 样本 量 “, 也 记 为 亡 ,是 一 个 统计 量 , 称 为 样本 均值 .但 苦 8 为 总 体 
分 布 的 期 鹿 , 而 未 知 , 则 吏 9 不 是 统计 明 , 因 其 中 包含 了 未 知 量 9, 不 是 由 样 不 
完全 决定 . 


1.3.2 经验 分 村 函数 


定 党 看 设 样本 为 和 和, 刚 以 概率 一 取 和 ， 是 了 | 式 , 的 每 一 个 值 的 


分 布 叫 , 称 为 (这 组 样本 的 ) 经 验 分 布 . 
易 见 
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x) 中 不 过 x 的 个 数 } 
nr) 二 - [mer 人 < 人 wm). 

经 验 分 布 环 是 总 体 分 布 (你 称 奋 论 分 布 ) 的 模 氢 物 , 其 理论 根据 在 于 下 面 的 著 
各 定理 . 

定理 1 ( 格 利 文科 滤 理 ) 设 看 ,如 和 为 由 其 分 布 为 丘 的 总 蛋 中 搞 出 的 
i.i.d. 样本 . 则 当 = 一 wm 时 ,以 概率 1. 成 立 

sup| [Fltx) - Fx)|:._ wm < 让， 

称 凡 格 利 交 科 EV.I Clivenkon) 定理 ， 

这 个 定理 表明 :只 要 样本 量 足 驶 大 ,就 可 以 通过 经 验 分 布 本 把 未 知 的 总 体 
分 布 通 近 到 任何 要 求 的 精度 ,有 的 学 者 把 这 个 证 理 毫 张 4( 伺 并非 无 理 ) 地 解释 为 
“统计 学 的 存在 定理 ” ,因为 它 让 理论 上 明确 了 通过 样本 去 推断 总 体 的 可 能 性 . 


1.3.3 基于 经 验 分 布 相 作 的 入 计 量 


抽样 的 旦 的 是 对 总 体 分 布 二 ,或 已 的 某 项 特征 开关 1 例如 其 均值 .方差 等 ) 获 
得 - - 些 信 息 .由 格 利文 科 定理 ,容易 得 到 如 下 的 思路 : 归 然 经 验 分 布 局 是 人 具体 分 布 
下 的 很 好 的 模 描 物 ,那么 很 可 能 T(E ) 也 是 TCF) 很 好 的 模拟 物 .基于 此 ,人 们 构 
造 了 许多 有 用 的 统计 量 .下 面 举例 介绍 . 。 

(1) 总 体 期 望 一 样本 霹 值 六 下 就 是 分 布 天 的 数学 期 望 . 

{2) 总 体 中 位 数 一 样本 中 位 车 m 将 样本 读 , 训 ,…, 读 , 按 由 小 到 大 的 次 序 
排列 沪 


是 人 之 天 人 和 (1-1) 
2 圳 fn 称 为 次 序 统 计量 . 样本 中 位 数 兄 是 指 rs A ny 中 揣 中 
的 一 个 量 {n 为 奇数 时 ) ,或 居中 的 两 个 量 的 平均 tn 为 偶数 时 ) .时 


ty {tn 尖 硬 数 }， 
"7 | za + Xo (a 为 偶数 ). 
(3) 总 体 方差 -> 样本 方差 时 
2 - 2 
= 
Ch — 1) 


按 毛 差 的 定义 ,局 的 方差 应 为 一 1 ox- 六 ij ,与 相关 一个 常数 因子 ,这 个 差别 


的 理由 将 在 2.2.1 小 节 中 解释 ， 次 为 样本 标准 六 
(4) 总 体 斌 阶 原 点 答 a 一 样本 六 阶 原点 拓 a 


2 


好 一 一 -， 
1 


其 中 下 为 自然 数 ;al 即 为 让 
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(5) 总 体 下 阶 中 心 拓 pe 一 样本 上 阶 中 心 入 mr 
me = LT Sx — XE, 


其 中 六 为 自然 数 ; mi = 0;m = a-1(n 1}. 大 于 四 阶 的 样本 中 心 失 很 少 用 .样本 
矩 的 一 个 重要 应 用 是 参数 情 计 中 的 矩 法 , 见 2.1.2 小 节 . -四 阶 所 用 于 下 面 的 统 
计量 ， 


样本 偏 度 系 数 8 = 元 训 ， 
样本 峰 度 系数 Bh = S$. 


前 者 用 于 考察 分 布 的 对 称 性 ; 若 总 体 分 布 关 于 革 点 对 和 陈 , 则 其 { 总 体 ) 亡 度 系数 
parea2 为 0, 故 样本 偏 诬 系 数 也 应 接近 0. 后 者 则 用 于 考 守 总体 分 布 的 正 态 性 : 当 
总 体 分 布 为 正 态 时 ,其 (总 体 ) 峰 度 系数 为 3, 故 样本 峰 度 系数 也 应 接近 3. 另 -个 通 
过 冒 定义 的 有 用 统计 莉 是 

样本 变异 系数 & = 8 二 
它 相应 于 总 体 襟 异 系数 ype/al. 这 个 指标 : 般 只 用 于 变革 只 取 非 负 什 时 , 它 表 示 
把 衡量 总 体 安 异 的 指标 按 袜 量 的 尺度 去 调整 . 

这 种 通过 了 站) 去 模 机 FCF} 以 构造 统计 量 的 例子 ,还 可 以 举 出 很 多 ,但 尽 ， 
这 不 是 叭 -的 三 法 ,也 不 一定 是 在 每 种 情况 下 都 最 好 的 方法 ,需要 什么 样 的 统计 
量 , 原 则 上 应 由 问题 的 要 求 米 定 . 则 时 ,也 存在 -- 些 情况 ,其 统计 量 并 无 总 体 中 的 对 
应 物 , 例 如 ， 

极 值 Ac 

极 差 en)y -Xs 


上 t 一 二 
本 


_ 2 Xn 

截 尾 平 均 。X(d) = 7: 
简单 地 说 , 截 尾 平均 即 是 把 样本 中 大 小 两 端 各 去 掉 4 个 样本 后 , 剩 下 的 na- 2d 个 样 
本 的 平均 值 .在 个 裁判 员 给 同一 个 运动 员 打 分 时 ,最 后 结果 的 计算 常 取 立 (9) ,以 
防止 人 为 抬 高 和 压低 分 数 .这 些 统计 量 也 反映 了 总 体 的 一 内 特征 . 例如, 极 差 反映 
了 总 体 的 分 散 程 度 . 

在 有 些 情况 下 ,总 体 中 某 一 特征 ,也 可 以 在 样本 中 有 人 广 | 不 同 的 对 应 物 .例如 ， 
总 体 分 布 美 十 某 点 8 对 称 , 则 样本 均值 X .样本 中 位 数 m 和 和 零 尾 平均 六 (4q) 都 可 与 
对 称 中 心 8 柑 应 .这 时 ,选用 哪个 统计 量 应 根据 有 关 的 条 件 杀 知识 来 决定 . 


1.3.4 抽样 分 布 


定 光 7 了 设 样 本 海 ({X ， 二 ,统计 量 T= TUX 3 Yo 是 样本 (人 ， 
的 鸭 数 , 因 ( 开 ,和 ,…, 各】 有 一 定 的 概率 分 布 , 卜 了 也 有 一 定 的 概率 分 
布 ,这 种 分 布 称 为 了 的 抽样 分 布 . 它 完全 由 样本 的 概率 分 布 决定 . 
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由 上 是 和 交 郑 , 质 样 分 布 就 是 通常 的 报 率 分 布 , 冠 以 “抽样 " 这 个 限定 词 ,并 不 意 
昧 普 它 有 何 与 仍 不 同 的 特 刘 性 .之 所 以 这 样 称 图 基因 为 证 述 源 因 

假定 有 许多 a 样本 组 (i= 1,2.…-. 可 以 设想 它们 是 从 总 
体 小 上 反复 抽样 所 得 , 则 是 依 据 它们 算出 统计 量 了 的 一 系列 值 

T= TKD ,ESD ,RY (i = 1 ,2 

它们 是 了 的 i.i.d. 样 本 .于 是 根据 格 利文 科 定 理 , 了 的 分 布 可 通过 ,7 了 
的 经 验 分 布 近 亿 取 得 .这 提供 了 - -个 通过 从 和 总体 中 反复 抽样 来 决定 了 的 分 布 的 方 
法 ,抽样 分 布 的 名 称 盖 源 于 此 . 

因为 统计 推断 是 通过 统计 量 去 进行 的 , 而 这 种 推断 的 去 现 取 决 于 所 用 统计 量 
的 分 布 , 因 此 ,对 衡量 -一 具体 推断 方法 的 优良 性 指标 和 可 川 的 推断 方法 的 选择 ,都 
无 不 基于 有 关 统 计量 的 抽样 分 布 . 抽样 分 布 的 重要 性 由 此 就 可 想 而 知 了 .可惜 的 
是 ,除了 有 限 的 几 种 场合 ,要 确切 决定 - 些 常见 统计 量 的 抽样 分 布 ,很 不 容易 .下面 
介绍 几 种 统计 量 的 抽样 分 布 .以 下 假定 庆 ,元 ， EE 是 i.i.d. 样 本 ， 

1. 样 本 均 慎 的 分 布 

住 若干 重要 的 总 体 分 布 之 下 ,区 的 抽样 分 布下 以 确定 出. 例如 : 

(1) 在 正 态 分 布 总 体 NCpy,o?) 下 , 议 有 正 态 分 布 Ngo2/n)， 


(2) 划 总 体 是 二 项 分 布 Btm,9), 则 >: 太 有 分 布 Bt mn ,9), 由 此 易 写 出 名 的 
分 布 ， 
(3) 若 总体 有 泊 松 分 布 Pb) ,由 )X6 有 分 布 P(mg) .由 此 易 写 出 过 的 分 布 . 


(4) 若 总 体 有 指数 分 布 0e-%dx(x > 0) , 则 2 六 \ 服从 自由 度 为 2 的 好 分 
布 , 记 为 好 。 x2 密度 为 
klxr) = (C22 )) iexp(- 广 ) ww 1 (x > 0). 


当 * 关上 0 时 为 如 由 此 不 难 写 出 互 的 密度 . 
{5) 总 恒 有 柯 西 {14.L.Cauchyy 分 布 ,密度 为 
Ri = (rl + (x — 607)-!, 
则 到 的 密度 与 所 zx,9) 的 相同 . 


(6) 老总 体 分 布 为 区 间 (0,8 98) 上 的 均匀 分 布 R(0,9) , 则 了 入/8 有 概率 密度 


fx) = 1 i Di x — (Qa<% < an). 
件 x 志 0,x 实 yy x) 为 0,[ x|] 表示 不 超过 * 的 最 大 整数 .由 此 不 难 写 出 计 的 密 
上 度 . 


2. 正 访 总 性 下 才干 统计 量 的 抽样 分 布 
正 态 分 布 总 体 旦 蜂 一 的 一 个 重要 总 体 : 除 天 外 , 涪 有 老生 重要 统计 量 的 抽样 分 
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布 串 以 求 香 , 睹 有 比较 简单 的 形式 . 正 态 分 布 在 统计 上 上 的 种 下 性 ,在 相当 程度 于 与 
此 有 关 . 
设 总 体 有 有 分 布 入 Cie) 和 为 其 iid. 梓 本 . 记 


7 -= 外, T= Pi Ry- (mn 1)s 


则 正 态 总 体 有 如 下 特征 ; 

1) TT,D 独立 ;TI 有 分 布 NC,o VR), TAo?* 有 分布 xi.1: 出 此 水 难 写 出 祝 
及 S 的 密度 .需要 强调 的 是 ,只 在 总 体 分 布 为 正 态 时 四 与 六 独立 才 成 立 . 

(2] YatX- pg)zS 服从 自 币 度 为 n -1 的 :分布 , 记 为 41,1. 自由 度 # 的 ;分 布 
如 有 密度 羡 数 


1 ( > ') x -ntl 
"0 Ta a) . 


这 个 辣 果 最 先 由 瘟 国 统计 学 家 哥 色 特 汪 1908 年 以 学 生 (Student) 的 笔名 发 表 
在 Hiometrika 上 . 它 标志 了 数理 统计 学 的 -人 
关 正 态 样本 的 小 样本 抽样 分 布 一 系列 重要 结果 的 先 南 , 侍 数 理 统计 学 发 展 史 上 具 
有 里 程 夏 式 的 意义 . 

(3) 设 有 了 下 个 正 称 总体 Nin, o1) 与 Ny, 03), 六 1， A 利 YF, YY 
¥ 分 别 是 从 前 者 和 后 者 小 抽出 的 i.i.d. 样 本 . 


1 局 _ 
二 i 全 - 革 )”， 
SY 7», 


则 苇 5 5 独立 (在 针 样 本 与 了 样本 独立 时 ), 征 比 值 (TAow)AT2Aes*) 服从 自由 
度 为 ni - 1 和 rs- 1( 注 意 次 序 ,分 子 的 和 白 由 度 在 前 ) 的 下 分 布 , 记 为 同月 
几 度 为 m,n 的 下 分 布 ,的 密度 次 

Ns: mn) 


= En + 本 (x > 0D), 
a 

当 * 专人 时 为 0. 
(4) 在 (3) 的 前 提 下 ,再 假定 o1? = oz, 则 


> Min FX) Cp 1)) 


Rl 十 ny 


记 了 1 三 


fal 


sm Dir (mn) 


各 | 十 nz 


服从 丰 由 度 为 m + 加 -2 的 :分 布 brm- 
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在 精确 的 抽样 分 布 盛 法 求 得 时 ,有 上 购 个 可 以 考虑 的 补救 办 法 . 

一 是 求助 于 大 样本 分 布 , 即 当 样本 若 x 趋 十 无 窃 时 统计 量 的 极限 分 布 , 义 称 浙 
近 分 布 .最 重要 的 例子 是 由 心 极 限 举 理 : 

设 意 体 分 布 有 期 户 nw 和 方 着 5,0 < 人 < 车 ， 和 2.…, 讨 为 抽 自 此 总 体 的 
ii.d. 样本 , 则 站 2a 一品 时 ,va -pxz 的 分 布 收 伍 于 标准 正 态 (Cr0,1)) 分 布 B. 

如 果 用 样本 标准 差 8 代替 sz, 结 论 仍 成 立 . 有 不 少 统计 晶 , 其 精确 分 布 无 法 求 
得 ,但 其 (或 经 过 适当 变换 ) 大 样本 分 布 则 常 存在 , 且 往 往 是 正 态 分 布 或 某 种 比较 
简单 的 分 布 , 如 x? 分 布 ,这 个 事实 使 大 样本 分 布 具 有 重要 性 ， 

一 是 求助 于 前 面 对 抽 样 分 布 . - 词 的 意义 的 解释 ,这 术 质 上 是 一 种 模拟 法 , 设 根 
可 以 无 限制 邮 从 原 总 体 中 抽样 , 则 由 格 利 文科 定理 可 知 . 可 以 遂 过 经 验 分 布 的 表 近 
去 近似 地 居 计 统计 其 的 分 布 .得 由 于 和 神 神 原因 (已 无 叮 能 再 从 原 总 体 抽样 , 人力 
物 万 时 间 不 允许 等 ) , 这 在 实际 上 往往 行 不 通 . 1979 年 , 关 国 统计 学 家 埃 弗 朗 {B. 
Ffron) 提出 用 已 有 样本 站, 如 ，, 克 的 经 验 分 布 玉 取代 虞 总 体 分 布 . 即 在 上 述 模 
拟 过 程 中 ,把 于 后 ， 间 2, 下 曲剧 为 从 原意 体 分 布 中 的 抽样 改 为 从 尺 中 的 i.i.d. 
抽样 , 共 作 一切 照 间 . 上 埃 弗 朗 把 这 个 方法 叮 居 bootstrap.bovtstrap 原意 是 系 鞋 带 , 取 
这 样 的 名 字 大 概 是 抽样 时 找 进 找 出 的 动作 与 系 鞋 带 时 的 动作 有 些 相 似 取 ,中 译 为 
“自助 法 ”. 


1.3.5 统计 量 的 充分 性 


1., 定义 

定 凡 8 设 样 本 为 于 = ( 训 , 了 ,到 ) ,统计 时 7 = TX). 设 想 把 原样 本 天 
掉 而 只 留 下 统计 量 了 ,那么 , -- 般 地 讲 , 这 样 展会 玉 失 一 些 仿 息 . 苦 在 某 些 有 利 情况 

h ,信息 训 无 于 和 失 , 则 称 了 是 :个 充分 统计 量 ,或 者 说 ,统计 量 了 有 充分 性 . 

这 个 重要 概念 是 费 希 尔 在 1920 年 提出 的 .他 的 创见 在 1; (3) 给 “信息 量 穴 无 
丢失 ”-- 个 具体 的 、 吕 操作 性 的 解释 ;(2) 提出 了 -种 简章 易 行 的 充分 性 判别 法 ， 

费 希 尔 把 获得 样本 的 这 程 分 解 为 两 步 ; 

第 - 步 是 获取 了. 设 了 = +, 这 事实 上 是 在 样本 空间 小 界定 了 一 个 子 集 4 = |x: 
T(x) = .由 此 可 知 样 本 到 来 自 集 4 ,但 不 知 是 哪 一 个 ， 

第 _ 步 导 为 闭 取 下 ,再 在 4 内 抽样 一 次 . 子 是 王 所 含 信 息 分 解 成 两 部 分 :一 部 
分 在 了 内 , 男 一 部 分 在 后 一 抽样 内 .车 后 抽样 所 会 信息 为 0, 则 于 所 会 信息 全 在 T 
内 ,了 有 充分 性 .但 如 何 判定 后 一 部 分 信息 是 否 为 0 昵 ? 费 希 尔 指出 :后 一 步 相 当 上 于 
在 条 忻 分 布 至 | = 1 给 定 了 = 上 之 下 工 的 条 件 分 布 ) 中 抽样 . 若 此 条 性 分 布 与 总 
体 分 布 参数 无 关 , 则 其 中 当然 不 会 含有 与 之 有 美的 信息 ,人寿 则 就 会 舍 有 这 些 信息 . 

于 是 得 出 结论 :统计 其 了 有 充分 性 条 件 分 布下 1 了 全 总体 分 布 参数 无 关 . 这 
个 等 虱 命 题 的 右 端 即 可 作为 统计 量 有 充分 性 的 定义 ， 

2. 费 希 尔 的 困 子 分 解 定理 

由 二 条 件 分 布 天 | 7 不易 计算 ,直接 使 用 上 述 定 义 还 有 麻烦 .为 此 , 费 希 尔 提出 

六 一 个 绕 过 这 一 难点 的 判别 法 ,这 就 是 著名 的 因子 分 解 定理 . 
定理 2 【因子 分 解 定理 ) ” 设 样 本 分 布 有 密度 或 概率 函数 所 zx,9)( 离 散 情况 


1 基本 概念 + 59 ， 


FA = ,8 为 参数 , 则 统计 量 荆 为 充分 的 必要 充分 条 件 为 
NR.0) = HOTUN) ON ACRY, 
其 中 ,因子 肯 不 依 杭 于 参数 8; 软 数 g 虽然 依赖 于 如 ,但 只 通过 统计 量 了 而 依赖 于 样 
本 x. 
下 面 举例 说 明 因 子 分 解 定理 的 应 用 ,其 中 中 ,了 ,XX 郁 是 抽 自 有关 总 体 的 
i.i.d. 样 本 . 
和 例 1 设 正 态 总 体 We 有 = 【Ha ， 
TT = ,TD = (XxX, 8S:). 
(1) 泊 已 知 时 ,只 有 jy 为 未 知 参 数 ,样本 密度 为 
Ax) = (V7 a) "expl 一 3 一 4)?) 
=【w 2 s)-"exp( 一 Lan 一 1)5?) exp( 一 2( 生 一 z?] ， {1-2) 
由 上 ce 已 知 , 第 1 因子 相当 于 Ar) 第 2 因子 只 依赖 于 式 和 1, 按 因 子 分 解 定 理 . 帮 
为 区 分 统计 蛮 . 
(2) 当 和 到 部 未 知 时 , 丈 为 充分 统计 其. 
(3) 当 到 已 知 而 性 未 知 时 , > (x - yz)? 为 充分 统计 量 ， 


以 下 的 例子 将 不 去 -一 验证 因子 分 解 定理 条 件 的 满足 ,因为 这 很 容易 做 . 

例 2 度 总 体 分 布 为 指数 分 布 时 ,有 密度 8-'e**(x > 0) ,参数 8 >0, 则 天 为 
充分 统计 最 . 

例 3 ” 若 总 体 分 布 为 均匀 分布 怀 0,9),8 > (RCe,5) 为 区 间 [a ,5 上 的 均 导 
分 布 ,其 密度 在 此 区 间 上 为 (8 - az) ,此 区 间 外 为 0) , 则 样本 极 大 值 庆 (， 为 充分 统 
计量 . 若 总 体 分 布 为 均匀 分 布 RR 外 ,而 ), -mm< 和 有 < 的 < wm, 总 ,; 都 是 未 知 参 
数 , 则 { ED 是 充分 统计 量 . 

例 4 ” 若 总 体 分 布 为 两 点 分 布 PX=1=1-PBX=0 = 9,0s0s1, 
则 王 为 充分 统计 量 . 

例 5 若 总 体 分 布 为 泊 栓 分 布 瑟 ( 的 :机 (二 = 有 = et = 0,1,2，……, 参 
数 8 > 0, 则 到 为 充分 统计 量 . 

当 一 个 统计 间 题 有 充分 统计 量 时 ,可 以 用 它 取 代 原 样本 大 讨 论 .这 意味 着 可 使 
问题 简化 .不 过 ,足够 简单 的 充分 统计 量 , 其 存在 的 情况 不 多 见 一 一 所谓" 足够 简 
单 的 充分 统计 量 " ,可 理解 为 其 个 数 与 总 体 分 布 参数 个 数 相 占 .如 在 例 1 的 情况 (2) 
中 ,参数 有 两 个 ,充分 统计 量 为 (了 ,5) ,也 是 两 个 . 

样本 个 数 可 以 成 千 上 万 ,但 充分 统计 量 个 数 总 维持 不 变 ,这 种 非常 有 利 的 情况 
由 有 两 种 ;一 是 样本 密 上 度 或 样本 概率 函数 f(x,8) 可 表示 为 


fix,0) = c(0) exp{ IQCO) T(x)) h(x) (gE 89) (0-3) 


的 形式 .此 处 = 《2 ww ,4) 为 样本 ,上 与 4 无 关 ,e、@ 只 与 9 有关, 而 T ,75， 
…, 了 是 统计 量 (0,, 7 ,都 可 以 与 n 有关) .根据 因子 分 解 定 理 ,T = (TT ,72,…， 
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四) 是 充分 统计 量 . 形 如 (1-3) 式 的 分 布 族 叫 指数 型 分 布 旗 ,上 述 例 1. 例 2. 例 4.、 例 5 
都 属于 这 种 情形 . 昌 一 种 情况 是 蕉 新 型 分 布 旅 ,人 鲍 3 属于 这 种 情况 . 


2 上 点 估计 


设 总 体 分 布依 赖 末 知 参数 8, = (大 ,大 ,…, 高 ) 是 样本 ,要 依据 瑟 去 估计 各 
之 值 , 就 需要 构造 一 个 适当 的 统计 量 全 (XX}) .这样 ,每 当 有 丁 样 本 值 区 时 ,代入 共 中 
算出 全 区 ) 的 值 ,就 可 以 之 作为 #8 的 估计 .由 于 被 估计 量 8 和 统计 量 8 都 可 用 空间 中 
的 一 个 点 表示 , 玲 把 这 各 估计 叫 点 估计 .用 于 这 个 自 的 的 统计 量 党 称 为 情 计 量 . 
由 县 体 的 样本 值 五 算出 的 估计 基 的 值 全 x) 称 为 估计 和 值 . 点 合计 也 可 以 用 来 求 估计 


8 的 某 已 知 羡 数 gt9) 之 值 ,例如 ,已 知 正 态 总 体 We = 【ao ,要 竣 佑 计 总 
体 的 二 阶 原点 盾 g(t8) = y+ ,8 和 g(t9) 都 可 以 是 - 维 的 或 名 维 的 ， 


2.1 常用 的 后 估计 方法 


2.1.] 矩 估计 


第 以 计 法 的 基 相 要 所 如 下 : 

(1) 用 样本 原点 (中心) 拒 去 估计 总 体 原 点 { 中 心 ) 抵 ， 

(2) 者 要 估计 的 参数 可 通过 总 体 某 些 从 的 函数 表示 , 则 可 用 相应 的 样本 矩 的 

同一 函数 去 怕 计 之 

{3) 尽量 使 用 阶 数 低 的 矩 . 

下 面 举例 说 明 . 在 以 下 诸 例 中 ,XX ,XX ,…, ,部 惰 抽 所 相应 总 体 的 i.i.d. 样 本 . 
例 1 设 有 正 态 分 布 总 体 N(p,o ), 求 gp ,a 的 短信 计 . 

因 它 们 分 别 基 一 - 阶 原点 矩 和 二 阶 中 心 矩 , 故 可 分 别 用 - 阶 样本 原点 矩 天 和 二 


防 样 林 中 心 失 一 LOC% - 至 六 人 千 计 之 .因为 总 体 四 阶 中 心算 为 ns = 3o4, 即 z = 
(adZ3)v2, 故 6 :也 可用 (mA 去 估计 之 ,my 为 样本 4 阶 中 心 矩 . 依 上 述 要 点 (3) ， 


最 好 使 用 较 低 阶 失 的 估计 ,即使 用 二 1 - 对 站 估计 之 . 


例 2 设 有 指数 分 布 总 体 及 1 冰 8 的 和 扼 铬 计 . 

因 8 为 总 体 分布 期 望 ( 一 阶 原点 逢 ), 故 按 挑 生计 法 . 汪 用 于 司 计 #. 

例 3 设 有 上 均匀 分 布 总 体 RC0,8), 求 8 的 算 怖 计 . 

因 入 体 分 布 期 望 为 62,- 故 按 簿 信 计 法 ,可 用 2X 合计 #. 

例 4 设 有 均匀 分 布 总 体 RC91 ,页 ) ,< 站 部 未 知 . 求 91, 友 的 息 千 计 . 
总 体 期 望 全 | 一 Co, 十 8,172, 


2 点 信 计 “ 61 ， 
总 体 方差 ka = {8 -01)212. 
控 滤 估计 法 ,应 使 用 XX 和 ms = 二 (天 -将 ?分 别 估计 从 和 饭 . 上 是 ,01 和 后 的 


全 计量 从 和 谷 可 由 方程 


(人 + 全 ) OR 
2 一 12 


联 立 解 得 : 
全 = 证 -3m = 3m. 
矩 信 计 法 是 英国 统计 学 家 皮尔 进 在 百年 前 提出 的 .此 法 的 优点 是 :在 其 能 用 的 
情况 下 ,计算 往往 很 简单 .缺点 是 有 时 无 法 使 用 (参数 不 能 通过 算 简 单 地 表示 出 ); 
妇 外 ,相对 于 其 他 估计 ,如 极 大 似 然 估计 ,其 效率 往往 较 低 . 


2.1.2 极 大 似 热 估计 
定 习 在” 设 样本 密度 或 样本 概率 男 数 为 f(x ,9), 若 回 定 x 并 将 其 视 为 参数 5 
的 函数 , 则 称 其 为 似 然 函数 ,使 似 然 畏 数 达到 最 大 值 的 从 x) ,好 


frr)) = max f(x,0), 
称 汶 的 极 太 似 然 估计 (maxiomwm likelihood estimate) ; 常 简称 为 MLE. 苦 要 个 计 的 是 


9 的 孙 数 gC0), 则 g() 称 为 g(9) 的 MLE. 
对 于 前 面 的 例 1 ~ 例 4, 若 采用 MLE, 结 果 妍 何 呢 ? 
对 于 例 1, 写 出 样本 ( 计 , 乱 ,…, 高) 的 密度 (1-2) 式 , 舅 得 出 和 于 的 MLE 分 
别 为 及 二 > (天 一 豆 )2 
对 于 例 2, 则 易 得 出 的 MLE 为了, 例 1、 例 2 者 与 答 征 计 法 的 结果 相同 . 
对 于 例 3, 样 本 四 = ( 训 , 训 ,…, 璐 ,) 的 密度 为 
0" (Xn 0), 
AX,0) 1 六 [9 > 0)， 
其 中 Xi,) 为 样本 极 大 值 .因此 只 有 在 8 = XX) 时 ,F(X,9) 才 达 到 最 大 .这 样 ,#8 的 
MLE 为 下 
对 于 例 4, 可 以 类 似 地 证 明 :8 和 更 的 MLE 分 别 为 辣 ) 村 Xn. 在 例 3. 例 4 中 ， 
MLE 和 年 估计 的 鱼 果 都 不 同 ， 
MLE 作为 一 般 方法 提出 来 ,应 归功 于 费 希 尔 . 一 般 地 讲 ,这 个 估计 方法 有 较 高 
的 效率 ,但 在 一 些 情况 下 较 礁 计算 ,日 天 多 只 适用 丁 参 数 分 布 族 的 情况 ,不 过 ,近年 
来 也 有 人 将 此 法 用 到 非 参 数额 域 . 
除了 王 述 两 个 方法 外 ,还 有 一 些 比 较 常 用 的 估计 法 ,如 由 时 斯 (T. Bayes) 估计 
法 ! 见 本 书 " 贝 叶 斯 统计 ”篇 ) 等. 
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2.2 和 央 计 的 优良 性 ( 工 ) 


为 估计 -个 参数 ,党 可 有 不 止 -- 种 方法 .如 正 态 总 体 Ya 中 的 x, 它 是 总 
体 分 布 的 期 涓 ,5 用 在 佑 计 ; 它 也是 总 体 分 布 的 中 位 数 . 妇 了 果 用 样本 中 位 数 右 人 
计 ; 此 外 ,还 可 以 找到 其 他 … 些 合计 法 ,如 截 尾 平 均等 . 这些 估计 中 哪个 更 好 呢 ? 
这 个 问题 的 回答 率 涉 以 下 两 点 : 

{1) 划 柯 拟定 其 种 合适 的 ,衡量 个 计量 优良 性 的 标准 : 

(2) 在 给 定 标准 下 ,如 何 找 出 最 好 的 那个 估计 . 

“ 哪 一 个 更 好 ”的 问题 还 可 以 提 得 稍 宽 - 些 , 例如, 地理 可 以 提出 某 些 认为 
“好 ”的 应 有 其 备 的 性 质 , 这 样 可 去 考察 其 一 估计 是 理 有 具有 这 一 性 质 , 或 条 正之 合共 
其 有 这 -性 质 ,而 六 不 一 定 与 其 一 最 优化 淮 由 联系 起 来 呢 ? 所 有 这 些 问 题 ,都 属于 
数理 统计 掌中 "点 居 计 ”这 个 分 支 的 研究 范围 .本 节 及 下 节 将 讨论 与 此 有 关 的 内 
容 . 本 节 在 样本 量 x 固定 的 情况 下 讨论 有 关 性 质 ,统计 学 必 称 为 “小样 本” 性质. 下 
一 节 则 在 rn 一 % 的 情况 下 考察 有 关 性 质 , 统 计 学 中 称 为 "人 样本 "性 质 或 “ 渐 近 "性 
质 .值得 注意 的 是 ,这 里 讲 的 “大 .小 样本 ”不 是 指 样本 量 的 绝对 天 小 ,而 是 区 分 样 
本 量 臣 定 (小 样 林 ) 和 趋 于 无 穷 (大 样本 ) 两 种 情况 . 


2.2.1 人 和 佑 计 的 无 偏 性 
1. 定 党 
定义 2 设 样本 为 下 ,9 为 总 体 分布 参 数 ,8(X) 是 gt9) 的 一 个 估计 量 , 若 
E(B(X)) = 8 (8 € 9), 
其 中 日 为 参数 空间 , 则 称 名 (X) 是 g(9) 的 -个 无 偏 估 计 ,或 称 伟 ( 瑟 ) 具有 无 偏 性 . 


2() 具有 无 偏 性 并 不 意味 着 对 于 任何 样本 多 ,Zs(X) 部 能 给 出 5 的 准确 估计 
值 ,市 只 是 说 估计 有 时 篇 大 ,有 时 偏 小 ,但 "平均 讲 ” 偏差 为 0. 因 此 ,无 偏 性 可 解释 
为 不 存在 系统 偏差 . 大 避 性 在 实用 中 是 否 有 意义 ,由 问题 的 性 质 确 定 . 只 有 同和 佑 
计 在 同一 问题 中 反复 使 用 多 次 , 且 从 实用 效果 看 正 负 偏差 可 以 抵消 时 ,无 偏 性 才 有 
碍 义 , 否 则 就 没有 意义 .从 理论 |: 看 ,由 于 无 偏 性 在 数学 上 较 容 易 处 理 , 故 在 点 估计 
中 研究 也 比较 多 . 

例 5 分 别 以 x 和 sr 记 壬 态 分 布 总 体 的 期 望 和 方差 ,XX ,…, 革 为 .id, 样 


本 , 则 对 于 参数 秆 oz, 入 矩 估计 法 ,可 用 部 估计 As, 用 ma = 二 (KK -这 合计 
2.X 就 是 无 偏 估计 ,而 m 不 是 . 因 
ECnm) = 2 EX ~ nE(XY, 


册 
FX? = p+ a, 


2 点 居 计 -63 : 


EF) = (BR) + war 于 = f+, 
得 
Etf nm) = Cn- 1]o2， 

故 Elma) = tn— Do 二 开 < oo, 

mz 椒 是 无 忆 . 将 mo 改 用 字 = mmoA(n - 1 即 得 无 偏 届 计 , 这 正二 把 于 证 六 
为 样本 方差 的 原因 . 

上 和 便 包 括 了 一 些 常 风情 况 ( 邵 例 1 ~ 例 3). 

2. 偏 差 的 修正 

当 一 个 估计 基 有 人 时 ,有 时 可 通过 简单 的 修正 消除 之 . :个 显著 的 例子 是 例 5 
中 把 ma 修正 为 嘿 . 但 在 许多 情况 下 ,不 存在 这 样 简单 的 修 . 例如 ,用 样本 中 位 数 
估计 总 体 分 布 中 位 数 时 ,除非 假定 总 体 分 布 对 称 , 何 则 ,此 估计 不 是 无 偏 ,也 没有 简 
单 的 修正 方法 使 之 成 为 无 俩 . 

1956 年 , 魁 诺 依 勒 (M.H,Quenouille) 提出 了 一 种 降低 侦 益 的 方法 ,可 适用 于 比 


较 普 遍 的 情况 . 
设 样本 汶 | 了 一 了 去 估计 如 时 ,有 
ET)- = (2-1) 
Rn i nn 


上 式 右 边 将 偏差 用 n-!' 审 次 的 形式 表示 出 来 了 . 购 诺 依 勒 提出 ,从 样本 万 ,和 2,…， 
法, 中 * 切 去 "大 ,得 着 | 下 共 吕 —1 个 样本 ,利用 它 相 可 得 0 的 


全 计 Te = Ti (i= 1,2,.,n). 
> 了 
求 其 平均 值 元，- “+ 一 ,然后 令 
T= pT -tn- 1)T. {2-2) 
按 式 (2-1) ,应 有 
| 0 
EtT, Li 一 上 = | 十 (rn 1 + 


由 此 结合 式 (2-1)、 式 (2-2), 易 得 
E(T')-H=-- 3 + 


就 是 说 , 原 估 计 开 的 偏差 达到 n-! 的 数量 级 ,市 政 用 工 ' 后, 降 为 m 的 数量 级 .有 有 
了 改善 .这 种 方法 称 为 刀 切 法 (jacknife) ,TT' 称 为 8 的 刀 切 合计 
例 5 出 刀 切 法 求 方差 @ 的 估计 ms， 


记 $= 人 > 一 1.2, 有 
I 
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一 ! fs 一 下 2 一 


n—} 


=— (2 - (nl ny +{tn 1) 2 x) (i=1,2,…,n). 
市 上 式 , 经 简单 计算 , 香 
Ts 一 =， 

这 止 是 oa? 的 无 篇 估计 . 

2.2.2 一 笋 最 小 方差 无 慷 估 计 

一 -个 内 数 8 可 以 有 许多 无 杭 个 让 ,和合 如 为 佰 计 正 态 总 体 的 期 望 . 样 本 均值 和 样 
本 中 位 数 都 是 庆 偏 估计 .于 是 就 有 一 个 在 无 但 估计 之 间 比 较 优 秒 的 问题 . 一 个 常用 
的 淮 则 蚌 ; 瞩 差 小 者 为 优 .因为 方差 小 意味 着 和 估 计量 常 取 交 8 附近 的 值 ,因而 有 较 
大 的 精度 .这 个 考虑 引导 到 下 述 息 闵 . 

定义 3 设 R(X) 为 gt 四 的 -- 无 偏 居 计 , 如 果 对 于 g( 四 的 和 任 一 无 偏 知 计 
(XR) ,都 成 立 

vare{ g( XA)) < varg( (XY) (¥ 8 C0), (2-3) 


刚 称 BCX) 旺 po) 的 一 致 景 小 方差 无 偏 估 计 Cuniformmnly minimum variance unbiased 
eatimate) ,简称 为 UMYUE.” - 致 ”的 意思 是 式 (2-3) 要 对 了 傅 数 空间 日 中 的 每 个 #8 
值 都 成 立 . 

UMYUE 存在 的 情 阅 不 多 ,因为 方差 对 于 一 切 6 € 名 ，- 致 地 达到 最 小 这 个 条 
件 要 求 很 高 . 守 阔 CMYUE 的 方法 有 两 种 ;一 -是 就 个 纵 定 的 必 计 (多 是 常见 且 认 为 
性 能 好 的 悄 计 ) 去 验证 它 是 否 是 UMYUE, -- 基 利用 充分 统计 量 . 下 面 分 别 进行 讨 
论 ， 

ti. 克拉 点 - 拉 奥 不 等 式 法 

这 个 方法 的 思想 是 : 先 对 无 偏 估计 的 方差 估计 出 一 个 不 起 请 越 的 下 界 ; 若 某 一 


大 仿 佑 计 8(X) 其 方差 确实 达到 这 .下 界 , 那 它 就 是 UMYUE. 
设 样本 不 有 密度 f(x,9)( 也 可 以 是 概率 函数 ),9 是 维 参 数 , 则 在 一 定 条 件 


下 ,对 于 g(9) 的 任 无 偏 佑 计 (XX) ,成立 
0 
alogf (XH) 
| D0 ) 
这 个 不 等 式 是 印度 统计 学 家 拉 奥 (C.R., Rao) 和 瑞典 统计 学 家 克拉 默 (H.Cramer) 在 
1945 年 和 1946 年 独立 得 到 的 ,如 今 就 以 他 们 的 名 字 命 名 , 称 为 克拉 黑 - 拉 奥 不 等 式 
法 ,简称 CR 不等式 法 .固定 8 时 ,上 集 { 下 :下 ,9) > 0| 称 为 样本 分 布 妆 参数 为 9 时 
的 支撑 :战地 ,支撑 中 能 依赖 8.CR 不 等 式 中 的 "一定 条 件 ” ,和 包 合 晴 数 所 于 ,9) 及 


vars( 8(X)) > (2-4) 
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Bt 有 一 定 的 光滑 性 ,以 及 要 求 增 撑 与 有 无关. 支撑 与 大 基 的 一 个 重要 例子 是 正 
态 分 布 Nip ,or) ,不 管 参数 值 ko 如 何 , 其 支撑 总 是 (- x“ ,ww). 支 挫 与 #8 有 美的 
例子 是 截 渐 分布 族 ,例如 均匀 分 布 族 | RC0,8),8 > 0|. 
-个 重要 的 特例 是 于 = CE 下 | 为 从 总 体 中 捕 出 的 
ii.d. 样 本 .这 时 , 若 以 wy 记 总 体 密 度 ,将 有 成 下 ,0 = 记 (XD 直 (证) 各 ( 互 ,)》 而 


Iog/X,0) = > Jloghy( 4) 由 于 下， 名,…, 各 罗 分 布 ,以 此 代入 式 (2-4), 得 


Cg C0) 
mito) 
2 
8) = po( ee ho( AX) }. (2-5) 


1(9) 称 为 费 希 尔 信息 量 . 它 是 总 体 分 而 的 个 特性 . 直 现 说 , 它 的 意思 是 ;就 该 总 
体 分 布 而 言 , . -个 样本 能 提供 分 布 参数 多 少 信息 . 按 式 (2-5) 可 以 进一步 解释 如 
:109) 愈 大 ,表示 vare(&(X)) 的 下 界 可 能 傅 低 , 即 表 未 参数 更 易 被 估 准 . 参数 之 
易 被 估 蕉 反映 出 样本 售 有 参数 更 多 的 信息 量 . 也 可 以 这 样 看 :1(9) 反映 了 密度 
万 (z) 随 日 变化 的 程度 ,变化 次 全 ,表示 万 (z) 对 8 的 变化 很 灵 葡 ,因而 样本 + 中 包 
含 8 的 信息 也 就 伍 多 . 
例 7 正 态 总 体 N(9,), 呈 已 向, 求 8 的 估计 .设计 ,五 ,…, 互 ,为 i.i.d. 样 
本 ,此 处 


varg( g(X)) 3 


hk) = 《we)- ‘erp — ， 
因而 ， 


全 — 8 {下 | 一 oO): oa” -2 


Ne = Ei = =0 
好 可 
| 


按 式 (2-5), 对 #8 的 和 任 信人 其 方差 不 能 小 于 ({ me) ~ = os27n. 但 无 偏 悄 计 六 
的 方差 正好 达到 这 个 政界, 故 它 就 是 已 的 UMVUF， 

本 例 中 和 帆 希 尔 信 息 量 坟 昌 与 方差 叶 成 反比 .这 反映 了 奶 下 事实 :方差 傅 天 ,的 
值 人 请 难 摘 估 准 . 这 个 特例 印证 了 把 9 称 为 “信息 量 ” 的 合理 性 . 

对 于 指数 分 布 .二 戎 分 布 和 泊 松 和 分 布 的 总 体 ,其 参数 8 都 是 总 体 期 望 .用 CR 不 
等 式 不 难 证 明 ;i.i,d. 样 本 的 样本 均值 是 8 的 UMYUE. 

对 于 正 态 总 体 Nip,o) 的 方差 估计 , 若 关 已 知 , 则 用 CR 不等式 不 难 证 明 : 


1.i.d. 样本 也 ,1 之 下 ， 3 一 An 性 吕 的 LMYUE. 车 jg 也 未 基 , 则 情 


沉 较 复 杂 , 因 这 时 未 知 参数 (jy， 7) 不 是 一 维 的 , 式 (2-5) 不 可 用 ,但 用 高 维 参 数 的 
CR 不 等 式 ( 这 里 从 有 瞳 ) 仍 可 讲 明 ;在 这 个 情况 下 ,样本 方 关 了 是 有 的 UMYUE 

2. 弃 分 完备 统计 量 法 

这 个 方法 基于 如 下 的 事实 :如 有 充分 统计 好 了 存在 , 则 在 寻找 UMYUE 时 ,只 须 


考察 基 上 了 的 估计 就 种 了 .事实 上 上 , 因 了 为 充分 ， 配 (请 ( 必 ) 1 7) 与 98 无关 ,可 记 为 
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g "(了 T), 它 作为 ga(0) 的 估计 为 无 偏 估计 (因为 By( Ey(8 (1 T)) = By(8(X)) = 
gt9)) ,而 且 g" (7) 的 方差 不 超过 全 ( 天) 的 方差 , 即 
va gE)) = 两 (全 (在 ) -有 (的 )2 
= Ba) a T+ Bog’ (7) - gt(0)) 


= 两 (全 (天 ) ge* (TY + va (pg* (7)) 3 vartg (T)), 
因此 , 若 基 于 了 的 无 由 佑 计 上 共有 上 唯 - -的 一 个 gf 站 ， 则 gw 《7) 就 是 g(9) 的 
UMYUE. 

“基于 了 的 无 偏 俩 计 唯 - ”等 价 于 “基于 了 的 .0 的 瑟 候 估计 只 有 0, 即 由 
“可 1 人) = 0, 对 于 一 要 #8 & 侣 " ,可 推出 CT) = 0 满足 这 后 一 条 件 的 统计 其 了 
称 为 完备 统计 量 { 了 的 完备 性 定 六 中 不 必要 求 了 充分 , 蔓 则 此 处 只 用 到 充分 统计 
恒 )]. 意 之 , 苦 了 是 -- 个 充分 且 完 备 的 统计 量 , 而 gf7) 是 9) 的 无 偏 居 计 , 则 
8 (TY 就 是 gt8) 的 UMYUE， 

如 和 何 去 判定 -个 统计 其 了 是 天 是 完备 的 呢 ? 这 问题 涉 点 数学 方面 的 内 容 较 多 ， 
不 能 详细 论述 ,这 里 只 给 出 一 个 有 关 的 重要 结论 : 设 样本 分 布 族 是 指数 型 的 , 即 其 
密度 有 式 {1-3) 的 形式 , 则 当 集 合 

= {QO.(8), O07 MO) :gE 加 | (2-6) 
作为 R* 的 子 集 有 内 点 存在 时 ,统计 量 TT= TEX) = 《TICX), 了 (下 ),…, 夸 ( 灶 )) 是 
完备 统计 和 量 . 汗 意 , 控 因 子 分 解 定理 ,T 也 是 充分 统计 量 ( 这 不 要 求 4 有 内 点 ) , 故 了 
为 充分 完备 统计 基 . 

例 间 ”设计 ,和 ,…', 瑟 为 抽 自 正 态 总 体 NN(Cg, 下 ) 的 ii.d. 样 本 - 记 
7 = (7,T,), 

其 中 二 下 ,和 = 好 + 有 + + 骨 ， 
则 样本 密度 为 


lt 2 a) -lexp( 一 2 ~ oo 
2 
= (2r) "a "exp( = ) exp( 7 一 也 7, | ， 


2 
它 有 式 (1-3) 的 形状 ,其 中 
Q1(9) = 踊 ， 05(0) = -25 


oa 
不 难看 出 : 式 (2-6 定 交 的 集 4 有 内 点 , 故 了 = (Ti,) 为 充分 完备 统计 量 . 因 为 了 
和 名 = 《一 aT)ACn -1 分 别 是 mr 和 王 的 无 偏 估计 用 都 只 依 正 了 , 故 它们 分 别 
是 gz 和 的 UMYUE. 
对 于 总 体 分 布 为 指数 分 布 . 一 项 分 布 或 泊 松 分 布 等 情况 .在 i.i.d. 样 本 之 下 ， 
用 本 法 可 以 证 明 :样本 均值 XX 都 是 总 体 参 数 昌 的 UMVYUE. 
例 9 设 庆 ,和 ,-…, 庆 ,为 抽 自 均 名 分 布 R(0,8) 的 i.i.d. 样 本 , 求 86 的 估计 . 香 
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记 

T= ,max 全 
风 5a + 1 全 Ta 为 有 的 无 偏 司 计 , 且 了 工 汽 充分 统计 量 . 若 能 让 时 了 出 为 完备 统计 其 ， 
则 fa + 127n 就 是 8 的 UMYUF. 册 为 样本 分 布 丰 是 指数 型 ,前 述 的 判定 方法 不 品 
玫 . 但 本 例 不 礁 直 接 验 证 :7 的 窗 鹿 为 本- 各- 妆 0< < 和 时 } ,此 外 为 站 , 故 若 
h(tT) 是 为 0 的 无 偏 逢 计 , 则 将 有 


| eri dd 0 (9> 0)， 
自 
即 | mhtiiydt = 0 (8 >» O01). 
对 二 式 求 导 ,得 
名 -RE = 站 ff 0， 


因而 Ai = 0 (4 > 中 ,这 就 证 明了 工 的 完备 性 . 
2.2.3 无 偏 估计 的 效率 


定 尽 4 设 癸 (X) 和 BE( 丰 ) 是 gt9) 的 两 个 志 仿 估计 , 则 其 方差 之 比 
vars( pal ¥)) 
vare( 81(X)) 


称 为 佑 计量 人 相对 于 人 的 (相对 ) 效率 . 当 eg(@1, 反 ) > 1 有 时 ,gi 相对 于 ;来 说 更 
有 效 一 些 , 当然 ,这 是 在 以 方差 为 比较 标准 上 说 的 . 


如 果 仿 为 gz(9) 的 UMYUE, 则 对 十 任何 无 偏 情 计 久 ,总 有 (人 Bo) 过 1. 这 时 
可 以 把 af 人 人) 称 为 镶 的 (绝对 ) 效率 .效率 意 接 近 1 愈 好 , 如 果 估 计 不 是 无 偏 ， 
则 其 方差 不 能 作为 衡量 其 优良 性 的 标准 , 因为 偏差 {| 站 (zif)) - 8( 的 | )》 天 了 ， 


方差 小 也 不 能 保证 估计 &, 能 靠近 g(9). 在 这 种 情况 下 效率 定 文 式 (2-7) 就 不 能 
用 . 
例 刘 证 计生 将 抽 自 均 杀 分 布 尼 [各 ,人 的 i.i.d, 样 本 ,为 估计 8, 有 两 


ey ,82) = {2-7) 


个 无 偏 佑 计 : 
~ =- ~ 攻 ， 
如 | = 2X, g2 = (n+ 1) mx 
简单 计算 表明 
vare( 81) = 0 varp( 82) 一 pr 万 (2-8) 
天 此 


A 3 
6 各 2 三 十 衬 


因为 名 为 UMVYUE, 所 以 上 式 表 示 佑 计量 名 的 效率 . 当 n - 1 时 ,ey 为 1( 这 时 | = 


“68 ， 第 2 箱 ”数理 统计 


;n> 1 时 ,ey 小 于 1, 且 随 n 一 w 而 趋 寺 0. 这 表明 : "i 样本 呈 很 大 时 ,车 用 条 
估计 法 去 估计 8, 则 相对 于 用 MLE, 信 息 量 有 很 大 的 损失 . 


本 例 也 说 明 在 截断 分 布 族 之 下 ,CR 不 等 式 失效 .事实 | , 按 式 (2-8) ,2 的 方差 
为 mn-2 的 数量 级 ,而 对 于 CR 不 等 式 成 立 的 情况 ,这 个 数量 级 只 能 为 a-1. 这 意味 着 ， 
虐 断 分 布 的 参数 更 容易 信 准 , 这 一 点 与 直观 感觉 符合 . 


2.3 个 计 的 优良 性 ( 丁 ) 


2.3.1 性 计 的 相合 性 


定 愉 5 省 证 =《 硬 ,名 ,…, 襄 ) 为 样本 ,8( 针 ) 是 g(9) 的 一 个 估计 .如 果 当 样 
本 基 rn 一 w 时 ,有 (于 ) 在 某 种 意义 下 收 化 于 gf9), 则 称 (X) 是 g(9) 的 在 该 意义 
F 的 相合 人 怖 计 . 

在 概率 论 中 最 重 些 的 收敛 章 义 有 两 种 : 依 和 概率 收 伍 ( 记 为 > inP) 和 以 概率 1 
收 伍 ( 记 为 > a.s.). 与 此 两 种 意义 相应 的 相合 性 , 分 别称 为 弱 相 合 和 强 相合 . 因 


此 ,说 gz 是 g(8) 的 弱 相 合 估计 ,是 指 当 mn 一 wm 时 


Br" g(0) (inP, ¥ 9 € 8), 
其 中 B 为 参数 空间 , 即 对 于 任 给 的 > 0, 有 
lim Py( 1 8- g(8) 12 s) = (8 € 9). 
说 是 gt8) 的 强 相合 估计 ,是 指 
lim #(X) = g(H) (a.3., HE€ 日 )， 
或 者 说 ， 
P(g(X) -> g(0)) =1 (9 € 8). 


如 杂事 为 强 相 谷 居 计 , 划 启 旷 为 弱 相 合 的 ,上 反 过 米 不 成 立 . 
如 果 一 -个 御 计 各 是 相合 的 , 则 惧 要 保证 样本 量 n 足够 大 ,就 有 充分 的 把 握 把 
gta) 知 计划 任何 所 想 要 的 精度 .但 实际 上 ,样本 量 不 - 定 入 太 ,而 且 , 即 使 知道 基 


一 估计 呈 为 相 台 的 ,一 般 也 搞 不 清楚 为 使 专 与 g(9) 接近 到 所 需 的 程度 样本 量 要 多 
大 才 行 ,所 以 ,相合 性 这 个 性质, 实用 的 意义 还 是 有 限 的 . 其 意义 更 恰当 的 是 从 反面 


去 看 :如 果 .个 估计 3 没有 相合 性 , 则 意味 着 不 论 样 本 量 雪 拓 , 呈 与 被 估计 的 g(9) 
总 是 保 持 着 禁 当 的 差距 ,这样 的 估计 人 们 会 觉得 是 不 可 取 的 ,因此 ,相合 性 是 衡量 
一 个 个 计 的 优良 性 的 重要 方 而 . 

1. 捧 居 计 的 相合 性 

矩 估计 的 相合 性 是 建立 在 科 尔 莫 区 罗 夫 (A.G.Knolmogorov) 强大 数 律 的 基础 上 
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定理 1 《【 科 尔 莫 万 罗 夫 强 大 数 律 ) 苦 变 其 五 ,了 ,… 为 i.i.d. ,月 其 公 站 分 
布 有 期 望 ea, 则 当 站 一 吕 时 ， 


LX-ra Ca.m.). 


现 谍 二 1 ; ,了 为 自 某 总 体 中 抽出 的 1. ig. 样 本 ,分 别 以 Lu 和 pe 表示 总 体 
分 布 的 下 阶 原 点 抵 和 让 阶 中 心 生 ,样本 上 防 原 点 矩 布 中 心算 分 别 为 


>) Xt Sx 一 员 
Bn) = = 
其 中 = 【+ 有 Am 
由 科 尔 莫 蕊 罗 去 强大 数 律 加 推出 ， 
Ct er (a3.), 


即 afan) 是 a 的 强 相 合 信 计 . 如 果 总 体 参 数 8 的 某 一 函数 g(8) 可 表 为 有 限 个 总 体 
原点 年 a (0) ,or (0) ,… ,on(9) 的 连续 卫 数 h(ap fg ag) ) , 则 共 算 
梧 计 h(a tn)， Qi CH) se, ar Cn)) 是 g(8) 的 强 相 合 司 让. 由 于 中 心 短 可 天 为 各 十 
个 原点 扎 的 多 项 起 ,而 多 项 式 是 连续 函数 ,页 下 述 结论 适用 于 总 体 中 心 旺 .就 是 说 
拌 本 中 心 扎 是 局 阶 总 体 四 心 抵 的 晤 相合 估计 . 上 述 结 论 可 进一步 推广 为 : 符 g(0) 
可 表示 为 有 中 个 总 体 诛 点 和 中 心 答 的 连续 师 数 h(a 50 ab( 人 ak 人， 
p75 pa(9) ,oprt9))， 则 其 短 秸 计 htew (nD), atm) a(n), rm Cn), 
me tr) ,me Cn)) 是 gt981 的 强 相 合 犀 计 . 上 述 论证 证 明 : 生 人 知 计 在 很 : 般 的 博 


癌 下 基 强 相 台 的 ,因而 由 是 戏 相 合 的 . 

这 一 结论 可 用 于 - 些 常 郊 的 例 上 中 ,如 本 章 的 例 1 ~ 例 5, 丸 如 ,用 样本 变异 系 
数 8Sy .样本 偏 证 和 峰 度 系数 mxymas2 和 mm 去 居 计 总 体 分 布 的 相应 特 社 ,者 
号 强 柑 合 估计 -. 

2. MLE 的 相合 性 

与 短 符 计 比 ,MLE 相合 性 的 证 明 要 复杂 得 才 , 旦 要 加 上 一 些 正 则 性 条 件 ,其 纳 
节 此 处 不 作 介 绍 .第 -个 有 关 MLE 弱 相 合 的 证 明 是 克拉 默 在 其 著作 《统计 学 数学 
方法 $ 中 纵 出 的 .而 首先 在 一 般 茶 件 下 研究 MELE 的 强 相 人 台 性 ,是 1949 年 沃 尔 德 作出 
的 .之 后 还 有 - 些 学 者 对 此 作 了 深入 的 研究 , 这 里 只 指出 :在 两 种 最 重要 的 情况 
一 一 指数 型 分 布 族 和 截断 分 布 族 之 下 ,在 很 一 般 的 条 件 卜 MLE 的 相合 性 也 成 立 . 

有 - 些 居 计 不 属于 和 抢 估 计 或 MIF, 关于 它们 的 烛 合 性 ,就 不 能 引用 上 述 - - 般 结 
论 ,而 需 归 用 针对 该 情况 的 方法 去 证 明 . 例如 ,用 样本 (ii.9.) 的 中 和 位 数 寺 估计 总 
体 中 位 数 ,就 木 能 引用 上 述 钳 论 ,但 可 以 证 明 : 在 总 恒 中 位 数 唯 - -时 ,样本 中 位 数 是 
它 的 强 相合 估计. 更 一 般 地 ,总 体 分 布 的 分 位 数 (9 < p < 1, 分 布 严 的 p 分 位 数 是 
指 满足 条 人 忻 F(p,) = p 的 数 jp6) 可 用 样本 p 分 位 数 7,wpy) 去 合计 (XX) 二 Xz 
过 和) 是 次 序 统计 量 , 见 式 人 -1 [Cn + 1)p] 是 个 超过 (aa+ 1)p 的 最 大 整 
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数 ) .同样 可 以 证 明 :在 总 体 p 分 位 数 唯 一 时 ,样本 p 分 位 数 古 p 的 强 相合 估计. 
2.3.2 人 司 计 的 渐 近 正 态 性 
1 .定义 
定义 设 下 = (1 人 ,下 下) 为 样本 ,8 有 是 g8) 的- -个 司 计 .车 存在 与 


参数 六 有关 的 量 r219) > 0, 使 当 样本 量 4 一 时,fE(E) - g(9))/o,(9) 依 分 布 
性 人 煞 卫 标准 证 态 分 布 WN(0,1), 记 为 


ECX) - gt0) d. 
i WO0,1), 
0) {0,1) 
d. 间 
其 中 = 表示 依 分 布 收盘, 则 称 慷 计 量 gz 下) 为 沾 近 正 态 的 ,或 者 说 有 渐 近 于 态 性 . 


对 固定 的 祥 本 基 n, 刁 计量 8(X) 的 确切 分 布 通常 难于 求 得 ,而 当 mn -> c 时 ， 
其 渐 近 分 布 便 常 存在 ,月 有 比较 简单 的 形式 . 渐 近 正 态 就 十 其 中 最 重要 的 一 个 全 
子 . 下 面 还 会 看 到 收敛 于 其 他 极限 分 布 的 例子 ， 

2. 量 优 渐 近 正 态 司 计 


如 果 近 位 地 把 N(0,1) 当 作 (8CX) - gfg))xasfb) 的 分 布 , 则 ma2f0) 可 近似 地 
视 为 8( 苇 ) 的 方差 .方差 愈 小 愈 好 . 基于 这 一 点 ,可 得 出 居 i| 其 的 一 个 大 样本 比较 . 
设 (X) 和 g' (多) 是 g(0) 的 两 个 疡 近 正 态 估 计 , 即 

Bg(X) - g(9) dd. 


0) 一 N{O0,1), 
ED -有 ty(0,1). 
oa," C0) 


当 a (Aosl0)( 当 an- om 时 ) 收 敏 于 一 个 小 于 1 的 极限 时 , 称 &” 渐 近 地 优 于 名， 
如 果 8 ” 渐 近 她 优 于 任何 其 他 - -个 挛 近 正 态 咎 计 , 则 称 它 居 量 优 岂 近 正 态 (best 
asymptotic nornal) 人 知 计 ,简称 BAN 估计 . 

参数 佑 计 友 样本 理论 的 一 个 重要 结果 是 :在 一 定 的 正则 性 条 件 下 ,MIE 是 BAN 
忻 计 ,其 汤 近 方差 可 联 为 (gr (9) 7ACn8(8)) ,1(9) 是 费 希 沙 信 息 量 . 这 个 结果 可 以 
解释 为 : 在 极限 的 状态 下 ,MILE 的 方 闫 溺 近 地 达到 了 CR 不 等 式 的 下 界 ( 见 式 
(2-5)). 在 样本 量 n 固定 时 ,这 个 界限 只 在 几 个 特殊 例 了 中 能 达到 . 


先 考察 样本 蛛 点 矩 as(n) = 小 >) 王 ( 作 为 总 体 原点 给 we 的 估计 )》 的 情况 . 


若 祥 本 ,多 ,… ,四 为 Lid ; 则 鞭 , 和 若 , 王 也 是 ii.d., 按 林 德 伯 格 (Y， 
多 .Lindeberg) 中 心 极限 定理 ,注意 到 疝 的 方差 为 ak - 上 .有 


2 点 情 计 了 1 ， 


mn, 上 
> i Aa } 
dr. 
= -一 > NO,1). 


Vv nla — oi) 
王 式 可 妆 为 


tpt ny 一 人 


V 二 (mu a) 
由 此 得 知 , octn) 为 a 的 渐 近 正 态 估计 ,其 洱 近 方差 (在 此 其实 是 确切 方差 ) 为 
g2(0) _ a 
" 加 n 


更 进 . 步 地 , 设 g(8) 可 表 为 若干 个 总 体 诛 点 矩 的 晒 数 ho ,eu ，… ,a ) ,而 


h 对 各 变量 有 一 阶 偏 导数 ,e(8) 的 怎 估计 为 SCX) = h(a (nae(n)，， 
as (m)) , 则 


> NOQ, 1). 


BX) — ECO) = hla (Cn), or (nd a tn)) 一 hl ape a) 
= > ta (n) - a ) + 高 阶 项 . (2-9) 
= 1 Te + 了 


可 以 证 明 , 在 求 (X) - g(8) 的 极限 分 布 时 ,高 阶 项 不 起 作用 , 即 言 (着 ) - g(9) 的 
极限 分 布 与 上 式 右边 第 一 项 的 极限 分 布 相同 .这 - :项 是 ww (n) - ak mx (n) - 
ms 的 线性 组 合 , 且 可 以 证 明 其 极限 分 布 为 正 态 的 ,其 浙 近 方差 就 是 这 个 线性 和 的 
方差 o209). 可 计算 得 


s2(0) = "1 过 jo (ons -oxor). (2-10) 
由 于 中 心 矩 可 表示 为 原点 从 的 多 项 式 , 故 由 上 述 结论 可 知 ;样本 中 心 拭 mm 作 
为 总 体 中 心 从 ja 的 估计, 为 渐 近 正 态 估计 .更 一 般 地 , 若 gl) 可 甫 为 若干 个 原点 
有 中 心气 的 可 撼 函 数 , 则 其 矩 估 计 也 和 将 是 渐 近 正 态 的 .出 此 可 知 ,一 些 常见 的 个 计 
量 , 如 用 鲜 悄 计 总 体 均 秆 .用 样本 方差 悄 计 总体 方差 ,以 及 用 样本 变异 系数 样本 偏 
度 和 峰 度 系数 等 去 估计 相应 的 曾 体 特征 ,其 估计 都 是 新 近 正 态 千 计 . 
为 接 式 (2-10) 计算 渐 近 方差 , 须 把 有 关 人 千 计 其 表示 成 只 与 样本 原点 答 有 关 的 


形式 .例如 ,样本 变异 系数 S/ 六 可 表 为 (5) VRAD an) an). Hf 


w n/n 1 不 影响 独 近 分 布 , 可 以 赂 去 . 

4. MEE 的 戎 近 正 楚 性 

证 明和 估计 量 为 针 近 正 态 的 - 般 方 法 ,是 将 其 说 法 分 解 为 奖 伏 于 式 (2-9) 的 形 
式 , 其 主要 部 分 为 独立 变量 和 ,可 用 中 心 极限 定理 计算 ,而 余 项 有 电 高 的 阶 , 可 忽略 
不 计 .但 旦 ,在 较 复 杂 的 情况 下 , 著 得 这 种 分 和解 式 ,以 及 让 由 余 项 可 和 忽 赂 ,都 非 易 事 . 
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重要 个 别 情况 个 别处 理 .MEE 属于 这 种 情 座 . 最 早 基 于 MIL 渐 近 正 态 性 的 证 明 , 是 
殉 折 默 于 1946 年 在 其 著作 # 统 计 学 数学 上 方法》 中 作出 的 ; 设 总 体 密度 海 Ar ,9 也 
可 以 是 概率 摧 数 ) ,XX0,… ,为 ii.d. 样 本 , 间 , 为 8 的 MILE, 在 ALx,0) 满足 某 些 
条 件 (其 中 右 支 撑 与 8 无 关 ) 时 ,6, 有 渐 近 正 态 性 : 

Vv nO, 一 日 > NCO,1), 
其中 198) 为 费 希 尔 信 息 量 . 在 8 为 名 锥 骆 数 时 也 有 上 类 握 辣 果 , 对 于 专人 划分 布 
RC0,8) , 因 不 满足 支撑 与 9 无 关 的 条 件 ,其 MLEG, = max ,不 是 渐 近 正 态 分 布 .此 


例 的 分 , 有 另 一 种 类 型 的 渐 近 分 布 , 叫 极 值 分 布 ,此 处 不 再 详细 论述 了 . 

年 估计 与 WI 下 明 同 为 活 近 正 态 分 布 (在 一 候 条 件 F) .性 MLE 鸭 BAN 估计 ,而 
年 佑 计 一 般 不 是 .改革 这 个 大 样本 准则 看 ,MLE 优 于 窍 估 计 . 

5. 样 本 中 位 数 的 渐 近 正 访 性 

设 辣 ay， 各 为 自 某 总 体 叶 抽出 的 ii.d. 样 本 ,mm 为 样本 中 位 数 , 并 以 其 作 
为 总 体 中 位 数 & 的 居 计 .假定 总 体 分 布 有 密度 明 数 /A(&) > 0 且 在 处 连续 , 则 
有 


(EI VR m, - £) > NO,1), (2-11) 
即 m, 为 淅 近 正 态 分 布 , 其 汤 近 方 差 为 (4f 5(&)n) 1. 

如 时 总 体 分 布 为 正 态 分 布 NE,o7), 则 六 和 mm 者 是 8 的 浙 近 正 态 估计 ,其 渐 近 
方 盖 (对 于 了 ,为 真正 的 方差 ) 分 别 海 on 和 na*A2n)，-. 首 的 比值 为 2x 这 可 以 
解释 为 :在 正 态 总 体 下 ,用 样本 中 位 数 去 帆 计 总 昼 期 望 值 , 由 效率 太 歼 只 有 用 工时 
的 2xr, 即 有 近 13 的 样本 信息 被 浪费 了 .但 各 总 体 分 布 为 兵 他 分 布 , 情 说 就 可 能 两 
样 .例如 ,车 总 体 分 布 为 拉 普 控 斯 分 布 , 上线 密度 陋 数 为 (25) expf(-1xz- | /0), 
-<£E< wm,g > 0 为 未 知 参 数 , 刚 & 同 时 是 其 中 在 数 和 期 望 ,加 以 用 im, 或 XX 去 
估计 . 易 算 出 mi 的 渐 近 方差 海 o27n, 而 半 则 海 202n, 战 在 此 例 中 ,下 的 效率 到 约 忆 
有 m, 的 一 半 ， 

即使 在 正 态 扬 合 ,mm, 也 有 一 个 壮 不 具备 的 优点 , 即 它 党 个 别 异 常 仿 的 影 啊 小 . 
异常 值 一 般 是 指 料 本 中 异常 之 去 或 异常 之 小 的 惟 , 它 可 能 由 千 某 种 错误 ( 观 油 时 仅 
器 未 校准 ,记录 错误 之 类 ) 而 来 ,于 过 这 种 值 的 影响 则 较 大 . m, 对 少量 异常 值 不 第 
感 这 -特性 , 称 为 稳健 性 . 由 于 在 实际 .工作 中 异常 值 往 御 难 下 塌 免 , 稳 健 性 较 好 的 
悄 计 受到 实际 工作 者 的 重视 . 

总 之 ,衡量 一 个 怖 计 的 优良 性 可 以 有 许 几 标准 ,在 应 川 ,应 根据 问题 的 性 质 ， 
确定 哪 一 个 或 鄂 一 些 标准 更 为 重要 ,然后 依据 它 去 选择 运 泊 的 估计 ,不 分 情况 而 拘 
泥 于 一 种 辐 定 的 标准 是 不 可 取 的 ， 
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3 区 间 估 计 


设 总 体 分 布 有 参数 9 ,为 估计 g(0) ,构造 啊 个 统计 量 gC) 利克 (在 ) ,R(X) 
过 本 (天 ) .人 每 当 有 了 样本 不 时 ,就 把 8(9) 估计 在 区 闻 [ (下) ,BCX)] 内 . [人 BCX)， 


人 ( 权 )] 称 为 g(6)] 的 -- 个 区 间 佑 计 . 

基于 区 闻 居 计 的 片 法 和 理论 ,在 20 世纪 队 征 人民 , 费 希 处 利 达 曼 先 后 提出 了 信 
任 推断 法 和 置信 区 间 理 论 . 此 外 , 贝 叶 斯 统计 和 话 尔 德 的 统计 决策 理论 也 考虑 了 区 
间 信 计 问 题 .迄今 , 占 主流 地 位 的 是 奈 曼 的 方法 , 故 本 章 以 介绍 他 的 方法 为 主 . 


3.1 置信 和 区间 


3.1.] 置信 系数 和 置 信 水平 


区 间 估 计 [ 仿 ( 王 ) ,BB( 玉 )] 正 斑 与 否 , 要 看 它 是 否 也 含 让 估计 的 gf 的 ,而 这 一 
点 取决 于 样本 邓 , 因 市 以 能 以 一 定 概 漳 成 立 
QO(0) = PRX) 二 BO) & Bl K)). 


0Q(9) 可 以 理解 为 当 参 数值 为 9 时 ,[ 训 () ,BCX}1 这 个 [区间 居 计 正 确 的 概率 .此 


概率 一 般 依 坏 .如果 
QB) 21a (yOE AD), 


其 中 恕 为 参数 空间 , 则 称 区 间 居 计 [ i( 久 ) ,82()] 有 置信 水 平 1 - a. 

ata > 由 通 带 比 较 小 ,2 = 0.05 或 0.01. 

如 果 1 - a 是 置信 水 平 , 则 对 任何 > a, 有 09 引 宇 1-e 守 1- B, 秀 1- 
有 也 是 置信 水 平 .由 此 可 知 , 置 信 水 平 不 是 唯一 确定 的 . 为 旦 服 这 -缺点 ,引进 冒 信 
系数 的 概念 : 

置信 系数 = 最 大 的 置信 水 平 = in{ QO), 

即 壮 信 系 数 是 指 0(6) 在 @ 上 的 下 确 界 . 

填 信 系数 一 方面 刻 划 了 区 间 佑 计 的 “可 靠 度 * ,置信 系数 请 人 ,区 间 包 含 被 估计 
的 g(9) 的 机 会 就 请 大 , 即 得 出 正确 结果 的 机 会 傅 大 ; 另 一 方面 ,刻画 了 区 闻 知 计 的 
“精度 ,区 间 傅 长 ,精度 就 僵 差 .区 间 估 计 的 这 岚 方 而 的 性 质 一 - 可 靠 度 和 精度 ， 
处 在 矛盾 的 屯 位 . 奈 曼 处理 这 个 问题 的 做 法 是 : 先 保 证 发作 系数 达到 指定 的 要 求 ， 
在 这 个 前 提 下 使 其 精度 尽 可 能 大 .如 何 实现 这 一 点 昵 ?这 涉及 到 复杂 的 理论 问题 ， 
此 处 不 作 介 绍 , 下 面 只 介绍 若干 构造 区 间 估 计 使 其 置信 系数 达到 指定 值 的 方法 ,而 
不 涉及 其 精度 问题 . 

由 于 有 了 置信 系数 这 个 名 称 ,在 祭 曼 的 理论 中 ,党 把 区 六 居 计 称 为 置信 和 区间. 
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3.1.2 四 信和 限 


g(8) 的 区 间 估 计 -8, ,名 ] 同时 界定 了 g( 提 ) 的 上 .下 限 .在 有 些 应 用 中 ,有 时 上 只 
甘心 x(9) 的 二 限 或 下 限 , 它 们 可 分 别 晨 解 为 形 邵 (- w ,CX)]{ 上 限 ) 或 [gCX)， 
oo)f 下 限 ) 的 区 问 千 计 .3 和 gg 分 别称 为 gt9) 的 置信 上 .下 限 ,其 轩 信 系数 分 别 由 


jnfm(e(O) < ECX)) 和 jnfP(g(0) > g(X)) 
去 定义 . 
3.1.3 ”置信 区 间 和 置信 限 的 重要 例子 
构造 置信 区 间或 置信 限 的 一 个 -一般 方法 是 : 
设法 寻找 一 个 依赖 于 g(9) 和 样本 站 的 函数 h(g(9) ,X) ,此 分 布 与 9 无 关 , 记 


其 分 布 为 玉 . 半 于 给 嵌 的 置信 系数 1 - a, 寻找 常 数 e,e ,使 
Po a hig(O) ,Xe 4) = Fl Fla) = 1-e. 


如 果 不 等 式 e 过 A(g(9),) 过 五 可 改写 为 信 ( 囊 ) & 80) < 向 ( 王 ) 的 形式 , 则 上 
式 变 成 
PB KX) & SC8) 二 BX)) = 1- a, 

这 即 表 明 ; gt8) 的 区 间 知 计 有 置信 系数 1 - =， 

求 置信 上 .下 限 的 方法 与 此 类 做， 

例 1 设 总 体 分 布 为 正 态 分 布 wp,ez) ,az 已 知 , 求 1 的 区 间 枯 计 ( 形 式 上 ,8 
= (no)}, etd) 二 gt{r,a’) = £4). 

设 ,页 ，… ,万 为 i.i.d. 样 本 , 则 yn(X- xz 有 标准 正 态 分 布 亚 . 以 a 记 沁 
的 上 a 分 位 点 , 即 (ww) = 1- a. 由 名 关于 0 对 称 知 ， 

pl aR 2)| < Mr = 1-a. 


即 
Pu{ ~ J + 2) 

因此 ,[ 三 -~- wuavwa, 下 + uavvnal 是 上 的: :个 (1- a) 区间 估计 ("置信 系数 为 
1 -a 的 区 间 居 计 ” 的 略语).， 

类 息 地 ,得 让 + gu/Ay a 和 于- our n 分 曾 为 n 的 (1 - a) 党 仿 上 ,下 限 . 

常用 的 几 个 值 为 ; 

ao = 2.575 8, 0% = 2.326 3. 
wins = Lo00, ww = 1.6445, wm = 1.2816. 

兵 他 可 查 桔 篇 “常用 统计 数值 表 ”. 

例 2 问题 同 傅 1 ,但 ,so? 都 未 知 ， 


= ] -ww. 
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兰 起 量 v n( XX - mjvAS,S2 = Sx 一 于)2An -1 为 样本 方差 , 按 1.3.4 小 节 


2. 的 (2) , 它 服从 自由 度 为 上 -的 + 分 布 5_ ae 是: .个 关于 0 对 称 的 分 布 . 故 若 
tita) 为 ti_1 的 上 a 分 位 点 ,到 中 (te)) = | -~ e, 则 有 


性- < ht $)) - = | -a. 


此 式 可 写成 
st) Sl 
nl 2 3) -1 
此 得 | 2 | 是 /的 一 个 (1 - a) 置信 区 间 . 
曲 


炎 伺 地 ,可 得 亏 +S few na 和 二 -3 ia na 分 别 是 pr 的 {] - ao) 置信 
.上 .下 限 . 

应 用 时 ,要 根据 给 定 的 a 和 样本 量 4, 查 ;分布 表 得 tor2) 或 加 ec) 

例 3 同 例 1 ,ro 都 未 知 , 求 的 区 间 信 计 ， 

按 1.3.4 小 节 2. 的 人) ,fa 一 1)52/ 如 服从 自由 度 为 RR -1 的 六 分 布 x_i1- 故 区 
以 ye) 记 2 的 上 上 分 位 点 , 即 P(x 二 Xn-1(a)) = 1 a, 则 有 


-13 
| Xif1 - 2) 所 = 所 好 (全 -1-a. 


上 式 可 二 成 ， 
tn- D5 {ns 
和 -0 ) 的 2 1t! -二 
(a- ls (n- 1)s | 
由 此 得 | 3 (2) 及 01- 上)| 坟 5z 的 -个 1 - a) 置信 和 区间， 向 


Ne VS | 


Ve 1 ) Yi AiG -全 了 ) 
类 似 地 ,可 得 { D827) 和 和 (8m 赔 加 7 训 _1(6) 分 别 是 中 的 (1 6) 
置信 上 .下 限 . 
Xa72) 和 x2_1(a) 的 值 要 查 x 分 布 表 . 


二 | 是 r 的 一 个 (1 - a) 置信 区间. 


例 4 设 有 两 个 正 态 总 体 WA 2) 入 (pz,0 (注意 共 方 差 相 间 ) ,po, p42,” 
都 未知 ,分 别 从 其 中 抽出 i.i.d. 样 本 和 ,和 天 和 了 ,7 , 求 2 -pi 的 
兽 信 区 间 和 置信 和 腿 . 


作 变 量 
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- (FX) pp)) 


Rl 十 ny 


7 = 一 一 一 ~ 


a em — 1)55+ (n2 — 1) 982) 


其 中 叶 和 吕 分 别 是 吉庆 ,高 入 ,入 的 样本 方 益 , 按 1.3.4 小 节 2. 
中 (4) ,了 服从 自由 度 为 mu + 本 -2 的 # 分 布 ,与 例 2 一 样 邮 排 理 ,可 得 jx2 - /2 的 一 
个 (1 一 a) 村 全 区 间 为 


二 -: NI + Ti Rit fn 
[GD SB) s|， 


其 中 5 = fCn) 一 1} 8? + (nz 一 1 S58) nl 十 R23~ 1. 类 伏地 ,可 得 jo 一 上 g1 的 (1 
- a) 和 演 信 革 .下 限 分 别 是 
RI 十 了 M2 5 


fT 一 Dra Ri 3 


Ri 十 了 2 
二 -一 


和 (FD 


例 5 同上 例 , 但 假定 两 个 总 体 的 方差 of 各 不 同 晶 都 未 知 , 求 方 莽 比 oi/ot 
的 置信 和 区间 与 置信 限 . 
作 变 量 
7 -县 可 -和 可 
a 
其 中 强 、 怠 的 会 义 同 例 4. 按 1.3.4 小 节 2. 中 (3),T 了 服从 自由 度 为 (mz 一 1,w 一 1 的 
下 分 布 .与 前 而 各 例 同 一 地 推理 ,可 得 吕 /oi 的 一 个 (1 - wx) 置信 区 间 为 


53 7 3 
(a Fn, ln | | SiF -1m -ill 2 ] | . 


其 中 所 -Te -BB), 是 目 由 度 ( nz- 1, 一 1) 的 户 分 布 的 1 分 位 点 ,其 值 可 在 下 
分 布 表 中 查 得 . 

例 6 ,各 ，,… ,无 , 为 从 其 有 指数 密度 9-'e-*“” 的 总 体 中 抽出 的 i.i.d. 样本， 
求 8 的 曾 信 区 间 和 置信 上限， 

此 疝 题 的 解法 要 利用 下 面 这 个 下 难 证 明 的 事实 :mv 上 服 从 自由 度 为 2n 的 x 
分 布 "3 .于 是 ,仿照 以 前 各 例 , 得 到 8 的 一 个 (1 - a) 管 信和 区间 为 

[到 天 [CCax2)) 十 A(C (1 - /2))], 
而 8 的 (1 - a) 管 信 上. 下限 分 别 是 
nn Xe - 立 ) 和 n RA Yo0)). 

指数 分 布 常 作为 元 件 礁 命 分 布 .在 这 个 模 地 下 ,本 例 的 问题 可 解释 为 : 拿 n 个 
元 件 独 立 短 试验 ,直到 全 部 失效 为 下 ,以 互 ; 高 ,…, 芒 分 别 记 这 nt 个 元 件 的 海 命 ， 
寿 求 据 此 构造 8 的 区 间 居 计 . 当 nm 较 太 时 ,这 5 个 元 件 中 准 免 会 有 少数 寿命 很 长 ， 
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从 而 使 整个 试验 需要 很 长 时 间 , 为 克服 这 一 不 便 , 实 际 丁 作 中 常用 截 尾 试验 法 .-- 
种 截 尾 方式 是 定数 和 截 尾 , 妈 先 指定 一 适当 的 自然 数 r < n,n 个 元 忻 辐 时 试验 ,其 中 
有 rr 个 内 交 后 妈 停 目 试 验 , 也 二 三 志高 分 因 i 这 r 个 先 效 元 件 的 洗 合 . 则 
可 以 证 明 : 

若 记 了 = 和 二 总 + 六 则 38 服从 自由 度 为 2r 的? 
分布 .由 此 可 求 得 #8 的 置信 人 区间 与 置信 有限 . 

例 7 设 省， 二 为 抽 自 均匀 分 布 Ri0, 站) 的 .i.d. 样 本 , 求 [a 的 置信 区 
间 和 置信 和 有限， 

记 了 = .maxX, , 易 见 ,TA9 有 概 妆 密度 nm-T0 < < ,在 0 < < 工 外 的 为 


0. 据 此 ， 可 以 用 以 上 几 例 的 做 法 决定 #8 的 置信 区 亲 与 昨 信 眼 . 但 本 例 因 分 布 简 单 ， 
可 采用 略 不 同 的 一 :种 做 法 : 设 找 出 a,b0< ax<5< 1, 侦 


上 6 
[ld = a=1- 0, 
出 
了 
Pla 反问 b=-1-ua, 


而 [5-17T,a-'T] 是 8 的 一 个 (1 -a) 和 置信 区 间 , 其 长 为 (a - 57" 7T, 故 应 找 出 4,$， 
使 a-! - 8-! 牙 小 .显然 在 a = at = 1 时 a-! -5-! 为 最 小 , 故 得 到 的 一 个 (1 
- a) 置信 区 间 为 [7,a i 由 于 总 有 日 7 了 ,Ta 9 和 7 等 价 于 0 & a 7 
上 e-Y 了 就 是 ?的 - -个 (1 - =) 置信 上 限 , 另 由 

本 (TsTI- ao"*}=1-a. 
可 推出 中 的 一 个 (1 -ea 加 依 下 限 汶 11 - ee) 了 


3.1.4 大 样本 置信 区 同 


从 前 而 诸 例 可 看 出 ,区 间 估 计 依 藉 于 知道 某 -一 变 模 itgt9) ,XX) 的 确切 分 布 ， 
但 这 往往 做 不 到 . 训 时 ,可 以 知道 其 莉 近 分 布 ,因此 在 样本 量 足 能 大 时 ,可 据 以 求 出 
#98) 的 区 间 佑 计 , 这 称 为 大 样本 区 间 估 计 . 

和 例如 ” 设 总 体 有 期 望 8, 片 差 ,证 , 襄 ,…, 守 ,为 抽打 其 中 的 ii.qd. 样 本 , 求 间 
的 区 间 居 计 . 

按 中 心 极 限定 理 , 当 a 很 大 时 ,af -Pa 的 分 布 接近 六 (0,1) 的 分 布 . "用 
标准 差 8 取代 ce 时 ,这 绑 果 人 成 立 .于 是 近似 地 有 

P( | EW = |1—a, 

[证 - Suz/ ny 于 4 Saixn] 为 置信 区 间 , 共 置信 系数 近似 地 为 1 - a. 对 置信 限 
由 可 类 似 处 理 . 

这 种 方法 的 缺点 在 于 : 对 上 一 个 并 不 非常 天 的 样本 和 讶 a( 应 用 上 常 岗 这 种 情 
癌 ) ,并 大 能 确定 af -人 73 的 分 布 与 N(0,1) 的 分 布 接 近 到 何 种 程度 ,因而 也 不 
短 道 区 间 估 计 的 置信 系数 与 和 名义 上 的 1- 究竟 有 堵 消 考 呈 .所 有 大 样本 方法 部 有 
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这 个 问题 , 大 样本 方法 在 统计 中 的 广泛 使 用 ,相当 程度 实 出 于 不 得 已 -当然 ,所谓 小 
样本 方法 , 即 基于 确切 分 布 的 方法 ,其 正确 性 也 是 有 条件 的 , 它 依赖 于 对 模型 的 作 
定 是 否 正确 .如 例 2, 若 总 体 分 布 与 正 态 有 较 大 的 偏离 , 则 所 定 的 置信 区 问 ,其 真实 
的 置信 系数 也 会 与 名 义 上 的 上 - a 有 较 大 的 偏离 

例 9 设 总 体 有 黄 点 分 布 : PAX = D = 1 PAX = 10) = 60090<1,X， 
五 ,…, 和, 鸭 抽 自 其 中 的 ii.d. 样 本 , 求 8 的 置信 区 间 与 亚信 限 . 

对 于 离散 型 总 体 ,适合 3.1.3 节 中 的 条 件 的 情况 更 少 , Hi 一 般 不 一 定 能 得 到 确 
切 的 具有 所 指定 的 置信 系数 1 - a 的 置信 区 间 ( 除 非 用 所 请 随机 化 方法 ,此 处 不 计 
沦 ) .但 大 样本 方法 的 使 用 则 没有 丙 样 . 就 此 例 来 说 , 榨 中 心 极限 定理 有 VR (区 - 
9)/ V8(1 一 页 近似 地 服从 N(0,1) 分 布 (n 足够 大 时 ), 故 近似 地 有 


vo- ” 
出 丰 等 式 1 十 -TAB 介 志 wn 可 解 出 为 4(X) 者 声 B(X) 的 形 


式 ,此 中 
立 2 上 7 
A{ 部 ) _ 天 < ] _ | Rl] -家 | 和 | ， 


大 
wa t 2n nt 4n 


也 十 
2 Er Er 2 12 

于 - Ve 2X(1 -xX ) wee) 
BLNX) = + | 丈 + nn? * 


败 得 8 的 置信 区 间 为 [A(X), 8(X)], 当 很 大 时 ,其 置信 系数 接近 1 - a.6 的 
(近似 的 )(1 - &«) 置信 上 ,下限 分 别 为 BC(X) 和 4 (着 ) ,但 式 中 的 a/2 要 疏 为 a. 

当 靖 沁 各 而 9 不 太 接近 0 或 1 时 (这 要 对 8 有 些 先 验 知识 ) ,此 法 适用 性 是 中 
以 的 . 

3.1.5 置信 有 区域 

以 上 讨论 的 是 g{0) 为 一 维 的 情形 . 若 g(9) = (g1(9),g2(0),… ,gi(0)) 为 
维 , 过 1, 则 和 需 用 RR 中 的 一 个 区 域 去 估计 它 . 与 样本 五 有 关 的 .R: 中 的 区 域 g(X)， 
称 为 g(8) 的 一 个 区 域 估计 ,其 置信 系数 定义 为 infPo( g(0) € R(X)), 

置信 区 域 多 用 在 多 元 分 析 和 同 归 分 析 中 ,可 参看 本 书 有 关 的 篇 章 . 对 于 一 般 情 
况 ,可 以 分 别 对 每 个 g (68) 作 区 间 估 计 [ 好 rn(X) ,Sa 下 )], 其 置信 系数 记 为 ] -a,j 
= 1 …, 上 闭关 个 二 维 随机 向 量 (&i( 开 ) ,gz( 下 ) ) 相互 独立 ,j= 12,…,, 刚 

Pgn(X) 二 B00) & Bp(X),j = 1,2,,) 


丰 
= [[ BCB (KX) < 8(0) « p(X)) 
三 (1 一 Kifl 一 三 3 一 ge). 
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可 以 选取 站 二 二 "二 二 qa0s 使 {1 - oo}! 二 1- e , 则 R: Ph 的 长 方 体 [有 ICXY)， 
oC xx 人 CE ,at(E)] 是 g(9) 的 一 个 置信 区 感 ,有 置信 系数 1 - a. 

这 个 做 法 基本 上 只 送 用 于 下 述 情 况 : 有 天 个 上 总体, 总 体 参 数 捕 狂 汐 及 
9.， "要求 ata) 一 【站 人 有， 的 置 入 区域 时 ， 自 每 个 总 体质 样 ， 
用 第 了 个 总 体 中 抽出 的 样本 估计 部 (21). 下面 是 :个 略 有 变通 的 例子 . 

例 10 没 训 ,五 ,…, 吾 ,为 抽 自 目 态 总 体 入 Gi,a 的 二 由 样 本 , 求 jg(0) = 
(yewo) 的 区 域 估计 . 

因 于 与 区 独 补 ,及 

2 N01) 及 (= .2. 


全 


记 8=1-(1l-a) 中 ,有 
esl MEd Me EI 一 号) 二 -1 Xn-1(B - 2) | 
/nls wn-ls 


[3 


= Poelva(¥ -pls oma) Pl (yi 1 (8/2)) 7 有 ” 且 (X2_1f1 一 与 1 


= (1-p0- 有 =t-B2=-1-a. 
上 式 可 写成 
Pl EE HX) = 1 0, 
显然 .ZCX) 是 tp,o) 的 一 个 (1 - a) 置 
信和 区 域 ..(X) 是 图 3-1 所 示 的 四 边 形 
#4BCD, 它 由 (nu,o) 平 徊 上 4 条 直线 1 ~ 
ha 涛 成 ,其 中 ， 
iia 一 站 4=- 13 ， 
(Es) 
nls 
Cl- #1 


(D0, x) 


jo 


JH 下 
Bi =- 让; 
7 Vn 效 3-1 
ilarit = gu a + 大 
对 于 一 般 情 况 , 若 对 每 个 gx(0) 构造 3t1 -az 和 置 舍 区 间 [ 仿 人 (天 ,gp( Xi, 
三 1.2,…,, 则 有 


py 各 (7) 近世 (人 ae gna( ¥),1 守卫 到 让 
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> PBN «00) < 人 CD) -0 
kl o/h) (kh 1)-1_ 0. 


因此 ,长 方 体 [Bi (于) ,B12( 冯 )] Ex [ga {FE), gl X)] 可 和 作 海 2 0) 二 {g1t0), 
gz2t9),… ,gr(9)) 的 惫 信 域 ,其 思 信 系数 不 小 于 1 一 a. 当然 , 它 有 可 能 大 于 1 - a， 
从 而 使 置信 域 不 必要 屯 变 大 六. 

对 例 10 来 说 ,利用 这 个 办 法 可 得 到 (ra)] 的 秆 形 兽人 入城: 


Si (了 三 ) Si,_1( ) 


-+ - 
Vn ’ Yn 


vn-1ls vn-ls 
到 ”所 Bo 
CD) C1 By 


其 中 = 1 (一 a) 中 ,其 置信 系数 介 于 1] -a 和 1 -a 人 ?之 问 . 
3.2 信和 性 居 计 


信任 估计 法 是 费 希 尔 在 1930 年 提出 的 一 种 区 间 居 计 方 法 .在 费 希 尔 对 数理 统 
计 学 的 众多 贡献 中 ,这 一 项 是 争议 最 大 的 , 费 希 尔 关 于 信和 仁 仙 计 的 思想 可 以 通过 - 
个 简单 例子 来 说 明 . 

设 半 ,如 为 摘自 正 态 总 体 训 08,e) 的 iid. 样 本 ,于 已 知 ,9 未知. 求 有 
的 区 闸 居 计 . 对 此 , 费 希 尔 的 推理 如 下 : 


记 
,VR 0) 
则 有 分 布 和 (0,1), 解 二 式 得 
=- 权 + 时， 


其 中 van 为 已 知 常数 ;由 样本 算出 ,也是 已 知 的 半 的 分 布 已 知 - 故 ( 在 有 了 样本 
后 冶 的 分 布 吕 以 求 出 .在 此 例 中 8 为 证 态 分 布 N( 开 ,a2/n). 费 希 尔 把 8 的 分 布 叫做 
的 信任 分 布 . 如 以 下 记 这 个 分 布 , 找 出 ,名 ,全 
有 有 一 一 
则 事件 2, 8 友 如 的 “信任 概率 ”为 1 - a. 费 希 尔 把 [B81,0,] 作 为 8 的 区 癌 估 计 ， 
并 称 之 为 乡 的 信任 区 和 间 ,其 "信任 系数 " 为 1 - a. 本 例 可 取 
oma VR, B= + om yn. 

直 有 这 个 取 法 使 名 - 81 最 小 ,得 到 与 本 章 例 1 相同 的 结 灯 

若 = 未知 , 则 可 以 用 $ 取 代 c, 并 利用 = van- 站 /AS ~ 5&1 的 事实 ,一 样 
可 以 得 出 8 的 信任 区 间 ,结果 与 例 2 相同 . 
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费 带 尔 这 个 做 法 的 新 奇 之 处 ,是 把 9 当 作 随 本 变量 有 ,有 技术 率 分 布 , 而 一 般 
的 看 法 是 ;4 是 一 个 虽 狼 未知 ,但 是 固定 的 常数 .这 是 -个 岗 念 上 的 分 野 . 这 :点 倒 
不 能 看 做 是 费 希 尔 方 浅 的 致命 弱点 ,因为 一 种 方法 或 郑 论 ,只 要 没有 内 在 的 矛盾 ， 
就 可 当 作 -家 之 言 提 出 米 ,而 不 必 一 定 与 现存 理论 合拍 .但 旦 ,上 蜗 希 尔 未 能 对 信任 
分 布 给 出 一 个 明确 的 定义 和 确定 它 的 方法 ,而 只 停留 夺 对 个 别 例子 用 特定 的 方法 
去 村 理 , 如 何 对 信任 分 布 运 算 也 褒 于 明确 的 规则 .这 些 原 寺 使 他 的 方法 林 能 得 到 广 
泛 的 接受 .后 来 也 有 些 学 者 继 雏 在 这 方向 上 微 工 作 , 以 图 解决 这 些 了 问题, 但 未 能 取 
得 实质 的 进展 . 

在 简单 的 情 部 下 ,利用 信任 佑 计 尘 求 出 的 若干 区 间 司 计 , 都 与 用 奈 过 的 置信 区 
问 广 法 水 出 的 相同 , 伺 在 较 复 杂 的 例子 中 这 二 者 确 有 不 同 . 最 著名 且 有 实用 谷 值 的 
说 子 ,是 所 谓 忠 伦 斯 - 费 希 尔 {Behrens-Fisher) 问题 .下 而 简单 介绍 -- 下 这 个 问题. 

设 各 ,Xe 和， 了 … ,分 别 是 抽 白 正 态 总 体 Ng,o3) 和 Nip. 
93) 的 i.i.d. 样 本 ,1 ,gyro 和 可 都 卡 知 ,od 关 本 , 求 ma - p21 的 区 间 售 计 . 这 即 旦 
员 伦 斯 - 党 希 尔 问 题 ， 

当 g? = 好 时 ,可 用 :分 布 求解 , 见 例 4. 但 在 zi zx 03 的 情况 下 ,此 问题 没有 和 运 
扫 的 小 样本 解 . 如 果 mm 部 很 太 , 可 考虑 用 大 样本 方法 ,用 正 态 通 近 

((¥- 局 -ma =- 后 

CAN 十 ai 
去 求解 ,此 外 四, 弹 分 别 是 互 样本 和 了 样本 的 样本 方差 . 
费 希 尔 用 信 作 和 估计 方法 处 理 这 个 问题 . 其 做 法 如 下 : 


~ NiD.1) 


i 记 
mCX pi) 
E = 一 8 
/i 
= 2 
刚 & 与 5 独立 ,分 甸 服 从 自由 度 为 -1 和 n2 一 1 的 1 分 布 ,于 基 ,有 
元 二 局 1 过 Dan 
于 ) = -二 一 ‘3-1) 
《Fa FJ) ) Vn vn 


有 了 样本 后 ,天 ,了 , $1. 5; 都 已 知 , 按 费 希 尔 的 观点 ,上 式 绽 出 了 xs - pu 的 信任 分 
布 ,可 找 出 4 > 小 使 
nl i {3-2) 
nt [i 


在 计算 这 个 概率 时 ,把 51, 5 作为 已 知 常数 (无 随机 性 ) ,~ 1; ~ 所 -0 而 二 ， 
7 独立 ,所定 出 的 4 与 91, 5S, 有关, 因此 与 样本 有 关 . 由 式 (3-1) 和 式 (3-2) 可 得 出 ， 
ra =- Ai 的 信任 区 间 为 L(Y 一 锐 } - d,(Y 了 -着 ) + ,其 信任 系数 为 1- a. 为 得 到 满 
趾 式 (3-21 的 了, 揭 希 尔 及 其 合作 者 耶 茨 (F. Yates) 编制 有 专门 的 青 { 见 他 们 的 车 作 
Statistical Tahlea). 
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奈 曼 兽 就 a = 0.05,ml = 12,m = 6 蚌 aios = .1,] 和 和 10 等 情况 ,计算 了 这 
个 区 加 和 估计 在 祭 曼 意 交 下 的 辕 依 系数 ,其 结果 分 别 为 0.966,0.960 和 0.934. 这 说 
有 明 ., 达 有 曼 的 信任 区 问 居 让 与 达 蜡 的 置信 区 间 估 计 的 确 不 是 : 回 事 , 不 过 ,所 算出 的 
俏 与 名 立 值 由 站 差别 都 很 小 .这 说 明 , 即 使 坚持 栾 曼 的 理论 ,信任 估计 方法 仍 不 失 
为 一 个 足够 好 的 近 亿 . 


3.3 ” 容 私 区 间 与 容 轴 限 


符 几 区 间 好 容 臣 了 腿 其 实 与 参数 的 区 间 估 计 油 有 过 人 关系 , 因 其 解 也 是 以 区 间 
的 形式 给 出 的 , 故 训 在 此 介绍 ， 

先 看 一 个 例子 . 设 有 -- 种 产品 , 共 某 质量 指标 按 标 准 忆 为 e, 容 许 有 : - 定 的 误 
差 .制造 时 ,当然 是 努力 使 质量 指标 值 达 到 a. 但 出 上 种 种 随机 性 的 原因 ,指标 值 工 
小 可 能 总 是 为 ea, 而 会 形成 -个 分 布 ,其 大 部 分 概率 集中 在 ” 近 劳 ,但 也 可 能 有 人 少量 
产品 的 指标 值 与 < 有 较 坟 全 离 , 如 果 要 列举 出 一 个 民间 14 , 81, 使 所 有 产品 的 指标 
都 在 共 内 , 则 这 个 区 亲 可 能 很 长 .得 是 ,如 果 把 要 求 旗 松 : : 些 , 找 一 区 间 [14 ,号 ]， 
使 全 部 产品 的 蚂 铝 ! 比方 说 ) 其 质量 指标 都 在 其 内 , 则 区 问 | 4.,B1] 可 以 每 得 多 , 因 
洛 绝 人 部 分 产品 其 质量 指标 都 在 a 附近 .这 个 区 问 [# ,B81j 就 称 为 质量 指标 对 的 
分 布 的 容忍 区 间 . 

一 般 她 , 设 总 体 分 布下 未 知 , 评 = ( 训 , 训 ,无 ) 是 其 Lid 样本 ,如 要 利用 
样本 革 作 由 一 个 区 间 | #4(X),B( 政 ) ] ,使 共 至 少 能 包 合 总 体 全 部 概率 的 100 x (1 - 
好 ) 驼 ,部 

FEBCE)) - FIACX)) 1- 8. (3-3) 
这 是 设 有 完全 把 握 的 , 因 4{ 久 ), B( 瑟 } 依 玉 于 样本 ,不 可 能 看 百分之百 的 把 握 说 式 
{3-3) 成 立 . 对 此 ,只 能 以 一 定 的 笑 率 保证 它 , 比 如 ,要 求 这 栅 举 不 小 于 工 - 7, 邯 

PCFCBCOX)) ~ F(ACX) 1- P=1-Y. 《3-4) 
满足 式 (3-4) 的 一 个 区 间 [ AC 万) ,5 天 和] , 称 为 总 体 分 布 天 的 一 个 (8, 六 容忍 区 间 . 
8 >0,7y > 0，- 般 都 比较 小 .注意 这 丙 个 数 所 起 的 作用 是 椒 同 的 . 当然 ,在 满足 式 
(3-4) 的 前 提 下 ,还 是 希望 使 民间 的 长 度 BTE) - 48) 能 信 荆 小 - 些 ， 
如 果 4) = - 多, 则 式 (3- 中 成 为 

PAF(IB(IAE)) 1- Pal-7. 
这 样 的 8{ 计 ) 称 为 总 体 分 布 的 {8,7Y) 容忍 上 限 . 如 时 BCX) = “人 {因而 F(BCX)) 
= 1) ,这 时 式 (3-4) 成 为 

PFLACXI) a BI]-Y. 

这 样 的 4 五) 称 为 总 体 分 布 的 (8,7Y) 容忍 下 限 . 

与 参数 估计 问题 不 同 ,本 问题 中 没有 一 个 明确 定义 的 估计 对 象 , 为 了 帮助 理 
解 ,直观 上 不 站 作 如 下 的 想像 : 总 体 分 布 请 依赖 参数 D, 他 在 着 一 个 最 短 的 区 冰 
[afo),Bre)] ,使 (C508)) 一 Fo(a(8)) = 1- .而 容忍 芝 问 [A( 半 ),B( 鞋 )] 就 是 
瞄准 这 个 区 间 的 估计 (这 不 是 确切 的 表述 ,只 是 为 了 帮助 理 斯 外 ， 

例 1 止 态 总 体 为 和 (pa) ,po 都 未知, 证 ,Xo… ,为 i.i.d. 样 本 , 求 (8， 
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7Y) 容 念 区间. 

包 守 总体 100 x {1 -让 吕 概率 的 最 短 区 间 , 是 [at0),8(8)] = [jp gwent+ 
muz ,出 到 和 3 估计 和 ca, 可 以 设想 :(8,y) 容忍 区 加 大 致 肥 [下 -wo 于 + 
Sana] 的 形式 . 叮 征 ,作为 上 和 的 估计 .大和 3 都 有 偏 高 或 俩 低 的 误差 .因此 , 州 [ 
一 St; 革 ++ Sa 合计 [2 - ons ow 可 以 偏 大 或 俩 小 . 如 果 粗 略 地 抒 一 者 
的 机 会 大体 上 看 成 差不多 , 则 有 大 绝 50 铝 的 机 会 ,全 区 问 | 全 - Sww; 让 + Sw] 包 
会 总 体 的 概 次 不 到 1 - 8. 因 为 y - 般 很 小 ,1 - 7 > 0.5. 这 说明, 上述 区 闻 还 不 能 
太 . 补 救 的 办 法 呈 取 一 -个 上 略 人 于 za 的 1, 而 用 

[XAS,Y+AS] 
作为 容忍 区间. 4 的 值 依 撕 样 二 量 a 以 及 8,7Y 定 出 ,其 分 析 芍 过 程 不 在 此 写 出 ,有 统 
计 表 可 查 . 


4 假设 检验 


4.1 基本 概念 


4.1.1 假设 检验 问题 


设 有 一 批 产品 ,其 虚 品 率 有 水 知 . 统 计 上 可 以 把 这 批 产 -而 想像 为 :个 两 点 分 布 
的 总 体 ; 
P|) = 8, PiliDlty=1-8 (eda 1), C4-1) 
其 中 ,1 标志 废品 亲 标 志 合格 品 . 当 产 品 卖 给 一 家 商店 时 , 滑 店 要 求 永 品 率 不 超过 
某 个 界限 刀 :8 过 轴 .“98 二 0” 就 构成 了 对 总 体 分 布 的 -- 个 奢求 或 者 说 一 个 命题 ， 
其 正确 与 告 朋 待 通过 从 总 体 中 抽取 样本 来 判断 . 
再 看 一 个 例子 .一 神 元 件 的 某 项 性 能 指标 额定 为 po .假定 有 理由 认为 ,该 项 性 
能 指标 对 于 批量 生产 的 元 件 服 从 正 态 分 布 N(p ,a 了 . 现 全 相知 道 均 值 jz 是 理 等 于 
额定 值 /w. 这 里 , “jn = yw" 和 便 构 成 了 对 总 体 分布 的 一 个 全 题 . 它 是 否 成 立 有 待 通过 
抽样 (抽取 若干 元 件 并 测定 其 性 能 指标 ) 来 判断 . 
- 般 地 , 设 总 体 分 布下 未 知 , 只 划 道 它 属 汪 茜 分 布 族 . 训 .2 可 分 成 两 个 不 交 的 部 
分 ,办 和 .前 . 现 音 想 知 道 下 是 否 在 .第 内 .人 辣 题 “FE .第 " 苑 被 称 为 一 个 统计 假设 , 简 
称 假设 ,也 常 称 为 “ 原 假 设 ”. 与 此 柑 对 ,“F 忆 前 " ,或 写 力 "下 .个 , 称 为 “对 立 假 
设 " 或" 备 择 假 设 "“ 备 择 " 的 意思 是 :如 果 原 假设 忠生 .从 不 能 成 立 , 还 及 内 的 分 
布 以 备 选择 .有 时 也 简单 地 把 ,项 和 .者 本 刁 称 力 厚 假设 和 对 立 假 设 , 写 为 
让 亡 击 : 严 和 项， 或 乔 :. 俐 . (4-2) 
有 时 也 把 *;" 写成 " 避 " ,表示 了 两 边 互相 排 剑 的 意思 . 
若 总 体 分 布 为 参数 访 i 9:8 E 号 | , 则 关 丁 分 布 的 假设 续 化 为 关于 参数 8 的 假 
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设 , 即 设 佑 数 空 间 BB 可 分 成 商 个 不 区 部 分 印 和 辐 于 是 , 忆 44-2 可 与 成 : 

gE 四 0 本， 或 和 :由 {4-3) 
注意 ,总 是 把 诛 彼 设 写 在 左边 .对 于 前 面 举 的 哺 例 ,Bo 分 别 为 19:0 二 8 去 加 |! 和 
[uot = pol. 

如 果 B, 只 会 一 个 元 素 , 则 称 这 种 假设 为 简单 假设 ; 全 则 , 称 为 复合 假设 . 前 面 
两 例 中 ,第 和 例 的 Bv 是 复合 假设 .第 一 例 则 要 看 是 宪 山 蓝 :已 知 时 ,B, 为 简单 
假 谈 ;未 知 时 ,为 复合 假设 . 在 这 个 例子 中 ， 指 标 服 从 开 意 分 布 ” 不 是 一 个 有 待 判 
断 的 假设 , 而 是 根据 种 种 理由 及 经 验 认 定 基 止 确 的 命题 . 这 种 命题 称 为 “ 假 
定 末 suppoaition assumptionj， 以 便 与 月 待 判断 的 像 “f= jo 这 类 “人 答 
设 "{hypolhesis) 相 区 别 . 当 然 ,在 某 种 情况 下 ,对 类 似 这 种 “ 止 态 性 ”是 否 成 立 也 呆 
能 拿 不 准 ,这 时 ,也 可 以 把 “该 性 能 指标 服从 正 态 分 布 ” 这 点 作为 一 个 有 待 判 断 
的 假 英 . 


4.1.2 检验 ,否定 [拒绝 ) 域 ,接受 域 


仿 以 第 -个 例子 为 例 .为 检验 原 假设 8 < 和 是 否 成 立 ,从 总 体 中 抽取 ”个 样本 
名 ,… ,于 ,因为 让 是 8 的 :个 合适 的 估计 , 和 圣经 验 可 感觉 到 , 苦 区, 或 者 说 
入 7 , 校 小 , 原 假设 好 像 成 立 ,否则 就 不 成 立 .这 样 可 立定 -个 界限 ,把 样本 空间 
分 成 遇 部 分 : 

An = 六 下 A = 0,1,i = 1.2 me， 

Al 二 | 下， 下 三 心 ,1 ,5 = 1 2 > c!. 
如 果 所 抽 得 的 样本 落 在 集 4 内 ,就 接受 原 假设 9 < 6; 如 果 落 在 4, 内 , 则 找 绝 或 否 
定之 .上 述 这 个 程序 ( 选 定 统计 量 了 ,确定 适当 的 界限 <) 称 为 对 原 假设 的 一 个 “ 检 
验 ”", 鞠 称 为 “检验 统计 央 *",c 称 为 “临界 慎 ”, 4o 称 为 (该 检验 的 )* 接 受 域 " ,而 4 称 
为 “ 香 定 域 " 或 称 * 拒 绝 域 ” 

制定 一 个 检验 ,关键 在 于 选 定 适当 的 检验 统计 其 .在 参数 分 布 族 的 情况 下 ! 式 
{4-3) 的 形式 ) ,应 找 出 8 的 一 个 适当 的 估计 量 信 ,然后 把 之 慎 与 “6 E Bo” 去 进行 
比较 ,但 检验 统计 其 不 一定 就 是 人 本 身 , 有 时 还 须 加 以 车 十 修正 ,网 后 而 的 例子 . 

一 般 地 ,总 是 要 设法 找到 某 种 衡 基 与 原 假 设 偏离 程度 的 其 T( 玉 ). 当 TC(X) 大 
到 超过 某 临 界 值 时 ,就 否定 原 假 设 . 


4.1.3 两 类 错误 ,功效 函数 ,检验 的 水 平 


检验 -个 假设 时 ,可 以 得 出 正确 的 结论 ,也 可 能 犯 以 卜 两 类 错误 之 一 :一 是 怕 
假设 本 正确 ,但 被 否定 了 ,这 称 为 第 -类 错误 ;一 是 原 假设 不 不 对 ,但 被 接受 了 ,这 
称 为 第 一 类 鲁 误 , 对 一 个 选 定 的 检验 来 党, 是否 犯 这 类 或 懂 类 错误 ,与 抽 得 的 样本 

设 某 检验 了 有 否定 域 5. 当 参 数值 为 9 时 ,使 用 此 检验 了 而 得 出 否 征 原 假设 B80 
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的 概率 为 
Prt) = PAXE 5) (0 EE 9), 
其 中 下 是 样本 ; 定 关 在 参数 空间 日 | 的 函数 B58) 称 为 检验 T 的 功效 函数 ,其 在 全 
上 之 值 称 为 功效 . 
例 1 考 虚 前 面 检 验 上 废品 率 的 例 了 . 蓉 !1X > c| 为 否定 域 的 检验 ,其 功效 郴 数 
可 计算 如 下 ; 


/> 就 是 { >)% > ne} ,不妨 设 mw 为 整数 . 因 沁 服从 二 项 分 布 B(n， 
9), 故 有 


Br{0) = Pol > > ne) = 5») ( "ja — A. 


由 功 浆 了 丙 数 的 人 音 疼 知 . 
狐 第 -类 错误 的 概率 = 房 (的 (0 EE Bo), 
当日 所 9 时 ,不 会 犯 第 一 类 错误 . 
犯 第 一 类 错误 的 概率 = 1 -Br(0) (9 91)， 
当 8€ Bo 时 ,不 会 犯 第 二 类 错误 . 
由 此 可 以 看 出 ,一 个 良好 的 检验 { 以 少 犯 错误 为 标准 ) 的 条 件 是 ,其 功效 是 数 
厢 ( 的 ,在 Bo 上 变 小 ,在 B81 上 于 大. 这 二 者 - 般 不 可 兼 得 .统计 学 上 处 理 这 个 问题 
的 是 法 是 先 悍 证 前 者 , 即 指定 -个 一 般 是 比较 小 的 数 a ,a > 0, 要 求 检验 T 满 是 
Pr) sa (YOE Bo). (4-4) 
= 称 为 检验 TT 的 水 平 .或 者 说 ,TT 为 水 平 a 检验 .一 - 艇 地 ,只 昌 可 能 ,就 应 取 尽 可 能 小 
的 满足 式 (4-4) 的 a 作为 水 平 (也 有 的 著作 把 sup 应 (全 定 艾 为 了 的 水 平 ). 给 定 水 


平 后 ,在 式 (4-4) 的 约 东 下 ,再 设法 使 87(9) 在 8 € 8 时 尺 可 能 大 . 

这 样 谣 把 假设 检验 问题 的 解 归结 为 -个 带 约束 的 数学 最 优化 问题 ,这 一 点 着 
奈 曼 和 皮尔 届 在 20 世纪 加 和 30 年 代 - -系列 的 论文 中 提出 和 发 展 的 .在 4.2 节 中 ， 
将 介绍 杂 曼 - 皮尔 进 理论 中 几 点 最 初步 的 东西 - 这 里 需 昌 指出 的 是 :除了 若干 最 简 
单 的 情况 外 ,上 述 最 优化 问题 一 般 难 于 解决 .寻找 检验 的 基本 方法 还 不 是 这 个 理 
论 ,而 是 基于 直观 的 考虑 . 


4.2 ”重要 的 参数 检验 


4.2.1 玫 个 重要 例子 


以 下 和 例子 都 假定 从 有 美 总 体 中 抽出 了 ii.d. 样 本 读 . 训 ,…, 世 ( 队 例 5. 例 6 男 
有 说 明 外 ). 
例 2 正 态 总 体 N(8,02), 方 差 ?已 知 , 虹 检验 : 
je > Ho, {4-5) 
0 = {4-8) 
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步 考虑 起 人 4-5) ,站 是 有 的 估计 . 败 1 王 > cl 是 一 个 人 台 理 检验 的 否定 域 .问题 是 费 椒 
据 指 定 的 水 平 & 去 定 出 c. 易 证 ;cc = 记 车 gw/Y aa 通 侣 更 下. 因为 当 e 如 此 定时 , 检 
验 的 功效 函 妆 为 


和 和 二 Pel > 如 十 局 ) 
p(X 0) > mw t+v nt — 8)) 
因为 yafX -有 ve NO), 时 -8 0. 战 
Bla} a ND > WwW) = a (ye ). {4-7) 


: 式 小 后 一 等 式 根据 杰 的 定义 得 出 . 咱 上 涉 记 此 检验 的 水 六 为 a-a 椒 能 再 减 小 ， 
岗 当 日 = 册 人 时 式 (4-7D 等 吕 成 立 . 
检验 问题 式 (4-5) 称 为 单 侧 检 验 问题 , 岩 原 假 温 与 对 六 假设 和 外 一边. 检验 次 


全 > % + 下 否定 ; 


人 < w+ 从 = 接受 
这 称 为 单 侧 检验 . 与 此 相对 ,检验 问题 式 (4- 合 称 为 双 侧 检验 问题 . 为 找 出 其 一 个 
检验 , 推 在 类 似 : 鱼 一 do 乓 9 一 如 的 估计 .如 时 | 生 一 dn | 较 太 , 则 如 三 届 ， 不 像 会 成 


立 . 故 以 1 亏 - 印 1> ce 作 为 否定 域 的 检验 ,是 一 个 人 台 理 的 检验 . 为 达到 指定 的 水 平 
ta, 席 取 


{4-8) 


CHa 


“7 


则 


Pe ji 


{1 bo 1 < 全 |) 二 接受 
nn 


例 3 同 例 2, 但 上 方差 中 也 林 知 ， 
推理 与 例 2 相似 . 有-- 点 变动 是 :o 上 要 用 上 其 估计 SS 为 样本 方差 } 代替 . 相应 
地 ,aa 和 天 二 度 届 上 分 布 的 上 全 分 位 点 和 ia)y 和 -faez2) 代替, 即 对 于 式 (4-5)， 
-个 水 平 = 检验 为 


{x > 十 Se ‘1, 否定 : 


{4-10) 


{x 三 人 沪 + 汪汪 9] 接受 
谭 对 于 式 人 4-6)， :个 水 平 & 检验 为 
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— Si ”7) a 
(13 01> 7 |- 人 
nt 


Sin_1( 3) 


(4-11) 


| 二 -als - [= 
至 


式 {4-10) 和 式 (4-11) 可 分 别称 为 单 休 和 双 侧 的 上 检 驻 ,它们 古 很 常用 的 重要 检验 . 
例 4 同和 例 2, 但 s: 未 知 ,日 所 要 检验 的 假设 基 ， 


oz to > (4-12) 
0 = gog: 关 0. {4-13} 


先 考虑 式 t4-12). 因 避 是 如 的 估计 ,一 个 合理 的 检验 是 以 弛 > ce 为 告 定 域 , 取 
fr = XiitajooA(n 一 1) 可 广 足 水 平 为 & 的 要 求 , 因 
2 2 oi 人 ， oé 
Pls > Xnita) mn 1? = 了 人 一 D3 > Xe ta) 六 


按 1.3.4 小 节 2. 的 (2) 的 结果 ,人 (am- 口 旦 /时 ~ | 又 下 二 中 时 ,6/o? 1 由 
此 知 该 检验 的 功效 函数 
了 2 
B(9) = PO > Ht 0) < 


PXT > Xe) -~ a (0 0). 


这 就 证 明了 该 检验 有 水 平 a.a 不 能 再 减 小 ,因为 当 o = m 时 上 式 等 导 成 立 ， 
对 于 检验 问题 式 (4-13;, 直观 上 看 ,5 杰 大 或 赤 小 ,都 像 屁 与 地 = 鸣 不 辣 , 敦 
接受 域 应 有 c 专人 大 c 的 形式 ,为 达到 水 平 ,一 个 取 波 中 
XI ) 


和 C7 一 


Xn_1C] 一 pt 


| 震 


3 


nl nl 


六 站 
则 Ee 一 2 }a8 ee Ye 2 接受 ， 
下 一 = = 由 一 


(4-14) 


也 此 旺 2 -性 2 
Ee 一 }o6 、 Sg, Yet 2 | ， 和 后 定 . 


用 一】 n-l 


不 难 蛤 证 , 它 确 有 水 平 a. 
例 5 设 而 ,本 如 和 ,Yo 分别 是 从 J. 态 总 体 NCa,o ) 和 
入 Cnz,0*) 中 抽出 的 i.i.d. 样 本 ,村 检验 : 
A 一， (4-15) 
1H (4-16) 
其 中 。 为 给 定 的 数 . 记 


册 | "2 
P(E Xt+ > -FY i 
$= I + na) > | 。 


(n+ Ry = 2) rnin 
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晤 例 3 类 位 地 推理 ,并 利用 1.3.4 节 2. 的 (4) 的 结果 ,得 中 式 (4.15) 的 个 水 平 a 检 
验 为 


IF 一 中) 一 和 > So wa 用 全 否定 ; 
(Ga -a < oj 接受. 人 
市 式 t4-16) 的 -个 水 绊 & 检验 为 
"| (了 - X)-al> Si 杏 定 ; 
(4-18} 


IEF- A) ole St 4a 2 9) | = 接受 . 
式 (4-17) 和 式 (4-18) 分 别称 为 单 仙 和 双 侧 的 两 样本 上 检验 ,它们 在 应 用 上 是 很 车 
要 的 内 验 . 
例 ” 问 例 5, 但 两 个 总 体 分 布 分 别 为 Wai 和 NN{pea,o3) ,ps p2101 和 好 
都 未知, 要 检验 : 


2 了 
Hy J 
rr > 天， (4-19) 
T1 ot 

之 2 
EE EF 
人 4-20) 
闻 | 六 1 


其 中 > 0 是 - -个 纵 定 的 数 . 
与 例 4 一 样 地 推理 ,并 利用 1.3.4 节 2. 的 (3) 的 结果 ,1 得 式 {4-19) 的 一 个 检验 
汶 


3 
[全 > Fo ne) | 否定 ， 
站 | 
[六 夺 plo) | 接受 . 
式 (4-20) 的 一 个 检验 为 


2 
a .3 EE: . 
pe 了 < qi 弹 Se Fs ln 1 2 ) | 二 接受 ; 


位 S2 性 
{Ft 一 全 ) > > Fn) 和 否定. 


2 a 
例 7 总 体 汶 指数 分 布 ,x 二 0 时 为 41e ,x <0 时 为 0,8 > 0, 要 检验 假设 
gah > Wh, (4-21) 
= :和 ‘(4-22) 


其 中 多 > 0 为 给 证 的 数 . 
因 刘 为 #8 的 估计 , 式 (4-21) 的 个 适当 检验 应 有 寿 定 域 五 > c. 为 根据 水 平 a 


确定 。, 利 用 > Kg = mA6 - 好, 得 ec = 负 双 (a) /a. 于 是 得 出 检验 为 


4 ”假设 检验 9。 


让 


2 
机 > Xt | -。 有 有 定 ; 


4-23) 
| < 9x2te) |- 接受. 
及 
类 似 邮 ,得 出 式 (4-22) 的 一 -个 水 平 @ 检验 为 
-二 2 7 
(0 - ) _ 全 _ se D1， 接受 ; 
(4-24) 


2 将 2 7 了 
| 2 认定， 
hn 下 


对 第 3 音 例 石 中 所 到 的 定数 截 尾 试验 ,也 可 按司 样 的 方式 决定 式 (4-21) 和 此 
{4-22) 的 水 平 a 检验 ， 
和 例 8” 对 于 两 点 分 布 式 (4-1) ,检验 假设 : 
ge > 页， (4-25) 


样本 和 了 = >) 入 服从 一 项 分 布 B(n,6). 直 现 上 看 ,以 7> c 为 否定 域 的 恰 验 
是 可 取 的 . 为 选择 " 使 水 平等 于 给 定 的 a, 亦 即使 


> ool-Orige (Oc<0« Om). (4-26) 
可 以 证 明 : 式 (4.26) 左边 作为 6 的 函数 ,是 9 的 非 减 是 数 . 故 只 须 选择 整数 ,使 
>)( 0- "= 0 (4-27) 


芭 可 ,这 需要 查 二 项 分 布 表 ,或 利用 框 等 式 
> i -= celtan 人 让 A "ds, 


1 =c+i 


通过 杏 不 完全 昌隆 数 表皮 确定 之 ,但 是 ,严格 适合 式 (4-27) 的 整数 不 - 定 存在. 
这 时 要 先 人 确定 整数 ,使 


> 人 (1 ?650 "i < a < >{ gt 00)™i, (4-28) 


溢 |T> ci 或 fT > ec-1 为 检定 十 .车 权 明 者 , 则 检验 的 水 平 将 略 低 上 ea; 各 取 局 兰 
则 将 略 大 于 =， 
在 ma 很 友 时 , 查 表 不 遇 . 这 时 可 用 大 样本 方法 , 即 利 订 小心 极限 定理 ; 
Yn( 人 0) x 
~ NO.1), 
XIl -EE) 


Yn(X— po) > 
AL X) - 
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例 9 戎 虑 负 - -项 分 布 . 一 事件 4 在 -次 坛 验 中 出 再 i 成功 ) 的 概率 为 8, 不 出 
现 ( 从 儿 ) 的 概率 为 1 -8. 取 定 -个 自然 数 上 ,重复 作 试 验 , 下 到 有 外 次 成 一 为 止 .以 
六 记 到 这 时 尖 失 败 的 试验 次 数 , 则 X 可 取 0,1,2,… 为 值 , 其 分 布 

P(E 2) = (+) 0) (i = 0,1,2,..), 
称 为 负 二 项 分 布 . 卉 设 现 察 让 芋 , 朗 检验 式 (4-25). 

这 可 以 看 作 是 检验 庶 品 率 的 另 一 种 作法 , 即 :个 -个 地 从 - 批 中 抽取 产品, 表 
到 受 现 上 个 广 品 为 目 ( 为 保持 各 次 抽样 的 i.i.d. 性 ,要 很 站 批量 非常 太 , 或 作 放 回 抽 
样 ,以 到 此 时 为 止 所 抽出 的 合格 品 个 数 , 米 检验 诬 品 率 六 二 包 . 从 直观 上 看 ,#8 
小 时 应 当天 ,上 页 - -个 从 适 的 检验 是 有 否 站 域 证 二 ce. 收 数 。 根 据 关 系 式 


Si 站 60 ~ 0)’ 二 如 


确定 .车 这 样 的 整数 e 不 存在 , 则 要 按 例 8 中 的 做 法 去 处 畔 . 
例 8 和 和 例 9 表明 ,有 时 为 研究 一 个 实际 问题 可 以 建立 个 同 的 统计 模型 . 这 就 有 
-个 异 幸 的 选择 疝 题 . 


4.2.2 假设 检验 与 区 间 舍 计 的 关系 


这 一 者 有 有 密切 的 关系 ,由 其 一 可以 得 苞 一 . 具体 地 说 

01) 若 ,Y(X} 是 8 的 (1 - a) 置信 和 区间, 则 对 丁 给 定 的 所 ,1: 后 捷 .Y(X)1 是 
9 二 总: 日 关 全 的 一 个 水 平 a 检验 的 接受 域 ; 

{2)7 若 4 的 ) 是 日 = 页: 大吉 的 -个 水 平和 检验 的 接受 域 , 令 (X= 和: 
于 所 A400)|, 则 当 .wt 交 ) 是 一 个 区 间 时 , 它 即 是 #8 的 一 个 让 - a) 置信 和 区间. 

例如 考虑 例 3. 按 第 3 章 例 2， 


加 St ) St, "1( 2) 
“(Y= dn - + 而 
是 上 的 (1 - a) 置信 区 间 . 丝 定 po; 则 | 和 :po 所 中 下 表 趟 
Stn_1( 7 ) St 有】 


一 巡 j 如 之 是 +- 


Vn Yn 


好 
[IX- pole Is 广 St,_1( 3). 


按 式 (4-11), 这 正 是 pj = po: px po 的 水 平 a 检验 的 接受 域 . 反 过 来 ,从 这 个 接受 域 
出 发 ,也 可 得 到 gg 的 (1 - a) 置信 区 间 是 .Y(t 让 ). 

与 此 柑 似 , 单 侧 检验 则 与 置信 痕 相 应 . 

(3) 若 .2X) 是 8 的 -个 {1 - a) 置信 下 限 , 则 对 给 定 的 后 ,| 针 ;2FCX) 二 印 | 


4 候 设 检验 81 ， 
是 器 二 :9 > 外 的 一 个 水 平 e 检验 的 接受 域 . 
(4) 藻 4tbo) 是 日 过 页 :8 > 负 的 一 个 水 平 检验 接 受 域 ,而 集 |8: XE A(0)| 
有 [天 (Yo 的 形状 . 则 (是 8 的 -个 (1 -a) 园 信 下 限 ( 这 -条 是 (2) 的 特 
例 }. 
如 对 于 例 3, 接 第 3 章 例 2， 
0 Si 
FE) 二 于 四 
是 8 的 (1 - e) 置信 下 限 . 集 1X.ACX) 二 四 | 就 是 不 二 页 + 吕 fa va 按 式 
(4-10), 它 是 8 < 00:8 > 的 水 平 a 检验 的 按 学 域 . 
这 种 对 应 关系 有 理论 上 的 意 关 : - 方 的 某 些 优 妥 性质, 有 时 可 以 鞭 给 其 对 应 
六 ， 
4.2.3 ”检验 的 优良 性 质 


1. 一致 量 忧 检验 
前 面 已 提 及 ,对 检验 问题 式 (4-3), 开 求 检验 满足 约束 式 {4-4), 并 在 这 个 前 担 
FF, 使 38.() 在 8E€ 全 | 时 尽 可 能 大 .如 果 它 对 一 切 8E€ | 部 达到 最 大 , 则 杯 检 验 了 
是 水 平 a 的 一 致 量 忧 检验 (uniformly most powerfu] teat) ,向 称 为 UMPT. 这 表示 :对 于 
式 (4-3) 的 作 何 一 个 水 平 a 检验 了 *” ,部 有 
Brr(d) 二 应 () (YAE BI). 
一 至 性 的 含义 就 是 对 了 - 切 8 € 加 同时 成 立 ， 
UMPT 的 要 求 很 高 .除了 个 别 单 参 数 的 单 侧 假 设 检验 门 题 之 外 ,其余 情况 包 不 
存在 UMPT， 
对 于 单 侧 检验 问题 ，- 种 可 能 求 得 其 UMPT( 如果 存在 ) 的 方法 如 下 . 
在 好 近 可 :已 > do 时 , 任 取 ep 2 do 而 考虑 检验 问题 
中 = :0 = 0. (4-29) 
它 的 水 乎 a 的 UMPT 必 存 全 ,认为 WH .如果 以 下 两 个 条 件 湛 足 : 
{175 与 负 无 关 , 可 记 为 7 
(2)T 了 的 功效 销 数 记 (9) 满足 约束 式 {4-4)， 
出 了 是 8 ss 疝 :8 > 坟 的 水 平 a 的 UMPT. 理 由 是 显然 的 . 
求 式 (4-29) 的 UMPT 时 , 灰 曼 - 虚 尔 各 有 一 个 方法 ,被 称 为 奈 曼 - 应 尔 逊 基本 
引 理 ;以 Fx,86) 和 ix,81) 分 别 记 在 9 = 和 和 8 = 81 时 样本 下 的 概率 密度 (或 
概率 了 薄 数 ), 则 对 于 适当 选择 的 常数 上 ,以 | 下 ; F(x,61)AFtx ,00) > 上 为 否定 域 的 检 
验 , 是 式 (4-29) 的 UMPT. 
例 11 考 典 检验 问 题 式 {4-5) ,此 处 [二 =【 下 了 
SX 0 
Nx,d) = fw 2r so)"lexp - -> 2 | 
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训 
x :8 
J = ep erp( 
和 -4 > 0 使 此 比值 大 于 相当 于 要 求 下 大于 亲 常 表 6: 下 >。 


0 一 -人 1 ) nt 一 站 9) 


得 到 以 王 > e 为 否定 域 的 检验 (作为 式 (4-5 的 检验 ) 有 水 平 a, 故 它 就 是 式 (4-5) 
的 水 平 w 的 UMPT. 因为 “与 册 无 关 , 上 述 条 件 (1)7 满足 ;交接 例 2 中 的 论证 ,条 件 (2) 
也 满足 . 

使 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ; 例 7 和 例 8 中 求 出 的 检验 , 稳 是 水 平 a 的 UMPT . 对 
于 例 4 中 的 检验 问题 式 (4-12), 也 可 以 征明 以 

Xn- 让 of 
nl 

为 否定 域 的 检验 ,是 水 平 的 UpT 但 因此 全 步 上 两 个 未 知 参数 .前述 方法 已 不 可 
用 ,其 证 明 较 复杂 ,不 在 此 细 述 ， 

2. 一 致 最 优 无 偷 检验 

因为 JUMPT 经 常 不 存在 . 只 好 把 要 求 降低 一 些 ,缩小 所 考虑 的 检验 的 范围 ,再 
去 找 最 优 者 ,无 偏 性 的 要 求 是 一 个 重要 例子 ， 

考虑 检验 问题 式 (4-3). 设 了 是 一 个 水 平 =z 检验 ,如 果 它 满足 

Brid) sa {TE 机 |)》， 

则 称 了 是 式 (4-3) 的 一 个 水 平 a 的 无 偏 检 验 . 

了 的 无 偏 性 表示 :在原 假设 不 正确 时 , 原 想 设 被 否定 的 概率 ,不 应 小 于 在 它 正 
允 时 中 被 ( 错 交 地) 认定 的 概率 ,这 看 上 去 基 一 个 合理 的 要 求 . 

记 U(e) 为 式 (4-3) 的 - 切 水 平 a 无 妨 答 验 的 集 ,了 毛 Uta)., 著 对 于 任何 7 
忆 Uo) ,成立 
Br (to) 和 ECO) {YOE HB), 

则 称 了 是 式 (4-3) 的 -个 水 平 a 的 一 致 最 优 无 偏 检 验 (UMPUT). 

奈 曼 - 皮尔 逊 在 其 加 世纪 如 至 奴 年 代 的 合作 工作 小 ,发 展 了 一 些 求 UMPUT 
的 方法 , 因 其 太 复 杂 趟 能 在 此 介绍 .这 些 广 法 也 只 适用 于 : 老 干 特 跌 的 分 布 , 且 只 能 
涉及 -个 参数 . 上 个 重要 的 例子 是 : 例 3. 例 5 中 的 # 检验 { 单 . 双 稍 ); 例 4 中 检验 癌 
题 o oo 

js < Xe ~ eo 

为 否定 域 检 验 式 (4-12) 已 是 UMET, 当 热 也 是 UMPUT; 至 上 王 例 4 的 式 (4-13》,UMPUT 
也 存在 ,但 与 该 例 中 给 出 的 检验 略 有 差别 . 


4.3 ”若干 重要 的 非 参 数 检 蛤 
如 果 总 体 分 布 族 是 非 参数 性 的 , 则 有 关 它 的 检验 问题 ,也 称 为 非 参 数 性 的 检 
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验 . 处 理 这 种 检验 问题 的 方法 , 称 为 非 参数 检验 法 . 非 参 数 恰 验 涉及 的 范围 很 广 .此 
处 只 介绍 几 个 应 用 上 比较 重要 的 检验 法 . 


4.3.1 皮尔 忱 的 X? 氛 合 优 度 检 验 


t. 理论 分 布 完全 已 知 的 情况 

设 根据 某 一 理论 、 学 说 奉公 假定 , 某 随 机 变 其 应当 有 分 布下 ,现在 对 互 进行 
次 观察 ,得 i.i.d. 样 本 ,和 ,… ,加 ,要 握 以 检验 “于 有 分 市 #1” 这 个 ( 原 } 假设 ， 

这 里 昌 流 有 明确 指出 对 立 候 设 , 但 可 以 说 ,对 立 舟 了 役 是 " 王 的 分 布 不 是 天 . 木 
问题 的 真实 含 习 是 估量 实测 数据 与 该 理论 或 党 说 符合 得 所 人 么 样 .而 不 在 于 当 认 为 
不 符合 时 ,XX 可 能 备 择 的 分 布 如 何 . 故 问题 中 不 明确 标 出 对 立 假设 ,反而 使 人 感到 
提 水 更 为 贴近 现实 .早期 (这 蜡 -皮尔 各 之 前 ) 研究 假设 检验 的 学 者 ,包括 此 处 讨论 
的 皮尔 还 的 拟 合 优 度 检 验 和 寓 希 尔 的 品 著 性 检验 ,都 是 桂 这 样 一 种 看 法 .明确 对 立 
想 设 是 奈 曼 - 皮尔 逊 理论 中 的 重要 央 素 ,也 是 为 使 检验 问题 提升 为 一 个 数学 最 优 
化 问题 的 必要 之 举 . 愉 实用 的 观点 看 ,在 有 些 问题 中 , 当 原 披 设 不 成 立时 ,人 们 对 对 
立 假设 可 能 的 方向 预先 有 了 解 ,会 有 助 于 挑选 一 个 幼 效 更 向 的 检验 . 

上 述 问 题 的 检验 方法 是 ,把 数 轴 { - m , %) 分 成 个 区 阿 : 

= wma) b= [ae 下 = 
记 这 些 区 间 的 理论 概率 分 别 鸭 
Pirpas peip = PIXE HD) {jf = 1.2,.,&). 
kA Hh; 记 近 ] ， 2 中 幕 在 内 的 个 数 , 则 在 原 候 设 成 立 之 下 ,nn 的 期 望 值 为 np. 
与 ep; 的 善 距 全 = 1,2,… ,8) 可 视 为 理论 与 观察 之 问候 亢 的 衡 基 ,将 它 结合 起 来 


形成 一 个 综合 指标 ; > ,cfm - 到 ?2,e > 0 为 适当 的 常数 .皮尔 避 取 6 = (zp) 
得 
(nm - np,) 


= 上 


npy 
kK 称 为 皮尔 各 x? 统计 量 . 皮 尔 避 让 明了 如 下 的 重要 结果 : 当 原 假设 成 立 而 n 一 = 
时 ,下 司 分 布 收 化 于 自由 度 上 -1 的 x? 分 布 
Ky (n> %). (4-30) 
在 这 个 基础 上 就 可以 引进 -个 大 样本 检验 : 弟 定 水 平 &, 然 后 ， 
人 > Yazii-> 否定 原 假 设 ; 
| 天 到 Xe) | 一 接受 . 
这 就 是 奈 有 曼 - 皮尔 吉 的 六 投 合 优 度 检 验 . 
这 个 问题 还 可 以 讨论 得 更 细 一 些 . 按 式 {4-31) ,只 要 天 人 于 对 -io) ,就 和 否定 原 
假设 .但 是 ，- 个 远大 于 xfa) 的 无 和 一 个 只 上 略 大 于 xi 1(a) 的 下 ,意义 有 所 不 
同 ,前 者 否定 原 髓 设 的 理由 更 强 些 . 为 反映 这 -点 ,在 计算 凡 天 值 后 ,可 计算 概 阁 


(4-31) 
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UR) = Plxit > K). (4-32) 
它 可 称 为 所 得 数据 与 原 假设 的 拟 合 优 度 . CQ(K) 熏 大 ,支持 原 假设 的 证 据 就 愈 强 . 
给 定 水 平 a 不 过 是 规定 一 个 阔 值 . 一旦 0(K) < a, 就 否定 原 假设 . 
倒 12 茶 工 | 分 时 中、 晚 一 个 班次 ,一 段 时 间 内 出 了 15 次 事故 ,分 别 是 早 班 5 
次 ,小班 2 次 , 晚 班 8 次 , 因 耐 怀疑 事故 可 能 性 大 小 与 班次 有 关 .要 求 检验 这 - .设想 
立定 “个 原 俱 设 "事故 发 生 率 与 班次 无 关 ", 按 此 ,15 次 事故 中 各 班 理论 事故 
发 生 次 数 前 应 为 5 次 ,因而 算出 
K -次 3.6 次 


取 a =0.05. 此 处 天 = 3, 查 x 分 布 表 ,及 1(0.05) = 5.991. 天 值 未 超过 此 数 . 故 
{在 给 定 的 水 平 下 } 尚 不 足以 和 理 定 原 假 设 ， 

就 这 个 问题 ,可 以 作 二 两 点 对 一 其 检验 问题 都 适用 的 观察 : 

(1) 原先 的 出 发 点 (理论 ) 蚌 怀疑 事故 率 与 班次 有 关 , 但 便 中 却 把 其 对 立 面 作 
为 原 假 设 .之 所 以 这 样 做 ,是 因为 不 希望 在 证 所 不 充足 的 情况 下 轻率 作出 “事故 率 
j 班 次 有 有关” 的 针 论 ,以 其 对 立 面 作 原 假 设 有 勒 于 司 到 这 -点 . 当然 ,也 可 以 立定 
原 息 设 为 "事故 率 对 一 个 得 次 显 5:2:8 之 比 ". 这 时 ,所 得 数据 将 通过 这 个 原 候 设 . 
可 见 ,数据 在 统计 上 如 何 解释 ,与 提问 题 的 出 发 点 有 很 天 的 关系 . 

(2) 就 本 例 而 言 , 原 很 设 未 被 否定 ,只 二 说明“ 否定 原 假设 的 证 据 尚 不 充足 ”， 
并 非 说 它 证实 了 硕 假 设 . 这 可 能 基 由 于 数据 量 和 不够 造成 的 .事实 上 , 苦 再 观察 一 自 
得 到 加 次 事故 ,如 早 .路 、 晚 三 班 各 为 切 次 4 次 和 白 次 , 仿 星 5:2:8 之 比 , 则 玫 值 
为 了 .2 > 5. 色 1 ,就 可 以 否定 原 候 设 了 . 

因此 ,从 现实 的 角度 看 ,上 例 的 结论 可 能 是 ,尽管 数据 本 提供 充足 的 证 据 , 但 
$:2:8 的 巨大 差距 ,有 理由 要 认真 考虑 事故 率 与 班次 确 有 关系 的 可 能 .由 此 可 知 ， 
检验 结果 的 统计 解 靶 不 能 与 其 现实 售 义 混为一谈 

在 庶 用 上 上 还 有 一 个 区 间 五 , 瑟 …… 到 的 个 数 和 位 置 的 取 法 问题 .总 的 原则 是 个 
数 和 不 能 大 少 , 奋 则 去 粗 烙 而 不 能 充分 反映 产 分 布 .但 也 不 宜 过 多 ,以 致 每 区 间 内 
样本 量 赤 少 (a 很 大 时 哆 当 别 论 ) .一 般 地 ,至少 有 5 -6 个 区 间 , 最 多 12 ~ 1 个 , 且 
每 区 间 样 本 个 数 都 应 不 小 于 5. 在 工 为 离 数值 时 (如 上 例 ) ,自然 的 分 法 是 于 的 每 个 
值 组 成 -组 ,但 有 时 也 有 必要 把 在 的 一 些 相 廓 值 并 成 一 组 . 从 理论 上 讲 , 分 组 应 在 
取得 样 环 之 前 做 ; 实 际 工 作 中 往往 是 根据 样本 来 定 分 组 . 媒 论 上 可 以 征明 ,这样 
做 将 会 使 极限 定理 式 (4-30) 失效 .但 在 应 用 上 人 们 往往 忽略 这 个 细节 .在 统计 方法 
的 使 用 上 ,这 种 不 拘泥 于 理论 规定 的 做 法 时 有 发 生 . 

2. 理 论 分 布依 赖 若 干 未 知 参 数 的 情况 

设 有 一 -个 依赖 > 个 参数 外 ,8,,…, 避 的 分 布 族 1 Fx;9 ,克昌 计 , 要 根据 样 
本 站 ,和 大, 是 去 检验 “ 瑟 的 分 布 属于 | F0z ,让 ,2 及)1” 这 个 假设 .更 具体 地 
说 ,就 是 检验 “对 某 参 数值 只, 强 ,… ,外 , 王 有 分 布 开 xs 国 ,由 和 久 ) 


解决 这 个 问题 的 步 怠 基 , 先 通过 样本 作出 (6 ,0 ,2) 的 MEE( 仙 ,多 ，…， 
今 ) ,用 "YY 有 分 布 F(x;81, 人 6,，,…,,)” 作 为 原 假 设 ,然后 按 1. 的 方法 去 处 理 . 不 同 
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(4-31) 和 式 (4-32) 中 的 下- 工 也 应 改 汐 下- ] - r， 

这 个 结果 屁 费 希 尔 在 1924 年 证 明 的 (皮尔 逊 的 结果 式 亿 -3) 发 表 于 1900 午 ). 
起 初 ,皮尔 和 渤 补 有 认识 到 在 有 矢 数 的 情 帝 下, 自 出 度 应 减 小 的 事实 ,而 使 他 上 与 费 希 
尔 爆 发 了 . 场 争 论 . 

这 个 结果 的 重要 应 用 有 二 :-- 屁 检验 总 体 的 正 态 性 ,用 XX 和 澡 御 计 均 秆 方 益 ， 
如 分 成天 个 区 间 , 则 自由 度 为 上 -11-2 = 上 -3; 二 是 可 川 州 联 表 检验 独立 性 .下 向 
就 讨论 这 个 问题 ， . 


4.3.2 列 联 表 


设 恋 其 起 取 m 人 2, 等 值 , 变 其 了 取证 3 吕 ? br 等 值 .对 {X， 7) 作 次 机 
察 ,发 现 (X, 了 ) = 《a,,5) 的 次 数 为 mn,. 要 据 此 检验 "X,F 独立 ”这 个 假设 . 

在 应 用 上 ,这 个 问题 经 常 以 下 述 形 式 出 现 ;X,F 是 个 二 的 两 项 指标 , 想 了 解 它 
们 有 无 关联 .例如 ,外表 示 一 个 人 每 日 吃 盐 的 克 数 (分 r 个 等 级 ), 了 表示 此 人 的 血压 
(分 上 个 等 级 ), 想 了 解 厅 的 摄取 量 与 血 府 扁 慨 
是 否 相 关 . 

解决 这 种 问题 , - : 般 是 把 数据 排列 成 表 
4-1 所 示 的 表 展 形式 . 工 的 取 值 om: 几 
1,2, ,rr 代替 , 国 为 只 体 数值 无 关 紧 要 ,ai ,ea， 
,a 只 是 表示 一 个 等 谎 而 已 ; 同 理 , 了 的 取信 
B1620… ,Bb 用 1,2,…, 万 人民 兰 . CX, 了 ) 的 值 (i 
万 称 为 (i,) 格 .此 格 内 有 观察 值 n; 个 . n. 和 
.i 分 别 表 未 行 和 与 列 和 ,am 为 总 和 ,这 种 表 称 
为 列 联 表 . 

如 果 原 假设 "X,Y 独立 ”成 立 , 则 存在 Pi， 
Ppa"sph. 和 gi ,qz,…,94, 使 

P(X= iY=)) = pg 
C= = 112 

这 里 内 知道 p30,pi+tp+t 和 +p = 和 安 09+ 各 + + 各 二 1,Pis 9 等 的 
有 具体 数值 并 未 规定 , 故 这 是 -个 带 参 数 (p ,pz ,1972 的 拟人 台 优 度 检 
验 问题 .为 此 ,检验 这 个 问题 的 步 双 是 先 居 计 这 些 参 数 .p,,w 的 MLE 分 别 为 


人 Hi. 


Pi = 人 
~ n， . 
如 二 (j = 1,2,""",k). 


这 样 得 到 皮尔 加 x? 统计 其 
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六 这 (mw nC a CY 


= =l j=1.. 


nC (1) 
2 Th 一 ee 


(4-33) 
然后 ,再 计算 此 自由 上 度 . (xX, 的 的 值 域 _ 共 划分 成 下 个 集合 (有 丙种 情况 -是 
取 值 本 来 就 只 有 r 个 ;一 是 不 上 rr 个 但 已 并 成 r 组 .对 了 也 一 样 ), 丛 舍 计 了 --- 蛙 未 知 
参数 ,由 于 pj + pz + 二 p= 1,p1,Pza,""*;P; 中 未 姑 参 数 只 有 r -1 个 , 同 理 ,gq， 
2 9: 中 的 未 敌 参 数 有 上 -1 个 , 放 总 共有 r+ 下 -2 个 术 知 参数 ,而 下 的 自由 度 
应 为 


Cr (rrtko2) = {roltk -1), 
这 样 ,算出 下 值 后 , 查 x 天 得 ze Ce). 者 外 大 于 此 数 , 则 否定 原 假设 ,不 热 就 
接受 .也 可 以 查 ¥? 表 得 其 拟 合 优 度 P(t Doc nn > 站) 
当 r= 大 = 2 时 , 列 联 表 中 只 有 4 个 格子 , 称 为 "四 格 袁 ", 这 时 式 (4-33) 简化 为 
nt RN 一 NI 了 2 
Ri- RN 


于 一 
直 自 由 诬 鸭 1, 
4.3.3 ” 科 尔 莫 发 罗 夫 检验 


设 加, 训 , 为 基 的 ii. 让 样本 ,要 检验 假设 :“X 的 分 布 为 F” ,FF 是 一 个 连 
续 分 布 函 数 . 

以 下 记 姑姑 的 经 验 分 布 攻 数 (1.3.2 小 节 ) , 控 悄 利文 科 定 理 , 至 少 当 
zr 较 大 时 ,统计 量 

K, = supi|l Fix)— F(x) ll:— me<x< ml| (4-34) 

应 到 较 小 之 值 .于 是 -个 合理 的 检验 是 : 当 臣 > :时 否定 原 假 设 , 不 然 就 接受 .我 
国 统计 学 者 张 里 千 确 定 了 在 原 假 设 成 立时 总 的 确 纺 分布 战 展开 项 较 密 的 渐 近 分 
布 ,利用 它 可 以 在 原则 上 按 给 定 的 水 平 "确定 之 值 ,但 在 5 较 大 时 ,利用 科 尔 莫 戈 
罗 夫 对 下 求 出 的 极限 分 布 去 定 c, 近 似 程度 也 很 好 : 


gg 二 0. 时 ， 取 = 
a 00 时 ， 取 c= ee. 


核 式 (4-34) 计算 已 之 值 看 来 很 不 易 , 但 易 见 ,| F(x) - F(x) 1 的 最 大 值 必 然 
在 F(x) 的 跳跃 点 姓 达 到 .由 此 易 知 , 若 取 站 ,下 的 次 序 统 计量 Xo) < X02) 
"Xn; 则 


天 = mar{ ~ F(X0) |， i -1,2 


2 
”| xn 
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这 只 涉及 2n 个 数 的 计算 . 
这 个 检验 称 为 科 尔 莫 芝 罗 天 检验 ,因为 科 尔 莫 和 龙 罗 去 在 1933 年 证 明了 前 述 关 
于 琴 的 极限 定理 .与 皮尔 于 x* 检验 相 比 , 科 尔 莫 总 罗 夫 检验 不 颂 将 样本 分 组 , 少 
了 一 个 任意 性 ,这 是 其 优点 . 其 缺点 是 只 能 用 在 理论 分 布 为 一 维 连 续 分 布 旦 分 布 完 
全 已 知 的 情形 ,适用 面 比 皮尔 逊 检验 小 .研究 也 显示 : 桩 科 尔 莫 尔 罗 夫 检验 可 用 的 
场 台 ,其 功效 一 般 来 说 略 忧 了 于 皮尔 还 检验 . 


4.3.4 特 号 检验 


下 面 用 -个 简单 便 子 来 解释 这 个 检验 法 . 设 有 两 个 种 子 品种 A&,B, 要 比较 哪个 
的 产量 更 高 .选择 ” 块 形 状 .大 小 天 致 相 岗 的 田地 ,每 块 地 的 条 件 比 较 均 匀 ,但 不 同 
地 块 的 条 件 可 以 有 些 差 异 .把 每 块 地 等 分 为 二 ,随机 地 决定 其 中 一 半 用 品种 A, 另 
一 半 用 品种 B, 收 获 后 ,记录 下 第 i 块 内 A,B 电 种 的 产 基 分别 为 革 ,, gyi = 1， 
了 2 
立定 原 假 设 为 "A,B 两 品种 在 产量 上 无 差异 ”为 了 检验 这 假设 , 考 虚 产 其 差 多 
= 于 一 瑟 g. 如 果 正 态 等 方差 假定 可 以 认为 成 六 , 则 可 以 把 五 ,各 ,…, 知 看 成 是 从 
正 态 总 体 NCr,o) 中 抽出 的 ii.d. 样 本 .这样 , 要 检验 的 原 假设 成 为 1 = DA > 00 
表示 太 优 于 B,p <0 表 示 了 优 于 A). 这 就 出 较 容 易 检验 了 .但 有 时 没有 充分 理由 能 
认为 正 态 等 方差 的 假定 可 以 成 立 .这 时 符号 检验 是 一 个 可 以 考虑 的 代替 办 法 . 

符号 检验 法 的 步 又 如 下 . 

暂 设 下 ,到 ,于 , 都 不 为 0. 以 了 记 其 中 取 正 号 的 个 数 , 则 了 将 服从 二 项 分 布 
BCLn,9) ,而 原 假设 相当 于 8 = 1j2. 于 是 , 原 问 题 转化 为 了 ~ Btn,9), 要 检验 


d= 方 :0 上 
-个 合理 的 检验 法 为 , 取 否 定 域 i| 了 Am - 12 1> el .选择 c, 使 
I_l1 
Pal | -|> 0) = 


这 相当 于 找 出 整数 4, 使 


(1) ca 
这 样 , 当 了 = d+ 1,d+2,…,n -dd 时 接受 原 假 设 , 不 然 就 否定 .可 以 把 Y = 0,1， 
2,…,d 一 1 解释 为 B 优 于 A,Y=n-d+l,n-— 了 2 ,nn 解释 为 点 居于 B. 如 果 
满足 式 {4-35) 的 整数 2 不 存在 , 则 须 略 修改 水 平 a 之 值 { 参 看 例 8). 
如 果 而 ,到 ,寺中 有 严 个 为 由 在 本 例 中 这 种 情 阅 出 现 的 机 会 不 多 .但 在 让 
些 问 题 中 , 当 比 较 两 个 对 得 A,B 时 , 若 只 分 “A 出 B 好 ”、“B 比 A 好 ”“AA 和 B 无 差别 
三 种 判定 , 则 这 时 0 出 现 的 机 会 增多 ), 则 去 掉 它们 ,保留 入 = nm 个 不 为 0 者 ,用 
这 个 W 必 为 上 述 方法 中 的 . 
这 种 检验 叫做 符号 检验 ,因为 它 只 利用 了 于, 训 ,… ,和 % 中 各 有 量 的 符号 .这 种 检 
验方 法 可 能 是 历史 上 最 早 被 梗 用 的 检验 法 ,1710 年 , 阿 轴 斯 罗 特 (Arbuthnotl)} 用 这 
个 方法 检验 了 生男 党 于 生 妇 是 出 于 侦 然 还 是 神 的 意 则 (日 然 规 律 ). 符号 检验 看 起 
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米 用 的 信息 量 很 少 , 俱 在 n 不 太 小 时 , 它 还 是 有 较 好 的 表 磺 .其 突出 的 优点 是 对 总 
体 分 布 没 有 多 少 要 求 ,适用 面 广 . 

本 例 中 田 据 的 实 排 体现 了 一 种 简单 的 试验 设计 , 莫 的 是 使 结果 有 可 比 性 -如 采 
A 种 在 一 块 好 好 上 而 B 种 在 一 块 差 地 上 ,其 结果 就 不可 比 了 .试验 设计 的 讨论 可 舌 
看 本 书 第 三 简 * 成 验 设计 ”. 


4.3.5 秩 检 验 


定 光 1 设 样本 ,部 ,…' ,之 值 没有 相同 的 ,以 民 记 计 ,无 ,…, 计 ,中 其 值 
不 超过 诗 的 个 数 ,i = 1,2……m, 则 称 吕 为 后 (在 站 ,到 ,所 中 ) 的 秩 . 特 是 该 样 
本 在 全 部 样本 中 由 小 到 大 的 位 唤 , 最 小 的 样本 秩 为 于 ,最 大 的 为 n. (Ri 有 Ra 
称 为 秩 统 计量 ,任何 只 与 伴 本 的 秩 有 关 的 统计 量 也 称 为 秩 统 计量 .基于 秩 统 计量 的 
统计 推断 方法 , 称 为 秩 方法 . 
例 13 申 . 乙 两 厂 都 生产 周一 种 产品 ,其 质量 指标 是 依 大 傅 优 . 为 检验 这 两 厂 
的 产品 质量 有 盛 差 异 , 从 甲 } 中 抽取 ni 个 产品 , 测 得 其 质量 指标 为 而， 本， 各， 
从 乙 厂 中 抽取 mw 个 产品 , 测 得 其 质量 指标 为 五 ,了 ，…, 了 .假定 甲 三 产品 质量 指 
标 工 有 分 布 FY) ,F(x) 未 知 , 己 厂 产 品质 量 指标 了 的 均值 比 的 均值 相差 9, 即 了 
的 分 布 等 于 区 + 日 的 分 布 , 因 面 了 有 分 布 Fx - 9). 这 样 ， 
AI 为 i.i.d. 样 本 ,有 公共 分 布 F(x*)， 
为 ji.d 样 本 ,有 公共 分 布 F(x -~ 中 ). 
如 果 检 验 的 目的 是 本 证 实 * 乙 厂 质量 优 于 甲 ", 则 彦 以 其 反面 , 印 " «< 0” 作为 原 假 
设 . 因 此 有 关 的 检验 问题 是 : 
de 0:0 > 0. (4-36) 
如 果 检 验 竟 日 的 有 是 想 证 实 “ 中 . 乙 两 厂 质量 有 差异 ”, 则 二 以 共 反 面 , 即 ” = 0" 作为 
原 假 设 : 
d= 0:020. (4-37) 
先 讨论 式 (4-36) ,把 全 部 样本 | » 和 了 拉 ， 了 ， Th, 旗 在 一 起 比较 ,来 
确定 各 样本 的 秩 . 记 民 为 的 秩 ,i = 12 na; 如 = RR+ + + Ro 为 7 样 
本 的 秩 和 ,例如 , 若 X 样 本 为 2.54,2.6, 了 样本 为 2.55,2.53 和 2.7, 则 RR = 3,R， 
= 1,R = 5, 出 是 =3+1+5 = 人 .显然 , 当 8 >0 时 , 乙 厂 产品 相对 于 甲 厂 面 言 ,其 
质量 指标 取 大 值 者 多 ,内面 , 员 应 倾向 于 取 大 值 ,于 是 ,一 个 合理 的 检验 法 是 : 
人 > (4_38) 
1R 过 ef 二 接受 . 
这 个 检验 叫做 维尔 柯 克 进 的 两 样本 秩 和 检验 . 它 是 维尔 柯 克 担 (F. 玉 ileoxon) 在 
1945 年 提出 的 ,是 一 个 著名 的 秩 检验 .维尔 柯 克 下 证 明了 下 看 的 极限 定理 :者 9 = 0 
即 庆 ,7 全体 为 i.id,, 则 在 tw 和 mn 者 一 wm 时 ,有 
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Rm+tw+l1) 
VS + n+ 1) 
12 
依 此 ,可 以 在 mm 和 nj 都 较 大 时 , 按 给 定 的 水 平 a 次 定式 04- 如 ) 四 的 e， 


e 一 (mA 


在 m 和 ma 都 较 小 时 ,有 专 为 此 检验 而 计算 的 统计 表 可 食 
对 于 检验 问题 式 (4-37) ,应 当 是 在 RR 的 值 过 人 或 过 小 时 否定 原 假设 4 = 0. 按 
极限 定理 式 (4-39), 对 丁 给 定 水 平 , 当 mi 和 m 都 较 大 时 .此 界限 可 烂 为 


{a — {nl+ n+1) | 所 wr/ Ht 2 01, 接受 原 很 设 ; 


d. 
一 N(O,1). {4-39) 


/minafml + nyt+ 1) | 
> Hara 了 否定 ， 


检验 式 (4-38) 和 区 (4-40) 分 别称 为 单 、 双 和 侧 的 维尔 柯 殉 带 愉 验 . 

初 一 看 , 秩 方法 由 于 只 利用 了 样本 的 大 小 次 序 而 忽 上 办 三 上 其 具体 值 ,效率 可 能 会 
较 差 ,其 实 不 然 . 拿 本 例 问题 来 说 ,常用 的 检验 法 是 两 样 上 下: 恰 验 ( 例 ). 然 而 可 以 
证 明 : 在 分 布下 为 正 态 分 布 时 (这 时 ! 窒 验 最 适用 ) ,维尔 柯 包 进 检验 的 效率 可 达到 
1 检验 的 约 53% ,所 失 有 限 . 一 般 地 ,不 论 下 为 任何 分 布 ,维尔 柯 殉 进 检 验 的 效率 ， 
不 恬 于 :检验 效率 的 86.4% , 且 对 于 革 些 分 布 ,维尔 柯 克 进 检验 的 误 率 可 以 撑 商 于 
:检验 ,其 界限 上 不 封顶 . 换 句 话 说 ,维尔 柯 克 逊 检 验 { 及 - - 田 的 秩 检 验 ) 有 “个 很 
大 的 好 处 ; 它 的 性 能 不 人 受到 未 知 分 布 六 的 影响 (统计 学 中 称 为 “分 布 自由 ”) .不 像 
检验 , 当 总 体 分 布 与 正 态 有 信 离 时 , 它 的 实际 水 平 吕 与 给 宇 值 g 有 很 大 差距 ,而 片 
功效 可 能 很 差 . 


Remy mtb 
(4-40) 
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常用 统计 数值 表 
表 1 标准 正 态 分 布 上 侧 分 位 点 表 
I 去 [oa 
2 a A a 

”0.000 0000 0., 500 O00 0 2.100 000 0 0.017 864 0 

0. 100 000 0 0.4600 1700 2.200 000 0 0.013 903 0 

0.200 000 0 0.420 7400 2.300 000 0 0.010 724 0 

0.300 000 0 0.382 090 0 2.400 000 0 0.008 197 5 

0.400 000 0 0.344 S80 0 ?2.500 000 0 0.006 209 7 

0.500 000 0 0.308 40 0 2.6500 000 0 0.004 661 1 

四 GOD O00 0 0.274 250 0 2,700 og00 0 0.003 467 0 

0.700 000 0 0.241 0 0 2.500 000 0 0.002 555 1 

0.800 000 0 0.211 860 0 2.%0 000 0 0.001 865 8 

站 .900 000 0 0.184 O00 0 3.000 000 0 0.001 349 9 

1.000 0000 0. 158 6600 3.100 000 0 0.000 967 6 

1.100 000 0 0.135 670 0 3.200 000 0 0.000 587 1 

1.200 900 0 0.115 0700 3.300 000 0 0.000 483 4 

1.300 000 0 0.095 800 0 3.400 000 0 0.000 336 9 

1.400 p00 0 0.080 757 0 3.500 000 0 0.000 232 6 

1.500 000 0 0.066 807 0 3.6000000 0.000 159 1 

1.600 O00 0 0.054 799 0 3.700 000 0 D.000 107 名 

1.700 000 0 0.044 565 0 3.300 000 0 7.234 B05 5 x 区 

1.800 O00 0 0.005 930 0 3.900 000 0 4.809 635 3 x 10 

1.000 O00 0 0.028 717 0 4.000 000 0 3.167 125 0 x 二 

2.000 9000 0 0.022 750 0 


注 :z 肖 月 出 度 ,1 为 临界 值 ,1 1> AL = a, 


常用 统计 数值 表 1901 
表 2 ”标准 正 态 分 布 上 侧 分 位 点 表 
1 ff 号 
如 二 7 £20 
全 A Er 让 

0.200 000 0 0.841 421 2 0.070 0000 1.475 7910 

0.190 0000 0.877 896 3 0.060 000 0 1.554 773 必 

0, 180 O00 0 .915 W353 | .050 O00 0 1.64 38538 

0.170 000 0 0.954 165 3 0.040 000 0 1.750 686 1 

0. 160 000 0 0. 994 457 9 0.030 000 0 1.880 793 6 

0.150 0000 1.036 433 4 0.020 0000 2.053 748 9 

0, 140 000 0 1. 080 319 3 0.010 00 0 2.326 347 9 

0. 130 000 0 1. 126 391 1 0.005 000 0 2,575 829 3 

0.1200000 1. 174 986 8 0.001 0000 3.090 232 3 

0. 110 000 0 1. 226 528 1 0.000 500 0 3.290 526 7 

0. 100 000 0 1. 281 551 5 0.,000 100 0 3.719 016 5 

0.090 000 0 1.340 755 0 0.000 050 0 4. 890 591 9 

0. 080 000 0 1.405 O71 6 

表 3 :分 布 临界 值 表 
0.10 0.05 0.0] 
1 

1 2， 18 174 | 2.101 2.878 
2 4. 19 1.729 2.093 2,861 
3 3. 0 1.725 2.086 2.845 
4 2, 21 1.721 2.080 2.831 
5 2. 22 1.717 2.074 2,819 
6 2. 23 1.714 2.069 2,807 
7 2 . 24 1.711 2.064 2.797 
8 2. 25 1.708 2.060 2.787 
9 2 . 站 1.706 2.056 2.779 
10 2, 27 1.303 2.052 2.371 
1 2. 28 1.301 2.048 2.763 
2 2. 29 1.659 2 .045 2.756 
13 2. 30 1.697 2.042 2.750 
14 2. 各 1.684 2.021 2.704 
15 2. 的 1.61 2.000 2.660 
16 2. 120 1.658 1.980 2.617 
17 2. 上 1.645 1.960 2.576 
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表 4 x? 分 布 临 器 位 表 


A 
1 | 0m % | 4 | 3. 663 

2 nN.0506 | 5.99 7.39 9.21 
3 | 0.216 : 7.81 9.35 11.3 
4 ,0.484 | 9. 委 11.] 13.3 
5 | -0.8g31 11.07 12.8 15.1 
6 | 1.24 12 .看 14 .4 16.8 
7 : 1.69 14.1 16.0 18.5 
3 | 2.18 15,5 17.5 20.1 
9 .2.7 16.9 19.0 21,7 
10 3.25 18.,3 20.5 23.2 
11 3. 红 19,7 21.9 24,7 
12 4.40 21.0 23.3 26.2 
13 5.0l 22.4 24.7 27.7 
14 5.63 23.7 26._ 1 29.1 
15 5. 26 i 25.0 27.,5 0.6 
16 6.91 26.3 28.8 32.0 
17 7.56 | 27.6 30.2 33 .4 
18 8$.23 28.9 31.5 34.8 
19 8.91 i 0.1 32.9 

20 9.59 31.4 34.2 

21 10.3 32.7 35.5 

22 11.0 33.9 36.8 

23 11.7 35.2 38.1 

24 | .4 39.4 

25 .] | 40.6 

26 .8 ] 41.9 

27 .6 43.2 

28 .3 44.5 

29 | .7 

3 47.0 


六 :nr 为 站 由 度 ,4 为 临界 入 ,x? > A1 = a. 


常用 统计 数值 老 


表 5 下 分 布 临 界 倩 表 (wa = 0.05) 


1 |161.4 [199.5 [215.7 [224.6 [230.2 [234.0 ]236.8 1238.9 [243.9 [249.1 [254.3 

21185 19.0 |19.2 | 19.2 | 19.3 | 19.3 | 19.4 | 19.4 | 19.4 | 19.5 | 19,5 

3 | 0 | 9.55| 9.28| 9.121 80 8.94| 8.89) 8.85| 8.74| 8.64 | 8.53 

4 了 可 | 在 由 | 在 和 | 6.391 626! 616| 和 有 | om| sn| 5 好 | 后 

5 | 6.61| 537931 5.411 S191 5 个 | .5| 二 .器 | 4 可 | 4 依 | 村 和 | 4. 双 

6 | 5.% 5 4.76| 4.53| 4.33| 428| 42| 415| 于 后 | 3. 胖 | 3.67 

7 | 5.59| 4.74 4 4.12| 3m| 3 有 | 7) 437 3.57| 3.4| 3.23 

8 | S30 446) 4m| 4324| 3 的 | 3.58) 3.0) 3.44| 4.28| 3 和 | 2.93 

§ | 5S.12 4.26| 3.86| 3.63| 3.48| 3.37| 3 鸭 3.23| am| 2.%0| 2.7| 
10 | 4 着 | 本 10| 3.71| 3. 物 | 3. 和 区 3.22 | 3.14 | 3.07| 2.91| 2.74| 2.54 
1] 4. 84 | 3.98| 3.59| 3.36| 3.20| 3.091 IH| 2.95| 2,75) 2.6l! 2.40 
2 | 4 有 | 3 有 | 3.49| 1.2) 3.11| 3 加 | ZN 28| 2.69| 2.51| 2.30 
13 | a0) 38| 341 3 二 | 4.01 2.9) 2.8) 2.7| 21.001 71 31 
| 00 3.74| 3 4 | 2.85| 176| 2 和 | 2.53| 2.75| 2.13 
5 1 4 和 | 4.68| 3.29| 3. 咕 | 2 用 | 219| LN 2 人 | 2.48| 2.29| 2.0 
16 | 4.45| 3.63| 3.24| 3.01| 2.851 2.74| 2.56| 2.50| 2 和 | 2.24! 2.01 
17 | 4.45| 3.59| 3 加 | 2.9%| 2.81| 2.70| 2.61| 2.55| 2.38| 2.13| 1.% 
如 1 4 3 55| 3,.16| 2.9| 2.77 2.66 | 2.58| 2.51| 2 到 | 2.15| 1.% 
19 4.38| 34.32| 3.13| 2m0| 2.741 2.67 2.4| 了 和 | ZH) 2.11| 1.%8 
加 | 43 3 要 | 3.10| 2.8| 271| 2 二 | 2.51| 2.45| 2.28| 2.08| 上 时 
21 | 4.32| 3 和 | 3 有 2 时 | 2.68) 2.57| 2 和 | 2 和 | 2.251 2.051 1.81 
2 | 0 3 和 | 4.05| 2 16). 2.551 2.5| 2 和 | 223| 2.0| 1.78 
23 148 3 和 | 94.0| 2 了 | 2.5 2.53) 2 和 | | 2 加 | LA 1.% 
24 4.26| 40 A301| 2.78) 2 人 | 251| 2 和 | 2 和 | 2.18| 1.98| 1.73 
25 | 4.24| 3 允 | 2.m9| 2.76| 2 和 | 2.49| 2 和 | 2.4| 2.16| 1.9%61 1.71 
站 4.23| 3.37| 2.9%8| 2,74| 2.590| 2 和 | 2 和 | 2 好 | 21 1.%| 1.69 
27 ) 421| 33| 2.%| 2 了 | 257| 2.461 23 33 3.13| 1.91 1.60 
28 ] 4.20| 534| 2.%| 2.71| 2. 殉 | 2 和 5| 2.%6| 2.29| 2 位 | 1.91 1.65 
| 4.18| 3 和 | 2 归 | 2.70| 2.55 2.43 | 2.35| 2 到 | LI0| 1.%0| 1.64 
30 4.17| 3 2.9) 2.69) 2.53| 2.42! 2.33| 2.7| 2. 的 | 1.89| 1,62 
和 4 23| 2 时 | 2,61| 2.45 2.34 | 2.25) 2.08| 2,00) 1.79) 1.5 
0 | 4.00 2 | 2 了 | 3.53| 2.37| 23 2.17| 2.0| 1.91) 1.70| 1.9 
120 | 3.90) 3.07| 2.68| 2.45| 2.23| 217| 2 的 | 2.0| 1.83|) LOI 1.2 
wm | 3.8 400| 2.00| 2.3| 213F 210 20 LA) 1 再 | 1 1.00 


注 : 表 中 ni 是 第 一 自由 度 { 分 了 的 月 由 度 ); 
m2 是 第 二 自由 上 典 { 分 过 的 白 出 度 }; 
4 是 临 蜡 人 入 ,PF A411=a= 由 信 
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表 6 王 分 布 临 异 檀 表 (a = 0.025) 


1 
2| 38.51 39.5 
31 .441 16.04| 15.44| 15.10| 14.88| 14.73 14.54| t4.34 13.9 
4| 12.22| 10.65| 9.98| 9 名 | 9.%| 9.20| 9. 8.98 | 8.75 3.26 
5 0.01| 8.43| 7.76| 7. 扫 | 7 与 | 6.%| 6.85| 6.76| 6.52 6.00 
6| 8.81| 7.261 6.0! 623| 5%m| 5 5.70| 5.0| 5.37 4.5 
7 Bm 6 5.89| 5 5 5 4 4. 14 
8 7.57| 5.06| 5 要 | 5.05| 4 内 | 4 全 | 45| 443| .加 3.67 
ol 7.21| 571| 5.08| 4.72| 4.48| 42| 4.20| 4.10| 3. 人 3.33 
10| 6 时 | 5.46| 483| 4.47| 424| 4.001 3.95| 3.85 了 .把 3.08 
11l 6.72| 5.26| 4.63| 4.28| 4.04| 3.88| 3.76| 3.56: 3.43 2. 秦 
12| 6.55| 5.10| 4.47| 4.121 3.89| 333 3.61| 3.41| 3,28 2. 取 
13| 6€.41| 4.9| 4.35| 4.001 3.77| 3.600| 3 要 | 3.3| 3.15 2.00 
14| 6.30| 4.86| 4.24| 3.8| 3. 拓 | 3 和 | 3.381 3.29| 4.0 2. 物 
15| 6 加 | 4.77| 4.15| 3.80| 3.58| 3.41! 3.29 3.20| 2.% 2. 和 
16| 6&12| 4 的 | 4.08| 3.73| 3 和 | 3.4) 3,22|] 312， 2. 各 2.32 
17| 6 全 | 4 本 | 40| 3.565| 3 和 | 4.28| 3.16| 3.06| 2 办 2.25 
i8| 5.98| 4.5| 3.%| 43a) 3.38| 3.22| 3.10| 13.90! 2.77 2.19 
19| 5.92| 4.511 3.9001 3.56| 4.3| 317| 3. 的 | 2.9%| 2.72 2.13 
WD S| 4 析 | 3 上 | 3.5 和 | 3. 轨 | 3.13| a0l! 2.91| 2.68 2. 的 
21| 5.83| 4 和 | 382| 3 和 | 3.235) 3. 的 | 2. 是 | 2 和 2.64 2.04 
22| 5.79| 4.38| 3.78| 3.44| 3.2|) 3.05| 2.99) 2.84| 2.60 2.00 
23| 5.75| 4.35| 3.75| 3.4| 4.18| 3.0| 2.90| 281 2.57 1.9 
4 5 4. 了 | 372| 3.38| 3.15| 2 的 | 2 全 2 | 2.54 1.%4 
25| 5 4.3| 3.0| 43.35| 3.13| 2.9| 2.85| 2.75| 2.51 1.9 
26) S66[ 42 3.6| 3.3| 30 2 对 | 2.2| 2.73| 2. 特 1.88 
27| 56| 4M 3.65| 3.391| 3.08l 2.9| 2 有 | 2.71| 2.47 1.85 
28| 5.61| 4.22 45! 329| 3.01 2.%0| 2.78) 2 的 | 2.45 1. 总 
加 | 5.59| 4 加 | 3 可 | 4371 3.041 2.88| 2.76. 2.67! 2.43 1.81 
WD m7 4 二 | 3 和 | 3 答 | | 2 时 2 2.55| 2.41 1.79 
和 | S| 4 是 | 3 和 | 3.13| 2 和 1 2.74| 2.62| 2 | 2.29 1. 娃 
gol 5 23| 4.9 134) 40| 2 本 | 2 好 | 2.51| 2.41| 2.17 1. 物 
120| 5.15| 3.801 3.23| Z| 2 2.52| 2.39| 2.0| 2.0 1.3] 
wm| 5m| 了 的 | 312| 2 再 | 257| 241| 2. 罗 | 2. 均 1 时 1.00 
注 : 表 中 zl 是 第 一 自由 度 ( 分 子 的 自由 度 ); 


mz 且 第 二 户 由 度 ( 分 丑 的 自由 度 ); 
4 晨 虱 界 值 ,PF 4; = a = 0.005. 


常用 统计 数值 表 .105 : 


表 7 上 分 布 临 界 值 甫 (ae = 0.01) 


| 


_ . EE _ 

m| 1 [| 2 3 4 | 5 6 | 7 | 3 12 | 24 oo 
| 2 

4052 | 4%9 | 540 [5 65 | s764|585 | 58 | su | 6 106 | 6234 | 6 3%6 


l 
2 198.5 | 的 .0 1%m.2 1%9.2 |%9.3 |%9.3 [9.4 [9.4 1%.4 的 .5 
3 134,1 [30.8 | 29.5 |28.7 |28.2 |27.9 127.7 |27.5 |27.1 26.1 
4 121.2 J1i8.0 |16.7 1160 |15.5 |15.2 |15.0 |14.8 | 14.4 13.5 
5 |16.3 1093 T1211 14 20 [10.7 110.5 110.3 | 9.89 9.0 
§ [113.7 | 10.9 | 9.78 | 9.15 | 8.75 | 8.47 1 8.26| 8.10 | 7.72 56.88 
了 |12.2 | 9.55 | 8845 | T857461 ?7.9| 699| 时 | 6. 5.65 
3 113 | 8 全 | 78|I T0166 6 BI 6m| 5 4.86 
9 10.6 | S026) 6 和 | G6| 0| .61| 3534 | 5.11 4.3] 
I 0 1 7 565 590915 15150 | 5.% | 4.71 3.91 
li | S65 | 了 .321 1 人 和 | 56 | 53 S50 | 4. 脸 | 4.74 ;4,40 3.60 
gi 59 5 | 5.06 | 4 | 4 本 | 4 和 和 | 4.56 3.36 
13 | go 701 5 5.21| 4.8 | 4 人 2 4 4.30 | 3.96 3.17 
4 | 8.86| 65t| 5 S04 4001 4 特 | 4.28 4.4 | 3.80 3.N 
5 S68| 6 天 | 5 和 | 4 上 | .6 了 21 4.14| 4.00 | 3. 2.87 
16 | 8.53 | §.23| 5.291 4.771 444|420| 4.09 | 3.89 1 3. 和 5 2.75 
17 | 8 和 | 51 | S18 4.671 4 到 | 410|3. 归 | 3.79 | 3.45 2. 全 
18 | 8.29 | 801 | 5 有 | 4.58| 4.25| 40 | 4. 3.71 | 3.37 2,57 
19 | gl18| S59 S04500 417| 3 时 | 381 3 的 | 3.0 2. 物 
加 | DF S85 44| 4 和 40 4.897|1 3.700|3.56| 3.23 2.42 
21 | B02 | S781 4.87| 4.37 | 4.04 | 3.81 | 3.64 | 3.51 | 3.17 2, 站 
2 795| 7242 4 | .90| 471| 3.5 和 | 3.45 | 3.12 2.31 
好 | 3788 | 5.66| 475| 4.26| 3.04 | 3.7] 3, 列 | 3.4 | 3.0 2.26 
2 7 | 了 人 | 4.72 | 4.22 | 3. 如 3.67 | 3 和 | 3. 取 | 3. 吗 2.2] 
站 | 7.771 $7| 4 后 | 4.18| 33.5| 3.B1 3. 和 S| 3.3 | 2.%9 2.17 
6 {772) 553| 4.64 | 4.14 | 3.82 3.59 | 3. 和 | 3.29 | 2.9%6 2. 13 
2 | 7 后 | 5 460| 4.11 | 3.781 3% 3.39| 3.25| 2.9%9 2.10 
8 | T7640 于 有 | 45 40| 3.75| 3 和 | 3 和 | 3.23 | 2.90 2.06 
309170 5 入 | 未 和 | 4.04 | 3.7313. 和 0| 3 委 | 3.201 2. 2.03 
30 | 756| 5 5 4 有 13370|3 和 | 0 3.17| 2. 财 2.01 
40 1 TL | S28 | 4 3 有 | 3.5 | 3.23 | 3,121 2.% | 2.6 1. 喇 
0 | 7T08| 4.9| 4.1313 全 | 3 和 | 3.12| 2.95 | 222 | 2.0 1. 的 
1 加 | 5.85 | 4.79| 39 3. 相 | 3.17| 2.%| 2.791 2. 的 2.34 1.38 
| | | 3.78 | 3.32 | 3.02 | 2.80 | 2.64 | 2.51 | 2.18 1.00 


往 ; 考 中 的 m 是 第 -- 上 自由 度 ( 分 子 的 自 击 度 ); 
ma 是 第 一 白 由 麻 ( 分 组 的 月 由 度 ) 
4 是 侨 界 值 , 忆 天 > Ai = ea = 0.001. 
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引 言 


试验 设计 是 研究 如 何 正 确 地 安排 试验 和 分 析 数 据 的 “i 门 统 计 学 科 . 它 的 一 些 
医 本 方法 是 由 著名 统计 学 家 典 希 尔 (R.A. Fisher) 在 1935 年 戎 的 ¢ 试 验 设 计 》 一 书 中 
提出 来 的 . 当时 这 些 方法 主要 用 于 农业 .生物 和 医学 试验 . 

在 我 国 , 对 试验 设计 的 应 用 ,最 先是 几 农 业 科 学 家 从 西方 引进 的 ,当时 只 限于 
农业 田间 试验 ,20 世 纪 0 年 代 后 期 ,在 普 名 统计 学 家 许 宇 对 (1910 一 1970) 教授 创 叶 

F ,数学 工作 者 才 深 入 这 个 领域 . 许 教 授 亲 自 领 导 了 一 个 试验 设计 讨论 班 ,为 国家 

培养 了 一 批 试 验 设 计 工作 者 .30 多年 来 ,试验 设计 在 我 国 得 到 了 - - 定 普 战 , 特 划 是 
正 交 设计 与 三 次 设计 ,取得 了 相当 多 的 应 用 成 果 . 

就 数学 内 容 来 说 ,试验 设计 包括 组 合 设 计 与 统计 分 析 两 部 分 . 因此 ,要 冰 读 者 
有 具 有 线性 模型 和 组 合 分 析 两 方面 知识 .本 篇 力求 从 理论 和 应 用 的 统一 上 , 按 试验 的 
不 同 目 的 和 类 卉 ,介绍 这 门 学 科 的 内 容 和 方法 . 


1 引 论 


1.1 基本 概念 


“试验 ”是 人 类 了解 自 然 和 社会 规律 的 一 项 有 计划 有 日 标的 实践 活动 .衡量 试 
验 效果 的 量 称 为 试验 指标 ,简称 指标 , 往 后 总 用 ? 表示 .有 有- -类 指标 ,如 农业 试验 中 
的 产量 或 工业 试验 中 的 某 些 物 理性 能 等 ,可 用 - -个 数 ( 或 一 组 数 ) 表示 ,这 类 指标 
称 数量 指标 {或 定量 指标 ). 另 有 一 类 指标 ,不 用 数 表示 , 而 旦 按 " 质 ”分 等 ,如 产品 
质量 (好 、 坏 )、 天 气 ( 晴 、 阴 、 雨 )、 颜 色 ( 深 , 浅 ) 等 等 ,这 类 指标 称 定性 指标 , 为 了 数 
据 分 析 方 便 ,对 于 定性 指标 ,总 是 用 一 个 {或 多 个 ) 适当 的 数 同 它 建 立 对 应 关系 ,将 
它 转化 为 数量 指标 . 往 后 所 讲 的 指标 均 指 数量 指标 . 至 于 如 问 把 一 个 定性 指标 转化 
为 数量 指标 ,这 是 一 个 复杂 问题 ,本 篇 不 过 论 . 当 指 标 要 用 - -组 数 才 能 表示 时 , 称 这 
种 问题 为 多 指标 问题 . 多 指标 的 分 析 方 法 是 多 元 分 析 的 内 容 ( 参 见 本 书 " 儿 元 统计 
分 析 " 篇 } ,本 篇 只 限于 讨论 单 指 标的 统计 分 析 问 题 ， 

由 于 试验 过 程 中 常常 会 出 现 各 种 人 们 难以 预料 的 干扰 ,因此 ,试验 总 是 存在 误 
差 ,在 完成 一 项 试验 后 ,所 得 的 指标 值 ( 试 验 结 果 ) ,不 是 指标 7 的 真 值 , 而 是 带 有 误 
差 的 值 .由 试验 结果 所 得 的 指标 值 , 称 汐 观测 值 , 它 起 含有 误差 的 指标 值 . 往 后 总 用 
y 表示 .y - 9 = 上 就 称 为 试验 误差 ,简称 误差 , 往 后 总 用 = 表示 ， 

Y= n+E€ {1-1) 

称 为 数据 结构 式 ,其 中 ? 有 时 也 叫 (指标 真 值 . 

在 试验 中 ,能 得 到 的 只 能 基 观 测 值 y, 真 值 7 和 误差 = 是 不 能 直接 观测 得 到 的 . 


10. 第 3 篇 试验 设计 


数据 分 析 的 日 的 就 是 变通 过 y 得 到 有 关 站 和 *# 的 信息 . 

当 试 验 操作 者 改变 试验 的 输入 条 件 时 ,指标 5 也 随 首 发 生变 化 . 影响 指标 取 什 
的 变 碟 称 为 因素 . 因素 可 理解 为 试验 中 的 旧 变 量 . 如 化 学 上 友 虚 试验 中 的 询 度 .压力 、 
催化 剂 用 量 等 ; 农 炎 试验 中 的 品种 .肥料 等 .从 广 祥 上 讲 ,因素 还 可 理解 为 若 下 变革 
间 的 某 种 确定 关系 ,如 原料 的 配方 .工艺 流程 和 农业 田间 试验 的 管理 措施 等 等 ,者 
可 和 作为 -种 因素 在 试验 中 如 以 考察 . 如 同 指标 -- 样 ,因素 六 可 上 用 数量 表示 的 ,如 这 
笠 .压力 等 , 称 为 数量 央 素 ;但 也 有 不 能 用 数量 表示 的 ,只 能 定性 地 描述 ,如 农业 试 
验 中 的 作物 品种 ,[- 业 试验 中 使 用 的 原料 .工艺 流程 等 , 称 次 定性 因素 .在 进行 试验 
方案 汰 计时 ,无 须 区 别 两 类 因素 的 差别 ,但 在 回归 分 析 中 ,仅仅 只 须 处 理 数量 因素 . 

因素 在 试验 中 所 处 的 状态 , 称 为 因素 的 水 平 . 一 般 述 蛤 方案 由 若 于 个 试验 组 
成 ,因素 在 试验 方案 中 变化 了 几 种 状态 就 称 为 几 个 水 平 .例如 ,在 化 学 反应 试验 中 ， 
温度 这 个 因素 允许 在 一定 范围 内 变化 .此 范围 称 为 因素 的 式 验 区 域 .在 试验 时 ,总 
晨 选 定 在 此 范围 内 移 几 种 温度 状态 下 试验 , 臂 如 选取 别 筷 .忠和 和 0 和 三 种 状态 
下 进行 试验 , 噶 和 ,85 筷 和 台所 部 叫 温 度 水 平 .在 这 个 试验 方案 中 ,温度 为 三 水 平 
因素 ， 

在 试验 中 ,有 时 央 素 所 处 状态 是 不 能 由 试验 操作 者 所 拱 制 的 . 加农 作物 品种 试 
验 中 ,生长 期 的 日 平均 温度 是 一 个 重要 因素 ,但 在 现 有 条 件 下 ,人 们 还 无 法 控制 它 ， 
试验 中 元 法 控制 的 因素 称 为 不 可 控 因 素 . 而 化 学 反应 中 的 汇 度 ,在 一 般 实验 室 条 忻 

上 是 可 控 的 .试验 中 可 控制 的 因素 称 为 可 控 因 素 . 

在 试验 的 方案 设计 中 ,只 对 林 控 因素 的 水 平 变化 作出 规定 ,对 不 可 控 央 素 , 只 

能 在 试验 过 程 中 记录 其 实际 水 平 , 而 后 用 回归 分 析 或 协 方 六 分 析 法 加 以 处 理 . 


1.2 ”试验 的 数学 模型 


根据 影响 指标 的 因素 密 少 ,可 把 试验 分 为 单 因素 试验 和 多 因素 试验 两 类 .用 
xz 2 2 之 1) 表示 弃 验 中 的 mw 个 因素 .通常 这 严 个 因素 的 可 能 取 值 区 域 是 
m 维 欧 氏 空 间 的 一 个 财 集 . 这 个 采集 称 为 试验 域 , 记 为 多 指标 p 可 看 成 是 定义 在 
各 上 的 一 个 空 值 范 数 ， 
7 = AZ), (1-2) 
其 中 工 = (2 24)7. 不 这 ,这 个 函数 的 确切 形式 通常 其 未 知 的 ,但 可 根据 坛 
验 本 身 或 试验 者 的 经 验 在 对 式 (1-2) 的 函数 形式 给 出 种 种 报 设 的 基础 上 得 到 . 
假定 从 试验 咸 中 选取 个 点 , 记 第 各 为 Z， = 【mx :zm) 1, 则 它 是 诸 因 素 
的 水 平 组 合 , 称 为 -… 个 处 理 . 若 试 验 者 只 关心 这 个 处 理 的 东 数 值 加 , 即 
= NZ) {i = 1,2,.",n), {1-3) 
试验 的 最 签 目 的 是 要 估计 这 m 个 函数 值 , 并 比较 它们 的 大 小 ,那么 这 样 的 试验 称 为 
比较 试验 . 式 (1-3) 表示 的 模型 称 为 一 种 方式 分 组 模型 ,也 称 为 单 因 素 方 差分 析 模 
再 .在 这 里 把 处 理 看 作 因 素 ,ma 个 处 理 点 就 是 m 个 水 平 ， 
假定 试验 域 多 是 .个 连续 域 , 即 每 个 因素 均 为 定 基 变 关 ,那么 ,常常 假定 模型 
式 (1-2) 的 函数 可 展开 成 如 下 形式 : 


2 比较 试验 与 区 组 设计 。 111 ， 


了 = Peo(2) + Ppt 2) + "+ Bg,l 7), {1-4) 

其 中 gp{Z),i = 1,2,…,p, 是 已 知 连续 胃 数 ,而 系数 BL,; = 1,2,…,p, 是 术 知 待定 
的 . 式 (1-4} 表示 的 模型 , 称 为 (线性 ) 回归 模 夫 ;BB 称 为 ol 中 系数; g(Z) 称 为 解释 
变量 .如果 试验 的 目的 就 是 居 计 回归 系数 和 选择 合 拓 解释 痰 量 , 那 么 这 样 的 试验 设 
计 称 为 回归 设计 . 

在 多 因素 试验 中 ,有 时 试验 的 目的 不 促 要 估计 模型 两 数 ,而 及 要 分 析 因 素 水 平 
的 变化 对 指标 5 的 影响 敏感 度 ,这 样 的 试验 称 为 析 因 试验 .在 式 (1-4) 中 如 果 所 有 
解释 变量 仅 取 0 或 1, 那 么 这 个 模型 称 为 析 因 试验 模型 ,也 岂 多 因素 方差 分 析 模 型 , 
系数 有 为 因素 的 各 种 效 点 ， 

由 于 得 幅 关 系 ,本 篇 仅 结 合 上 而 介绍 的 三 种 模型 ,讨论 比较 试验 设计 . 析 因 试 
验 设 计 和 回归 设计 三 种 类 型 的 设计 问题 ， 


1.3 设计 试验 的 过 程 


“没有 设计 就 不 能 施工 -” 这 是 从 工程 建设 中 总 结 出 来 的 规律 , 它 同样 适 台 于 
试验 工作 . 
- 般 来 说 ,做 好 项 试验 工作 ,包含 如 下 环节 : 


选 题 与 
可 行 性 一 > | 广 案 / 一 >| 试 验 | 第 条 | .>| 验 于 
论证 证 计 实施 分 想 | 小 车 


数理 统计 大 员 的 主要 工作 是 在 方案 说 计 和 结果 分 析 册 个 环节 上 . 

在 方案 设计 这 - - 步 ,统计 人 员 必 须 和 专业 人 员 -- .起 次 定 要 试验 哪些 因素 和 选 
择 哪 儿 个 水 平 , 要 做 才 少 次 试验 ,选取 哪些 试验 进行 处 理 ; 鉴 预 计 试 验 实施 过 程 中 
可 能 会 有 哪些 不 可 控 央 素 和 系统 误差 ;各 决定 采用 什么 样 的 设计 ,用 什么 模型 描述 
该 项 试验 等 . 

在 结果 分 析 阶 段 ,统计 人 员 必 须 提供 数据 分 析 公 式 和 计算 程序 ;和 专业 大 员 -- 
赵 , 研 究 统计 分 析 结 果 的 专业 解释 ,提出 进一步 验证 试验 方案 和 改进 试验 的 意见 ， 

大 量 实 幅 经 验 表 明 , 寺 接 吸收 统计 工作 者 参加 试验 方案 设计 与 结果 分 析 ,可 提 
高 试验 效率 , 避 储 不 必要 的 人 万 与 物力 浪费 ; 间 时 能 确保 试验 的 可 靠 性 和 结果 分 析 
的 科学 性 ， 


2 上 比较 试验 与 区 组 设计 


2.1 ”比较 试验 的 数学 描述 


2 世 纪 帮 年 代 初 期 ,在 我 国 普 名 数学 家 华 岁 庚 (1910 一 1985) 教授 领导 下 ,在 全 
国 推 广 耳 优选 法 一 一 0.618 试验 法 .这 个 试验 法 的 数学 依据 必 , 假 定 在 [60,1j 民间 
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下, 定 多 了 一 个 下 凸 卫 数 , 则 可 通过 试验 最 快 地 找到 它 的 最 小 但 .具体 做 法 是 :首先 
在 [0,1] 区 间 上 虑 x = 0.382,x2 = 0.618 两 点 做 试验 ,分 别 得 到 1,y; 两 个 阻 数 值 ， 
然后 比较 它们 的 大 小 . 若 yy > ni; 则 破 掉 区 间 [ x ,1 ,在 [0,x3] 区 间 上 , 找 出 x 的 
对 称 点 xy, 再 在 xa 点 试验 ,得 函数 值 六 ,比较 ya 的 大 小 , 砍 掉 区 间 [s,*] 大 值 
的 一 端 . 如 此 往复 ,逐步 地 缩短 试验 区 间 . 可 以 证 明 该 方法 能 用 较 少 的 试验 次 数 找 
出 最 小 值 .这 样 的 试验 方法 ,简称 为 序 贯 的 简单 比较 试验 .这 里 所 谓 的 “ 序 顺 ” ,是 指 
在 做 完 -个 试验 并 包 到 结果 后 才能 决定 下 一 个 试验 点 . 序 则 试验 只 适合 记 验 周期 
短 的 试验 ,而 实际 工作 所 研究 的 试验 ,试验 周期 一 般 都 较 长, 如 农业 试验 ,这 就 要 求 
把 所 有 试验 在 一 批 中 安排 下 去 .这 里 所 请 的 “简单 比较 ”, 是 指 试验 没有 误差 ,试验 
的 观测 值 就 是 函数 真 值 的 情况 下 的 比较 .但 是 ,在 很 多 试验 中 都 存在 误差 ,这 就 要 
求 试 验 要 有 重复 ,并 旦 要 经 过 严格 统 让 检验 才 能 判定 函数 值 的 大 小 . 

在 很 多 试验 中 , 遇 色 的 指标 函数 wn(Z) 常常 是 多 元 的 多 峰 隐 数 ,这 就 给 ” 选 优 ” 
带 米 更 复杂 的 问题 .统计 的 试验 设计 法 在 处 理 这 类 数学 问题 的 方法 是 ,首先 将 指标 
函数 区 2Z) 在 试验 域 多 上 离散 化 ;然后 选择 “个 处 理 , 记 为 Zi ,Zz,… ,五 ,相应 的 指 
标 函 数 记 为 妨 = 乒 Z) 六 = 天 2 = 放 22) ,并 棚 定 这 于 个 处 理 点 上 的 郑 
数值 基本 上 能 反映 出 RZ) 在 多 上 的 变化 ;经 过 试验 估计 i 汕 nr 个 处 理 的 指标 值 ,最 
后 比较 它们 的 大 小 .这 就 把 * 选 优 ” 问题 简化 了 ， 

例如 ,在 一 个 面积 为 10 000m 的 油 由 上 ,要 寻找 最 厚 油 导 , 通 常 做 法 是 每 100m 
打 :HU 探 井 ,在 100 口 探 井 打 完 后 , 找 出 油层 最 厚 的 那 口 探 井 .这 口 探 井 的 最 厚 油 
屋 就 认为 是 池 田 的 最 厚 油 层 . 

把 -个 连续 问题 化 为 离散 问题 ,这 是 数理 统计 学 中 常 咱 的 基本 方法 ， 

在 比较 试验 中 ,试验 的 是 的 不 仪 是 要 找 出 n 个 处 理 点 上 的 最 大 值 或 最 小 值 ,而 
且 还 要 求 在 指标 达到 某 个 界定 值 条 件 下 , 找 出 使 牛 产 成 本 最 屋 的 那些 处 理 . 因此， 
下 而 给 出 比较 的 - 般 数 学 定义 . 

设 ,为 ,…;% 是 n 个 姓 理 的 真 秆 . 真 值 的 一 个 对 照 (contrast) ,是 指 真 值 的 
个 线性 函数 


多 = CT 二 c+ Cn (2-1) 
其 中 系数 co ,i = 1,2,…,n, 为 给 定 的 不 全 为 零 常数 ,满足 茶 件 
cit+c+t+ "+c = 0. {2-2) 
特别 地 , 取 =“ = le = 一 1, 其 他 均 卡 0, 则 
多 = 铀 = 六 -页 (i 1) 


Ty 称 为 第 i 处 理 的 一 个 对 照 . 设 FL 2 FE 是 上 个 对 十 , 若 和 不 存在 一 组 不 全 为 
零 带 数 ae 和 性 
QP 二 9 二 二 (2-3) 
则 称 这 上 大 个 对 照 尾 独立 的 .显然 ,可 以 证 明 , 最 大 独立 对 照 的 个 数目 = nn - 1, 一 般 
地 , 选 定 m -1 个 独立 对 照 作为 基 , 和 任意 一 个 对 照 均 可 用 这 组 基 表 示 . 若 两 个 线性 师 
数 的 系数 问 量 内 积 为 零 , 则 称 这 两 个 线性 薄 数 是 正 交 的 . 
线性 函数 
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= 了 + 站" 十 训 (2.4) 
称 为 均值 . 显然 它 不 是 :个 对 照 , 但 它 与 任何 对 照 部 正 交 . 浊 于 和 任何 处 理 真 值 x， 
= (EE= 1,2,..…,n) {2-5) 


也 是 线性 商 数 ,并 日 还 是 一 个 对 照 ,下 面 称 它 为 第 5 个 处 理 效 应 ,rn 个 椒 理 效应 是 
不 独立 的 , 它 满足 约束 条 件 

al+ 27t + aoa, = 0. ‘2-6) 
独立 的 处 理 效应 只 有 n - 1 个 .有 时 也 把 式 (2-6) 称 为 边界 条 忻 . 

由 式 (2- 引 ,可 将 每 个 处 理 黄 值 表 示 为 
= (2-7) 

当 试 验 存 在 系统 误差 , 即 每 个 观测 值 均 增加 {或 减少 ) 个 相知 常数 时 ,得 不 到 六 
的 无 偏 悟 计 ; 但 o 的 估计 不 受 影 响 , 即 处 理 间 的 对 照 是 不 变 的 . 式 (2-7) 也 叫做 - 
种 方式 分 组 的 力 差 分 析 模 型 . 


2.2 试验 单元 与 区 组 


安排 处 理 的 一 次 试验 ,要 涉及 许多 外 界 条 件 ,如 场地 .设备 .材料 .操作 人 员 素 
质 和 时 空 等 等 , 除 处 理 本 身 所 涉及 的 诸多 因素 外 ,试验 全 过 程 中 所 涉及 的 外 部 条件 
的 综合 ,构成 一 个 试验 单元 .从 一 次 试验 的 试验 单元 到 男人 忆 试 验 的 试验 单元 ,其 
综合 条 人 柏 可 能 不 变 , 也 可 能 改变 .试验 单元 条 桩 的 改变 ,会 造成 试验 观察 值 的 系统 
误差 .在 -项 大 型 试验 中 ,需要 许多 试验 单元 来 安排 试验 的 实施 ,这 时 就 很 难 做 到 
使 所 有 试验 单元 的 条 件 保 持 一 致 

例如 ,一 项 大 型 的 农业 闻 种 试验 , 需 在 背 干 试验 则 中 进行 .由 于 各 试验 旧 的 土 
壤 条 件 的 不 一 致 及 管理 水 平 的 差异 ,很 难 做 到 试验 单元 的 - -化 性. 这 种 不 - 致 性 ， 
会 给 试验 结果 带 来 系统 误差 .车 试验 设计 不 合理 , 则 会 导语 管 个 试验 的 先 败 ， 

当 试验 单元 的 综合 条 件 不 能 完全 保持 一 致 时 ,必须 将 全 部 试验 单元 进行 划分 ， 
将 条 件 一 致 的 试验 单元 划 在 一 组 , 称 为 区 组 .区 组 中 所 售 的 单元 数 , 称 为 区 组 大 小 . 
区 组 与 区 组 之 间 的 试验 单元 允许 存在 差别 . 试验 的 系统 误差 的 变化 在 区 组 之 间 发 
生 , 而 区 组 内 部 的 试验 单元 间 具 有 同一 系统 谋 差 .区 组 的 系统 误差 叫做 区 组 效应 . 

具体 到 一 项 试验 ,如 何 将 试验 单元 划分 成 车 十 区 组 ?这 各 要 将 专业 知识 与 统计 
技巧 相 结 合 ,一 般 很 难 给 出 通用 的 准则 . 现 用 一 个 农业 田间 试验 例子 加 以 说 明 . 催 
定 有 5 个 花生 品种 要 进行 比较 试验 ,试验 田 总 面积 为 0.5hnr ,选择 在 南北 呵 有 -- 乍 
倾斜 的 坡地 上 ,要 求 每 个 品种 上 地 ,1hmz .那么 ,如何 划分 这 验 单 元 呢 ? 

大 家 知道 ,由 于 倾 揣 会 造成 土壤 肥 峰 差异, 不同 高 程 的 光照 与 透风 程度 也 有 六 
别 , 这 都 可 能 影响 花生 产量 .图 2-1 所 天 ,将 试验 田 按 东 西向 划分 成 5 块 ,那么 这 5 
个 试验 单元 之 间 差 异 较 大 ,车 用 它 来 安排 比较 试验 ,显然 是 等 不 出 任何 结论 的 . 图 
2-2 所 示 的 是 按 南 北方 向 划分 5 个 试验 单元 ,虽然 这 时 单 开门 的 差别 消除 了 ,但 在 5 
个 单元 上 微 5 个 品种 试验 ,没有 重复 试验 ,得 不 到 随机 误差 的 佑 洲 ,只 能 做 些 简 
单 的 比较 . 出 科学 合理 的 则 分 ,应 按 图 2-3 所 示 的 进行 ,将 试验 一 划 分 成 10 志 ,每 块 
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图 21 图 22 图 23 
0.05hor,1 -5 号 组 成 . -个 区 组 ,6 ~ 10 是 另 一 个 区 组 .尽管 区 组 间 的 试验 单元 间 存 
在 差别 ,但 区 组 内 的 5 个 单元 是 - 致 的 ,这 时 ,可 将 5 个 品种 随机 地 安排 在 第 一 区 组 
中 各 做 一 次 试验 ,在 第 二 区 组 中 各 做 一 次 重复 试验 .这样 就 可 获得 随机 误 羡 的 佑 
计 …. 可 对 品种 间 的 各 种 对 昭 进 行 统计 检验 .这 个 设计 就 是 上 面 将 要 介绍 的 随机 化 完 
全 区 组 说 计 . 


2.3 “党 全 区 组 设计 


费 厦 尔 在 他 早期 的 苦 作 小 , 曾 提出 试验 设计 的 三 项 原则 :局 部 欣 制 .重复 与 随 
机 化 .这 .二 项 原则 至 今 依然 为 坏 验 设计 者 所 遵守 .所 谓 局 党 控制 ,就 是 将 试验 单元 
按 相似 性 划分 成 若干 区 组 ,用 以 减少 系统 误差 的 十 扰 ;所 谓 重复 ,就 是 对 每 个 处 理 
让 进 行 若干 次 重复 试验 ,用 以 估计 试验 的 随机 误差 ,以 使 检验 结果 的 可 重复 性 和 再 
现 性 ;所 谓 随 机 化 ,就 是 把 处 理 安排 到 试验 单元 时 ,去 用 随机 化 方法 ,这 样 可 避 人 金 上 人 
为 的 “ 土 观 误差 . 

假定 要 比较 个 处 理 , 要 求 每 个 处 理 重复 试验 RCR > 塌 次 :这样 ,需要 做 六 = 
Rn 次 试验 ,要 准备 N 个 试验 单元 .所 谓 随机 化 完全 区 组 设计 ,就 是 将 由 个 试验 单元 
划 劳 或 民 个 区 组 ,每 区 组 包含 * 个 单元 ;然后 将 ”个 处 理 川 随机 化 法 安排 到 同一 区 
组 中 进行 试验 ,在 刃 个 区 组 中 重复 只 次 试验 “随机 化 完全 区 组 设计 ”中 所 谓 的 " 随 
机 ”是 指 把 处 理 排列 到 区 组 中 去 时 采用 随机 抽取 法 ;所 谓 的 “完全 ”是 担 区 组 大 小 
等 于 处 理 数 .随机 完全 区 组 是 最 简单 的 设计 法 ,试验 结果 的 分 析 也 很 简单 

用 yy 表 第 i 个 处 理 在 第 j 个 区 组 的 试验 观测 值 ,其 数据 结构 模式 为 

yy = +a+B+es (i= 2, ni = 12 R), {2-8) 
其 中 ,a; 为 第 i 个 处 理 效 应 ;Bi 为 第 j 个 区 组 效应 ,它们 均 满足 边界 条 件 . 式 (2-8) 是 
方差 分 析 中 的 两 种 力 式 分 组 的 可 加 效应 模型 . 


记 
T = 所 有 观测 值 之 和 = ,这 jyy， 
了 = 第 i 处 的 观测 之 和 = 之 4 (i = 12)， (2-9) 


7; = 第 j 区 组 的 观测 值 之 和 = Dyy (全 = 12， 有)， 
诸 参 数 的 工 .8.( 最 小 二 乘 ) 慷 计 为 


A T 
| ™ 三 YY _， 
~ 了 
= 和 -高 = (i= 1,2 ny) 
A T. 
B= 一 入 = 一 下 {7 = 1,.2,.,R). 
所 有 观测 值 产 缆 半 均 值 上 .下 波动 .这 可 用 
Ssr = > On -> > (2-10) 


来 表示 ,SS; 称 为 总 平方 和 .由 于 总 的 波动 源 于 煞 种 原因 .山东 (2-8) 模型 结构 可 看 
到 ,波动 的 主要 米 源 有 三 个 方面 :人 1) 外 理 的 不 同 ; (2) 区 组 问 的 差别 ;(3) 试验 的 随 
机 误差. 分 别 反映 上 面 三 项 的 平方 和 为 

人 和 


4 a i 记 
S85 = 处 理 平方 和 = R> 全 = 2 一 育 ， 
3 Tr Te 
S54 = 区 组 平方 和 = na 之 /和 月 = 2 一 一 闻 ， (2-11) 


. nT AT 
$5, = 误差 T 访 和 = D3 = D2- 2 -一 

由 式 (2-11), 可 直接 得 刘 怕 等 式 

SS = SS + 39p + 39,. (2-12) 
上 式 称 为 平方 和 分 解 式 . 它 将 总 的 波动 平方 和 ,根据 其 玉 源 做 一 一 的 分 解 . 所 请 方 
差分 析 ,实质 上 是 -种 平方 和 分 解 技术 .必须 指出 ,不 是 所 下 的 试验 设计 都 能 将 总 
平方 和 分 解 成 模型 中 各 单项 平方 和 之 和 . 具有 类 似 式 (2-12) 分 解 式 的 试验 设计 称 
为 正 交 设 计 , 所 以 ,完全 区 组 设计 是 -种 正 交 坎 计 ,关于 进 - 步 的 数据 分 术 ,读音 可 
参看 文献 [11. 


2.4 平衡 不 完全 区 组 设计 


完全 区 组 设计 中 ,要 求 区 组 的 大 小 等 于 处 理 数 ,但 在 很 移 试 验 中 ,由 于 处 理 
数 很 大 ,很 难 做 到 在 一 个 区 给 中 保持 试验 单元 的 一 致 性 . 这 时 要 求 把 区 组 划分 得 小 
一 些 . 区 组 大 小 小 于 处 理 数 时 的 区 组 , 称 为 不 完全 区 组 . 

假定 有 3 个 大 小 为 的 区 组 ,安排 = 个 处 理 进行 试验 , 坚 求 ; 

(1) 和 在 一 处 理 在 同一 区 组 中 最 密 出 现 :次 (可 以 不 捉 山 和 

(2) 每 个 处 理 在 六 个 区 组 中 重复 试验 ; 

(3) 任何 一 对 处 理 , 同 时 出 现在 1 个 区 组 中 . 

满足 以 上 条 件 的 设计 , 称 为 平衡 不 完全 区 组 设计 , 简 记 为 BIBD. 这 里 n,R,b, 
和 4 称 为 设计 参数 .它们 自然 要 满足 下 面条 件 : 

le n 及 = 让; 
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PAtn-1) = Rk 1); 

Ph n. 
其 中 了 ,二 式 ,可 和 直接 从 定 多 中 推出 ;了 虽然 不 是 很 明 品 , 己 引 进 谨 计 的 短 阵 表示 
后 证 明 就 很 简单 了 了. 当 5 = n 时 的 区 组 , 称 为 对 称 平 衡 不 完全 区 组 , 简 记 为 SB1B. 

为 了 数学 报 述 方 使 , 当 用 rx 上 5 阶 的 关联 阵 DP = [6 |] 表示 一 个 区 组 设计 , 行 号 
代表 时 理 , 王 号 表示 区 组 . 若 第 i 个 处 理 被 安排 什 第 j 个 [组 中 , 则 55 = 1 不然 可 
= 必 . 

例 旭 ,者 1,2.….,? 了 代表 7 个 钼 亩 ,区 组 设计 为 

Cl ,2,3}: (Cl,4,5):, (1,6,7); (2,4,6); 
(2.5.7) (3,4,7}); (3,5,6), 
共 中 括号 中 的 := 个 数 表 未 和 在 同 -- 区 组 中 的 3 个 处 理 . 该 区 组 设计 总 共有 了 个 区 组 ， 
不 难 直 接 验 证 , 它 是 个 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 , 简 记 为 5BIBD, 设 计 参 数 为 = 
= b=7,R = 上 =3,4 = 1 用 设计 此 阵 可 表示 为 
1 1 1 0 0 
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0 
l 
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mm 
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0 
1 
1 
0 
0 
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这 一 


1 0 
由 BIBD 的 定 交 可 推 得 ,BIBD 的 设计 年 阵 D 满足 
1 Dl = Ri, 邯 行 和 为 只 ; 
2 有 = 1, ;好 到 和 沪 不 ; 


R A A 
yppr | RR Dry 
A A 


即 每 个 处 理 草 复 中 次 , 任 两 个 处 理 必 在 4 个 区 织 中 相 过 .上 式 中 1 表 元 素 为 1 的 
阶 向 量 ; 基 为 5 阶 单位 生 阵 ;了 为 元 素 全 为 1 的 算 阵 . 若 一 个 以 0,1 为 元 素 的 妹 阵 ， 
满足 上面 3 条 , 则 就 给 出 个 BIBD. 

车 记 D = x， 一 五 ,即将 设计 矩阵 吨 中 的 0,1 植 鼎 换 ,不 难 证 明 它 也 是 一 个 
BIRD, 其 设计 贿 数 为 n,b,k = n-k,R-b- RR,A = 了-2R+4.D 称 为 DD 的 互 
补 设计 .因此 ,给 定 n 与 5 后 ,车 BIBD 存在 , 则 总 可 从 也 或 DD 中 选择 一 个 试验 总 数 
小 于 地 这 的 设计 . 

关于 BEBD 的 构造 问题 ,被 及 许多 组 合 数 学 问题 ,本 篇 不 再 深入 介绍 .一 些 常用 
的 BIBD, 污 者 吕 从 文献 [3] 中 查 到 ， 

BIBD 试验 的 数据 结构 模式 与 式 (2-8) 问 ,但 x 只 定义 在 设 计 窍 阵 了 D 的 元 素 忆 
= [上 ,9，= 0 上 无 值 ,内 此 可 把 模 而 表示 为 

寓 二 下 十 卫士 疙 十 印 ‘ds = 1 ) . {2-13) 


2 比较 试验 与 区 给 塌 计 ， 117 ， 


这 是 二 种 方式 分 组 的 不 完全 试验 的 可 加 就 应 模型 ,共和 参数 竟 L.5. 个 计 为 


~ 了 

二 nR’ 

a 二 (二 )4 C2 一 ] ,之 用) ， 

[9 如 志 了 

镶 = 下 (GT 232) -二 (= 2， 本， 
:=1 


其 中 4: = 了 - 祖 )3,7 /其 余 记号 与 式 (2-9) 同 .各 种 平方 和 公式 为 
35T = 人 - 五 ， 


2 
58, = a 
了 之 


2 
sshtw = 未 扣除 处 理 的 区 组 平方 和 = 了 > 六 - 可， 


= SST — S54 — SSpew). 
要 特别 指出 的 是 ,56。 不 这 全 反映 区 组 变 华语 总 于 方 和 8 中 的 份额 ,其 中 
混 有 处 理 的 影响 .向 “纯粹 "反映 区 绿 的 平方 和 为 
TF "TT 
SS8 = st 2 ， 


这 时 总 平方 分 解 式 式 上 -12) 不 成 立 ， 所 以 ppD -种 .上 交 设计 . 
2.5 ”部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 


在 BIBD 申 ,更 求 任 何 遇 个 处 理 在 加 -区 组 中 相 届 同样 的 次 数 .这 一 排列 组 
合 上 的 要 冰 ,增加 了 许多 试验 工作 量 , 例如 ,有 8 个 处 理 ,要 在 区 组 天 小 上 = 了 中 实 
现 HIBD, 其 试验 重复 数 员 至 少 要 21 次 .证 有 必要 的 大 量 重 复 ,常常 造成 人 力 物 万 的 
浪费 ;因此 博 斯 {(R.C. Bose)(1939 年 ) 将 HIBD 定 交 的 均衡 条 件 放宽 ,引进 了 部 分 平 
衡 不 完全 区 组 设计 (PBIBD). 

在 定义 PBIBD 之 前 , 先 要 引进 结合 方案 的 概念 . 

用 5 表示 由 zn 个 处 理 组 成 的 集合 ,对 于 任意 处 理 8 世 5, 把 5 中 余下 的 an 1 个 
处理 划分 m 个 不 相交 的 了 集 , 记 为 S(8,1) ,S(t8,2),…,S{98,m). 若 处 理 pw EE 
Sf10,5), 刚 称 中 与 8 十 第 i 结合 关系 ,而 SO, 为 0 的 第 结合 类 .换言之 ,3 ,站 
为 与 站 成 第 结合 的 所 有 处 理 的 集合 .假若 下 面条 件 满 出 

1 与 任意 4 EE 5 为 第 i 嬉 合 的 处 理 数 mm 和 = 1,2,…. 风 ) 不 依赖 于 9; 

2 车 8 与 @ 为 第 r 结 合 , 则 与 #8 为 第 i 铺 合 .与 8 为 第 j 结合 的 处 理 数 pi ,也 不 
依赖 日 与 ?， 
则 称 在 5 上 定义 六 rm 个 结合 关系 .Ci = 1,2,…,m) 及 后 friy = 1,2,…,m) 称 
为 结合 参数 . 
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策 刀 , 设 5 = |1,2,3,4,5,6,7,8,9|, 它 由 有 = 9 个 处 下 组 成 , 则 分 成 唔 个 结合 
类 的 结合 关系 可 由 吉 2-1 定 交 . 
雪 2-] 结合 方案 表 


一 全 一- 


[| 
全 
Nh 

| 
[= 村 办 的 的 加 的 上 人 汪 
bs | 
[| 


2 
L 
] 
] 
1 
] 
1 
2 
2 


其 结合 知 数 为 :nn = 6,m = 23 Bl 三 3, 2 一 0, ph = pa 二 23;ph 三 6, p» = 1, Pt 
= pi = 0. 
假定 # 个 处 理 , 已 经 定义 了 趟 个 结合 关系 ,将 它们 排 齐名 大 小 为 的 个 区 组 
中 ,要 求 : 
{1) 每 个 处 理 在 同一 区 组 中 最 多 出 现 :次 
{2) 每 个 处 理 在 六 个 不 同 区 组 中 重 其 ; 
(3) 任何 -对 第 i 靖 合 的 人 处 理 ,在 ACi = 1,2,…,m) 个 区 组 中 相遇 . 
那么 ,满足 以 上 条 件 的 区 组 设计 称 为 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 , 简 记 为 PBIBD. 当 
AM = A2 = … = A 时 ,PBIBD 退化 为 BIBD. 所 以 PBIBD 是 RIBD 的 推广 . 
例如 ,由 表 2-1 十 义 的 结合 方案 ,其 中 的 9 个 处 理 可 控 下 列 方法 排 询 到 大 小 为 
二 3, = 9 的 区 组 中 : 
(1,2,3); (1,6,4); (1,7,5); 
(6,8,.3); (6,9,5); (7,8,4); 
(7,9,3); (2,8,5); (2,9,4). 
其 中 R= 3 = 1,14 = 0， 
世 可 以 用 设计 矩阵 号 来 表示 上 面 的 设计 .但 DBT 的 韭 对 角 元 素 将 出 现 mm 个 不 
同 的 1， 
PBIBD 的 数据 结构 模式 与 式 {2-12) 问 . 但 参数 的 1.S. 个 计 与 平方 和 分 解 式 更 
复 条 -- 些 ,这 里 就 不 给 出 了 ,请 读者 参看 文献 [1]. 


2.6 ”两 向 区 组 设计 


前 面 所 讨论 的 区 组 设计 问题 ,都 假定 区 组 内 部 试验 单元 的 综合 条 件 是 一 臻 
的 ,条 件 的 改变 只 在 区 组 之 间 发 生 . 这 样 的 区 组 叫做 单 向 区 组 .但 在 有 些 实际 问题 
中 ,区 组 内 部 的 单元 之 问 也 有 变化 .例如 , 基 化 丁 坛 验 , 须 敌 纪 次 试验 来 完成 ,一 批 
原料 只 能 供 3 次 试验 ,市 各 批 原料 在 纯度 上 又 有 差异 . 为 此 , 需 把 - 批 原料 作为 一 


he rt 
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个 区 组 ,区 组 大 小 为 3 单 乒 .这 样 需 列 区 给 :原料 空 化 


用 4 批 原料 .由 于 原料 有 挥发 性 , 打 -—— -1 一 
并 包装 后 要 很 快 用 定 ,因此 ,必须 用 fi | 加 

3 人 仪器 设备 平行 进行 试验 . 考虑 区 | 一 | 
到 设备 与 操作 工大 的 技术 等 国 素 的 

差别 ,也 谋 该 将 它们 划 为 区 组 ,这 种 J 

两 个 方向 划分 区 组 的 方法 叫 机 两 疝 家 

分 组 ,一 向 为 行 区 组 , 另 -- 向 为 列 区 X | 


组 ,如 图 2-4 所 示 . 这 尽 - :种 一 维 区 
组 划分 法 . 类似 地 ,9 以 有 有 针 维 区 组 .下 而 仅仅 介绍 两 种 融 | 和 二 两 向 区 组 设计 ， 


2.6,] 拉丁 方 区 组 设计 


假定 有 有 = 个 处 理 , 过 在 遇 向 区 组 中 进行 比较 试验 . 首先 , 按 和 变化 着 的 两 个 上 态 问 
将 试验 划分 成 mx 闫 个 试验 单元 .即将 个 单元 分 成 4 个 行 区 组 和 nn 个 列 这 组 .所 
请 拉丁 (Latin) 方 区 组 设计 ,就 十 随机 地 将 a 个 处 理 ,安排 剂 上 x sn 个 两 问 区 组 中 
去 ,要求 每 行 每 询 每 个 寻 理 都 出 现 一 次 ,也 就 是 每 行 每 列 邦 构成 完全 区 组 ,每 个 处 
理 重 复 n 次. 

例 好 ,已 定 有 4 个 作物 品种 ,要 在 一 岂 从 南 到 北 、 从 东 到 西 土壤 肥力 均 有 变化 
的 试验 田中 进行 试验 ,为 了 不 使 士 壤 肥力 的 差异 造成 试验 失败 ,最 好 的 设计 方法 是 
将 试验 田 控 土 壤 肥力 变化 的 两 个 方向 ,划分 成 4 行 4 列 共 16 个 单元 ,如 图 2-5 所 示 . 
将 品种 随机 排 进 单元 ,图 小 数码 代表 作物 品种 其 . 成 验 田 赂 所 , 口 照 和 通风 条件 较 
好 ,同时 也 易 间 人畜 损 害 ，-: 般 需 设 立 隔 离 的 保护 区 ,种 上 类 后 的 作物 品种 
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川 rz) 表示 第 i 行 第 j 列 单元 上 的 第 二 个 处 理 的 试验 观测 值 ,数据 的 结构 模 
型 为 
Yk) = tartpBt+ 久 te Ci = 1 = 1 2, ,nN), 
{2-14) 
其 中 a 鸭 安 排 在 第 i 行 第 i 列 单元 中 的 处 坚 效 应 ;BB 为 第 i 行 效应 ;六 为 第 i 列 交 应 . 
拉丁 方 区 组 设计 是 一 种 小 交 设 计 , 其 数据 分 析 方 法 同 于 42( m3) 型 正 交 表 设 计 , 这 
里 就 不 再 介绍 . 


2.6.2 竞 丁 方 区 组 设 计 


在 科 ] 方 区 组 设计 !|’, 它 的 每 行 和 每 多 都 呈 一 个 完全 区 组 ,因此 ,每 个 钼 理 要 
重复 4 次 .过 多 重复 会 带 米 试验 的 人 人力 与 物力 的 浪费 ,等 训 , 藻 将 拉丁 方 区 组 队 去 
行 ,前 下 人- 1) x nn 个 单元 ,对 行 来 说 个 然 是 一 1 个 民企 区 组 ;但 对 出 米 说 , 构 
成 .个 具有 参数 mm= bk= R=n-1l,A=n-2 的 $BIBD. 
一 盘 地 ,所 请 范本 1Youden) 方 区 组 设计 ,就 是 将 个 寻 香 排列 到 是 x nn 的 两 向 
区 组 中 去 ,使 得 在 个 行 区 组 为 完全 区 组 ,而 个 列 区 组 纳 成 SBIB. 
例如 ,Rx n = 3x7 的 两 向 区 组 如 下 : 


它 就 是 个 部 三方 设计 ,其 行 是 完全 区 组 ,? 个 处 理 均 出 现 -次 ;而 其 7 个 列 组 成 参 
数 为 n= B=7,k= R=3,X4 = 1 的 $BIB. 

一 般 地 ,可 以 证 明 , 任 意 一 个 SBIB 设计 ,总 可 适当 调整 区 纽 中 处 理 位 置 , 使 其 
成 为 Rx am 的 范 于 方 区 纵 设 计 . 换 句 话 说, 郑 丁 方 区 组 的 构造 问题 是 与 SBIB 构造 等 
价 的 ;然而 首 丁 方 区 组 设计 蚌 两 向 区 组 设计 . 

尧 1 方 区 组 设计 的 试验 观测 值 的 数据 结 枸 式 与 拉丁 六 模型 式 (2-14) 同 . 由 设 
计 可 看 到 , 阁 丁 方 区 组 设计 的 行 效应 与 姓 理 效应 和 列 襄 应 乌 正 交 , 但 处 理 效 应 与 列 
效应 不 正 交 . 范 丁 方 区 组 设计 是 部 分 正 交 设计 .各 效应 的 1..5. 佑 计 为 : 


下 后 

A= (= 2 
Le 了 了 一 I- 
有 = 天 nrnR 人 
入 = (起)B 0 -= 2 n), 


其 路 /A 一 了 一 DT.R,B, 一 了 一 > 为 由 拓 处 理 下 的 列 区 组 了 .| 之 
人 二 1 中 和 
和 , > ,为 第 了 区 组 中 的 处 理 Fun 之 和 . 
站 1 


3 区 因素 析 关 试验 。 121 ， 


各 种 平方 和 分 草 为 


(亚信 sq _ (RyN'p2. 
SS = (in) 人 ,di SSy = (之 下 


Ky 下 TT I 了 到 
Sg = 2 n Ra Se) = 2 -a 
re- 了 = 
SS。= SSr - S58 - SS。-- SSyco. 
这 样 就 中 给 出 方差 分 析 表 . 


3 多 因素 析 因 试验 


3.1 ”指标 胃 数 按 效应 的 展开 成 


名 因素 析 因 试验 航 环 要 日 的 是 型 清 每 个 因素 对 指标 消 数 的 影响 和 各 个 因素 同 
时 变化 对 指标 消 数 的 影响 .为 了 解释 每 个 因素 对 指标 消 数 的 影响 , 遂 常 根据 设计 ， 
将 指标 哨 数 展 于 成 种 种 效应 肾 数 之 和 . 
- 般 地 ，- 个 试验 的 设计 ,相当 于 三 试验 区 域 态 FF 定 人 六子 -个 测度 .于 是 ,可 把 
m 个 因素 Z = (2 2 ,zm)' 看 作 m 维 随 机 向 量 , 指 标 蝗 数 mt Z) 也 就 成 一 维 随机 
变革 . 
i 2 = (ziv5s 加) 为 Z 的 - -个 a 维 分 量 , << 下 < 和 Eh， 
则 义 是 吕 的 个子 集 ,借用 集合 符号 有 肥 CZ. 当 a = 0 时 ,定义 为 空 集 ;a 
三 mm 时 ,Z = 了 之. 
假定 对 寺 始 定 的 艺 ,%Z) 的 条 件 期 望 存在 , 记 为 
MD) = E(n(2) | 2Z,). 
go = 人 0 时 , 记 
RE = p= Em)), 
害 疼 1 阶 变 互 效应 i 卫 数 】 六 
pa) = D1 >, MZg), (3-1) 
上 = 必 


地 马 


其 中 >， 表示 对 Z 中 所 有 一 切 含 8 个 分 量子 集 求 和 ,共有 ( 6) 个 项 .例如 , 当 。 = 


1 = (4%) 时 ,起 (3-1) 为 

pla = Mt ) 一 M(t 2Z0) = Mt(z) 一 es (3-2) 
它 是 因素 的 0 阶 变 互 效应. 通常 0 阶 交 开 效应 称 为 主 效 应 . 当 a = 2,Z2 = 
(2 3) 引起 53- 1 为 
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H(z) = Mis si) = MUz, ) — Mz) + a, (3-3) 
它 是 因素 (zs， :i ) 的 1] 阶 交互 效应 ,通常 简称 为 与 z 的 让 百 效 应 .由 式 (3-2)., 式 


{3-3) 9 以 看 到 ， 
Ma = p+ H(z ), 
Mz ss) = Rt + i + 

可 用 归纳 法 证 册 : 

ME = DB) 2). (3-4) 

P20 Foc 

也 就 晤 说 Zz 的 条 件 期 望 M( 2》， 可 展 成 么 的 所 有 子 集 变 册 的 交互 效应 之 和 .特别 
地 , 当 w = 局 时， 


nC2) = >) Dut Zs) (3-5) 


B=0 到 cz 
这 就 是 指标 晒 数 按 效 点 的 展 于 式 ， 
例 1 设 wtZ) = z1z2. 帮 识 计 是 单位 正方 形 上 的 均匀 分 布 , 则 


1 
BC3C2)) = 下 


H(z1) = 3 {a 一 二 ， Kz 


按 效应 的 展开 式 为 
72) = + (a 二)+ 二 (二 )+ (2 -本 [2 -二 | 3-6) 
若 设 计 为 二 无 正 态 分 布 
1] 
wm{[ml 二 
则 其 展开 式 为 
NZ) = Ap + flat — AH) + pasa  p2 + (1 — ED x2 — p12). (3-7) 


从 于 式 可 看 到 , 同 一 模型 丽 数 在 不 同 设计 下 ,其 展开 形式 是 不 问 的 .下 面 主要 讨论 
下 交 展 开 问 题 . 


3.2 ” 正 交 设计 与 方差 分 解 
在 例 1 中 ,所 给 出 的 两 种 设计 的 分 其 都 是 独立 的 ，- 艇 地 ,使 工 的 各 分 量 相 互 


独立 的 设计 , 称 为 正 变 设计 ,对 十 正 训 设计 ,指标 函数 的 展 睛 式 中 各 效应 上 共有 如 下 
重要 性 质 . 


3 名 因 素 析 因 试 验 - 123 . 


1° Ez (pt Co 一 OQ (Y¥ Fo 万 之 .1 ， (3-8) 
其 中 Ez, 表示 对 分 基 歹 求 期 望 .证 明 略 . 式 (3-8) 也 时 微 将 应 的 边界 条 件 . 
车 瑟 六 如: 则 


covipt Bat Bo)) = 0, (3-9 
即 不同 因 素 间 的 交互 艇 应 基 无 关 的 .由 此 可 直接 得 到 下 向 的 方差 分 解 式 ， 
EE warf nt 2)) = >) Evart pl2,)). ‘3-10) 


这 表 朋 , 正 交 设计 把 指标 消 数 ， 总 方 差分 解 为 各 效应 应 的 方差 各 

可 以 直接 验证 , 例 1 的 两 种 设计 中式 (3-8) ~- 式 (3-10) 均 成 立 , 下 面 冉 举 -个 
离散 正 交 设计 例 了 来 验 汗 . 

训 2 识 m -= 3,F= {2 :加 ;23)1 的 取 慎 域 为 tl fst 的 三 维 网 格 点 ,7(Z) 
为 让 沁 在 阿 档 点 的 高 散 函 数 . 记 Wm = hat = dys2 = fr = ki = 1,2,. ,fl 
f= 112 ok = 2, ta i pt = Pls, = Dr = 1,2,3,i = 1,2 0) 
讽 计 的 边际 概 举 ， 第 (2),h) 网 点 上 的 设计 概 举 为 pitpi 人 pp. 

显然 这 是 一 个 于 交 设 计 . 特 别 地 , 当 pi? = 175 时 ,这 足 一 个 网 格 点 上 的 等 概 
这 设计 ,通常 称 之 为 等 重复 的 全 面试 验 . 所 以 等 重复 全 面 坛 验 是 一 种 正 交 设计 

下 面色 出 它 的 方差 分 解 式 .由 定义 ,有 


BC) = DD ptrppo pp 和 , 
Mz = i) = pop 1 
M{z = 门 = > Dp Pm 全 Di 

k) = DS SYplVpe ns -人 ks 

wir 

Mizy = iz = 1) = Pi Py. 

js = igi = ky = DD ph 


def 
M{w = jm = k) = > pn a 


Mz3 


-是 各 效应 为 
utzl = 1) = Le 
H(z2 二 月 = 1 
Hs3 = Kk) = Wk 
HE = 
HR = yay = R= 
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jz 
Hz = 
显然 ,各 效应 满足 过 四 条 和 件 和 协 万 差 汶 零 的 条 件 ， 

方 英 分 解 式 为 


vart nF)) 之 之 之 Pi tp Cn _ 7...) 
= -23 pm 全 一 了 
E 1 


《7 
(+ 
【了 上 一 了， 7 


= 2 Sp pp Cn - 太一 关 研 全 天 十 第 十 拓 六 十 用 一 下 和 
pp $2 py — i.. 六 + n+ 

> Dp 一 

> 四 + 

Se + pO -D+ 

po 


= ar 2123)) + vart pl zy 22) + var( pl sl,23)) + 
var( (za, 23)) + vart AZ) + varC pl za}) + vart pl 23)), (3-11) 
特别 地 , 当 没 计 为 等 重复 设计 时 , 沁 yg 为 第 (ji 网 点 上 的 第 r 次 重复 的 观 
测 值 ,用 sj 记 该 次 试验 的 随机 误差 , 则 数据 结构 式 


Jr = YR + Ei 
人 


则 ws 的 1.S. 估 计 为 
3 = = R Zw = Fig.- 
由 
DD DD 瑟 >ow -3 
8 之 7 了， 之 (3 了 (3-12) 
将 Da 代入 式 (3-11), 即 得 平方 和 分 解 式 
SS = S83, + Nvar(#( 2)} 


3 多 因素 析 因 试验 -135 ， 


= 53。 + Nvar( pt F129 23)) + Nvarlt H(z1, 22)) + 


二 Nyvarl pl z3}), 
其 中 N= Rt lta- 


3.3 天 阶 变 互 鼓 应 模型 号 强度 为 1 的 正 交 设计 
假定 在 其 说 让 下 ,指标 画 数 nt Zz) 能 被 展开 成 如 下 形式 : 
n(Z) = > Pont Zs). (3-13) 


HB-b LL 

也 就 是 说 ,对 丁 - 切 太 于 让 阶 的 交互 效应 酒 数 均 恒 等 了 J 零 , 必 么 ,把 式 (3-13) 称 为 
t 阶 交工 效应 模型 ,简称 上 上 阶 模 型 .问题 基 在 另 - 些 设计 下 ,& 阶 柳 型 的 阶 数 十 不 蚌 
不 变 的 ?这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ,因此 异型 的 分 类 是 合 印 的 .在 式 (3-13) 中 ,着 此 
= 0, 则 称 为 主 效应 模 庙 或 可 加 模型 ,9%( Z) 为 各 单 变 量 晴 数 之 利 . 当天 = 1 时, 式 
(3-13) 称 为 1 阶 交互 效应 模型 ,简称 安 扎 效应 模型 . 若 式 (3-13) 中 其 些小 于 在 阶 的 
交互 效 | 芝 也 为 零 , 则 称 为 上 阶 不 完全 模型 .在 实际 的 析 因 试验 中 ,通常 只 考察 上 1 
的 完全 或 不 完全 交互 笋 应 模型 

假定 一 个 设计 能 使 Z 的 任何 4 个 分 量 相互 独立 , 则 称 该 设计 为 强度 为 4 的 正 
痰 设计 ,自然 4 < 六 . 例 如 在 本 章 的 例 2 中 ,等 重复 全 而 试验 时 4 = 3 的 正 交 设计 . 
假如 能 做 到 对 于 性 两 因素 是 等 重复 全 面试 验 ,那么 这 就 是 噶 度 为 2 的 正 交 设计 . 

假定 指标 函数 py{Z) 为 可 分 离 变 量 ,表示 为 


9(Z) = >) Spr (2o)， (3-14) 
&-D Zo 
其 中 pz,( 好) 表示 仅仅 依赖 分 量 的 函数 ,但 不 一 定 是 交 下 将 应 函数 .那么 ,可 以 


证 明 , 当 强度 4 = min(m;2(8 +1)) 的 正 交 设计 存在 时 , 式 (3-14) 可 展开 为 庆 阶 天 
所 效应 模型 式 {3-13) ,并 用 成立 方差 分解 式 


k+l1 -1 
var(n( 2)) = >) varlpl 29)). (3-15) 


EETE 
以 上 结果 ,为 部 分 析 因 试验 提供 了 理论 依据 .也 就 是 说 ,在 上 阶 模型 假定 下 ,只 
要 选择 强度 为 2(5 + 1) 的 正 交 设计 就 可 以 了 ,特别 地 ,在 可 加 模型 下 ,A = 2 在 一 
阶 交 互 效 应 模型 下 , 选 树 和 %* = 4 的 重 交 设计 就 可 以 了 .这 将 大 大 地 节省 试验 次 数 . 
例 3 模型 为 可 分 离 变 量 


7(Z) = ma) {3-16) 
对 于 强度 为 2 的 正 交 设计 , 式 (3-46) 可 表示 为 串 加 模型 


于 4 
Etnt 2)) = Dp ns 
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Miz) 一 pit( 2,) 二 2% Ci 二 | 


A) = 的 (人 一 rs 
这 时 ， 


2) = p+ Ya), 


var( nt EY) = Dvar(p (5)), 
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4.1 离散 型 设计 与 正 从 表 


上 一 章 中 把 一 个 设计 定义 为 试验 区 域 上 的 一 个 分 布 耳 数 . 但 在 实际 试验 问题 
中 ,所 采用 的 设计 大 多 芋 离 散 的 , 即 在 试验 区 域 上 所 定 六 的 分 布 是 离散 型 分 布 ,并 
了 概 率 值 为 有 埋 数 , 下面 就 讨论 离散 型 正 交 设 让 . 

设 有 严 个 因 束 ,不 论 它 是 定量 因素 或 是 定性 因素 , 均 把 它 分 成 若干 水 平 , 分 别 
记 为 碧 ， 所 下 这样, 试验 区 域 就 被 划分 成 有 xx 王 x…x 引 个 网 格 点 ,每 个 风格 
点 就 是 -个 处 理 . 将 因素 的 水 平 编码 值 用 整数 半 标 记 为 E = (Cal;a2,…,am) ,其 中 
[sa 1,.2,. 7,m, a 为 第 i 因素 的 水 半 编 公 什 ,简称 第 i 因素 的 a 水 半 . 
相应 地 ,也 把 指标 贤 数 wt Z) 离散 化 .这 样 ,试验 关心 的 仅 仪 是 网 格 点 上 的 值 . 若 趟 
混淆 , 则 用 wta) 表示 网 格 点 上 的 函数 值 ， 

所 谓 离散 型 的 析 因 设计 ,就 其 要 确定 挑选 嘟 些 处 理 ( 网 格 点 ) 做 试验 ,和 做 雪 少 
次 重复 试验 .这 实际 上 就 是 给 所 有 阅 格 点 县 予 概 率 :没有 试验 的 处 理 , 其 概率 值 为 
零 ; 被 挑选 微 试验 的 狂 理 ,其 概率 值 根据 其 重复 试验 数 确 定 . 有 郑 网 格 点 的 所 有 处 理 
都 进行 试验 , 则 每 点 的 概率 部 不 为 堆 , 这 样 的 试验 叫做 全 面试 蛤 . 苦 每 点 概率 均 相 
等 , 则 这 种 试验 称 为 等 重复 全 而 试验 .显然 ,等 重复 伞 面 试验 昆 一 种 正 变 设计 . 若 网 
格 点 上 有 的 概率 不 为 过 ,有 的 为 零 , 则 这 种 试验 叫做 部 分 试验 ,也 时 微 部 分 实施 . 


表 4-1 


4 ”完备 弄 正人 沁 表 与 如 型 析 因 试验 奥 计 . 127 、 


为 了 试验 操作 和 记录 铺 果 方 使 ,通常 把 选 出 准备 试验 的 处 理 列 成 表 4-1 所 示 
的 形式 , 称 之 为 试验 方案 表 . 其 中 1 二 四 5 为 第 i 处 理 中 第 ;因素 的 水 平 编码 值 . 
表 中 每 一 行 才 示 一 个 处 理 , 每 一 询 表 示 某 个 因 囊 在 试验 中 的 水 平 编码 值 .约定 表 中 
的 mn 个 处 理 语 有 两 个 相同 的 . 入 表示 第 ;处理 在 第 /次 重 各 的 观 市 值 .第 ;处 理 重 复 
RR 次 ,全 部 试验 共和 = 民 寺 记 ++ 民 沁 ,第 i 处理 的 设计 概率 为 RAVAN = pp. 


ni 部 分 试验 ;= 和 2 本 ;为 全 面试 验 ; RR = 到 = … 局, 为 等 重 
复 全 面试 验 , 每 个 处 理 的 设计 概率 为 
hi = | 。 (4-4) 


pp 

在 一 个 部 分 试验 方案 表 中 , 若 其 任意 1 列 所 对 应 的 4 个 因素 组 成 的 4 个 处 理 足 
等 重复 全 面试 验 , 则 这 样 的 试验 方案 表 称 为 强度 为 4 的 正 交 表 , 记 为 L(t x 吧 x 
x 当 A = 2 时 ,该 表 简 称 为 正 交 表 , 记 为 LL x x"… x im). 下 面 阁 没 
有 特别 声明 , 正 交 表 - 般 均 指 强 度 为 2 的 正 交 表 . 上 一 亭 U 经 证 明 , 对 于 上 二 2 _1 
的 天 阶 交 生效 应 模型 ,强度 为 4 的 止 交 表 是 一 个 人 正 交 设计 . 

那么 ,如 何 给 定 因素 和 它 的 水 平 , 如 何 从 网 格 点 中 挑选 a 个 处 理 , 使 其 构成 - 
张强 度 为 4 的 下 交 表 呢 ? 这 是 一 个 很 困难 前 组 合 数学 问题 . F 而 只 对 一 些 特殊 情况 
给 市 构造 正 交 表 的 方法 . 


4.2 ”完备 击 正 交 表 的 构造 与 列 人 各 运算 


假定 六 个 因素 均 取 相间 水 平 数 纺 其 网 格 点 数 为 所, 通 肖 这 种 试验 称 为 "型 析 
因 试 验 , 由 于 构造 正 交 表 要 借用 有 限 域 工具 ,而 有 限 域 存 在 的 充分 必要 条 件 是 蕊 的 
阶 { 即 元 康 个 数 ) 为 素数 p 的 篆 次 .因此 ,本 童 限定 普 型 析 装 试验 的 水 平 煞 f = pr 为 
素数 或 素数 宕 欢 , 如 上 = 2,3, 了 2,5,7,22, 了 ,11 等 等 . 

用 ,1,2,…, - Ti 表示 有 限 域 CR 四 的 元 素 , 同 付 电 表示 水平 的 编码 号 . 
若 无 特 殊 说 明 , 下 而 对 水 平 的 运算 ,都 是 指 在 6 本 中 的 运算 . 

用 x = {x ,x2，… Xa) 表示 m 维 空 间 的 点 , 共 坐 标 属于 GE ,内 此 ,此 标 
赂 于 GF(L) 上 的 m 维 空 间 的 点 ,总 共 只 有 严 个 点 ， 

称 g(x) = 的 Xi + 2X2 + 二 rm 为 CE 上 的 线性 画 数 ,其 系数 mm 属于 
GF(4), 且 不 全 为 0. 6F(1) 上 的 线性 两 数 总 共 只 有 如 -个 . 若 其 两 个 线性 函数 的 
系数 向 量 是 线性 无 关 的 , 则 称 这 两 个 线性 南 数 线性 独立 . 可 以 证 明 , 遇 天 独立 的 线 
性 函数 共有 

4 = 二 | (4-2) 
个 . 

用 g(r), go(x),… 加 5) 表示 9 个 两 两 独立 的 线性 晒 数 ,并 约定 gy( x)tj = 
1,2,… ,9) 中 最 后 一 个 椒 为 零 的 系数 为 1, 那么 ,这 样 的 线性 型 称 为 标准 型 . 显然 鸯 
个 不 同 的 标准 出 线性 闻 数 一 定 是 独立 示 . 
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用 和 tm 共 外 个 点 表示 行 号 ,用 Pi pT) pe 共 gq 个 两 两 独 
的 标准 型 线性 函数 表示 列 号 ,构成 下 x 5 的 - 张 表 . 表 小 的 第 i 行 . 第 j 列 的 元 素 
用 行 号 对 应 的 点 x 代 人 第 列 对 应 的 线性 落 数 的 值 a = g(x;) 表示 .不 难 证明 , 这 
就 构成 了 具有 ? 列 的 强度 为 2 的 正 效 表 , 记 为 Lint 区). 

例如 , 半 mm = 2 = 3 GF(3) = 10,1,2i ,用 模 3{mod 3) 问 余 运 算 构 成 域 的 
运算 , 症 由 式 (4-2) 得 9 = 3 二- = 4. 因 此 ,可 构造 9x4 的 止 交 表 Do(34) ,9(39 的 
构造 如 表 4-2 所 示 . 


表 4-2 


10,0) 0 0 站 + = 2x0+0 = 
210,1) 0 1 D4+1=1 了 共和 + 上 = 
3(0,2 0 2 D+ 人 二 2 2xD+2 = 
上 1 1 0 1 + 人 =1 2x1+0=2 
St1,1) ! 1 I!+1l=2 2x1+= 
6{1,2) i 2 l+2=0 2x1+2= 
7t2,0) 2 0 2+0 =2 2x2+0= 
82,1) 2 ] +1= 2x2+1= 
HH2,2) 2 2 2+2=1 2x2+2= 站 


从 上 库 构 造 方法 可 看 到 , 表 中 前 两 列 是 由 9 个 行 号 点 举 慰 组 成 , 即 每 个 行 号 的 
第 1 个 兴 标 构成 第 1 列 ,第 2 个 坐标 构成 第 ?2 列 ,如 无 特殊 说 明 , 下 面 都 称 之 为 基本 
列 ( 即 基 列 ) ,用 单个 字母 表示 列 名 ;第 3 列 由 第 1 列 的 水 平 癌 量 加 第 2 列 水 平 癌 基 
构成 , 列 备用 基本 列 的 刻 名 柯 乘 表示 ;第 4 列 是 第 1 列 向 岂 乘 2 加 第 2 列 向 其 的 结 
果 , 列 名 用 按 指数 法 则 运算 , 即 第 1 列 列 名 的 平方 滋 以 第 2 列 列 名 后 的 结果 表 趟 . 

实际 上 ,一 个 麟 溃 的 指数 就 是 该 别 对 应 线性 函数 的 系数 ,因此 烈 名 之 间 的 运算 
就 是 线性 晒 数 的 运算 .这 种 转化 给 设计 工作 会 带 来 许多 方便 . 璧 如 ,在 构造 完备 型 
表 罩 ，- 般 可 先 写 出 麟 省 ,然后 由 造 表 . 


例如 , 当 m = 3,4 = 3 时 ,其 有 4 = 二 二 = 13 个 标准 化 列 . 用 4,5,e,3 个 字 


竹 表示 基本 列 名 , 则 可 先 写 出 列 名 ,LC39) 的 标准 化 列 名 如 表 4-3 所 未， 
列 名 的 写 出 步 又 是 :首先 ,将 基本 列 列 名 置 于 第 1,2,5 到 ;第 3,4 列 由 第 1,2 列 
牛 成 ,第 3 列 为 第 1 列 名 乘 第 2 列 列 名 ,第 4 列 为 第 1 列 列 名 半 方 秉 第 2 州 名 ;第 56 
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圾 4-3 


一 -一 一- 
出 时 1 2 3 4 3 6 7 首 9 10 11 lz 13 


到 有 | a b uh 和 r rr pe abe br re he re 


~ 日记 为 第 5 刚 询 省 分 别 莱 前 4 州 妈 省 而 得 ;第 10 - 13 州 分 别 为 前 4 到 列 名 平 眶 
后 再 滋 第 5 列 . 这 样 就 得 到 了 最 后 一 个 字母 的 指数 为 1 多 标准 化 列 肿 ， 

从 上 上 面 的 运算 可 看 出 ,一 个 基本 列 可 与 任 : 列 产 生 两 个 列 和 名 .实际 上 作 何 两 列 
的 列 名 都 可 按 航 一 到 列 和 名 飞 后 -一 剂 判 省 和 前 : 列 刚 名 平方 末 后 -一列 列 名 的 运算 规 
则 得 到 ,这 样 产 生 的 两 列 叫做 这 前 一 列 和 后 一 列 的 误 互 列 . 背 要 注意 的 是 ,三 述 所 
得 的 两 讲 列 名 不 :和 定 是 标准 化 列 名 .将 -个 烈 名 标准 忙 的 方法 就 是 用 最 后 一 个 宁 
母 的 指数 去 除 前 曾 宁 和 母 的 指数 { 即 用 道 元 素 胰 脐 而 的 指数 } .例如 表 4-3 中 第 8 剂 与 
第 3 列 的 两 个 交互 州 为 : 

fl)abe :abe = eb = 时 = ae ae = 上 = 第 生 询 询 汉 

f21faopci be = qbtc = 上 -第 2 刘 列 名 
其 第 38,13 列 吕 生成 第 2,6 州 ,第 2,6 列 为 第 8,13 到 的 这 五 计 .可 以 证 明 , 对 十 以 
记名 运算 规则 , 表 4-3 是 完备 的 , 即 任 何 两 列 均 可 在 列 名 志 中 找到 它们 的 到 瑟 列 ， 

对 于 一 般 的 mm 与: = 天, 林 准 化 的 列 和 名表 可 按 下 面 步 又 给 出 : 

(D 用 亲人 不 字 本 ,ay8, cy,… ,表示 基本 列 的 列 名 ,分 别 秆 上 第 生 = + 1 列 ,= 
0.12 mm 一 1, 余 下 的 全 - m 个 列 各 ,将 通过 基本 州 的 运算 产生 ; 

(2) 将 第 1 基本 列 ae, 分 别 做 1,2,…,#- 1 次 乘 寡 , 然 所 与 第 2 基本 列 5 相 匀 得 
只 1- 1 个 到 名 ,分 别 置 于 第 3 ~ :+ 1] 剂 ; 

(3) 对 前 面 已 命名 的 t+ 1 个 列 名 ,再 分 别 作 1,2,….1 - 1 次 乘 埋 ,然后 与 第 3 
基本 列 c 相 乘 . 共 得 (+ 1 - D 个 列 名 ,分 调 置 于 第 ，+3 -~ 人 +4+1 列 ; 

(4) 再 对 前 面 的 媚 + 1+ 1 个 列 名 , 像 (3) 一 样 ,分 别 做 1 ~ 上- 1 次 乘 宪 后 与 第 
4 基本 列 d 相 胰 ,得 (+ 4+ Di - 1) 个 列 名 ,分 别 置 于 第 (2 - DA-D+2- 
(aa -lz 二 列 . 旭 此 类 推 , 直 到 将 严 个 基本 列 仙 完 , 即 得 =【 织 下- 
个 标准 化 列 和 名 表 ， 

亲 样 地 , 列 和 名表 中 任 酚 嫩 , 孝 可 做 出 上 二- 1 个 列 名 来 . 方法 也 是 将 晰 一 列 列 名 分 
别 币 1- -1 次 科 震 后 ,再 与 后 一 列 列 名 相 乘 . 这 + -1 个 别名 ,有 的 可 能 不 是 标准 
列 名 ,这 时 可 做 适当 次 纤 后 使 共 慰 准 化 .可 以 证 明 ,经 标 洪 化 后 ,这 上 - 1 个 列 名 定 
能 在 列 包 表 中 找到 相应 前 列 , 这 -1 个 列 就 叫 该 两 列 的 公 王 列 , 这 就 是 所 请 的 列 
名 运算 .出 十 列 省 运算 的 封闭 性 ,所 以 把 这 一 类 型 表 叫 完备 霸 士 交 表 ， 

给 出 列 各 表 后 ,zefal 型 让 交 表 的 制作 就 很 方便 了 . 攻 先 排出 出 户 个 点 坐标 
{通常 按 字 上 典 排 法 排列 } ,其 第 1 个 坐标 组 成 的 列 向 世 为 第 1 苦 本 齐 , 第 2 个 坐标 组 
成 的 询 向 其 为 第 2 基本 列 .依次 类 推 ,第 m 个 举 标 组 成 的 州 向 量 为 第 m 基本 询 . 有 
了 基本 刻 向 基 后 ,其 余人 各 列 均 为 基本 列 向 量 的 线性 和 ,系数 为 该 列 名 的 指数 . 
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4.3 tm 型 析 因 设计 与 分 析 


"型 析 因 试验 基 指 有 m 个 因素 ,每 因素 均 为 ;个 水 下 .并 要 求 对 各 阶 人 交 折 效应 
进行 分 析 的 试验 .最 简单 的 试验 设计 就 是 等 重复 全 面试 答 . 它 是 正 交 设计 ,可 按 类 
似 第 3 章 例 2 的 方法 进行 分 析 . 但 当 严 较 大 时 ,实际 计算 工作 基 将 是 非常 繁重 的 ， 
当 上 = p' 时 ,车 用 完备 型 止 交 表 Lmt ww) 进行 表格 式 的 设计 与 分 析 , 则 分 析 江 作 就 
变 得 轻松 多 了 了 


表 4-4 


7 


| rT 7 | 
Ba Be So 
t—1 


z 型 试验 在 正 交 表 Lm( 站) 中 设计 与 分 析 的 主要 步骤 如 下 ， 

(不 失 .… 般 性 ,用 表 中 m 个 基本 列 代表 mm 个 因素 .这 样 , m 个 基本 列 就 组 成 
试验 方案 ,这 是 一 个 全 面试 验 ,试验 的 处 理 数 n= 如 ,每 个 处 理 重复 丸 次 ， 

(2) 将 试验 结果 的 观测 值 ,登记 在 表 的 右 侧 ( 见 表 4-4), 共 得 w = nR 个 观测 值 . 

(3) 计算 各 种 和 ( 见 表 4-4): 


7 = 祖 jyy = 第 i 处 理 的 疯 测 值 之 利 ， 


7 - > -= 所 有 观测 信之 和 ， 


TD = 这 J = 第 并列 中 水 平 为 ! 的 五 之 和 


(Ff = 0 lk = 1,2,..0). 
(4) ? 算 各 类 平方 和 { 见 表 4-4): 


ssi - 总 平方 和 = >) > 六- 他， 
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十 内 
SS。- 误差 平方 和 = 人 ,人 > - > 了 工 ， 
SD) 


Sr 三 第 天 开平 方 利 二 一 一 (Ek 一 1 2， 9). 

吉平 方 和 的 月 i 度 在 表 4-4 路 给 出 . 

(5) 计算 交互 效应 平方 和 . 

任意 不 个 因 喜 的 变 互 效 庶 平方 和 为 字 和 由 仅仅 包含 这 起 个 因素 的 列 下 方 利之 
和 ,包含 这 下 个 字 桂 的 列 共 有 (+ 一 1 个 列 . 昌 由 度 志 为 相应 列 的 自由 度 之 币 , 革 
有 ff -1 六 个 月 出 度 . 便 如 ,ege 三 因素 交互 效应 平方 和 为 询 甸 分 别 为 abc ,a2 Pe,*… 
ao- 有 -ic 共生 -1 个 列 的 列 平 方 和 之 和 ,自由 庶 为 人 - 17， 

(6) 平方 和 分 解 式 为 


SSr = SS, + ss = S55。 + 各 种 效应 闻 方 和 之 和 . 
以 上 十 结果 , 均 守 . 总 许 表 4- 4 中 ， 方差 分 析 了 世 就 很 简单 了, 这 里 不 再 长 述 ， 


5 正 交 表 与 部 分 析 因 试验 设计 


5.1 可 加 主 效应 模型 与 蜡 度 为 2 的 目 交 表 设计 


上 一 童 讨论 的 是 在 完 备 型 止 交 表 上 ,对 严 个 因素 做 等 重复 全 面试 验 的 设计 与 
分 析 的 问题 ,在 那里 因素 的 所 有 的 各 种 效应 ,通过 试验 都 臣 可 估 的 .但 当 因 素 较 多 
或 水 平 数 较 大 时 ,试验 的 工作 其 很 大 ,有 时 不 可 能 实现 . 内 此 ,在 析 因 试验 中 , 一 个 
突出 问题 是 如 何 少 散 试验 .解决 这 个 问题 的 关键 是 减少 懂 型 中 待 估 歼 应 参数 的 个 
数 .从 : 般 原 则 上 来 说 ,试验 的 诗 理 数 不 能 少 于 模型 小 符 佑 参数 的 独立 个 教 .内 此 ， 
本 章 将 在 假定 某 些 高 阶 交 互 效 应 为 零 的 条 件 下 ,讨论 部 分 析 坟 试验 问题 . 
可 如 主 效应 模型 是 多 因素 析 因 试验 由 最 简单 ,也 是 坡 常 见 的 一 种 模型 . 如同 在 
『 程 设计 中 常常 在 -- 个 局 部 区 域 将 目标 函数 用 泰勒 4C.1. faylor) 级 数 展 开 的 次 
项 去 近似 一 样 ,可 加 模型 (在 第 3 章 中 的 例 3 中 讨论 过 ) 中 走 水 为 


区) = Spt) (5-1} 


形式 ,其 中 pg.{2) 为 仅仅 依赖 变 最 = 的 一 个 未 知 孜 

苦 把 (2Z2) 离散 化 ,分 别 划分 成 2a… 4; 个 水 平 , 则 需要 知道 , y(Z) 在 网 格 
中 上 的 值 用 部 数 兴 标 家 永 网 格 点 华 标 , 记 第 处理 (或 中 第 i 网 格 ) 
的 坐标 为 


种: 二 {os iar hm) 
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{1 EE a 过 tf 三 1,2,..… ,rm). 


全 选择 一 个 强度 为 2 的 正 爸 设计, 式 (5-1) 在 网 格 点 可 表 为 


Hm) = + Sn oy), (5-2) 
这 样 ,要 情 计 网 格 点 上 的 兴 丁 ) 的 函数 值 , 只 要 合计 式 (5-2) 的 1+ 中 十 记 十 十 二 


个 主 效应 值 谣 可 以 了 .由 边界 条 件 可 得 
Sa,) =0 (Ff = 1,2,. .m7). (5-3) 


第 j; 央 束 的 证 效 和 参数 问 足 个 独 亲 的 . 册 式 (5- 允 可知, 独立 的 内 有 上 一 1 个 ,内 紫 模 异 
式 (5-2) 中 ,要 椅 计 的 独立 参数 工 促 仅 只 有 
上 + 一 + 一 (5-4) 
个 . 
假定 已 我 到 一 张强 度 方 2 的 正 交 表 五 (xx…x ta 可 用 于 安排 模型 式 
15-23)] 的 试验 ,如 表 4-2 所 示 的 fst ,可 川 于 安排 4 个 水平 因 素 的 可 可 模型 试 
答 ; 它 从 全 部 刀 个 处 理 中 挑选 出 9 个 处 理 米 试验 , 芭 从 全 部 寻 理 中 愉 挑 选 了 149. 
从 强度 为 2 的 下 交 表 征 久 是 知 ,要 求 任 两 别 能 构成 等 中 复 全 面试 验 , 尖 此 ,处 
埋 数 必须 能 被 任 遇 水 半数 悦 积 整除 . 记 二 x yx m1 Xx 可 | = 了 为 任 丙 
永 平 数 乘 积 的 最 小 公 俏 数 ,强度 为 2 的 正 交 表 试 验 的 处 理 数 ,必须 满足 条 件 : 
nh 二 
此 中 4 必 正 尽数 .此 外 ,可 以 迹 明 
站 + + 有) {5-3) 
沪 式 (5-5) 的 等 号 成 立时 , 称 设 计 为 饱和 设计 . 换 科 话说 , 菊 估 计 m 个 因素 的 坏 效 
应 ,a 个 处 理 的 饱和 设计 是 最 少 的 了 . 
为 下 面 统 计 分 析 方 便 , 现 对 强度 为 2 正 交 表 与 正 交 阵 的 关系 ,给 出 一 成 儿 倍 解 


释 . 
证 (Xxx x 机】= (8y) 为 止 交 表 , 令 
应 pi 本 
po, - pp … 隅 (3,0, 
L py 8 - pi 
Y i i 


为 上 xx 阶 的 正 交 矩阵 ,在 上 式 中 ,除去 第 列 ,用 它 的 第 十 行 向 量 (p 候 ,p 轩 ，…， 
p 知 去 替代 正 交 表 中 第 j 列 水 平 为 上 的 元 素 , 于 尾 将 第 上 询 扩 展 成 nx (5 - 1) 阶 


短 阵 , ic 
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) ;ln 
Po 2 Pd Ps 
1 J 
r ] 
pe 1 pe, 
Lin = J 1 1 | (5-7) 
pi pis py 
了 J 4 


其 余 答 列 也 可 必 类 和 擅 蔡 换 . 这 样 , 南 丽人 x x x mT 交 表 ,可 得 到 -个 nx 
L1+fg6-t++(ip-1 年 阵 , 记 
L= [l,in, Leos,”', Lim), {5-8) 
其 中 1 为 所 有 元 率 为 1 的 nn 统 向 量 .由 正 交 表 定义 不 礁 江 明 , 式 t5-8) 的 年 阵 工 的 
兰 列 正 变 , 组 成 列 问 量 正 交 矩 阵 ,使 正 区 表 与 正人 交 伸 阵 有 了 得 接 关系 . 
用 Am 表示 出 矩阵 了 工 ) 的 列 向 其 所 形成 的 全 - 划 维 了 空间 ,于 是 张 正 
交 表 可 把 nr 维 欧 氏 线 性 空间 RR? 分 解 为 m + 2 个 直人 交 子 空间 之 和 : 
BR" = pA) BAL DB BTL) Bu (LL) (5-9) 
其 中 1! (二) 为 pt 工 ) 的 吉 人 王 补 子 空间 , 当 正 交 表 为 饱和 设计 时 ,py (了 工 ) 为 0 空 
间 . 
设 为 R" 的 任 一 问 量 ,* 在 mr) 的 投影 长 知 半 方 为 
SS 站 = 天 症 1 党 ， {5-10) 
此 中 4 = CAn)LinLt 为 投影 阵 . 
若 记 了 为 x 的 所 有 分 景 之 和 , Th? 为 下 交 表 第 j 询 申 水 闻 济 上 所 对 应 的 z 分 其 
之 和 , 则 二 Li 的 和 天国 站 于 人 。 


ja = > sx， = pr {5-11} 
共 中 祖 ， 基 呈 对 图 定 水 平 为 上 求 和 区 祥 由 式 (5-10) .只 (5-11)、 式 (5-7) 和 式 
(5-6) ,得 


sso = Sy- t, (5-12) 


从 式 (5-12) 可 看 到 ,x 储 ( 荆 ) 的 投影 闪 不 依 粹 正 交 阵 式 (5 中 后 5 一 1 询 的 系 
数 .通常 ， 选用 正 交 多 项 表 中 各 次 项 系数 ， 州 正 变 多 项 趟 | PHiH 拟 合 主 效应 . 当然 这 已 
戟 出 本 篇 内 容 ,有 兴趣 该 者 林 人 参看 文献 [ 1， 

由 式 (5-9) 和 式 15-12) ,可 得 平方 和 分 解 式 


= > S90) + SS (5-13) 
1 = 1 


ss = DR- T, 
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称 为 完全 平方 和 .而 SSw 是 斌 在 ux 一 《 工 ) 上 的 机 影 ， 
SS = SS - Dsso 


称 为 横 型 误 善 平方 和 . : 泊 正 交 表 为 饱和 设计 时 ， SS = 0. 

由 上 可 见 , 给 定 一 张 扩 交 表 , 就 可 将 本 空间 进行 由 交 分 解 ,每 列 伐 表 一 个 
(一 信 锥 子 空间 ,而 各 列 平 方 和 SS 为 向 量 在 该 了 空间 的 投入 的 平方 锋 度 . 所 谓 
一 个 正 交 表 的 试验 谨 计 ,就 是 如 柯 将 模 生 中 的 各 效 席 嵌 人 务 子 空间 ， 

有 上 面 的 儿 何 解释 ,对 模型 式 (5-2), 在 (tx 和 x…x 扣 ) 表 上 的 等 重复 斌 
验 后 可 得 到 各 效应 的 L.S. 居 计 : 


~ TT a 
= Rn 了 = 2 > 


门 
a = ET CF = ,2 ,mk = T ,2 
其 中 
TH = > = 第 j 列 .水平 为 上 的 yy 之 和 . 

各 平方 和 为 

SSr 一 了 > ， 

> 
Se = > - 页 :T= 了 7 
SS = 和 372 一 
> 

TR nn 

ssw = 89, > ss0 
平方 和 的 分 解 式 为 


Sm = SS + DI. = Sss,, + Se + 33, 

当 SS， 较 大 时 ,可 体 疑 主 效 应 模型 假定 的 正确 性 ,应 对 模型 假定 进行 显著 性 检 
验 . 具有 在 S5。 不 显 若 时 , 才 可 将 它 合并 到 SS, 中 去 .作为 最 后 的 误差 方差 的 估计 ， 
此 相应 的 自由 度 

Je = 之 


5 正人 诡 表 与 部 分 析 因 试验 设计 ， 135 ， 


也 上 达 合 于 到 谋 差 站 出 度 f = ntR-1) 汗 去 . 
5.2 六 阶 甩 焉 效应 模型 与 分 六 力 概念 


前 面 已 经 春 到 ,假若 要 估计 五 阶 交 互 效应 模型 中 的 所 有 效应 ,至 少 要 屋 强 度 为 
4 = 2(k + 1 的 正 交 试验 , 当 所 = 1, 即 侍 息 两 因素 的 交 五 效应 存在 ,而 丙 个 以 上 的 
父 五 获 席 均 为 震 时 , 阁 邓 估计 两 因素 灾 末 效应 , 刚 要 构造 说 度 为 4 = 4 的 正 交 表 . 
当 m4 时 ,4 = 4 的 正 交 表 的 任意 4 列 ,要 档 成 四 关 率 的 等 重 介 试验 ,因此 ,试验 
的 处 理 数 必须 为 任意 四 因素 的 水 平 数 磁 积 的 公信 和 数 .有 时 收 这 个 数 是 很 大 的 . 例 
如 ,一 个 水 平 为 2x 3x3x4x5 的 天 因素 试 答 ,其 任意 四 素 水 平 数 乘积 的 最 小 公 
信和 数 为 n = 360, 等 于 全 面试 验 卫 ，- 点 也 节省 不 了 试验 的 处 理 数 . 

在 其 些 情况 下 ,虽然 知道 某 些 交 五 效应 存在 ,但 并 夏 袜 去 傅 计 它 的 值 .于 是 试 
验 设 计 引 进 太一 种 混 厅 技术 ,用 遂 俗 语言 来 说 ,就 是 把 :由 不 想 去 估计 的 效应 崩 人 
正 变 表 的 一 个 列 或 儿 个 列 中 ,从 这 些 列 所 个 计 出 的 植 , 计 到 遇 和 这 些 效 应 的 里 种 线性 
组 合 ;但 是 那些 需要 估计 的 效应 , 却 玉 受 这 些 效应 的 影响 . 

上 和 已 经 证 阴 , 当 一 办 以 上 变 下 效应 为 零 时 ,由 量度 为 2 的 目 变 表 可 以 得 到 证 
党 庶 的 估计 , 热 面 当 一 阶 兖 芷 获 诬 存在 时 ,所 得 到 的 估计 - 拉 , 不 再 反 贞 主 人 获 应 了 ,而 
是 主人 效应 与 基 些 变 互 效应 的 线性 组 合 ,也 就 是 证 效应 与 基 些 交互 效应 混杂 了 .可 以 
证 明 ,对 于 一 阶 交 互 模型 , 苦 用 强度 为 3 的 正 交 表 设 计 , 可 得 到 主 效 应 估计 ,但 - 阶 
变 互 喜 庶 之 间 相 互 混杂 .因此 , 当 仅仅 关心 主 效 应 值 ,而 平息 估 计 二 因素 灾 互 效应 
时 ,可 采用 强度 为 3 的 正 谤 表 , 用 于 节省 试验 次 数 ， 

对 王 -- 般 的 情况 ,博克 斯 1G,E,P.Boxl 和 剖 特 水 (unter) 引进 了 品 分 瓣 力 方 
案 的 定义 ,所 请 RR 分 辨 力 方 案 是 指 当 大 于 R - /个 因素 的 交互 效应 不 存在 时 ,允许 
对 / < 如 个 因素 的 交互 效应 作出 售 计 . 

由 十 定义 可 现 : 

强度 为 2 的 正 交 表 讽 计 是 中 = 3 的 分 辨 力 方 案 , 即 当 朵 素 以 十 的 交互 效应 不 
存在 时 ,可 对 主 效应 作出 估计; 

强度 3 的 正 交 表 设 计 是 RR = 4 的 分 辨 力 方 案 , 当 3 个 以 上 因素 的 交互 效应 不 存 
在 时 ,对 主 效 应 可 作 册 估计, 但 一 因素 交互 浆 应 相互 混杂 ， 

强度 为 4 的 正 交 表 设 计 是 R = 5 分 辨 力 方 案 , 当 3 个 以 上 因素 的 交互 效应 不 存 
在 时 ,能 对 证 效应 和 二 因素 交互 效应 作出 个 计 . 

读者 可 用 类 似 方法 证 明 , 强 雇 为 4 的 下 交 表 设计 是 个 R= 4+ 1 分辩 万 方 


案 , 当 愉 -以 上 因素 的 交互 效应 不 存在 时 , 它 能 对 / < 5 因素 的 交互 效应 作出 售 
计 . 为 使 用 方便 , 表 5-1 对 儿 个 常用 正 交 表 给 出 不 同 强度 的 列 号 ， 
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开 5$-] 
正 交 表 3 4 5 
刚 旺 
Le | 1,2,4,7 
Zi16(2 ) 1.4.7.8.11.13.15 


| 1,2,4,7,%,11,13, 14, 
16,19,21,22,25,25,28, 


1,2,5,11,14,19.,25,29 


[| ,2,5,14.,33 
1 ,2,6.12,15,21 


5.3 表 关 谈 计 与 战线 图 


前 面 考 虑 的 上 阶 交互 效应 模 避 的 谨 计 问题 ,都 是 仆 定 低 于 让 阶 的 实 吾 效应 均 
不 为 零 ,RR 分 辩 力 方案 仅 保 证 所 有 六 < RA2 因素 的 效应 是 是 估 的 ,其 余 小 于 RR-f 
个 因素 的 效应 是 混 森 的 .但 在 很 多 试验 中 ,人 们 点 希望 千 讨 藉 干 个 交 应 ,对 其 人 条 效 
店 均 试 为 下 存在 .这 种 模型 称 不 完全 的 着 阶 变 开 效 应 模型 . 本 节 主 要 讨论 不 完全 
效应 模型 的 试验 设计 问题 . 

所 谓 表 头 设 计 ,就 是 将 提出 来 需要 通过 试验 去 估计 的 效应 骨 人 正 实 袁 的 列 中 ， 
这 个 问题 不 是 对 所 右 类 型 正和 爸 表 都 能 简单 实现 的 . 上面 公 限 于 讨论 完 关 型 让 变 表 
的 衷 头 设 计 ， 

在 介 织 完 着 型 正 交 表 构 造 时 ,已 既 介 绍 过 列 名 送 算 规则 . 当 任何 两 个 因素 安排 
在 表 中 的 蝴 列 后 ,这 两 列 所 产生 的 上 - 1 个 列 也 就 唯一 确定 了 . 困 素 记 占 的 列 , 即 为 
证 效 应 列 ; 出 该 两 列 所 产生 的 列 , 即 为 变 互 效应 列 . 试 验 完 成 后 即 可 用 这 些 列 去 个 
计 证 效应 和 交 百 效应 及 其 平方 和 .需要 特别 注意 的 是 ,两 个 笠 佑 效应 不 能 同时 占有 

-个 列 , 这 就 是 表 头 设计 的 基本 原理 .那么 ,在 给 定 因 素 水 平反 待 估 的 效应 之 后 .是 

否 有 一 种 策 定 程序 米 作 出 表 头 设计 呢 * 由 于 设计 的 多 样 1F .很 难 给 出 确定 程序 ,所 
使 用 的 方法 主要 为 试探 法 . 磺 举 一 个 简单 例子 如 以 说 明 . 

设 有 4 个 二 水 平 因素 ,分 别 用 4,8B,C, 上 表示 .模型 中 竺 估 效应 除 4 项 证 效应 
4 ,有 ,CE 和 万 外 .还 包括 霸 ,4C 和 BC 等 3 项 交 于 效应 ,上 D !j 其 余 因 素 的 变 耳 效应 
为 雯 .这 是 一 个 不 完全 的 - 阶 安 时 效应 模型 , 待 佑 辫 应 共有 了 项 ,因此 起 码 要 有 不 
少 于 7 了 7 列 的 二 水平 正 伙 吉 .首先 从 帮 (27 着 手 , 它 有 了 个 列 , 其 列 名 表 见 表 于 2 


中 ”以 “常用 数理 统计 赤 " 中 列 号 为 蕉 . 
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表 5-2 


- 般 先 安排 有 交互 效应 因素 ,将 4,8 分 别 旅人 往 表 的 1,3 两 列 . 由 列 名 运算 可 
知 , 芯 互 效 应 4B 占有 第 3 询 . 至 此 , 表 的 第 1,2,3 询 已 分 因 共 4,.B 和 四 占有 , 侣 
与 玉 此 余下 人 下 将 应 有 具 能 安排 旬 第 4- 了 列 和 中 去 , 若 节 习 生 了 第 4 询 , 通 过 列 和 名 运 
算 ,45 上 古 有 第 5 列 , BC 而 有 第 6 列 , 有 最 后 只 剩 上 第 7 列 .用 上 万 与 其 他 3 个 困 素 均 
无 右 有 是 剖 应 ,正好 四 用 第 7 列 安 排 .这 就 得 庆 表 5-2 所 示 的 专 法 设计 ,这 时 表 的 第 
1,2,4,7 列 构成 试验 方案 ,是 方 实施 方案 ,只 需 从 全 部 16 个 处 理 中 挑选 扩 8 个 处 理 
来 试验 ， 

表 兴 设计 不 是 孜 -的 . 惫 如 ,对 十 上 酌 , 也 可 采用 表 5-3 纹 示 的 设计 .这 时 由 第 
1,2,4,7 所 构成 的 方案 中 的 8 个 处 理 与 前 向 的 8 个 处 理 本 全 相同: 但 苦 模 型 假定 二 
懈 的 语 ,试验 后 数据 分 析 的 结论 应 该 _- 致 . 

表 5-3 
到 局 1 2 3 4 | 世 6 7 
表 蒜 ! CC B BC D AB 人 避 


为 了 人 司 实 际 工 作者 做 表 头 设计 方 使 ,在 一 些 正 交 表 捷 府 附 有 点 线 图 .点 线 图 中 
根据 有 限 仿 射 斤 何 理 论 建 立 的 .人 芷 有 限 域 钰 (下 的 严 个 变量 的 线性 函数 ,可 以 
下 交 为 m 维 有 限 仿 射 几何 的 一 个 点 .m 维 仿 射 几 何 共 有 

y= lA 1) 
个 不 回 点 和 gq 茶 不 辣 的 直线 .任何 两 点 可 联 成 - 繁 线 ，: 条 线 上 有 +1 个 点 .由 完 
鱼 型 正 交 表 的 攀 造 可 刊 , 它 的 每 到 对 应 着 详 维 仿 射 几何 的 :个 点 ,两 列 的 洋 唱 列 
对 虑 该 两 列 联 线 上 的 其 余 t- 1] 个 点 ,这样 ,就 可 用 堪 象 比 的 点 线 图 关系 来 表 丰 元 
笛 型 正 交 表 的 考 头 弯 计 了 . 
例如 ,Ls(2) 共 有 ?个 点 ( 列 ). 用 点 和 线 表 示 列 之 间 的 一 种 关系 ,两 点 相 联 表 


2 
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不 要 芹 卡 交互 效 应 ,直线 上 的 点 对 应 交 匠 列 ; 否 同 点 沾 相 脱 即 表示 它们 辐 不 存在 交 
互 效 应 .于 是 ， -个 表 头 流 计 , 租 对 应 : 张 点 线 图 ,每 列 纵 在 点 线 图 中 出 现 一 次 , 册 
仅仅 一 次 .上面 表 5-2 所 未 的 表 头 设计 ,对 应 丁 图 5-1 所 示 的 点 线 图 . 
显然 ,同一 张 正 交 才 可 洒 出 各 种 形状 的 点 线 图 ,如 图 5-2 所 示 的 必 ist2 站 的 力 
一 张 点 线 图 ,也 是 安排 4 个 因素 ,但 2,4,6 列 之 间 不 相让 冯 三 效 应 ,对 应 的 表 头 设 
计 如 表 5-4 所 示 ， 


长 5-4 


2 
字 11 0 1 12 13 
1 
4 8 
| Fi 五 ”> 
图 5-3 | 多 5-4 
它们 所 对 应 的 表 头 淄 计 分 别 如 表 5-5 和 表 5-56 所 示 ， 


表 5-5 


2 
起 5-6 
] 2 3 4 与 问 ?7 总 9 iw 11 12 ]3 


B AB AB CC A A DD AD AD EE AE AF 


它们 分 别 可 安排 7 个 和 5 个 因素 以 及 若干 个 交互 效应 .党 师 注 意 的 是 , 当 央 素 少 于 
点 线 图 所 要 求 时 ,还 是 可 以 使 用 这 个 图 ,只 要 把 那些 列 空 首 品 可 以 本 ， 


5.4 ”下 交 表 试验 的 区 组 臣 证 


正 交 表 设 计 , 促 仅 是 根据 模型 中 待 估 效 朗 的 昌 求 ,完成 处 理 的 挑选 .但 是 为 了 
获得 试验 误 盖 估计 和 确保 效应 估计 的 正 交 性 ,还 需要 每 个 处 理 重 复试 监 相 癌 的 
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六 全 1] 次. 摘 句 证 说 ,总 具 击 昌 试 验 nR 次 . 虎 把 上 次 试验 安排 到 rR 个 试验 单元 , 开 
上 要 nR 个 单元 的 条 件 保 持 : 致 ，- 般 是 很 准 做 到 的 ,这 就 提出 了 一 个 区 组 谨 计 
问 | 

任 正 变 表 试 验 中 ,常用 丙种 惰 组 设计 方法 ， :种 叫 科 全 重复 区 组 设计 , 另 -种 
得 分 组 重复 区 组 诬 计 . 

当 处 理 数 不足 太 大 时 ,可 要 求 每 次 重复 时 保持 试 骆 单 抑 至 ,不 同 重 复 间 
可以 允许 有 一 定 差异 ,也 就 是 说 ,可 以 把 呈 个 处 理 安排 到 只 个 完全 区 组 中 去 进行 
试验 ,这 称 为 完全 重复 区 组 设计 .在 完全 重复 区 纽 设 计 中 ,上 车 复 条 件 上 的 差异 . 般 
不 会 影响 庆 因 素 的 各 种 效应 的 估计 及 其 伴 方 和 ,但 是 它 将 磺 响 到 重复 误 盖 平方 和 
ss. .为 了 获得 较 小 误差 和 估计 ,必须 按 完全 随机 区 组 设计 中 的 方法 个 下 55. 的 值 . 

当 处 理 数 呈 较 估 时 ,上 要 在 一 套 重 复试 验 中 保持 nw 个 试验 单元 的 一 致 性 ,有 时 
很 难 和 做 到 . 蔷 如 ,在 工业 性 试验 中 ,要 在 一 个 设备 上 做 完 : 僚 重 复 迅 验 , 周 期 会 攀 得 
很 兵 . 这 时 需要 将 处 埋 分 成 若干 组 ,在 用 套 设 备 上 ,由 几 个 工人 同时 操作 .因此 ,在 
试验 实施 过 程 中 存在 -- 个 将 处 理 分 组 问题 .试验 按 组 进行 ,组 内 试验 条 件 变 求 -- 
致 ,而 组 与 组 之 问 允 许 有 -证 的 差异 .这 就 叫 分 组 重复 区 组 设计 . 

如 何 把 由 正 交 表 所 选 出 的 = 个 处 理 进 行 分 组 呢 ? - 般 来 说 ,要 求 所 使 用 的 正 
交 表 在 安排 了 因素 的 效应 后 ,还 和 留 有 空 列 . 记 该 空 列 的 小 焉 为 点, 根据 这 一 到 的 水 
平 号 ,可 将 个 外 理 分 成 不 同 的 水 平 5, 对 应 同 -水 平 的 处 理 分 为 一 个 组 ,每 给 有 
万 = nA/$ 个 处 理 .这 个 用 米 分 组 的 列 , 称 为 区 组 列 . 分 组 试验 的 组 间 的 不 均匀 性 ,将 
集中 反映 在 区 组 列 的 列 平方 和 之 中 ;而 其 他 因素 的 效应 郁 不 会 受到 任何 影响 , 按 原 
来 方法 进行 分 析 . 每 做 定 1 个 寻 理 的 一 次 重复 ,使 用 了 上 4 个 区 组 , 需 计 算 一 次 区 组 
列 的 平方 和 ,并 次 重复 ,实际 上 使 用 了 砚 个 区 组 .区 组 的 影响 , 仅 奴 涉及 误差 平方 
和 与 模型 误差 平方 和 , 需 对 这 一 项 作出 修正 . 详细 方法 可 乱 硬 文献 [1]. 

当 正 交 表 的 所 有 列 均 被 各 种 效应 占据 ,无 空 列 可 用 来 分 区 组 时 ,可 用 部 分 混杂 
法 .所 谓 部 分 泥 厅 法 ,就 是 在 员 次 重复 试验 中 ,采用 员 个 相国 列 来 划分 区 组 ,虽然 
在 -次 重复 时 某 列 效 麻 被 区 绀 效应 所 混 条 ,但 在 其 余 的 只 -上 次 重复 中 ,该 效应 依 
然 可 得 到 估计 ,可 以 证 明 这 样 的 区 组 划分 法 是 一 种 PBIB 设计 ,数据 分 析 也 很 简单 ， 
由 于 篇 幅 关 系 , 对 此 这 里 就 不 再 介绍 了 . 


6 回归 设计 


6.1 二 次 曲面 的 复合 设计 


在 比较 试验 种 析 因 试验 中 ,把 指标 隆 数 ?( ZI) 离散 化 生 , 仅 要 讨论 兰 干 处理 点 
二 的 值 , 所 用 的 统计 分 析 方 法 也 主要 是 方 益 分 析 法 .本 章 将 讨论 两 种 前 用 的 回归 流 
计 问题 .在 这 里 过 求 所 有 因素 是 定量 变量 ,模型 ?( 中 是 定义 在 试验 区 域 | 的 多 项 
式 隧 数 . 
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设 2 2 和 是 站 个 媒 量 尼 量 ,在 一 个 确定 试验 区 域 上 变化 .对 于 任 :变量 
z , 取 定 两 个 值 zl 和 2305 2 > zz 称 志和 ER | 立 的 两 个 水 第 ; 称 世间 二 (zl + za 
为 5 的 中 心 值 ,入 =z -220) 训 2 为 二 的 试验 步 长 .在 实际 试验 问题 中 ,zx 是 带 有 其 
纲 的 值 .为 下 面 讨论 方 使 ,在 此 引进 新 的 无 量 岗 变量: 


wa (2 mn) (6-1) 


经 过 土 式 变 模 后 ,中心 点 [zo zm ,zm0) 实 到 新 安 量 的 玫 标 原点 C0,0,…,0) i. 各 
变 基 的 两 个 水 平 值 zi ,2 分 别 变 力 1 与 -1. 称 式 (6-1) 的 全 换 为 标准 化 变换 ;经 过 
变换 后 的 罕 量 x 称 为 标准 化 变量 , 它 不 再 含有 量 册 ,为 了 统 --, 本 节 中 所 有 变量 都 
候 洪 尽 经 过 标准 化 了 的 . 

所 谓 瑟 次 曲面 的 复 会 设计 诺 是 对 二 次 多项式 模型 

nr = Bot Bixtt e+ Bxm + Blaxix2 t+ "+ ,1 mm 1 Xm + 
Buxt + + Pmt 6-2) 

进行 分 批 序 其 试验 的 种 正 交 设计 上 态 法 . 

上 式 中 于 有 1 + 可 + (+ m= (2) 个 待 估 的 回 册 系 数 ,要 估计 让 


( ”个 系数 ,至 少 妆 在 ( ”++ ) 个 不 同 处 理 点 二 做 试验 . 苦 试验 点 任意 取 值 ， 


则 要 估计 { ”了 ) 个 回归 系数 ,必须 求解 ( ”+ “) 阶 线性 方程 组 .这 不 仅 计算 工作 
量 大 ,而 且 佑 计 精度 往往 很 低 ， 

对 于 模型 式 (6-2) ,博克 斯 (1951) 等 提出 了 .种 较为 合 坚 的 设计 ,这 种 设计 把 
秘 个 试验 分 解 成 二 批 , 序 吐 地 完成 . 

第 --- 批 ,在 中 心 点 {0,0， "" ,0) 作 Mm] 次 重复 试验 . 记 TDOLy TO YoOn 为 观测 值 ， 
计算 平均 值 yo 与 重复 误差 平方 和 : 

S30 = {yo -yo 六 

这 - 批 试 验 的 圭 要 目的 是 考察 试验 系统 的 可 重复 性 . 当 误 其 方差 较 大 时 ,应 改善 试 
验 条 性 ,使 试验 具有 一 定 精度 . 

第 二 批 ,在 完成 第 一 批 试验 后 ,在 试验 具有 可 重复 性 条 件 下 , 骨 对 每 个 变量 分 
别 选 择 适当 的 步 长 ,给 出 + 1 的 两 个 水 平 值 ; 然 后 选用 一 张 适 当天 小 的 二 水 平 完备 
型 正 交 表 . 从 中 取出 强度 为 4 的 mn 个 列 , 组 成 一 张 五 (2") 型 试验 方案 表 , 表 中 二 水 
用 - 1 代理 .在 完成 宁 交 表 互 (2") 中 的 “个 试验 (不 带 和 其 人 后 ,计算 其 平均 值 
,与 第 . . 批 的 平均 值 为 做 显著 性 检验 . 若 二 者 无 显著 差异 ,说 明 模型 式 (6-2) 不 仿 
-次 硕 , 则 可 停止 试验 ,用 两 批 的 m + ma 个 试验 观测 值 去 佑 计 线 性 回归 模型 

n(x) 三 Bo + BI + "+ Bm (6-3) 
其 中 同 归 系 数 的 犀 计 公民 为 
人 +n 
nnm+n 
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俏 1 ~ -1 fi 一 ] ,2 ,ny, {6-4) 


其 中 TH? 与 TY 分 因 表 不止 交 表 {2") 试验 中 第 i 个 变 训 的 1 水 平 与 - 1 水 平 的 
观测 值 之 和 . 

仍 若 前 面 检验 的 y 与 jo 有 显著 差异 ,说 明 模 型 式 (6-2) 的 一 次 项 存在 . 这 时 需 
要 增加 试验 才能 估计. 

第 三 批 ,在 每 个 变 醋 的 坐标 轴 上 ,选取 辟 长 为 + a 的 商 个 对 称 点 ,m 个 变量 共 
有 2m 个 点 ,机 应 地 需 做 2m 个 试验 ， 

三 批 试验 总 共 完 成 N= no+ n+2m 个 试验 .这 入 个 试验 点 分 布 在 以 中 心 点 为 
球 心 的 两 个 问心 球面 上 ,第 - 批 试 验 是 中 心 点 的 重复 试 蛤 :第 一 批 的 个 点 分 布 在 
半径 为 /2 的 球面 上 ,用 米 探 测 二 次 项 {实际 起 平 方 项 1!) 是 让 存在 ;第 三 批 的 2m 个 
点 分 布 在 半径 六 a 的 球面 与 m 个 轴 的 交点 上 . 冠 驱 一 批 达 验 后 ,模型 式 (6-2) 的 


( 了 下 个 回归 系数 是 可 估 的 ,由 于 这 个 设计 册 一 部 分 组 成 .因此 也 称 复合 设计 . 
在 试验 设计 中 , 臂 长 e 的 值 ,只 要 a > 1, 可 以 任意 选 收 .但 为 了 估计 系数 计算 
简便 ,日 优 计 精 订 最 高 ,可 以 证 明 , 如 取 


= 区 各 一， 【6-5) 


则 这 个 设计 就 是 正 交 设计 ,各 回归 系数 的 个 计 就 是 独立 蜀 为 了 常数 项 估计 上 方便， 
不 失 一 般 性 地 可 将 式 人 {6-2) 眠 写 为 


nx) = n+ > + pn + 人 成 [大 - 全 2a]， (6-6) 
叫 各 系数 的 最 小 一 琵 人 ji 为 


Ea 下 
bn = Nn: 


Ti? TY + a Yi — Pe) 
n+ 2o” : 
了 _ TE 


此 


人 
B= 


T+ a (yo + 其 - JJ) - (n+207) 总 
B: = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~- Ci = 1.2,. ,mm), 


其 中 了 为 所 有 站 个 观测 值 之 和 ;ye 与 了 为 第 i 生 其 分 别 站 从 标 轴 上 a 太 与 -a 点 
上 的 观测 秆 ;7 为 第 二 批 试验 的 n 个 观测 值 之 和 、 
各 系数 估计 量 的 方差 分 别 为 : 


varf bo) 


_ 袜 

= 玫 ， 
a 

var( 合 ) = 二 一 - -5 


n+ 20° 
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A ot 
var( 遍 )》 = ， 
var( Bi ) = 2 Ci = 1,2,.…,m), 
竹 怖 计量 问 协 方差 均 鸭 寄 . 
各 系数 的 仿 回 时 半 方 和 为 


3S5 = (n+ Zo:) 2 


Lt 


Sg 一 n 启 ， 


SSs - (2a4) 所 {i,j = 1,2,.,m). 
回归 的 残 差 平方 和 为 
SS = SS - > ssy - ,55s - > ss， ， 
自由 度 为 i 
所 nw-(" 
这 样 ,检验 和 置信 域 均 吕 简单 给 出 ,这 皇 就 森 再 蒙 述 . 


6.2 ”配料 试验 与 设计 


在 科学 试验 中 ,配料 问题 是 一 类 常见 的 试验 问题. 在 这 类 试验 中 ,因素 是 配料 
中 备 成 分 的 比值 ,而 不 是 各 成 分 的 绝对 用 景 .由 本 各 成 分 的 比值 之 和 为 1, 因 此 各 
因素 变 基 不 能 完全 自由 变化 ,而 有 一 个 约束 条 件 .那么 ,在 因素 渚 变量 问 带 有 约束 
条 件 下 ,如 何 实现 试验 的 布点 昵 ?这 止 是 本 节 寺 论 的 主题 ， 


6.2.1 单纯 形 和 谢 菲 多 项 式 
在 讨论 配料 设计 之 前 , 先 得 介绍 单纯 形 和 谢 非 (H.Sehelts) 和 多项式 . 
没 qj aa 基于 维 欧 放 空间 的 m 个 线性 无 关 疝 基 , 则 称 区 域 
Sr = {xr:r = Sas 2 0, > = [上 (6-7) 


为 mm 维 旷 氏 空间 中 的 4 -1 维 单纯 形 .ai ,a;,…, a 为 此 单纯 形 的 顶点 ,任意 两 硕 点 
问 欧 距离 均 为 单纯 形 的 边 长 . 若 单 纯 形 的 所 有 边 长 相等 , 则 称 于 单纯 形 . 例 如 , 民 角 
形 ,四 和 曾 体 都 总 单纯 形 ; 而 正三 角形 .正四 面体 是 自 单 纯 珍 . 

车 用 sx ,x 表示 配料 试验 中 的 m 个 成 分 的 比 位 .它们 满足 


x 宇内 0 1 1,2,.. ,7m, > x = 1， (6-8) 


条 件 , 则 可 以 证 明 这 吉 个 变量 的 ( 值 域 ) 试验 区 城 是 mn 维 空间 中 mm - 1 维 正 单纯 形 ， 
记 e; = 《0,0,…,0,]1,0,… ,0)T 为 第 i 坐标 轴 上 的 单位 向 晤 ,满足 式 (6-8) 约束 的 - 
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组 值 ,可 用 m - 工 维 正 单纯 形 
Sr 一 { x: > 入 30， > 和 二 1} {6-0) 


表示 .此 正 单纯 形 边 色 为 92. 

例如 ,m = 2 时 , 它 是 连接 (1,0)"7 和 加 ,并 的 线段 .m = 3 时 , 它 基 顶点 为 (1.0， 
Or 0,1.07 和 (0,0,1)7 的 正 :: 角 形 . 

上 由 片上 林 抽 ,在 配 料 试验 中 , 竹 成 分 比值 可 用 正 单 印 形 中 的 点 胡 示 . 


存 配料 试 蛤 的 回归 多 项 民 模 是 中 ,四 了 入 = 1 因此 - 阶 多 项 模型 
Wx) = a0 + wa 


可 简化 为 
WY) = Sao+ ti) ks 
即 不 带 常数 项 . 称 
WX) = Sp (6- 10) 
为 “. 阶 寻 菲 多 项 式 模型 
类 似 地 ,由 于 #2 = (1 > oo 一 阶 多 项 不 可 简化 为 


1+ 


m{x) = Mx) + 人 Dear (6-11) 
式 (6-11) 称 为 一 阶 谢 非 多 项 式 ,其 中 (x) 汶 “ 阶 谢 改 多 项 式 . 一 般 地 ,二 阶 谢 革 
多 项 式 为 
mr) = mr) 全 if 和) + > 站 ER 《6-12) 
其 中 PCz) 为 二 阶 谢 非 多 项 式 宕 令 y。= 0. 则 式 (6-1) 简 人 为 
PY = m+ 2 Biv (6-13) 
式 (6.13) 称 为 不 完全 王 阶 谢 菲 多项式 ， “ ”” 
在 配料 设计 中 ,主要 采用 谢 非 多 项 式 模型 
6.2.2 单纯 形 格 点 设计 
设 有 m 个 成 分 的 配料 试验 , 现 将 每 成 分 比值 各 取 * + 1 个 水 平 : 


x = 0,. ,之 ,1 {i = 1 2 


显然 (a ，TDn 个 网 格 点 未 全 属于 六 - 工 维 的 正 单纯 形 中 ,具有 满足 六 = 41 的 网 格 
点 , 才 在 正 单纯 形 中 . 属于 正 单纯 形 的 点 称 为 |mm ,nj 格 点 .例如 ,13,3| 格 点 是 
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{ Xi = 0D,0),00,1,0), 0,0,1), 


{3.730).(3.0.3) .3.3.0),( 3.03). 
L .1 


(0.5.3) 03.3) (3.3.3). 


上 时 中 个 虑 ,如 图 6-1 所 示 . 
可 以 证 明 , jm,n! 档 点 共 硒 


[+ 个 点 . 若 在 所 有 格 点 
-都 进行 试验 , 则 这 样 的 设计 你 音 
纯 形 格 点 设计 . 由 图 6-1 是 看 到 ， 
单纯 形 格 点 设计 布点 比较 匀称 .由 
于 个 变 呈 的 阶 谢 非 多 项 式 也 
正好 有 { ”* ”~ 个 待 佑 系数 ， 


内 此 ,对于 盖 阶 请 菲 多 项 式 模 型 ， 
1m,n| 格 总 证 计 基 饱和 设计 , 四 
归 系 数 可 直接 解 出 . 企 个 带 重复 试验 时 ,饱和 设计 没有 误 关 自由 席 , 这 时 可 用 低 于 
rt 阶 的 多 项 起 氢 合 模 型 ,根据 : 般 回 归程 序 进行 统计 分 术 . 


6.2.3 单纯 形 形 心 设 计 


在 m - 1 维 正 单纯 形 的 ma 个 顶点 中 任 取 上 个 项 点 ,这 |! 个 顶点 组 成 1 - 1 维 正 
单纯 形 , 例 好 ,mm = 3 时 , 联 1 工 = 1, 三 个 顶点 组 成 二 个 退化 的 0 维 单纯 形 ; 取 1 = 2， 
三 条 边 组 咸 三 个 - 维 单纯 形 . 在 mm - 1 维 正 单纯 形 中 ,所 有 可 能 组 成 的 正 单纯 形 
{包括 退化 的 顶点 ')》 共有 2” - 1 个 .每 个 单纯 形 都 有 一 个 重心 .重心 就 是 各 顶点 的 
平均 向 量 . 例如 ,m = 3, 共 有 全 -1=7 
个 单纯 形 , 其 重心 分 曾 为 (,0,0),(0,1， ,0,1) 
0),(0,0,1),{ 沁 ,证 ,0) ,( 雪 ,0, 方 )， 
(0, 方 ,2 及 ( 访 , 方 3】 ,如 图 6-2 
所 示 . 从 图 6-2 可 看 到 ,所 有 低 维 的 重心 
点 ,在 单纯 形 中 的 分 布 明 相当 对 称 的 . 
这 2" -1 个 重心 , 称 为 m -1 维 单纯 形 
的 形 心 . 若 所 有 试验 的 处 理 均 在 形 心 上 
做 , 则 称 为 形 心 设计 . 由 52 

对 mm 这 3 时 ,由 式 (56-12) 可 知 , 谢 菲 
老 项 式 的 些 量 是 非 对 称 的 ;但 其 不 完全 三 阶 多 项 式 式 (6-13) 是 对 称 三 阶 多 式 式 . 式 
{6-13) 称 为 一 阶 形 心 多 项 式 .，: 般 = 次 形 心志 项 式 为 


| 


0,1,0) 工 工 《1 0) 
(= , 0) 


5 辣 归 设计 * 145 . 


bj 和 下 二 vA 十 >, Pi 二 1 {6- 14) 


lstim "< Sm 
= nt 


其 中 吉 _1(X) 为 n 一 1 阶 形 心 名 项 式 . 


显然 ,mn 次 开心 多 项 式 的 系数 其 有 [ 人] + 【2 + … + 【个 .特别 地 , 当 
n = mm 时 ,其 系数 正好 等 于 形 心 的 个 数 . 因 此 ,对 于 m 阶 形 心 多 项 式 模 异 , 形 心 设 
计 是 饱和 设计 . 

6.2.4 对称 单纯 形 设 计 


jm n| 格 点 设计 自 有 { +” 点 ,但 只 有 很 少儿 个 点 是 试验 区 域内 点 . 形 


心 设计 的 2" - 1 个 点 中 ,公有 一 个 内 点 .而 在 许多 实际 问题 中 ,希望 在 区 域内 点 上 
取 更 多 … 些 点 .下 面 介绍 的 对 称 单 续 形 没 计 ,可 克服 格 点 设计 和 并 心 设计 前 这 个 号 
假设 给 定 正 整数 Qi, di,… ,dd 和 筷 不 相同 的 下 数 gq ,wy2,… ,gn 满足 条 件 


wa = Mts Van, = 1 . 【6-15) 


给 定 m 个 配料 成 分 的 比例 如 下 ; di 个 成 分 比例 为 qi, 起 个 成 分 比例 为 yq,…， 
个 成 分 比例 为 4, 余下 m -dd 个 成 分 比例 次 0. 

记 GCm;0m-4, gg 中 ，… ,oh) 为 满足 上 述 条 件 的 所 有 可 能 排列 的 一 个 m 出 
秆 阵 , 每 行 表 示 一 个 设计 点 , 由 一 个 或 多 个 Gm;0m"4 qh,g 归 ,… ,gq 组 成 的 设 
计 , 总称 为 m 个 成 分 的 对 称 单纯 形 设计 . 

不 难 验 证 , 格 点 设计 和 形 心 谍 计 都 是 对 称 单 瑟 形 设计 的 :种 .例如 ,14,3| 接点 


设计 ,可 取 G(4: 1)，G(4;9 ,二 , 卫 ) 及 G(4:0,( 二 六 ) = 部 分 矩阵 组 成 ; 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
G4; ,1) = no 0 10 
0 0 0 1 
1 1 1 
3 本 3 0 
1 1t 1 
二 二 0 
3 3 3 
G(4;0, (5) = 
1 0 1 
3 3 3 
1 1 1 
1 3 3 3 
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l! 1 1 2 2 2 
0 0 0 0 0 0 3 了 可 总 村 
0 0 六 二 00 二 0 9 
1 2 3 3 3 3 3 3 
如 (4 ;他 1 ) 一 

3 li20210 020 0 0 

3 3 3 3 3 3 
2 1 2 1 2 -上 
本 0 可 00 和 0 0 3 


类 似 地 ,m 个 成 分 的 形 心 设计 ,由 G(ms0"-4, (04 = 42 的 严 不 
矩阵 组 成 
然而 ,在 对 称 设计 中 , 述 可 根据 实际 问题 要 求 选择 & 与 % ,使 得 有 足够 多 的 内 
2 
点 .例如 ,mm = 3 时 ,可 选 G(3;( 计 与 GG3;( 百 ) ,各 ) 共 4 个 点 : 


ER 


3373+3 6°6:6 


图 6-3 
4 个 点 恰好 是 4 个 正三 角形 的 重心 ,而 且 部 是 内 点 . 


6.3 有 限制 的 配料 试验 设计 


在 … 些 配料 试验 中 ,各 成 分 的 比值 x1 ;x2,，…, 除 注 足 式 (6-8) 外 , 偿 昌 求 基 
些 成 分 有 一 - 定 上 下限 限制 , 即 要求 


站 过 下 有 和 有 下 {taht 1,2,-…,m), (6-16) 
称 这 种 配料 试验 为 有 限制 的 配料 试验 . 
为 使 式 (6-16) 的 限制 有 意 疼 , 自 扰 要 求 
> < 1， > > 1 (6-17) 


条 件 成 立 . 可 以 证 明 , 在 上 述 限 制 下 , 共 试 验 域 是 m - 1 维 单纯 形 中 的 一 个 吊 多 面 
体 . 下 面 分 两 种 情况 ,讨论 它 的 设计 问题 

6.3.1 只 有 下 限 限制 的 情形 

假设 配料 的 各 成 分 仅仅 要 求 
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和 和 忆 和 过 Ci= 1],2,..m). 
由 式 (6-17), 得 
和 号 - 1- ws1- > 
7 上 本 
的 取 值 范围 .如 作 如 十 安 换 : 
wh = {i = 112) (6-18) 
1- >a 


显然 , 当 x; = Q 时 ,u, = 0; 当 x,=1- SNH, = HY, = 1. 这样 , 灶 & 来 
说 ,以 上 问题 就 是 个 不 带 限制 的 配料 设计 问题 ,上 季 介 绍 的 方法 就 可 应 川 了 ， 
6.3.2 有 上 上 下限 限 制 的 情形 


对 于 有 上 下 限 的 配料 试验 ,设计 方法 比较 麻 粮 .下 面授 过 例子 米 介 绍 两 种 设计 
方法 . 

1 端 项 点 设计 

这 种 设计 方法 ,主要 通过 布点 筛选 法 来 实现 . 其 步 又 如 上 下: 

(1) 对 才 mm 种 成 分 中 的 每 m -1 个 成 分 ,用 其 成 分 的 上 下 限 作为 两 水 平 , 列 出 
2m 于 个 术 平 组 合 , 将 测 下 的 一 个 成 分 的 比值 空 着 .这样 总 虑 可 列 市 m x2” 个 各 有 
m 一 1 个 成 分 的 比值 . 

(2) 还 - -检查 上 述 m x 2"1 个 比值 中 -1 个 成 分 的 水 下 组 合 ,如果 已 写 出 的 
m 一 1 个 成 分 的 比值 之 和 大 十 1, 旭 将 其 删除 ;不 然 , 则 把 论 阁 的 未 被 填写 上 比值 的 
成 分 填 上 ,使 m 个 成 分 的 比值 之 和 鸭 1. 如 果 新 填 上 的 成 分 比值 在 该 限定 的 上 下 限 
之 内 , 则 保留 这 个 成 分 组 人 台 , 否 则 也 只 能 删 去 . 

通过 以 上 1 步 又 ,得 到 凸 区 域 的 所 有 端 顶点 .有 的 端 顶 心 可 能 重复 出 现 多 次 ,但 
只 保留 一 次 . 

(3) 分 别 找 出 严 - 1,m - 2,-…, 一 维 凸 多 面体 的 形 心 . m - 1 维 形 心 , 是 它 的 所 
有 端 质 点 的 平均 点 .mm -2 维 形 心 ,是 分 别 将 每 个 成 分 固定 位 上 下 (成 上 ) 限 , 然 后 找 
出 其 余 m - 1 个 成 分 变化 的 所 有 端 硕 点 , 峙 对 这 些 端 顶点 求 平均 点 . 依 此 类 推 , 休 
得 各 维 的 凸 多 面体 形 心 . 

例 1 设 有 4 种 成 分 的 配料 试验 ,限制 条 件 为 

0.4 过 3 之 上 .站 ,站 .| 过 x 00.5, 


la x 人 .5 0 08 > = 1, 


要 求 设计 配料 试验 方案 . 

解 ” 列 出 mx 2"-! = 32 个 成 分 水 平 组 合 , 如 表 6-1 所 不 ， 
通过 筛选 ,只 有 9,10,13,14,17,18,21,22 点 续 符合 约束 条 件 , 因 此 ,只 有 8 个 端 项 
点 .这 8 个 端 顶 点 所 组 成 的 各 阶 形 心 ,如 表 6-2 所 小 . 
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11 0.4 
12 0.4 
13 0.6 
14 0.6 
15 0.6 
i6 0.6 

1 | 0.4 
18 0.4 
19 0.4 
20 0.4 
21 0.6 
22 0.6 
23 0.6 
24 0.6 
25 
26 0.1 
2 0.1 
28 0.1 
为 0.5 
30 0.5 
31 0.5 


32 1 .3 


.42 


0.1 


0. 民 
0.02 


0 
0 


[em 名 黄 


溃 
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夫 6-2 


形 心 好 端 硕 点 
1 9,10,13,14,17. 18,21,22 
2 9,10,17,18 
3 13 ,14,21 ,22 
4 9.10.13,14 
5 17 ,18,21,22 
6 9,13,17,21 
7 10,14, 148, 各 


这 样 ,由 上 述 8 个 端 硕 点 和 7 个 形 心 点 , 共 15 个 点 ,组 成 林 例 的 端 顶 点 谤 计 的 试验 
方案 . 

2. 由 对 称 单 纯 形 设计 点 的 线性 变换 所 得 的 设计 

谍 (x x2 =12 ,让 是 由 不 带 上 下 限 限 世 所 给 出 的 对 称 单纯 形 
民 计 点 .人 = maxze=minxy, 助 对 其 中 己 个 分 虽 作 线性 变换 

几 = 人 = N). {6-19) 

显然 . 当 xs 二 如 Bor= ai 当 Yj = 让 时 ，,o = 上 ; 当 XT 时 ,& 二 wy 和 bi. 也 负 
是 说 wu 落 在 上 下 限 a, 8, 之 间 . 余 下 mp 个 成 分 三 ,1 ,uy 可 月 出 在 生 二 所 


B= p+1， 由) 中 选取 ,使 > 和 = 1. 这 样 ,就 能 得 到 有 有 限制 的 配料 设计 ， 
例如 1 Hol 了 pp+27 了 下 mg 可 选择 为 


-iy 


HS 三 -1 
1 Pi, 卫 
:= 1 ™ 
mp (有 


EE=p+lp+ 2 Mm. 
[而 得 到 的 wm 不 一 定 满足 a < ww < 闷 条 件 ,这 时 可 将 该 点 咕 除 ， 

当 p = mm 一 1 时 ,ws = 1 > 完全 确定 .为 使 w 攻 在 [6,6。] 区 间 中 的 
机 会 大 一 些 ,可 对 区 间 长 度 如一 (二 1,2,….m) 排队 ,把 较 小 的 m -1 成 分 作 线 
丁 变 换 ， 

对 二 有 限制 的 配料 试验 ,一 般 也 可 使 用 谢 下 多项式 模 出 ,统计 分 析 册 可 用 加 曙 
分 析 法 .这 里 就 不 再 闵 述 . 


.150 : 第 3 篇 试验 设计 


参考 文献 


1 人 须 可 风 , 吴 启 光 .试验 汕 计 与 数据 分 析 , 上海 ;上 海 科 :党 技术 出 版 社 ,1985. 
2 闫 车 盎 . 混 科 试 验 设 计 .上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 , 1990. 
3 中 国 科 学 院 数 党 什 究 所 概率 统计 室 . 常 用 数 帮 统计 表 . 北京 :科学 出 版 社 .1974， 


抽样 调查 


编 者 冯 士 蓝 
审 校 者 ”分 国 华 


日 


引言 ee (1]53} 
基本 概念 与 问题 的 提 法 …… (153) 
1.1 总 体 与 样本 (153) 
1.2 心 体 目标 其 及 共 估 计 
a (154) 
1.3 非 抽 样 误差 及 质量 控制 
et {137) 
简单 随机 抽样 ……………… {158) 
2.1 简单 估计 时 及 其 性 质 
rt (158) 
2.2 ”样本 量 的 确定 ………… (161) 
2.3 批 估计 量 与 回 蛤 估计 量 
a {163) 
半 层 抽样 a 《1671 
3 定 汪 0 C167) 
3.2 ”简单 估计 重 太 其 性 质 
st (168) 


3.3 比例 分 配 与 最 优 分 配 


隶 


3.4 分 层 此 鸽 计 与 分 层 回归 估计 

Es (171) 
不 等 概率 抽样 tn (172) 
4.1 适用 场合 及 分 类 …… {172) 


4.2 放 呵 不 等 概率 抽样 … (173) 
4.3 不 放 问 不 等 概率 抽样 


和 {175) 
整 群 抽样 与 备 阶 抽样 ………… (178) 
5.1 定 区 tt (178) 
5.2 整 群 抽样 (179) 
5.3 二 阶 抽样 a {182) 
5.4 二 阶 及 多 阶 抽样 …… {186) 
系统 抽样 a {188) 
6.1 - 裔 措 如 {188) 


5.2 等 概 认 系统 抽样 一 
6.3 不 等 概率 系统 抽样 …: (如 ) 


引 


所 样 调查 也 称 样本 调查 ,是 一 种 重要 的 非 全 面 调查 方 汶 . 它 按 一 定 程序 从 所 研 
究 对 象 的 爹 体 (总 体 ) 中 抽取 一 部 分 (样本) 进行 调查 或 观测 ,再 根据 所 获得 的 样本 
数据 对 总 体 的 一 定 目 标量 (未 知 参数 ) 作 出 推断 ,例如 估计 等 . 

抽样 调查 是 数理 统计 中 两 个 具体 研究 样本 获得 方法 的 分 支 学 科 之 一 ,与 男 一 
个 分 支 学科 一 一 试验 设计 不 同 的 是 ,抽样 调查 涉及 的 总 体 足 实际 存在 的 {而 且 通 常 
可 以 假定 为 有 限 的 ) ,而 不 是 一 种 抽象 的 .假想 的 总 体 .与 数理 统计 其 他 分 支 学 科 所 
不 同 的 是 ,抽样 调查 所 涉及 的 样本 大 多 是 复杂 的 ,而 不 是 简单 的 诸如 独立 同 分 布 样 
本 


咱 ， 


抽样 调查 是 统计 学 中 发 展 与 应 用 最 早 的 分 支 学 科 之 -. 1895 年 在 瑞士 伯尔尼 
召开 的 国际 统计 学 会 第 五 次 大 会 上 , 饥 尔 (4.N. Kiaer} 正 式 提出 使 用 代表 性 样本 调 
查 方法 来 代替 全 而 调查 的 建议 , 许 包 学 者 以 此 作为 抽样 调查 让 中 的 开端 ,现代 抽样 
理论 主要 是 在 如 世纪 3 避 年 代 中 叶 , 特 别 是 在 第 二 次 世界 大 战 以 后 逐渐 发 展 起 来 
的 . 
抽样 贡 查 有 花费 少 , 适 时 性 强 两 个 基本 特点 ,是 当今 世界 各 国 获取 统计 资料 的 
一 种 最 重要 的 手 有 段 , 它 主 社会 与 经 济 、 人 口 与 健康 .资源 与 环境 以 及 现代 管理 等 洗 
名 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 ,起 着 极其 重要 的 作用 . 


1 基本 概念 与 问题 的 提 法 


1.1 总 体 写 样本 


1.1.1 总 体 、 质 祥 单 元 与 宙 祥 框 


总 体 就 是 所 研究 的 也 即 进行 调查 的 对 象 的 全 体 . 例 如 在 全 国 儿 童 情况 调查 中 ， 
全 国 所 有 ~ 14 岁 的 儿童 就 构成 调查 的 总 体 .调查 目的 是 为 了 得 到 这 个 总 体 的 某 
些 目 标量 的 估计 ,例如 全 同 儿 童 总 数 . 性 别 比例 ,学 龄 儿童 的 在 校 究 等 . 

总 体 是 由 个 体 组 成 的 , 作 抽 样 调查 时 只 能 从 总 体 中 抽取 -部 分 个 体 进 行 调查 ， 
这 部 分 个 体 就 网 成 样本 . 框 据 被 调查 的 样本 数据 , 芭 可 对 总 体 的 日 标量 进行 估计 . 

总 体 叮 以 是 有 限 的 , 邑 由 有 限 个 个 体 所 组 成 ,也 可 以 是 盛 限 的 , 即 所 包含 的 个 
体 数 量 有 无 限 多 个 ,就 抽样 理论 而 言 ,总 可 以 将 总 体 有 限定 为 育 限 的 ,因为 总 叮 以 将 
它 划 分 力 互 不 重 登 而 又 有 穷尽 的 有 限 个 部 分 ,每 个 这 样 的 毕 耸 称 为 抽样 单元 .例如 
在 粮食 农药 污染 调查 中 ,调查 的 对 每 是 粮食 , 老 按 颗粒 计 , 它 的 丈量 可 以 计 为 足 矶 
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限 的 .但 如 音 将 粮食 按 其 储藏 的 形式 ,分 成 各 种 包装 ,甚至 仓库 , 则 每 个 包装 或 每 个 
仓库 就 是 一 个 抽样 单元 ,而 它们 的 数量 则 是 用 限 的 ,抽样 单 皂 也 常 简称 为 单元 . 
为 了 抽样 的 方便 ,需要 - 俗 包 含 所 有 抽样 单元 的 名 末 .清单 或 地 图 , 称 之 为 抽 
样 框 .在 抽样 框 小 ,每 个 抽样 单元 被 编 上 -个 号 码 , 由 此 可 以 按 一 定 随机 北 程 序 进 
行 抽样 .在 抽样 后 ,也 可 根据 抽样 框 中 其 他 资料 找到 裤 抽 中 的 抽样 单元 ,从 而 对 其 
实施 调查 . 


1.1.2 样本 、 抽 样 与 概率 抽样 


样本 是 总 体 的 - -部 分 ,也 是 由 个 体 或 抽样 单元 组 成 的 .从 总 体 中 搜 取 样本 的 过 
释 即 是 抽样 . 质 样 可 分 为 概率 抽样 与 非 概 率 抽 样 两 大 类 . 非 概率 抽样 的 特征 是 样本 
的 抽 选 是 根据 主观 判断 ,有 日 的 有 意识 地 或 根据 操作 方便 的 原则 进行 的 ,这 种 抽样 
效果 的 好 坏 在 很 大 程度 上 依赖 于 抽样 者 的 主观 判断 能 力 入 经 验 , 不 能 估计 抽样 误 
差 ,也 不 能 从 概率 意 匀 上 保证 推断 的 准确 性 . 

概率 抽样 也 称 随 机 抽样 , 它 有 如 下 基本 特点 : 

(1) 能够 确切 地 定义 { 或 区 分 ) 不 同 的 样本 . 即 能 够 刚 确 表明 一 个 样本 包含 哪 
些 个 体 ( 或 抽样 单元 )， 

(2) 对 每 个 可 能 的 样 木 部 赋予 一 个 被 抽 到 的 概率 , 蕊 等 价 地 对 总 体 中 的 每 个 
抽样 单元 赋予 一 个 被 抽 到 样本 中 去 的 概率 ; 

(3) 通过 某 种 严格 的 随机 化 程序 从 总 体 中 抽取 样本 ,使 这 个 样本 被 抽 中 的 概 
率 等 于 所 赋 子 的 概 府 ， 

{4} 从 样本 估计 总 体 肯 标量 时 需 与 上 述 抽 样 慨 率 村 联系 ， 

概率 抽样 最 大 的 优点 是 可 以 估计 抽样 误差 , 歼 得 刷 让 的 精度 ,在 搜 样 过 程 中 避 
免 了 人 为 的 干扰 和 售 差 ,因此 概率 抽样 是 最 科学 .应 用 最 / 活 的 抽样 方法 .下 面 只 
计 论 概率 抽样 ， 

样本 中 包含 的 抽样 单元 数 n 称 为 样本 量 ,在 复杂 拟 | 样 中 ,这 里 的 抽样 草 元 数 
往往 指 的 基 基 本 抽样 单元 数 .样本 量 n 与 总 体 单元 总 数 ,Y(N 通常 已 知 ) 之 比 了 = 
nx 站 称 为 抽样 比 . 

从 总 体 中 抽取 样本 有 许多 不 同 的 形式 ,从 而 构成 许多 不 同 的 抽样 方法 .样本 中 
的 个 单元 可 以 失 总 体 中 还 个 手 取 ,也 是 以 -次 同时 抽取 ,前 者 称 为 逐个 抽取 方 
法 ,而 后 者 称 为 全 样本 方法 . 在 逐个 抽取 时 ,每 次 被 抽 到 的 单元 可 以 旋回 ,也 可 以 个 
放 辐 总体 之 中 去 ,前 党 称 次 放 回 抽样 ,后 者 称 为 不 放 回 抽样 .全 样本 抽样 是 一 种 不 
放 回 抽样 ,在 样本 抽取 过 程 中 ,总 体 ( 有 时 也 指 子 总 体 ) 中 的 每 个 单元 被 抽 中 的 概率 
可 能 相等 ,也 可 能 不 相等 ,前 者 称 为 等 概率 抽样 ,后 者 称 为 不 等 概率 抽样 ， 


1.2 总 体 日 标量 及 其 估计 


1.2.1 总 体 目标 量 的 分 类 
每 项 调查 都 有 其 特定 的 内 容 和 目的 .抽样 调查 的 目的 就 是 通过 样本 对 总 体 目 


1 基本 概念 与 间 题 的 提 法 


” 135 : 
标量 进行 估计 .最 常见 的 总 体 昌 标 量 有 以 下 儿 种 类 型 : 
(1) 总 体 总 量 , 也 称 总 体 总 和 .例如 全 国 0~ 14 岁 儿 童 总 数 , 某 市 商业 零 此 总 额 


(2) 总 体 均 值 或 总 体 平均 数 . 例 如 居民 平均 每 年 用 于 服装 消费 的 费用 , 户 平均 
居 性 面积 和 平均 收入 等 . 

(3) 总 体 比 例 , 妈 总 体 中 具有 某 种 特征 的 个 体 在 全 体 中 的 比例 .全 如 上 儿童 在 总 
入 口中 的 比例 ,和 患 菜 种 疾病 的 入 在 总 人 群 中 的 比例 ( 即 患 病 举 ), 人 人 们 对 某 种 意见 的 
赞成 比例 等 . 

(4) 总 体 比 值 , 即 总 体 中 两 个 指标 的 总 量 或 均值 之 比值 ,例如 家 庭 中 平均 用 于 
食品 支出 的 费用 在 平均 总 支出 费用 中 所 占 的 比重 ,学龄 儿童 在 校 率 等 . 

(5) 总 体 分 位 数 , 例 如 我 国 成 年 男性 身高 .胸围 等 人 人 体 尺寸 的 5 名 ,和 0 符 ,95 名 
分 位 数 等 . 

上 述 无 种 总 体 目 标量 中 的 前 四 种 彼此 之 间 都 有 不 同和 度 的 内 在 联系 . 记 多 为 
总 体 的 某 个 调查 指标 ,六 个 单元 的 指标 值 为 玉 , 克 …,Fv. 则 总 体 总 量 


y= Oy {1-1) 
r=1 
与 总 体 均值 
1 Nn Y 
= NY-N 和 


只 相差 一 个 已 知 常数 六 .而 若 念 
y - t 若 总 体 中 第 个 单元 具有 所 考虑 的 特征 )， (1.3) 
"~ Lo (车 总 体 中 第 i 个 单元 不 具有 所 考虑 的 特征 }， 
则 总 体 中 具有 这 种 单元 的 总 数 4 = 了 ,比例 已 = 所 
总 体 中 商 个 不 同 指标 的 总 旦 或 均值 之 比 
R= 六 = 
有 别 于 比例 吨 ,因为 式 (1-4) 中 的 了 (或 评 与 Y( 或 站 一样, 出 是 需要 根据 样本 来 居 
计 的 ， 
1.2.2 估计 量 及 判断 其 优 步 的 准则 


设 总 体 某 个 竺 估计 的 自 标 量 寻 未 知 参 数 为 ,人 是 从 样本 得 到 的 8 的 估计 量 
《简称 估计 ). 对 于 一 个 具体 样本 ,由 于 0 未知, 估计 值 的 实际 误差 是 不 可 知 的 .通常 
用 来 判断 一 个 估计 量 人 的 优 沙 的 数量 指标 是 它 的 均 方 误差 MSE( 合 )， 


MSE(DY = 天 (分 _ 中) ， (1-5) 
其 中 EF 表示 对 所 有 可能 样本 取 平 均 . 均 方 误 差 可 以 分 解 成 汕 个 部 分 : 


MSE(DY = (EO + EC(O EE (BIO + VON, (1-6) 
其 中 下 的 称 为 的 慷 情 ;VC 人 站 称 为 的 方差 , 彤 情 为 零 的 估计 量 称 为 无 偏 估 计 


{1-4) 


> | 
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量 . 无 坊 佑 计 基 的 均 方 误差 即 是 它 的 方 关 . 

均 方 误差 小 的 升 计 量 为 优 ; 对 于 汽 偏 估计 基 , 则 是 方差 小 的 帖 计 量 为 优 . 而 对 
于 有 人 炉 估 计量 ,首先 要 求 它 的 坊 情 与 方差 当 样 本 明 上 一 w 时 都 趋 于 和 0 此 时 均 方 误 
莽 也 赵 于 纺 , 且 偏 倚 赵 于 将 的 速度 比 均 方 误差 的 平方 根 赵 上 0 的 速度 更 快 , 即 要 求 


lim EO -0 一 0, (1-7) 
TY MSE(A 
满足 式 (1-7) 的 估计 量 称 为 可 用 估计 量 . 对 于 可 用 估计 量 , 只 要 足够 大 , 它 的 优秀 
也 取决 于 它 的 方差 V( 介 ,或 它 的 标准 差 5( 全 一 VY( 人 ,后 者 通常 也 称 为 的 标 
准 误 ( 差 ). 
1.2.3 ”误差 限 与 置信 水 平 


估计 量 的 精度 通常 也 用 误差 限 来 表示 .所谓 误 差 限 即 症 在 概率 意义 下 的 最 大 
绝对 误差 或 相对 误差 .这 里 的 慨 率 即 是 置信 水 平 ,也 称 为 置信 上 度 .确切 地 说 ,置信 水 
平 为 1 - a 的 绝对 误差 限 4d 满足 


Pi 8|sd)-1-a, (1-8) 
而 置信 入 平 为 1 - a 的 相对 误差 限 - 满足 
P(e ) 1 (1-9) 


在 抽样 调查 中 ,由 于 对 总 体 的 分 布 通常 不 作 任何 假定 ,又 由 于 样本 的 复杂 性 ， 


因此 估计 量 人 的 精确 分 布 无 法 求 得 .但 在 某 些 - - 般 性 假定 下 ,一 定 业 型 的 复杂 样本 
常用 估计 量 的 分 布 来 表示 ,在 大 样本 时 可 以 证 明 是 这 个 分 布 近 似 正 态 的. 至 于 更 一 
般 的 情形 ,虽然 没有 严格 的 理论 证 明 , 但 许多 模拟 结果 表明 也 有 类 似 的 结论 . 据 此 ， 
对 于 一 个 无 仿 的 或 吕 用 的 估计 量 仿 , 只 要 = 足够 大 , 即 可 以 构造 给 定 置信 水 平 1-w 
的 近 们 置信 区 间 

BY 人 或 4 ws 的 )， (1-10) 
其 中 羽 是 标准 正 态 分 布 的 双 侧 a 分 位 数 .根据 式 (1-8) 与 式 ({1-9) 及 正 态 分 布 的 性 
质 ,误差 限 与 标准 误 { 差 ) 有 如 下 关系 : 


d = ws$(N, 2 {1-11) 


1.2.4 和 群 本 量 、 费 用 与 效率 


灿 样 调查 中 ,样本 量 的 确定 是 个 十 分 重要 的 问题 .首先 它 直接 与 费用 有 关 , 样 
本 量 愈 大 ,调查 的 费用 也 就 剑 高 .其 次 抽样 调查 的 精度 也 与 样本 量 有 关 , 在 间 种 抽 
样 方法 下 ,样本 量 愈 大 , 则 抽样 精度 愈 高 ,也 即 佑 计量 的 方差 ( 均 方 误差 ) 请 小 . 
此 ,一 个 好 的 栅 样 设计 必须 同时 考虑 精度 与 费用 两 个 因素 .一 个 具体 的 抽样 设计 ， 


1 基本 概念 与 问题 的 提 法 ，157 ， 
应 斥 量 做 到 在 国定 费用 限制 上 使 精度 最 高 ,或 在 要 求 达 到 的 精度 条 件 下 ,全 调查 总 
费用 最 省 .这 种 设计 称 为 最 优 抽 样 设计 , 它 的 效率 最 高 . 


1.3 “ 非 抽 梓 误 差 及 质量 控制 


1.3.1 抽样 调查 中 的 误差 来 源 及 分 类 


抽样 调查 中 的 误差 有 两 大 类 :抽样 误差 与 非 抽 样 误 差 . 抽样 误差 是 由 样本 估计 
总 体 而 产生 的 误差 .只 要 是 抽样 调查 ,这 个 误差 是 不 可 避免 的 .但 是 只 要 是 机 漳 抽 
样 ,抽样 误差 是 可 以 计量 并 得 到 控制 的 .上 面 讨 论 的 估计 其 的 均 方 误差 ,方差 或 标 
淮 误差 都 可 以 用 来 表示 抽样 误差 ,由 杆 它 科 主 要 与 样本 其 有 关 , 因 此 前 以 通过 样本 
量 来 控制 抽样 误差 的 大 小 . 

抽样 调查 中 的 另 一 类 误差 是 非 抽 样 误差 ,它们 不 尾 由 -抽样 引起 的 , 非 币 样 谋 
差 包括 抽样 框 误差 ,不 回 管 误差 及 计量 误差 三 种 .抽样 柜 谋 状 是 由 不 完善 的 抽样 框 
引起 的 .这 主要 尾 因 为 遗 锋 或 重复 ,遗漏 的 单元 不 可 能 被 抽 到 样本 中 来 ,而 重复 的 
单元 被 抽 中 的 概率 又 比 其 他 单元 大 .不 完善 的 抽样 框 义 使 总 体 大 小 N 的 数值 不 确 
切 ,从 而 会 高 佑 或 低估 了 总 体 总 量 . 不 回答 误差 也 称 为 无 啊 庶 误差 , 它 是 由 于 被 抽 
中 的 单元 或 找 不 到 ,或 拒绝 回答 等 造成 的 样本 数据 缺失 而 引起 的 误差 .计量 误 羔 此 
指 由 于 所 得 的 样本 数据 与 样本 单元 的 指标 真 值 不 一 致 而 引起 的 误差 ,如 调查 误差 
等 . 非 抽样 误差 不 仅 对 于 抽样 调查 ,而 且 在 一 切 非 金 而 调查 以 至 全 而 调查 中 都 是 存 
在 的 . 


1.3.2 抽样 调查 中 的 质量 控制 


抽样 调查 中 欧 质 量 控制 主要 是 对 误差 的 控制 .抽样 洪 益 可 以 通过 科学 而 周密 
的 抽样 设计 (包括 抽样 方法 与 样本 量 的 确定 ) 来 控制 .与 抽样 误差 不 同 的 是 , 非 抽 
样 误差 不 能 通过 增加 样本 其 而 得 到 控制 ,因而 它 对 调查 质 址 的 影响 非常 大 .以 下 针 
对 抽样 调查 实施 过 程 中 的 几 个 主要 环节 ,提出 为 减少 非 抽 样 误差 ,保证 调查 质量 的 
几 条 措施 . 

(1) 正确 界定 调查 对 象 , 明 确 总 体 范 围 ,选用 合适 的 册 样 框 . 调查 对 和 象 及 总 体 
的 确定 的 重要 性 是 不 言 而 险 的 ,关键 是 如 何 确 定 一 个 茎 完整 又 适用 的 抽样 框 .车 找 
不 到 有 关 基 本 单元 的 抽样 杠 , 则 应 考虑 采用 多 阶 抽 样 ( 见 第 5 章 ). 当 一 个 抽样 框 不 
能 轩 盖 总 体 时 ,应 考虑 采 用 两 个 或 多 个 抽样 框 . 

(2) 完善 调查 方法 , 尽 可 能 控制 计量 误差 ,减少 无 回 管 的 现象 .例如 车 调 查 采 
用 问卷 形式 , 则 调查 表 的 合理 设计 是 至 关 重 要 的 ， 

(3) 重视 调查 员 的 培训 .培训 内 容 包 括 样 本 的 抽取 原则 与 方法 (特别 是 多 阶 搞 
样 中 的 最 基层 的 一 、 二 阶 抽 样 ) ,调查 指标 的 理解 与 解释 以 及 调查 中 的 具体 实施 方 
法 等 

(4) 制定 样本 数据 的 审核 .编码 与 录入 过 程 中 的 一 系列 质量 保证 措施 . 
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2 箔 单 随机 抽样 


2.1 简单 信 计 量 及 其 性 质 


2.1.1 定义 及 实施 疗法 
定 灾 1 从 总 体育 个 单元 中 ,一 次 抽取 个 单元 ,车 全 部 可 能 的 ( 如 ) 种 不 同 的 结 
果 ( 样 本 ) 被 扶 到 的 概率 都 等 于 , 则 称 这 种 抽样 为 不 放 回 簿 单 随机 抽样 . 


按 定义 1, 不 放 回 简单 随机 抽样 实施 起 来 较为 复杂 ,为 此 可 采用 其 等 价 的 定义 
2. 

定 光 2 ”从 总 体 计 个 单元 中 ,逐个 不 放 回 地 抽取 单元 .从 次 抽取 到 尚未 在 样本 
(未 入 样 ) 中 的 任何 --- 个 单元 的 概率 都 相等 , 直到 抽 是 & 个 单元 为 止 , 则 称 这 种 抽 
样 为 不 放 回 简单 随机 抽样 ， 

简单 随机 抽样 也 可 以 考 虚 放 回 情形 ,为 此 有 如 下 定义 : 

定 久 了 从 总 体 久 个 单元 中 抽取 一 个 单元 ,每 个 单元 被 抽 到 的 概率 都 为 1/N， 
将 被 抽 到 的 单元 (经 观测 后 ) 放 回 总 体 ; 重 复 上 述 过 程 = 次 .这 种 抽样 称 为 放 回 简 
单 随机 摘 样 . 

放 回 与 不 放 回 简单 随机 抽样 都 是 等 概率 抽样 ,在 实施 时 需要 采用 1 ~ N 范围 
内 的 随机 数 : 将 总 体 w 个 单元 编 上 1 至 上 的 号 码 , 产 生 1 个 1 ~ NW 范围 内 的 随机 数 ， 
该 随机 数 所 对 应 导 码 的 单元 被 抽 中 .在 且 个 不 放 回 抽样 中 , 若 同 -号 码 的 随机 数 重 
复出 现 , 则 相应 的 单元 只 计 一 次 . 随机 数 可 借用 随机 数 租 子 .随机 数 表 或 计算 机 
器) 产生 的 (的 ) 随机 数 发 生 器 产生 . 本 篇 最 后 附 有 一 种 随机 数 表 ， 

在 抽样 调查 文献 中 ,除非 特别 声明 ,简单 随机 抽样 一 般 都 是 指 不 放 回 的 . 


2.1.2 ”均值 (或 总 量 ) 的 简单 估计 
对 于 简单 随机 抽样 ,总 体 均值 了 可 用 样本 均 信 
7 = +» 六 
来 估计 ,总 体 总 量 Y 可 用 和 Ny 来 估计 .这 种 估计 ( 量 ) 称 为 简单 估计 ( 量 ) 
定理 1 对 于 简单 随机 抽样 , 记 1,%,… ,2 为 样本 规 测 值 ,元 = 二 > y 为 


样本 均值 ,i = 一 >) (% -了 为 样本 方差 , 则 作为 总 体 顽 信 了 的 簿 单 估计 7, 有 


如 下 人 性质: 
1 是 无 偏 的 , 即 
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E(¥Y) = 了 了 ; 
z VF) = Ti = ts, {2-1) 
其 中 
= Ri - YY? 
是 总 体 方差;f = n/N 是 抽样 比 ,1 - f = 全 二 全 又 称 为 有 限 总 体 修正 系数 ， 
多 Ft) 的 一 个 无 偏 估计 为 


3 二 3 
由 


根据 定理 1, 简 单 随机 抽样 的 精度 (用 方差 表示 ) ,主要 取决 于 样本 量 x 与 总 体 
方差 下. # 意 大 ,全 便 小 , 则 精度 写 高 (方差 愈 小 ). 而 为 了 获得 方差 入 计 of 了) 只 
用 样本 方差 ? 代 震 方差 式 (2-1) 中 的 胖 邯 可 ,因为 音 是 呆 的 无 偏 佑 计 . 

例 1 为 调查 某 城 镇 成 年 居民 的 服装 消费 水 平 ,在 全 休 ww = 5 443 个 成 年 人 
中 ,用 简单 随机 抽样 抽 得 一 个 * = 3 的 样本 .对 每 个 抽 小 的 成 年 人 ,调查 上 一 人 咎 中 
购买 成 衣 的 件数 x, 与 支出 金额 六 ,如 表 2-1 所 示 . 试 佑 计 该 城镇 成 年 居民 成 胡平 均 
消费 水 平 及 消费 总 额 ， 


u(y) = 全 22 fn. (2-2) 


表 ?2-1 


点 女 消 哎 
什 沼 *” 件 
3 


| 


下 


人 


to 
| 
过 


= 


= 起 


中 的 


心 


[oe 


二 由 外 
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解 ”根据 表 2-1 中 的 样本 数据 ,计算 得 


x = 198/36 件 = 5.5 件 ， so = 15.%; 
y = 23 3907 拍 元 = 649.72 元 ， $2 = 304 803, 
If Nn | 
= = 0.027 594; 
vf{x) = 0.435 985, gf) = v v(x) = 0.66 件 ; 
vtF) = 名 4d410.73, stF) = 吧 ut¥) = 19.71 元 . 


于 是 该 城镇 成 人 平均 年 成 衣 消 费 估 计 为 5.5 件 ,95 号 置信 水 平 的 近似 置信 区 
间 为 $5.5 件 上 1.96x0. 全 人 媳 , 即 [4.21 件 ,6 了 9 人 媳 ]; 市 人 均 用 于 惑 衣 请 费 支 出 的 金额 
估计 为 679.72 元 ,95 咒 置信 水 平 的 近似 置信 区 间 为 [469.97 元 ,829.47 元 ]. 

对 于 总 体 总 量 了 的 简单 俩 计 祝 = NF 了 ,也 有 类 似 的 性 质 .内 要 注意 到 它 的 方 盖 
是 ViF) 的 加 和 售 妈 可 . 

2.1.3 ”总 体 比 例 的 简单 估计 

若 总 体 中 的 和 个 单元 按 某 种 特征 可 分 成 沿 类 :其 中 4 个 单元 具有 这 种 特征 ,其 
余 访 -4 个 单元 不 具有 这 种 特征 .为 居 计 总 体 单元 具有 所 考虑 特征 的 比 锁 忆 = 
47NN, 采 用 简单 估计 np = axa, 其 中 ,a 是 样本 中 具有 所 和 音 虑 特征 的 单元 数 . 

定理 2 车 a 是 样本 量 为 的 简单 随机 样本 中 具有 所 专 虚 特征 的 单元 数 , 则 样 
本 比例 5p = ain 是 总 体 比 例 P = 47 交 的 无 丛 估 计 , 且 


) = 2 Ne BOR- - (2-3} 


Vip 
其 中 0 = 1- ;而 
up) = 元 二 WCG1-P pl fp (2-4) 
是 Vp) 的 -个 无 伍 估 计 , 其 中 9 = 1 - 户 . 
事实 上 ,定理 2 可 从 定理 1 直接 推 得 ,只 要 注意 到 PP = 了 ,5: = PQONA(N -1)， 
s = ponA(n 1) 即 可 . 
当 很 大 时 ,可 以 用 通常 的 方法 构造 PP 的 置信 水 平 为 1 - a 的 近似 置信 区 间 : 


[s - Way l=fpg, P+ tsy 1=fp|, 


当 不 是 很 大 时 ,以 下 的 置信 区 间 更 为 精确 ; 四 
[oaV lt) ot (yam r+)]: 


2.1.4 ” 放 回 简 划 随机 机 样 的 方差 及 方差 入 计 


Ps 
地 


定理 3 放 回 简单 随机 抽样 样本 均值 了 = 汪 > 六 号 总 体 均值 7 的 无 偏僻 计 ， 
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加 N11 Ss dof og 
V7) = 站 和 -和 亏 ， (2-5) 


其 中 


NY 
-DY 2 一 
2& 三 NW YY) = Ny 


此 时 样本 方差 2 = 一 > (7 - 了 ) 是 o 的 无 偏 估计 


比较 式 (2-5) 与 式 (2-1) 可 知 , 放 回 抽样 比 不 放 回 抽样 的 方差 大 ,从 而 精度 稍 
差 .对 于 一 个 特定 抽样 设计 与 导 计 量 , 为 说 明 其 效率 , 它 的 方差 与 相同 样本 景 {不 放 
回 ) 简单 随机 抽样 的 简单 估计 基 方 差 的 比值 称 为 它 的 设计 效应 , 记 为 deff. 因此 对 
于 放 回 简单 随机 抽样 , 它 的 设计 和 效应 


] 
NT > 


def 在 确定 一 个 特定 抽样 设计 所 需要 的 样本 量 4 时 有 很 大 作用 .如 果 对 于 一 定 
的 精度 要 求 , 需 记 简单 随机 盾 样 的 样本 量 为 产 ,出 为 达到 相间 的 精度 ,该 设计 所 需 
要 的 样本 量 n 应 是 m 的 deff 倍 ， 


2.2 ”样本 量 的 确定 


2.2.1 估计 总 体 均 值 或 总 量 时 样本 量 的 确定 


在 抽样 调查 中 ,样本 量 的 确定 是 一 个 十 分 重要 的 问题 , 它 取决 于 对 调查 精度 的 
要 求 和 费用 的 限制 . 对 于 简单 随机 手 样 ,费用 函数 可 以 看 成 是 简单 的 线性 函数 , 除 
固定 费用 外 ,与 样本 量 ”成 正比 .因此 ,这 里 只 讨论 样本 量 与 精度 之 间 的 关系 - 

设 了 是 在 置信 水 平 1 - a 下 样本 均值 7 的 绝对 误差 限 .Y 是 允许 的 7 的 最 大 方 
差 , 则 很 据 式 (1-11) 与 式 (2-1) ,有 


Hs ny 
由 此 可 解 得 
M5 2 全 
mn = - 4 - “ (2-6) 
1 + a) + WwW 
N 
若 令 
wm 匀 2 
。 2 


则 
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n= (2-8) 
]+ 中 
在 实际 计算 中 ,通常 是 根据 式 (2-7) 先 计算 n 的 一 个 粗 值 mW, 苦 rom 不 很 大 (例如 
小 于 0.05) , 则 就 取 mo; 否则 再 根据 式 (2-8) 修正 四 .注意 在 运用 上 述 公式 时 ,必须 
先 对 总 体 方 差 进 行 千 计 , 例 如 采用 历史 数据 或 根据 试 调查 的 结果 确定 . 
如 果 精 度 要 求 是 以 相对 误差 限 r 或 最 大 允许 变异 系数 C 来 表示 的 , 则 相当 于 
式 (2-7) 的 是 
Sy: 
~ ( 革 ” en 
其 中 5X 是 总 体 的 变异 系数 . 当 my 上 不 能 忽略 时 ,也 应 根据 式 (2- 到 ,对 和 四 进行 修 
正 . 


2.2.2 ”估计 总 体 比 例 时 样本 蝇 的 确定 


车 # 是 样本 比例 p 在 置信 水 平 1 - 下 的 绝对 误差 限 , 则 根据 式 (2- 提 及 显 = 


AON 
六 ,可 得 


2 
n= (2-10) 


nn 三 ee {2-11) 


则 


各 


及 二 二 . {2-12) 
1 十 站 
由 于 三 未 知 , 故 应 事先 对 PP 于 以 情 计 .事实 上 只 要 P 不 是 很 接近 于 或 1,P0 
可 用 其 最 大 值 0.25( 当 PP = 0 = 0.5 时 ) 代替 ,从 而 得 到 个 较 保 守 的 x 秆 . 
车 + 是 p 在 和 置信 水 平 1- a 下 的 相对 误差 限 , 则 
人 


Hn 


-PF 

= 一 5” 一， {2-13) 
1 + | wel 1) 
N\2P 
此 时 可 令 
2 

- =, (2-14) 

上 Po 


其 中 po 是 了 的 一 个 初步 知 计 ,gqgo = 1 一 po- 车 ro/ 计 不 太 小 , 则 同样 用 式 (2- 12) 对 
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no 进行 修正 . 
2.3 比 估 计量 与 回归 估计 熏 


2.3.1 上 比 估 计量 及 其 基本 性 质 


如 果 每 个 单元 除 润 查 指标 多 外 ,还 有 另 - :个 指标 .多 可 以 利川 ,而 且 用 与 .共存 
在 一 定 的 比 便 关 系 或 相关 关系 ,并 引 X{ 或 已 知 , 则 可 以 利用 辅助 变量 . 术 的 信和 已 
构造 比 估计 量 或 回归 估计 基 ,以 提高 估计 的 精度 . 
定义 4 ”对 于 简单 随机 抽样 ,总 体 均值 7 和 总 基 了 的 比 估计 量 分 别 定义 为 
yn = EF Ph = EY- Nye, (2-15) 


其 中 y ,zf 分别 是 样本 中 7 与 x 的 均值 ;XX,X 分 别 是 % 的 总 体 均 值 与 总 量 . 
有 时 ,. 需 估计 的 日 标 基 就 是 总 体 的 两 个 均值 或 总 量 之 比值 : 
了 YF 


R= 一 =， 
着 x 
此 时 ,对 中 的 居 计 可 取 次 


合 - 工 . (2-16) 


区 


训 通 常 称 为 比值 的 外 计 . 由 于 7 了 gp， 了 扣 及 人 三 者 之 问 都 只 相差 一 个 常数 , 故 在 研究 它 
们 性 质 时 ,按照 方便 的 原则 ,可 选用 一 种 形式 进行 讨论 ,通称 为 比 估 计 . 


定理 4 “对 于 简单 随机 抽样 , 比 佑 计量 仿 是 有 偏 的 ,其 锅 倍 


BR) = 1 二 Ac -co + o( -1), (2-17) 
其 中 
1 Sr _ Ss SDs 
C= Fi m7 FE FRX 
分 别 是 区 的 相对 方差 及 态 与 艺 的 相对 协 方差 ,其 中 p 是 x 与 六 的 相关 系数 
入 的 均 方 误差 
MSF( 他) = TF- RE) + oi). (2-18) 


定理 4 表明 : 倪 尽 管 是 有 偏 的 ,但 是 可 用 的 ,因为 当 n 新 于 无 穷 大 时 ,8( 食 ) 与 
MSE( 他) 都 趋 于 零 , 且 B( 倪 }Y 趋 于 零 的 速度 比 Y MSE( 及 ) 新 十 零 的 速度 更 快 . 
当 nn 足够 大 时 ,中 的 均 方 误差 与 方差 近似 为 : 


是 


VA ~ MSE( 角 ~ Ly Dr Ry? 
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- TA S2 + RS: ~ 2RS,) 
= (Ss; + RSs ~ 2805,5,). (2-19) 
以 下 两 个 估计 量 都 可 用 来 估计 VRR): 


n¥? rn-l1.< 
- Eo + Rs - 2Rs,), (2-20) 
va(R) = 二 1 > - Rx,)? 
- (3 + 多 #2 ~ 2 ), (2-21) 


其 中 党 ,s,s 分别 是 样本 方差 与 协 方差 . v1.( 人 与 wl 人 角 都 不 是 无 偏 的 ,但 当 n 足 
中 大 时 是 近似 克 信 的 ( 俏 信 的 阶 部 为 o( 古 )). 


2.3.2” 何 归 估计 晤 及 其 基本 性 质 
若 多 对 全 的 理论 回归 直线 不 通过 原点 , 则 为 了 进一步 提高 精度 ,可 采用 回归 
估计 . 
定义 5 对 于 简单 随机 抽样 ,总 体 均值 7 和 总 量 了 的 回归 居 计 量 分 别 定义 为 
Fe= F+BA- A), Y= Ni,, (2-22) 
其 中 8 可 以 是 设 定常 数 ,也 可 以 是 由 样本 计算 的 某 个 统计 呈 . 
定理 5 若 房 是 设 定常 数 , 则 回归 佑 计量 
Fe = P+ Bol x) (2-.23) 
是 了 的 无 偏 居 计 , 且 
VFE) = LCS? + BS: -20S). (2-24) 
当 B 取 Y 对 XX 的 总 体 回归 系数 
DF, 一 了 并 和 于) 


= = - - 
* > (TH - Ey 
i+=1 


时 ,VC7w) 达到 极 小 值 - 一 -4s2(1 - p?). 

注意 .简单 合计 是 7r 当 所 = 0 的 特殊 情形 . tm = 1 叶 的 回归 估计 ( 基 ) 也 称 
为 差 估计 ( 量 ). 

在 有 由 样本 确定 的 情形 中 ,车 取 8 = 了/ 地 ,回归 估计 纯 是 比 估计 ,最 常用 的 情 
形 是 8 取样 本 回归 系数 5. 对 此 有 如 下 定理 . 
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定理 6 对 于 简单 随机 抽样 , 若 六 是 对 xx, 的 样本 jn 中 系数 , 基 
2 — F(X -x) 


b= 
Sx x 
则 回归 合计 晤 和 
7 = +b x) {2-25) 
只 有 以 下 性 质 ， 


le Fr 是 有 偏 的 , 巧 偏 集 
BF) = EC(¥1)— Y 


| 了 >) (7 
= 一 一 re + 到) (2-206) 
其 中 ,= 了- 了- B(X 一 X),8 是 ¥. 对 和 的 总 体 同 归 条 数 ; 
x MSE(CyW) = 上 43 pe) + ol 3 (2-27) 
y ED E(t Dy- 7) -blr -1))) 
- 30- oo 二 (2-28) 


其 中 如 是 样本 残 差 方 其 . 
上 面 的 定理 表明 , yv 大 可 用 的 , 且 当 a 大 时 均 方 谋 莽 或 方差 近似 为 了 


号 (1 - p) ,而 上 二 必 3 是 它 的 一 个 近 伺 居 计 . 
2.3.3” 比 佑 计 、 回 归 居 计 与 简单 估计 的 比较 


当 rn 足够 大 时 ,比较 比 怖 计 yg\ 回 归 估 计 ¥t 特 指 8 = 5 情形) 及 简单 估计 了 的 

方 盖 可知, 回归 估计 比 简单 估计 与 比 估 计 都 要 优 ; 面 比 估计 优 于 简单 估计 的 条 性 是 
1 Sr 
”2 SA 了 

俩 2 其 县 为 估计 全 县 小 帮 产 量 ,在 全 县 mw = 3$76 个 村 中 用 简单 随机 抽样 抽取 
计 个 村 进行 调查 , 调查 时 除 记 录 小 麦 产量 外 ,还 记录 了 种 慎 面 积 ,具体 数据 如 表 
2-2 所 示 . 已 知 全 县 小 麦 种 植 而 积 为 14 583.733 hn , 试 届 计 全 县 小 麦 产量 7 了 . 

本 合 中 六 = 596,m = 24,1 - 广 = 0.958 33. 调查 指标 为 小 麦 产量 狗 有 辅助 指 
标 种 植 面积 . 千 可 以 利用 , 半 = 14 583.733 hmr. 

根据 表 2-2 中 前 样本 数据 可 计算 


Y= Oh-= 
24 一 
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样本 村 
网 扎 : 
1 
2 
了 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
| 
24 全 
3d 
号 = Dy -了 PP = 1112.1950, 
= 上 
2 1 > -2 212 
35x 二 3 tn -zt) = .214 8(hrmr )’, 
4 


Sx = 3 Dy, — TF){%, - FT) = 214.205 4t -ho ， 
r=1 

R= yi = 5.373 68trhme ， 

b = = 5.074 18thne， 


| 对 
= (7) - 7)) = 26.428e. 
1=] 


于 是 全 县 小 麦 总 产量 了 的 简单 估计 分 . 比 估计 全 及 回归 估计 分. 分别 为 
P= NY = $76 x 130.625 t = 75 240 1+, 
Fi = RX = 5.373 68 x 145 83.737 t = 783 681, 
P= NF + BC(X- x)] = 78 1941. 
而 相应 的 方差 与 标准 误差 估计 分 别 为 
vi YY) = HO De = 14 734 308 +, 
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if 人 = 3 838.5ti 
(全 ) = 下 一 太 下 + 全 2 2 人 ) 


= 417 343 蕊 ， 
(入 ) = 646.32 t: 
pv 人 = AU = 万 一 32 = 3%0 117 已， 


5 人 ) = 591.7 1. 
出 此 可 砚 , 比 知 计 与 回归 估计 的 精度 远 高 于 简单 估计. 


3 分 层 抽 样 


3.1 定 XX 


3.1.1 定义 与 记 芝 
定 兴 1 车 六 个 单元 组 成 的 总 体 可 以 分 成 工 个 邓 总 休 , 太 小 分 别 为 和 ,hh = 1 
2,… ,L(A 篆 已 知 , 日 、AW = A 和), 则 每 个 了 总 体 称 为 屋 . 车 抽样 是 从 每 层 中 独立 


进行 的 ,样本 由 各 晨 样 本 组 成 , 则 称 这 种 抽样 为 分 层 抽样 . 若 每 层 内 抽样 都 是 简单 
随机 抽样 , 则 称 为 分 层 随 机 抽样 . 

以 下 用 下 标 h 表示 层 的 编号 ,hb = 1,2. 

用 fe Fh 分 别 表示 ， 总 体 和 样本 中 关于 调查 指标 的 第 i 层 第 单元 的 值 ; 

用 两 = 和 WAN 表示 层 权 , 它 是 已 知 的 ; 

用 天 = n/N 袁 示 下层 中 的 抽样 比 ,其 中 nn 是 第 产 层 的 样本 量 ; 

用 Y,, 5 分 别 表示 第 有 层 ! 总 体 ) 的 均值 与 方差 ; 

用 i;， 中 好 别 表 示 上 上 屋 样 本 均值 与 方差 . 


3.1.2 分 有 层 抽 祥 的 优点 


分 层 抽 样 是 一 种 常用 的 抽样 技术 , 它 不 仅 可 以 对 总 体 日 标量 进行 估计 ,也 可 以 
对 层 的 目标 量 进行 估计 , 除 此 以 外 它 还 具有 如 下 优点 : 

(1) 样本 更 具 代 表 性 ,内 名 层 都 有 样本 单元 ,样本 均 人 性 较 好 ; 

{2) 调查 实施 中 的 组 织 管理 以 及 数据 汇总 比较 方便 .对 不 同 屋 还 可 采用 不 同 
的 抽样 方法 ; 

(3) 可 以 较 大 幅度 地 担 商 估计 精度 . 
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3.2 ”简单 估计 量 肥 其 性 质 


3.2,] 分 县 估计 量 的 一 般 形 式 


分 层 抽样 中 ,总 体 均 值 了 的 估计 采用 名 层 均 值 7 了 ; 之 佑 计量 六, 按 层 权 的 加 权 
平均 值 , 即 


总 体 总 量 了 的 估计 为 


他 二 NY, 二 > A ¥,. 


上 一 


特别 地 ,对 于 分 屋 随 机 抽样 ,了 的 简单 估计 为 


了 
Ya = 之 ， Wy, (3-1) 
Lv 
其 由 Yh = 之 yh 


3.2.2 基本 性 质 


对 于 一 般 的 分 层 抽 样 , 若 了 , 是 的 无 念 估计 (h = 1.2.…, 上), 则 了 ,是 了 的 无 
偏 估 计 . 而 由 于 不 同 屋 的 抽样 是 相互 独立 的 ,因此 又 有 
VCO) = 3) WVCP,). 
定理 1 ”对 于 分 层 随 机 抽样 ,作为 了 的 简单 估计 7。, 有 


E(Fu) = ¥, 
Y(7s) = Da -ff) = DD - 人 {3-2) 
而 VC 的 一 个 元 仿 估计 为 , 
5(7a) = Dd - f) = De > Ws, (3-3) 
关 需 信 计 的 目标 量 是 总 体 比例 . 则 P 的 分 层 随 机 折 检 的 和 音信 计 取 为 
= >) wo (3-4) 


其 中 ps = 是 声 层 的 样本 比例 . 
定理 2 ”对 于 分 层 随 机 抽样 ,作为 哺 的 简单 估计 ps, 有 


3 ”分 层 抽样 6 ， 


Etpa) = PP, 


1 MCN — pm Pi 
V = 一 一 由 
(pu) M2 2 MN Nn, 


了 
> £), (3.5) 
及 = 


=1 
其 中 Pr 是 上 层 ( 总 体 】 比 便 ,OO， = 上 一 
而 Vt pa) 的 一 个 无 俩 估计 


L | 
ops) = DA). (3-6) 
其 中 = 1- pr. 


3.3 ”比例 分 配 与 最 优 分 丁 


3.3.1 比例 分 配 


分 层 抽 样 中 的 一 个 重要 问题 是 当 样本 量 ”= 固定 时 , 如 何 确 定 rm. 这 就 是 样本 
量 在 各 层 的 分 配 问题 .不 癌 的 分 配 ,不 仅 影响 精度 ,而 且 总 的 费用 也 会 不 同 . 
定 兴 2 在 分 层 抽 样 中 , 若 每 层 样本 量 ws 都 与 层 大 小 站 成 正比 , 即 


ne = 徊 或 记 =/ (h = 1,.2,..,5), (3-7) 
则 称 样 本 量 的 这 种 分 配 为 比例 分 配 , 对 于 比例 分 配 , 有 
二 = 和 -= 用 (h = 2 了)， (3-81 


对 于 出 例 分 配 的 分 层 随 机 抽样 ,有 


P= NFa = Dm 
注意 ,在 这 陋 个 无 偏 居 计 量 形式 中 每 个 样本 观测 值 的 权 足 相等 的 ,因此 比例 分 配 的 


分 层 随机 样本 与 简单 随机 样本 一 样 都 是 自 加 权 样 本 . 
比例 分 配 时 ,个 计量 的 方差 有 如 二 比较 简单 的 形式 ; 


re(7a) = 7 2 WSs. (3.9) 


3.3.2 最 优 分 配 


定 兴 3 了 在 分 层 随机 抽样 中 ,对 本 给 定 的 总 费用 ,使 FL7as) 达到 最 小 ;或 对 于 
给 定 的 估计 量 方差 Y ,使 总 费用 最 小 的 各 层 样本 量 的 分 配 际 为 最 优 分 酝 . 
假定 费用 函数 为 最 简单 的 线性 形式 ; 
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L 
Cr = co > chr s (3- 10) 


其 中 和 是 总 费用 ;ep 是 与 单元 抽取 其 无 关 的 组 织 宜 传 等 回民 费用 ;ci 是 产 层 中 抽 
取 -个 单 抑 的 平均 费用 , 则 有 下 面 的 定理 . 
定理 3 ”对 J 本 分 层 随机 抽样 ,车 费用 函数 是 简单 线性 的 式 (3-10), 则 最 优 分 配 
| 
Ws Meh 
mh cp yep 
= ~ Wi = Ty Nr Ch = 1,2,.", 5). {3-11) 
这 Ch py VC 
这 表明 , 屋 鳃 大 ,屋内 变异 熏 大 ,而 该 层 抽样 的 单位 缠 用 息 小 , 则 该 层 的 抽样 就 
应 该 惫 多 . 
当 不 考虑 ci 的 差别 时 , 式 (3-11) 成 为 
Mp Wk _ 2 


" >) WS > Nesp 


h=1 t=l 
这 种 简单 形式 的 最 优 分 配 称 为 奈 野 1.Neymanj 分 配 . 在 此 情形 ,所 能 达到 的 最 小 
方差 为 


th = 1,2.-…,5). {3-12) 


£ 


i 
[ > WS > > LR 

一 三 点 = 

ae(7a) = 一 {3-13) 


3.3.3 ”分 县 随机 抽样 在 精度 上 的 得 益 


采用 分 层 抽 样 的 主要 理由 之 一 是 ,分 层 一 般 地 说 能 使 方差 碱 小 ,从 而 在 精度 .上 
有 所 获 益 , 当然 明显 不 合理 的 样本 量 分 配 除外 , 这 可 由 量 优 分 配 ( 奈 曼 分 配 情形 )、 
比例 分 配 与 相同 样本 量 的 简单 随机 抽样 的 精度 的 比较 中 看 出 . 根据 式 (2-1). 式 
{3-9) 与 式 (3-13) ,以 及 对 总 体 方差 的 分 解 ,可 以 证 明 , 当 Ni 部 比较 大 (17Ni 可 以 忽 
上 略 ,h = 1,2,……z 时 ,简单 随机 抽样 的 方差 Fe 可 近似 表示 为 


上 上 
FT 二 A (3-14) 
上 =1 
页 
1 ~ < 
Fo = Va + 2) WS, - 5), (3-15) 
kt=1 
其 中 
上 
5 二 > WS : 
h = 二 
因此 ,有 
Vos Ye 3 Vopt. (3-16) 
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这 说 明 最 优 分 配 优 -比例 分 配 , 而 比例 分 配 分 屋 随 机 抽样 … 般 地 说 又 优 于 简单 随 
耕 抽 样 .从 式 {3-14) 与 式 (3-15) 两 式 还 可 看 出 ,省 层 均值 产 中 总 大 ,分 房 ( 用 比例 分 
配 作 为 其 代表 ) 获得 的 精度 得 益 就 愈 大 ;而 各 层 标准 着 的 关 异 全 大 ,采用 最 优 分 本 
在 精度 上 的 得 益 也 就 请 大. 


3.4 ”分 层 比 信 计 与 分 层 回 归 估 计 


3.4.1 分别 比 估 计 与 联合 比 估计 


在 分 层 随 机 抽样 中 ,构造 比 估计 有 两 种 方法 :一 种 是 在 各 层 分 别 先 构造 比 知 
计 , 然 后 再 加 权 ( 或 相 加 ), 所 得 估计 量 称 为 分 别 比 估计 ; 另 - -种 是 对 调查 指标 多 及 
辅助 指标 必 先 求 分 层 简 单 估计 ,再 用 它们 构造 比 估计 , 所 得 估计 量 称 为 联合 比 个 
计 . 

定义 4 在 分 层 随机 抽样 中 ,总 体 均值 了 的 分 别 比 估计 定义 为 


FYRs = 可 rm - > mE (3-17} 


Frac = EE RY, (3-18) 


其 中 7a = > WR = > Wi 
将 ys 总 7 乘 上 mw， 即 可 获得 总 体 总 量 Y 的 分 别 比 估计 与 联 售 比 估计 ， 
从 第 2 章 定理 4 可 以 推 得 , 当 每 一 层 样 本 量 mw 都 足够 大 时 ,分 别 比 估计 ys 是 


近似 无 信 的 , 旦 
VFRS) = MSEt Frs) 


"WC fi) 2 
DE RS — 2BorS ss), (3-19) 
=1 


其 中 S23, S53 及 ps 分 别 是 hh 层 方差 及 相关 系数 ;B= YA， 
对 于 联合 比 估 计 7mwc, 只 要 总 样本 量 na 足够 大 ,就 是 近似 无 偏 的 ,其 方差 和 均 方 
误差 的 近似 值 为 
FIC7ac) = MSECYyec) 
=- > As + RSS - 2RonSnSs), (3-20) 
= 


其 中 员 = 了 
为 知 计 这 些 方 差 ,可 用 样本 方差 .样本 相关 系数 (或 协 方差 } .样本 比值 来 代替 
相应 的 总 体 ( 或 层 ) 方差 .相关 系数 与 比值 . 


132 - 第 4 篇 抽样 调查 


3.4.2 分 别 回归 估计 与 联 含 国 归 估计 

与 分 层 比 居 计 情 形 类 似 , 对 于 分 层 随 机 样本 ,也 可 以 状 虚 两 种 形式 的 回归 导 
计 , 即 分 别 回 归 居 计 与 联合 回归 估计 ， 

定义 5 在 分 层 随机 抽样 中 ,总 栖 均 值 7 了 的 分 别 回归 估计 定 庆 资 


Ys = > Ws Fe = > FA + A — FA], (3-21) 
其 中 7 = Fh + 启 ( 太 一 i) 是 各 层 回 归 居 计 .了 的 联合 回归 刁 计 定 必 为 
Yac 三 Ya + B(T 一 Tu), {3-22) 


其 中 


= Dm Yu = > Wx. 


从 第 2 章 定理 $ 与 定理 6 可 推 得 ， 当 式 (3- 21) 中 的 BB 或 式 (3-22) 中 的 户 是 侵 
定常 数 时 ,mx 及 Fuc 是 无 偏 的 ,而 当 它们 的 导 由 样本 确定 时 , 则 是 有 惯 的 ,例如 对 于 
分 别 回 时 估计 , 若 记 者 采用 各 层 样 本 回归 系数 


Do 一 FE EE 一 Eo 


br = {3-23) 
Sm -iy 
则 Fis 是 有 偏 的 ,但 只 要 避 都 足够 大 ,其 偏 侍 训 可 忽 赂 ,此 时 它 的 方差 近似 值 为 
VFLs) =: DA sz (1 - 只) (3-24) 
戎 ,2 是 各 层 样本 的 残 差 方 关 则 KF) 可 用 下 式 信 计 ， 
oi) = DA (3-25) 
4 不 等 概率 抽样 


4.1 适用 场合 及 分 类 


4.1.1 未 等 概率 抽样 的 必要 性 与 适用 场合 


等 概率 抽样 的 基本 出 发 点 是 将 总 体 ( 或 子 总 体 , 例 如 层 ) 中 的 每 个 单元 看 做 是 
平等 的 ,抽样 时 不 偏重 或 忽视 某 些 特 定 的 单元 . 如 果 总 体 单元 差异 不 是 很 大 ,那么 
这 种 处 理 既 是 合理 又 是 简单 的 . 但 车 总 体 单元 相差 很 大 , 则 等 概率 抽样 的 效果 就 
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不 一 定 最 好 ， 

不 等 概率 抽样 通常 用 于 两 种 情况 ， -种 是 需要 估计 总 体 总 量 ,但 总 体 单元 规模 
相差 很 天 的 情况 . 蚀 如 为 了 个 计 一 个 城市 的 商业 销售 和 总 釉 , 对 各 商业 网 点 进行 疝 
查 , 由 于 商业 网 点 的 规模 差异 极 天 ,将 特大 型 .大 型 商场 与 - 般 中 小 型 商场 .商店 和 
挫 位 平等 对 待 显然 星 不 合理 的 . 此 时 党 要 将 总 体 中 每 个 单元 被 抽 到 样本 中 的 概率 
与 其 规模 或 天 小 联系 起 来 ,使 大 单元 机 到 的 概 举 大 ,小 单元 招 到 的 概率 小 , 邯 击 要 
用 不 等 概率 抽样 . 另 - 一 种 是 不 能 直接 对 基本 的 较 小 单元 进行 抽样 的 情 阅 ,例如 在 
整 群 柚 样 或 多 阶 抽样 ( 见 第 5 章 ) 时 , 若 初 级 单元 大 小 (所 包含 的 下 一 级 单元 数 日 ) 
相差 很 天 , 则 常 采 用 涉 等 概率 抽样 . 

不 等 概率 抽样 的 主要 优点 是 可 以 天 天 提高 估计 的 精度 ,减少 抽样 误差 . 米 用 
不 等 概率 抽样 的 -- 个 必要 条 件 是 总 性 中 的 每 个 单元 都 赣 有 一 个 已 知 辅助 量 , 用 以 
确定 其 人 样 概率 或 两 个 单元 同时 人 样 的 概率 . 例如 上 面 例子 中 表示 单元 规模 或 大 
小 的 某 个 量 ， 


4.1.2 不 等 概率 抽样 的 主要 类 别 


不 等 概率 抽样 按 其 实施 方法 和 特性 可 以 分 成 许多 不 巾 的 类型 . 

接 抽样 过 程 中 被 抽 到 的 单元 是 否 被 放 回 总 体 中 去 , 中 分 为 放 回 抽样 和 不 放 问 
抽样 两 人 类 . 放 回 不 等 概率 抽样 的 主要 优点 是 实施 上 方便 .而 且 由 于 所 获得 的 样本 
是 相互 独立 的 ,数据 处 理 特别 简单 . 而 不 放 回 不 等 概率 抽样 的 效率 要 比 放 回 的 高 ， 
不 过 无 论 是 抽样 的 实施 , 壕 是 方差 估计 , 它 都 远 比 放 辐 抽 样 要 复杂 ， 

对 于 不 放 回 不 等 概率 抽样 , 按 其 样本 单元 抽取 方法 又 nf 分 为 逐个 抽取 法 、 重 抽 
法 及 系统 抽取 法 等 ;还 可 按 每 个 单元 被 抽 到 样本 的 概率 旦 告 严 格 与 其 表示 规模 或 
大 小 的 量 成 正比 分 类 . 

此 外 ,不 等 概率 抽样 还 可 根据 最 终 得 到 的 样本 量 n 足 岗 定 的 还 是 随机 的 分 类 . 


4.2 ” 故 回 不 等 概 认 抽样 


4.2.1 多 项 抽样 与 PPS 抽样 
定 贸 1 设 总 体 包 含义 个 单元 ,独立 地 对 其 进行 次 放 回 抽样 ,在 每 次 抽样 中 ， 
抽 到 第 i 个 单元 的 概率 为 ,i = 1,2,…,NN, > 2 = 1. 这 种 抽样 称 为 多 项 抽样 


多 项 抽样 是 一 种 放 回 不 等 概率 其 样 . 这 种 抽样 所 以 被 称 为 多 项 抽样 是 因为 在 
这 种 抽样 中 . 若 记 总 体 第 i 个 单元 被 抽 中 的 次 数 为 4, 则 随机 向 量 (11,t2,… , 坟 ) 的 


分 布 为 镍 项 分 布 . 
如 果 每 个 单元 具有 一 个 表示 其 规模 或 天 小 的 指标 好 . 记 和 = > 由, 则 当 

六. 

2 = 入 (一 2 (4-1) 
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时 ,每 次 抽样 中 单元 ; 被 抽 中 的 概率 皆 与 其 规模 时; 成 比例 . 这 种 特殊 的 多 项 抽样 
称 为 ( 放 回 的 ) 与 规模 成 比例 的 概率 抽样 ,简称 为 PPS 抽样 . 


4.2.2 多 项 抽样 的 实施 方法 


1. 代码 法 
对 十 给 定 的 “组 概率 Zi = 1,2,…, 育 ,总 可 以 找到 - -个 整数 ,使 每 个 
HM = MoZ, (i = 12 NN) 
都 是 一 个 整数 . 对 肯 进行 累计 ,赋予 第 i 个 单元 帮 个 代码 , 具体 方法 是 赋予 第 1 
个 单元 的 代码 为 1 ~ 时 | ,赋予 第 2 个 单元 的 代码 为 MM + 1 - 上 邮 + 型, 依 此 类 推 ， 


赋予 最 后 一 个 单元 的 代码 为 > M, + 1 有 局, 每 次 抽样 产 汪 一 个 1 - 号 范围 内 的 


随机 数 ,以 该 蝴 机 数 表 示 的 代码 所 对 应 的 单元 作为 此 次 抽样 被 抽 中 的 单元 .如 此 
重复 nm 次 , 即 获得 个 样本 单元 . 
例 1 设 总 体 由 六 = 10 个 单元 组 成 ,用 狗 项 抽样 抽取 n=5 个 单元 ,给 定 的 人 
样 概率 z 如 表 4-1 所 示 . 令 jp = 100, 即 可 使 每 个 村 = 秆 ,Zi 名 为 整数 .对 用 累 
加 , 冉 予 每 个 单元 代码 ,如 表 4-1 所 示 . 
表 4-1 


pa 


二 


所 


I 


设 在 1~ 100 范围 内 产生 的 5 个 随机 数 分 别 为 24,73,49,82 及 加, 则 单元 3,6， 
5,8 及 5 被 抽 中 ,其 中 单元 5 寝 抽 中 两 次 ， 

2. 拉 希 里 法 

苦 六 比较 大 ,用 代码 法 不 甚 方便 ， 此 时 令 蚜 * = max 各 | , 即 令 有 "为 所 有 
NH, 中 的 壤 大 全 ,每 次 抽取 :一 个 1 ~ 范围 内 的 育 机 数 i 及 1- 时 范围 内 的 随机 数 


亚 , 若 胜 关 mm, 则 第 i 个 单元 人 样 ;否则 重 抽 一 组 (i,m) .重复 上 述 过 程 ,直到 抽 到 
n 个 单元 为 证 . 这 种 方法 称 为 拉 希 里 (Tahiri) 法 . 
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4.2.3 汉 林 - 赫 尔 维 英 估 计量 及 其 性 质 
对 于 包 项 抽样 , 汉 森 tM. H. Hansen) 与 赫 尔 维 芯 ( 到 ,NN .TIurwitz) 提 出 以 下 对 总 体 
总 量 了 的 估计 量 ; 
多 = >) 2 (4-2) 
定理 1 若 所 有 的 了 >0,i=1,2,…,8w, 则 汉 森 - 赫 尔 维 茨 估计 量 台 m 具有 以 
下 性 质 ， 
1? 六 (全 = 了, 苑 它 是 无 偏 的 ; 


Le ”1 FF 2 
3 车 n>1, 则 
A 1 二 a : 
vt Fi) = n(n- 1) > ( 2 一 Pn) (44-4) 


是 玫 全 gy) 的 无 仿 居 计 ， 
已 公国 还 可 表示 成 以 下 两 种 形式 : 


全 fnY | ， 
VC Yh) = 一 ( 2 二 {4-5) 
oe ] 0 . Y ¥ 2 
Fr = 2 AA - 之 | . (4-61 
f=| > t 


4.3 不 放 回 不 等 慨 率 抽样 


4.3.1 包 例 概率 与 xPS 抽样 


由 于 放 回 抽样 有 可 能 重复 抽 到 同 -.- 单 元 , 关 此 效率 稍 巷 ,也 不 易 被 实际 上 作者 
所 接受 , 故 有 必要 研究 不 放 回 不 等 概率 抽样 . 

在 不 放 回 不 等 概率 抽样 中 ,总 体 中 每 个 单元 被 包含 到 样本 中 的 概率 xi(i = 1， 
2,…, NN) 及 任意 两 个 单元 都 包含 在 样本 中 的 概率 zy(iz j,i.j= 1,2,…, 和) 起 着 
分 重要 的 作用 ,它们 通称 为 包含 概率 . 

对 于 固定 样本 央 n 的 不 放 回 抽样 ,包含 概率 x, 与 x, 有 以 下 性 质 ， 


YY 


3 DD -本 (an-D. 


T i174 
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与 放 回 的 PPS 抽样 美 似 , 对 于 不 放 回 不 等 概率 抽样 ,最 重要 的 应 用 最 广泛 的 是 
r, 与 单元 规模 上 成 比例 的 情况 . 苦 仍 记忆 = /AM ( 和 = Vp) ;上 述 情 形 即 
是 对 于 每 个 i ,都 有 | 
T, = Nd,. {4-7) 
称 这 种 不 放 回 的 与 单元 规模 成 比例 的 概率 抽样 为 xPS 抽样 . 
4.3.2 起 维 雍 -汤普森 估计 量 及 其 性 质 


对 于 水 放 回 的 不 等 概 闪 抽样 , 霍 维 兹 人 D,G., Horvitz) 泪 汤普森 (了 DD.J.Thompson) 提 


Pr = >， 二 (4-8) 


1=4 : 


定理 2 霍 稚 兹 -汤普森 估计 拥 六 "具有 如 下 的 性 质 . 
1 若 x >0,1=1,2,…,N， 则 J Y 的 无 偏 估计 ,日 它 的 方差 


Vm) = + 2 Si ee YY (4-9) 
当 nn 固定 时 ,有 
FY 
VP) = Dre- ry) (= 这) . 《4- 10) 
站 .NE 出 
af Pir) = J2+ 2 YW (4-11) 


i=1 1=1 了 3 AT 


是 KZr)y 的 无 偏 估计. 当 国定 时 ,以 下 的 枯 计 量 也 是 Cm} 的 无 偏 俏 计 ; 
vycst Yr) = > > = 一 7 {去 一 2 } {4-12) 


=| J21 Tt, 上 


us 在 有 的 文献 中 称 为 耶 茨 - 格 伦 迪 - 森 (vaercmnar sen) 估 计 营 . 
4.3.3 ” 几 种 常用 的 xPS 抽样 


1. 布 刹 尔 方法 

这 是 一 种 "=2 的 严格 xPS 抽样 ,要 求 < 172,i=1,2,…, NN. 第 一 个 样本 单 
元 按 与 Z01- ZI1-22) 成 出 例 的 概率 抽取 ,第 一 个 样本 单元 是 在 剩 下 的 -1 
个 单元 中 按 与 2 成 比例 的 概率 抽取 . 按 布 鲁 尔 (Brewer) 方 法 ,x;=22Z,, 且 


422{(1- 2 -2) i Z 
Ty -zj a2!+ Dsz) $4-13) 


2. 德 宾 方 法 
这 也 是 --- 种 适用 j n=2 的 严格 xPs 抽样 . 仍 要 求 了 <172,i=1,2,… ,NN, 第 
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一 个 样本 单元 以 概率 Z, 抽取 , 设 第 i 单元 人 样 ;第 -个 样本 单元 则 以 与 
及 ( 放 到 + 也} 成 比例 的 概率 按 取 ,事实 上 德 宾 (Duin) 方 法 与 布 鲁 尔 方法 


是 等 价 的 ,7 ,也 由 式 (4-13) 给 出 . 

3. 莫 蒂 方法 

这 是 一 种 适用 于 n32 的 但 不 是 严格 xPS 抽样 方法 . 英 蒂 (Murthy) 方 法 也 是 - - 
种 隶 个 抽取 方法 . 第 一 个 样本 单元 按 2. 的 概率 抽取 , 设 第 i 个 单元 入 样 ;第 一 个 
样本 单元 按 ZA(1 - 么 ) 的 概率 在 其 余 N - 1 个 单元 中 抽取 , 设 第 j 个 单元 入 样 ;第 
三 个 样本 单元 则 接 24/ (1- 么 - 乙 ) 的 概率 在 剩 下 的 NW- 2 个 单元 中 抽取 ;以 此 类 
推 ,直至 抽 足 个 单元 为 止 . 也 就 是 说 ,每 次 抽样 都 是 按 与 当时 未 人 样 的 单元 大 小 
成 比例 的 概率 抽取 的 ,因此 总 的 说 来 x, 关 nz,. 由 于 的 计算 十分 复杂 , 故 对 了 的 
估计 采用 莫 蒂 提出 的 估计 量 : 


Y= ps {4-14) 
其 中 Pr(5) 是 抽 中 特定 样本 5 的 概率 ;Pr{ $1 门 是 在 第 一 次 抽样 抽 到 单元 i 的 条 件 
下 , 质 到 8 的 条 件 概率 .人 是 无 偏 的 , 它 的 方差 及 方差 估计 也 非常 复杂 . 但 当 n= 


2 时 ,全 ,及 以 公 ) 有 如 下 比较 简单 的 形式 : 


分 加 _. 
yw = 3— 2 =-(0 — 2) 了 + (1 — :1) 2 。 (4-15) 
人 可 (1 ~ zl — zt] — z1 ~ %2) | 了 2 “ 

一 (2 -3 一 到 六 | zi | | (4-16) 


4. 拉 奥 - 喧 特 利 - 柯 克 愉 方 法 
拉 奥 - 障 特 利 - 柯 上 上 人伦 fRao-Hartey-Cochran) 方 法 也 是 -- 种 适用 于 n>2 隔 非 产 
格 rPs 抽样 方法 . 将 总 体 N 个 单元 随机 地 分 成 4 组 ,每 组 的 单元 数 为 NI, Ny,…， 
NN, ,在 每 组 中 按 与 2 成 比例 的 概率 抽取 一 个 单元 作为 样本 单元 . 记 第 g 组 抽 得 
的 单元 的 指标 值 为 y, ,相应 的 Z 值 为 a ,而 该 组 Ns 个 值 之 和 记 为 ZZ.*, 则 总 体 
总 量 了 的 估计 
Pre = 12 2. (4-17) 
启 = 1 得 
它 是 无 凡 的 ,其 方 其 
> _AN , 
ViPFhge) = 训 |(- 7 . (4-18) 
它 的 一 个 无 偏 估 计 是 
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2 ” ce 2 
V(r) = Oe A (4-19) 
和 = 
要- PN! * 


5 


5 整 群 抽样 与 多 阶 抽样 


5.1 定义 


实施 简单 随机 抽样 的 一 个 前 所 是 索要 -个 可 殿 使 用 的 抽样 框 . 准备 -个 包含 
总 体 上 所 有 个 体 臣 基本 抽样 单元 的 抽样 框 的 工作 让 多数 情 撒 下 或 极为 艰巨 ,或 根 东 
不 可 能 ,即使 有 可 能 ,调查 的 实施 也 将 十 分 困难 ,因为 所 抽 得 的 样本 单元 往往 是 非 
党 分 散 的 . 解决 这 种 难题 的 办 法 是 将 总 体 中 的 个 体 或 基本 单元 按 地 理 位 置 或 隶属 
关系 归并 成 数量 较 少 而 规模 较 大 的 单元 . 先 对 这 些 较 太 音 元 抽样 ,对 那些 没有 抽 
中 的 大 单元 不 再 进行 调查 . 同样 的 思想 可 以 再 次 运用 在 那些 被 抽 中 的 大 单元 中 ， 
对 十 这 些 单元 .成 再 次 对 其 所 了 包 合 的 较 小 单元 进行 抽样 ,或 对 这 些 远 小 单元 全 部 进 
行 调查 . 这 就 是 多 院 抽样 和 整 群 抽样 的 思想 . 名 阶 抽样 与 匡 群 抽样 最 突出 的 优点 
是 实施 方便 .节省 费用 .因此 在 大 规模 抽样 调查 中 党 被 使 几 . 

定 沉 1 革 设 总 体 由 六 个 初级 { 抽 样 ) 单 元 组 成 ,每 个 初级 单元 交 由 若干 一 级 { 次 
级 ) 单 元 组 成 , 若 在 总 体 中 按 一 定 方 法 抽取 5 个 初级 单元 ,对 每 个 究 抽 中 的 初级 单 
元 再 抽取 若干 个 二 级 单元 进行 调查 , 则 这 种 抽样 称 为 二 阶 抽样 或 二 级 抽样 . 

如 果 每 个 二 级 单元 六 由 更 小 的 三 级 单元 组 成 ,那么 在 第 二 阶 抽样 后 ,车 对 每 个 
被 抽 中 的 一 组 单元 中 的 三 级 单元 再 进行 抽样 , 则 称 为 三 阶 抽样 .以 此 桨 推 ,可 以 定 
义 更 高 阶 抽样 . ， 

定 光 2 在 二 阶 或 条 阶 抽样 中 , 若 对 最 后 一 阶 不 组 抽 梓 ,而 是 调查 其 中 所 包含 
的 全 部 下 一 级 抽样 单元 , 则 这 种 抽样 称 为 整 群 抽样 . 特别 肌 ,在 一 阶 抽样 中 , 若 对 
每 个 被 抽 中 的 初级 单元 调查 其 中 所 包含 的 全 部 二 级 单元 ,第 二 阶 抽 样 实际 上 并 没 
有 进行 ,样本 是 以 初级 单元 为 样 整体 抽取 的 ,这 种 抽样 称 为 -- 阶 整 群 抽 样 ;车 在 二 
萤 抽 样 中 的 第 三 阶 抽 样 是 以 一 级 单元 为 群 整体 抽取 的 , 则 称 为 二 阶 整 群 抽样 .以 
此 类 推 ,可 定 尖 更 高 阶 的 整 群 抽样 . 除非 特别 注 明 ,下面 的 收 群 摘 样 都 特 指 一 阶 整 
群 抽样 . 

根据 上 述 定 义 可 知 ,{ 一 阶 或 多 阶 ) 整 群 抽样 是 多 阶 抽 样 的 特 便 , 面 分 层 抽 样 实 
际 上 也 可 看 作 是 多 阶 抽 样 的 特例 . 此 时 每 个 初级 单元 是 是 层 ,而 第 一 阶 抽 样 十 
100 妈 抽样 , 层 内 抽样 则 是 第 二 阶 抽样 . 捉 实 上 在 包 阶 抽样 中 的 任 血 一 阶 上 者 允许 
进行 10996 抽样 . 
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5.2 慕 群 抽样 


5.2,1 群 天 小 相等 的 情形 


设 总 体 中 有 个 初级 单元 ,每 个 都 包含 用 个 次 级 单元 . 记 及 总 分别 为 总 
体 和 和 样本 中 第 i 个 初级 单元 { 群 ) .第 了 个 次 级 单元 的 指 相 值 . 
定理 1 在 群 大 小 蕴 为 # 的 整 群 抽样 中 , 苦 用 简单 随机 抽样 抽取 "个 群 , 则 


样本 次 级 单元 的 均值 

7 = > > i (5-1)} 
是 总 体 相 应 均值 

= TF 

F - 2 之 mis 
的 无 偏 估 计 , 且 

= Il-f NM-1 、 
了 = MCN - TS + CM- 1)p.) 
= Dts’ 1+ (WH Do), (5-2) 

其 中 f= 各 -型 是 抽样 比 ; 于 是 总 体 方 差 ， 


nn MM 
3 1 i 去 
= i 
ne 是 群 内 相关 | 系数 )， 
2 1 Vy, PF)(Ys—- 7) 


t= jt 
Pe =- (MDNM DS 
WN — DSt- (NM - 1) St- (5_3) 
(TION DS W182’ - 
其 中 53 是 总 体 的 群 间 方差 ， 

™ 站 1 _ 2 

中 
将 整 群 抽样 的 方差 与 简单 随机 抽样 的 方差 相 比较 得 入 | . 整 群 抽样 的 设计 效应 
deff = 1 + tM- lp. . {5-4} 


群 内 相关 A 是 表示 群 内 次 级 单元 之 问 同 质 性 的 - .个 指标 , 它 的 到 值 范 赎 是 
-二 二 ,1] , 除 极 少数 特殊 情形 外 ,e。 都 取 正 值 ,因此 一 般 地 说 , 整 群 抽样 的 效率 


较 低 . 为 了 提高 效率 ,在 进行 群 划 分 时 ,要 使 群 内 次 级 单 儿 的 差异 尽 可 能 太 , 而 HH 
群 又 不 要 定 得 太 大 . 
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方差 Y( 了 ?的 一 个 无 篇 估计 是 


oF) = Ls (5-5) 
其 中 只 = > ; - 了 是 样本 的 焙 间 方差 . 


例 1 在 - 次 对 某 城市 一 个 居民 区 食品 消费 量 的 调查 中 ， 以 每 个 楼 层 ( 相 当 于 
居民 小 组 ) 为 群 进 行 整 群 抽样 . 每 个 楼 层 都 有 村 = 8 个 住户 ,用 简单 随机 抽样 在 全 
部 N= 510 个 楼 层 中 抽取 n = 2 个 楼 层 . 全 部 % 个 样本 户 的 人 均 月 食品 消费 疾 
yy 及 按 楼 层 的 平均 数 y 与 标准 差 ;, 如 表 5-1 所 示 . 斌 生计 沪 居 民 区 人 均 食 品 消 费 


额 的 户 平均 值 了 ,并 给 出 其 95% 置信 水 平 的 置信 区 间 . 
考 S-1 单位 :元 


1 

1 240, 187,152,185 .206,197,154,173 138.000 27.19 
2 210,192,184,148,186,175, 169, 180 180. 500 17 .名 
3 149, 168,145,130,170, 144,125,167 149.750 17.32 
4 202,187 ,166,232,205,.263,198.210 207 .875 29.17 
5 210,285, 308, 198, 264,275, 183,231 244.250 45.20 
6 394 ,256, 192,280,267,334,216,289 278. 500 63.87 
7 | 192,121,172,165, 152,224, 195 ,241 182. 750 38.77 
8 | 230, 205, 187,176,212,253, 189,240 211. 500 27. 覃 
9 | 274,208, 195,307 ,264,258, 210, 309 253. 125 44. 52 
10 : 232,187,15%0,182,175,212, 169,222 191. 125 28.29 
11 342 ,294,267,309 ,258,198 ,244,286 274.350 43.70 


228, 204 ,182 ,412.,267 ,234,232,298 259. 473 


J 
ty 


解 。” 这 是 一 个 群 由 等 的 整 群 抽 样 ,NW = Sl0,n = 12,W = 8. 广 = 0.034 
根据 表 5-1 所 列 数 据 ， 可 计算 出 7 , 的 平均 数 与 标准 差 : 


元 = 了; = 2 620.5/12 元 = 218.375 元 ， 


本 - 于) = 13773.272 7 元 . 
了 是 ， 

sp xx1773.2727 元 = 14186.18 抱 ， 
上 帮 了 的 知 计 基地 的 方差 估计 


oF is = 二 全 人 x 14186.18 元 - 144.308 9 元 ， 


SCF)= V vl F) = 12.013 元 . 
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从 而 了 的 置信 水 平 为 5 颖 的 近似 置信 和 限 为 218.375 + 1.%6 x 12.003 元 ,相应 置信 
区 间 为 [194. 吕 元 ,241. 铝 元]. 


5.2.2 群 大 小 不 相等 的 情形 


在 多 数 实际 问题 中 , 群 大 小 此 是 不 相等 的 ,对 此 情形 虽然 仍 可 对 群 采 用 简单 
随机 抽样 ,但 其 估计 量 不 是 效率 太 低 ( 当 采 用 简单 估计 时 ,总 无 储 但 方差 大 ) ,就 是 
估计 较 复杂 , 且 有 偏 ( 当 采用 比 佑 计时). 此 时 最 有 效 的 方法 是 对 群 采用 放 回 或 不 
放 回 的 与 群 大 小 成 比例 的 概率 抽样 , 即 PPS 抽样 或 rPs 抽样 ,当然 就 实际 操作 而 
言 . 当 采用 xPS 抽样 时 , 喜 实 用 的 方法 是 先 将 总 体 分 层 , 住 每 层 抽 取 两 个 群 . 

车 群 是 按 放 回 PPS 抽 样 抽取 的 , 见 进行 4 次 独立 抽样 ,全 次 按 = /AMo,i = 


12 NN,( Wo = > Mi 为 总 体 中 次 级 单元 的 总 数 ) 的 概率 机 了 到 第 i 个 群 , 设 观测 


到 的 群 和 该 群 的 大 小 分 别 为 y = 37y 与 由, 则 总 体 总 谨 了 的 汉 森 - 赫 尔 维 芯 信 
计量 为 和 
Var = 二 六 六 攻 -io 抑 ， (5-6) 
其 中 一 
FD (5-7) 


是 总 体 ( 按 次 级 单元 ) 均 值 了 的 估计 . 
根据 汉 森 - 赫 尔 维 英 估计 的 性 质 { 第 5 章 定理 10).?ar5 了 部 是 无 偏 的 , 旦 方差 
及 方差 估计 (以 子 为 例 ) 分 别 为 
WF) = MT Fy, {5-8) 


"A(F) = D7 - 子 六 (5-9) 
当 群 的 抽取 是 用 任何 一 种 不 放 回 的 xps 抽样 质 取 时 .总 体 总 量 的 估计 应 用 和夫 
维 兹 -汤普森 估计 量 包 rm. 它 也 是 无 仿 的 ,其 方差 和 方差 估计 与 其 包含 概率 有 关 . 
5.2.3 人 情 计 总 体 比 例 的 整 群 抽样 


整 群 抽样 常用 于 为 估计 总 体 中 具有 基 种 特征 单元 比例 的 抽样 ,因为 在 这 种 情 
况 下 调查 本 身 比较 容易 ,而 且 整 群 抽 样 可 大 大 降低 用 于 组 织 和 旅行 之 类 的 费用 . 
设 4.(ai) ,PP(p;) 分 别 为 总 体 (样本 ) 第 :i 群 中 具有 所 考察 特征 的 次 级 单元 数 及 其 
比例 . 

(1) 群 大 小 相等 的 情形 ” 当 群 大 小 时 都 相等 时 , 若 胖 赂 简单 随机 质 样 抽取 = 
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个 群 , 则 总 体 比 例 产 的 合计 
p= Pp = 十 2 《3S-107 
由 定理 1 若 ,s 荐 无 坊 的 ,有 旦 它 的 方差 


Sp -py 
Wp) =- WET (5-11) 
Vtp) 的 一 个 无 偏 居 计 是 
vip) = er hy Dm py (5-12) 


(2) 群 大 小 不 相等 的 情形 ” 当 群 大 小 把 不 相等 时 , 除 可 用 各 种 不 等 概率 抽样 
外 ,还 可 对 群 进行 简单 随机 抽样 ,P 的 估计 深 用 对 群 大 小 的 比 悄 计 


p= 全 . (5-13) 
Zt™ 
当时 够 大 时 ,pp' 是 近似 雹 人 懈 的 , 量 
SR(P _ py 
| 1 一 六 让 
T } = 2 wy | ， (5- 14》 
其 中 前 = 让 > 对 是 总 体 群 的 平均 大 小 . Vp') 可 用 下 式 估计 
vtp’) = (De 十 如 mm — 2p" > om , 【SS- 15) 


其 中 元 = 上 > m 是 样本 群 的 平均 大 小 . 
5.3 二 阶 抽样 


5.3.1 初级 单元 大 小 相等 的 情形 


在 初级 单元 大 小 相等 的 二 阶 抽样 中 ,两 阶 抽样 通常 都 采用 简单 随机 抽样 :第 一 
阶 抽样 从 总 体 N 个 初级 单元 中 抽 习 个 初级 单元 ,第 二 阶 抽样 从 每 个 被 抽 中 的 初 
级 单元 ( 设 每 个 包含 届 个 次 级 单元 ) 中 抽 取 m 个 次 级 单元 . 在 这 样 的 问题 中 要 考 
虑 的 主要 是 对 总 体 均值 的 估计 . 

定理 2 如 果 二 阶 抽样 中 的 每 一 阶 抽样 都 是 简单 随机 的 , 且 对 每 个 初级 单元 
第 二 阶 抽 样 是 相互 独立 的 , 则 样本 次 级 单元 的 均值 


-hr PE 
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= 十 > > wm- 二 > (5-16) 
+-1 7=1 c-l 
是 总 体 均 入 
P= po) = (5-17) 
的 估计 . 它们 有 如 下 性质 : | 
1 E(F)=-Y,; 
2 VF)= s+ As, (5_18) 
其 中 
$Y, Fy 3 = WN 上 05 -7 (5-19) 


分 别 是 总 体 初级 单元 问 方差 与 初级 单元 内 方差 ;= ny 方 - mm/ 时 分 别 是 第 一 
二 阶 抽样 的 抽样 比 . 
证 明 上 述 定理 ,需要 用 到 通常 - 步 抽样 中 求 估 计量 均 菠 与 方差 的 一 般 公 式 : 
E( 的 = EE(A)), (5-20) 


VD = WOE) 4 Et pA), (5-2]) 
其 中 Ei ,六 分别 为 对 第 - 阶 拥 样 求 均值 与 方差 ;可 .及 分 别 为 在 固定 初 线 单 元 的 
条 件 下 ,对 第 二 阶 抽样 求 均 值 与 方差 . 
为 估计 扩 子 ) ,需要 利用 与 式 (3-19) 类 似 形 式 的 样本 车 级 单元 间 方 差 时 及 审 
级 单元 内 方差 福 : 


s1 = i 7»), = 7 DY ,Yo — 7.) (5-22) 
虽然 总 是 吕 的 无 偏 犀 计 , 世 5? 并 不 是 中 的 无 情人 居 计 , 事 富 1, 由 趟 15-20)? 可 推出 
E(8) = St + 8. (5-23) 
于 是 ,有 如 下 定理 . 
定理 3 对 于 二 阶 抽样 , 若 定 理 2 的 条 件 成 立 , 则 VC 下 ;的 个 无 偏 合计 是 
oF) = A 丰 全 (5-24) 


例 2 为 改进 例 1 抽样 精度 ,将 例 i 中 的 整 群 抽样 改 用 -. 阶 抽样 . 用 简单 随机 
抽样 抽取 n= 24 个 楼 层 ,对 每 个 抽 中 的 楼 层 再 用 简单 随机 抽样 抽取 m=4 户 进行 
再 查 .总 样本 革 仍 为 双 户 . 表 5-2 所 示 的 是 用 二 芥 抽 样 摘 到 半 个 楼 层 由 户 让 民 
人 人 均 月 食品 消费 额 的 资料 (其 中 前 12 个 楼 层 资 料 是 从 表 5-1 中 随机 抽 得 的 }, 试 仙 


计 该 居民 区 人 均 食 品 消费 的 户 平均 值 了 
解 ” 表 5-2 列 出 了 每 个 楼 层 样 木 平均 数 了 , 及 方差 2,. 的 估计 为 
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了 | 


240, 162,185, 197 . .33 190, 162 ,175 .202 
192 ,148.186, 169 . - 185 ,201 ,178 ,238 . 717. 好 
168 .170,144,167 . ， 251,230,197 .221 . HD, 5 
187 ,232,205,210 . ， 193 ,208 .21 二. 1586 ， 168.25 
210,308, 198, 183 . 25 238,200,195.210 ， 368.P 
256,280,334,216 . .0 312,258,242.225 . 1418.25 
192,165,224,241 . .67 | 177,230,196.234 . 752. 9 
197 ,212,253,189 ， . 286,247 ,209 ,224 . 1124.33 
208 .307 .258 210 . . 228 ,254,205.218 . 430. 9 
232,182,212,169 . . 287 ,208 ,197 ,248 . 1682.00 


11j 294,309,244,286 . . 275 ,240, 300,262 . 628.% 


12 


因此 ， 


228 ,182,312,232 ， ， 134 ,215,198 .237 


了 = 一 六 7 = 220.270 8 元， 
| 


?950.2713 元 ， 


下 一 | 一 


1 习 _- 
dD 庆 之 吕 = ] 041.305 8 元 . 


万 = nN=24510=0.047,£= mM=4=0.5, 


.27313 + 


4 人 】 一 A -A _ 二 


O05 x | 041.3 058 元 = 37.988 6 元 ， 


StF)=Y vr) = 6.16357. 


于 是 了 的 置信 水 平 为 站 名 的 置信 限 为 220.270 8+1.96x6.16 5 元 ,相应 的 置信 
区 间 为 [208.19 元 ,232. 续 元 ]. 


5.3,2 初级 单元 大 小 不 等 的 情形 


在 二 阶 抽样 中 ,当初 级 单元 大 小 不 相等 时 ,最 有 效 的 处 理 方法 是 第 一 阶 抽样 采 
用 放 回 或 不 放 同 的 不 等 概率 抽样 ;第 一 阶 抽样 可 采用 任何 一 种 抽样 方法 ,通常 是 采 
用 简单 随机 抽样 . 
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1. 第 一 阶 抽样 采用 多 项 抽样 的 情形 
这 是 对 每 个 初级 单元 , 赋 耶 概率 Z.{ > 有 = 1) ,进行 4 次 独立 朱 样 ,每 次 抽 


到 第 i 单元 的 概率 为 Z. ,i =1,2,…, 入 ,第 二 阶 抽样 则 是 在 但 个 被 抽 中 的 初级 单元 
中 以 某 种 方法 抽取 m 个 次 级 单元 , 营 蘑 个 初级 单元 被 重复 抽 中 , 则 原来 在 第 二 阶 
地 样 抽 到 的 次 级 单元 也 都 被 放 回 ,然后 重新 抽取 mm 个 次 级 单元 的 情形 


在 此 情形 ,为 估计 总 体 总 量 了 ,应 先 佑 计 被 抽 中 的 初级 单元 的 总 量 下 , 设 祝 足 
Y, 的 -个 无 偏 估计 ;然后 利用 才 项 抽样 的 汉 森 - 替 尔 维 蒋 佑 计量 ,给 出 了 的 估计 


Pn = 工 六 二， (5-25) 
其中 s 是 第 i 个 样本 初级 单元 相应 的 到 值 ， mm 是 无 偏 的 ,二 方差 
vm = (Sa) 0) 20 
其 中 入 (他) 是 第 二 阶 抽样 中 了， 的 方差 A 售 。) 的 一 个 无 仿 估 计 是 
vA(Pn) = ms (i- pin). (5-27) 


注意 ,方差 估计 量 的 形式 与 第 二 阶 抽样 方法 无 关 . 
在 实际 应 用 中 ,最 感 兴趣 的 ,也 是 最 常用 的 情形 是 ,第 一 - 阶 抽样 条 用 PPS 抽样 ， 


而 第 二 阶 抽样 采用 等 样本 量 { 设 为 m) 的 简单 随机 抽样 . 此 时 人 简化 为 


oe 时 n 有 虎 PT ~ 
Pe 和 
其 中 
了 = 一 >) ¥ ,= 十 > > (5-29) 
【= 上 := 


了 也 是 了 的 无 篇 估 计 ,从 式 (5-28) 可 知 ,此 时 样本 是 自如 权 的 . 在 此 情形 下 ， Ts 
及 了 的 方差 居 计 也 极为 简单 : 
ul Pp) = = Pen be -Fe, {5-30) 


Wi > ;~ F). (5-31) 
2, 第 一 阶 抽样 柔 用 不 放 回 不 等 概率 抽样 的 情形 
如 果 初 级 单元 是 按 某 种 不 放 回 不 等 概率 方法 抽取 的 , 设 包 含 概率 汶 x ,ry， 的 
是 了 的 一 个 无 偏 居 计 , 则 总 体 总 量 了 的 估计 是 如 下 的 雷 维 北 - 汤 普 森 居 计 : 


并 a 
Fr = >, 二， (5-32) 
*=】 
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它 古 无 候 的 ,其 方差 为 


Vr) = 一 > 1 一 + 2 Yi™ 


pr 


Ty 一 A 


—iyY, vi Le {5-43 
A 区， 


二 


车 wt 人 ?是 WP 的- -个 无 侦 估 计 , 则 以 下 侦 计 显 忠 所 外 T) 的 无 偏 估计 : 


分 1 ] — CG) ) 
pi Ym = 人 > 2 f+ Dy (5.34) 
站 国定 时 , 世 王 和 人知 计量 也 是 再 邹 站 的 无 仿 佑 计 ， 
~ yy Ry MT) 一 Ty 分 他 AN (区 
(Pn) = VY > (= 元 j + (5-35) 


例 3 在 二 阶 抽样 中 ， 车 第 :_ 阶 柚 样 中 的 初级 单元 是 按 布 鲁 尔 方法 抽取 的 ， 第 
一 上 阶 抽 样 示 用 简单 第 机 柚 样 独立 地 从 两 个 初级 单元 中 抽取 mi 与 ma 个 次 级 单元 ， 
则 总 体 总 量 的 估计 


全 了 各 卫 [( 乞 史 2 二 
fh = | x2 了 之 | MM -3 ” 
它 的 :个 无 偏方 差 佑 计 
人 Zr Far 反 TI 各 天 3 
zf Fp) = ri ( A x + 之 mn 一 5 ， 


mm 


其 中 nn, = 2z ,Xz 由 这 {4-13} 确 定 ; $71 一 ! > 一 下， .2, 


m,—1 


5.4 三 阶 及 多 阶 抽 样 


5.4.| 各 级 单元 大 小 相等 时 的 三 阶 抽样 


一 阶 抽样 的 结果 可 以 推广 到 三 赃 基 更 高 附 交 抽 样 引 天 . 以 三 阴 抽 样 为 例 , 符 
总 体 世 含 刘 个 一 级 单元 ,每 一 个 一 级 单元 包含 虹 个 二 绒 单元 ,而 每 个 二 级 单元 又 
包含 必 个 .一 级 单元 , 设 三 阶 抽 样 各 阶 样本 量 分 别 为 n,m 与 下 出 与 定理 2 交 伏 .有 
如 下 定理 . 

定理 4 在 三 阶 抽 样 中 , 若 每 阶 抽样 都 是 简单 随机 的 , 且 不 同 的 一 级 单元 和 二 
级 单元 的 第 二 阶 柚 样 与 第 三 阶 拙 样 是 相互 独立 的 , 则 样本 (对 于 三 级 单元 的 ) 均 值 


n 中 上 
下 =- wi > > 和 (5-36) 
是 总 体 均 值 
加 NE 
了? - mr (5-37) 


的 无 址 估计 , 且 方 差 为 


5 整 群 抽 样 与 多 稚 抽 样 ，187 ， 


VF) = -fo , A253 + hs (5-38) 


其 路 = n/N ,b= mM, f= Kk 分 别 莽 各 阶 抽样 的 抽样 此; 5357, S27, 53 分 别 是 
总 体 一 级 ,二 级 与 一 谣 单 元 同 的 方差 . 即 


Ss md, - Y,)?, 


1 =1 aa- 
其 中 
; 1 必 = | va 
Ys = KY = kx 1 Ys 
三 了 一 = 
是 -级 单元 与 … 级 单元 均值 . 


Vi 邓 1 的 玉生 让 广 
v(F) = 一 一 = + l= A a A ， (5-39) 


其 中 与 本 分 别 是 样本 有 = 级 单元 间 的 类 . 

在 多 阶 抽样 中 ,通常 第 一 阶 抽样 的 方差 最 为 主要 ,第 阶 抽样 六 差 要 比 第 -一 阶 
方 关 小 得 多 ,向 第 阶 及 史 饥 阶 的 方 莽 更 小 , 甚 全 可 以 忽略 沾 计 . 内 此 为 了 旭 高 精 
度 ,第 一 .一 阶 的 样本 荆 就 不 能 太 小 . 


5.4.2 各 级 单元 大 小 不 等 的 多 阶 抽 畔 


对 于 各 级 单元 大小 不 等 情形 的 多 阶 抽样 ,通常 除 最 后 阶 抽样 采用 等 概率 抽 
样 外 ,其 余 各 阶 多 采用 与 单元 大 小 成 比例 的 不 等 概率 抽样 ,市 日 为 了 简化 抽样 和 数 
探 处 理 , 又 常 邓 用 放 回 PPS 抽 样 . 事实 上 在 此 情境 下 ,只 要 各 阶 样本 最 ( 除 第 一 阶 
的 样本 外 不 随 单元 而 变化 ,都 是 国定 常数 ,那么 所 得 的 样本 足 身 加 权 的 ,从 而 司 计 
届 及 其 方差 估计 都 有 简单 的 形式 . 

仍 以 三 阶 抽样 为 例 . 若 前 一 阶 抽样 都 采用 放 回 PPS 抽样 ,样本 量 分 别 为 n,m 
(对 于 每 个 在 第 一 阶 抽样 抽 到 的 初级 单元 ,其 第 一 阶 抽样 的 样本 量 皆 为 m) ,第 三 


阶 抽 样 采用 样本 其 为 的 简单 随机 抽样 , 则 总 体 均 值 Y( 按 :级 单元 平均 ) 的 估计 
为 


7 = zx> > ys (5-40) 
而 它 的 方差 悄 计 
小 六 二 a D2 Y.-F (5-41) 


其 中 
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?= i rs (i= 1,2,.….n). 
设 总 蛋 包 会 内 个 一 级 单元 ,第 工 个 - -级 单元 包 合 和 个 二 级 单元 ,第 i 个 一 级 
单元 中 的 第 j 个 二 级 单元 又 包含 天: 个 三 级 单元 , 则 总 体 中 了 所 包含 的 全 部 三 级 单元 
的 个 数 为 


w= > 2 及 (5-42) 
此 时 ,总 体 总 量 ‘1 
出 下 
一 > ; > 机 (5-43) 
的 无 偏 估计 为 和 
Y= MF = mi > Dy (5-44) 
而 它 的 方差 估计 为 


-2. (5-45) 


|| 


2 了 
oD = Mo 于) = sy 


2 = 了 


6 系统 抽样 


6.1 一 般 描 述 


6.1.1 定义 及 实施 方法 

系统 抽样 也 称 机 械 抽 样 , 是 将 总 体 中 的 单元 按 某 圳 顺序 排列 ,在 规定 的 范围 内 
随机 抽取 -- 个 或 一 组 起 始 单 元 ,然后 按 一 套 规 则 确定 其 他 样本 单元 的 一 种 抽样 方 
法 . 系统 抽样 可 以 是 等 概率 的 ,也 可 以 是 不 等 概率 的 ， 

定义 1 当 总 体 中 的 NW 个 单元 按 一 定 闫 序 排 列 时 ,根据 样本 量 n 确定 一 个 最 
接近 Nn 的 整数 并, 在 1- 天 范围 内 随机 抽取 - -个 整数 .以 单元 7 为 起 始 单 元 ,以 
后 每 隔 个 单元 抽取 一 个 单元 . 这 种 抽样 称 为 等 距 抽样 ,其 中 站 称 为 抽样 交 是 . 

等 距 抽样 是 一 种 等 概率 系统 抽样 ,此 时 总 体 每 个 单 虐 人 样 概率 缘 等 于 1/ 不 
过 当 wz 起 时 , 按 定义 1 的 方法 实际 抽 到 的 样本 单元 数 不 一 定 恰好 等 于 原先 设 定 


的 *. 事实 上 实际 样本 量 可 能 为 | 立 ] ,也 可 能 为 [ 芋 ] + 1, 这 里 | 全 | 表示 /i 的 


整数 部 分 . 为 保证 实际 样本 量 - 定 等 于 事先 设 定 的 a, rf 将 总 体 单元 按 顺 序 首 屁 
连接 ,起 始 单元 号 码 从 1 ~ 入 范围 内 产生 ,然后 按 每 隔 个 单元 (于 仍 为 最 接近 N7 
n 的 整数 ) 抽 取 一 个 样本 单元 ,直到 抽 足 x 个 单元 为 正 . 这 种 抽样 称 为 贺 形 系统 抽 


# 系统 抽样 + 189 ， 


样 ， 
6.1.2 系统 抽样 的 特点 


系统 抽样 最 突出 的 优点 是 简单 易 行 ,只 要 随机 确定 起 巡 单 元 后 ,整个 样本 就 随 
之 而 定 . 它 对 抽样 要 的 要 求 也 比较 简单 ,在 一 些 现 场 调 查 中 虹 是 方便 . 不 等 概率 
系统 摘 样 作为 一 种 不 放 回 的 抽样 ,适用 于 任意 样本 量 , 且 又 是 严格 的 rps 抽样 , 它 
是 同类 抽样 中 最 为 简单 的 . 

由 于 简便 ,系统 抽样 容易 被 非 专 业 人 员 记 掌 担 ,而 且 上 其 拍 样 过 程 可 以 保留 , 便 
于 监督 和 检查 . 对 于 单元 的 某 些 排列 形式 ,系统 抽样 的 精度 也 很 高 ， 

系统 抽样 的 方差 估计 比较 复杂 ,事实 上 一 般 系 统 抽样 不 可 能 找到 通常 意义 下 
的 方差 无 偏 估 计量 ， 苍 外 由 于 许多 在 实际 上 行 之 有 效 的 系统 抽样 ,往往 不 是 严格 
的 概率 抽样 ,因此 对 它 的 精度 估计 就 更 为 困难 . 


6.2 等 概率 系统 抽样 一 一 等 距 拙 样 


6.2.1 估计 量 及 其 方差 的 各 种 表示 


最 简单 的 系统 抽样 , 即 是 等 距 抽样 . 为 方便 讨论 起 网 , 设 N= mk 且 将 总 体 单 元 
按 表 6-1 所 示 的 形式 重新 排列 . 


了 4 


| Fin k+l 


将 位 于 第 rm 列 第 j 行 的 单元 Yo -bxa+* 重 新 记 为 下， 六 三 ] ,了 ， 本 [| 一 1,2, “i 
n. 可 以 着 出 ,每 一 个 系统 (等 取 ) 样 本 都 由 一 列 单元 组 成 . 设 抽样 时 起 始 单元 为 r， 
则 很 自然 地 ,总 体 均 秆 了 的 估计 可 由 样本 均值 来 估计 , 即 

7 = 7 下 六 四 (6-1) 

当 和 N= 大 时 ,7 了, 是 无 偏 的 .但 当 Nz mk 时 ,将 样本 均值 作为 总 体 均 秆 的 估计 


就 可 能 造成 一 定 的 偏 倚 . 
估计 量 了 ,的 方差 , 按 定义 有 


VFy) = DF, 7), (6- 2) 
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这 里 仍 假定 入 = nk. YEy ww) 可 以 表示 成 儿 种 不 同形 式 . 
(1) 用 样本 内 放养 态 , 表 示 
十 样本 内 方差 表示 时 ,有 


(Fw) = ots: - He Ls:,, (6-3) 
其 中 
国 了 
SS 
So = 天 -200 (6-4) 
人 是 总 体 方差， 


(2) 用 样本 { 群 ) 内 相关 系数 pm 表示 
按 表 6-1 所 示 的 排列 形式 ,如 将 列 看 作 群 , 则 系统 抽样 可 以 看 成 是 一 种 特殊 的 
整 群 抽样 ,于 是 


这 ， 
VY gy) 三 | | ( i+ (nm 1) pes) ， (6-5) 
其 中 pws 是 样本 ( 群 ) 内 相关 系数 ， 
2 VI 二 
wer = DI YO- Y). {6-6) 


从 式 (6-3) 可 以 推 得 , 当 样 本 内 方差 8 > 吕 时 ,系统 抽样 的 精度 优 于 简单 随 
机 抽样 ;从 式 16-5 串 知 .系统 样本 办 相关 py 盒 小 ,也 即 样 本 内 指标 差异 你 大 ,个 
计 就 意 精 殉 . 

6.2.2 方差 与 总 体 单 元 排列 顺序 的 关系 


系统 抽样 的 精度 不 仅 取决 于 总 体 上 方差 ,而 且 也 取决 上 总体 单元 的 排列 虎 序 . 

(1) 随 机 排列 总 体 ” 如 果 总 体 单元 的 排列 与 指标 什 不 相关 ,排列 着 序 就 可 以 看 
作 是 随机 的 ,此 时 系统 抽样 的 精度 从 总 体 而 言 与 简单 随机 抽样 的 相同 . 

(2) 线 性 趋势 总 体 ” 如 果 总 体 单元 的 排列 与 指标 值 中线 性 关系 , 则 由 于 此 时 样 
本 内 方差 较 大 ,从 而 系统 抽样 的 精度 可 大 为 提高 ,在 实际 情况 中 , 当 单元 是 按 某 个 
与 指标 值 线性 相关 的 另 - 一 辅助 指标 的 大 小 顺序 排列 时 , 戎 是 此 种 情形 . 

(3) 周 期 性 波动 总 体 ” 如 果 总 体 单 元 指标 值 按 一 定 问 隔 呈 周期 变化 , 则 系统 抽 
样 的 精 座 与 抽样 间距 及 指标 变化 周期 有 很 大 关系 . 在 此 种 情形 下 ,必须 精心 
选择 上 与 上 才能 获得 理想 的 效果 ， 


6.2.3 线性 趋势 总 体 抽 样 方法 的 改进 


线性 趋势 总 体 单元 指标 和 值 引 用 以 下 模型 描述 : 
Y=a+h+te, ti 二 (6-7) 


其 中 * 是 随机 波动 . 对 于 此 类 总 体 ,如 何 决定 样本 的 起 始 单 元 的 位 置 对 个 计 基 的 
影响 很 大 ,为 进一步 所 高 精度 ,有 以 下 几 种 改进 方法 . 
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1. 中 心 位 置 样本 

如 将 起 始 单 苑 了 取 为 {# + 1)/2( 当 上 为 肌 数 时 ), 422 或 二 + 区 (要 大 为 偶数 
时 ), 则 可 最 大 程度 地 减少 方差 . 不 过 采用 这 种 方法 时 ,在 总 体 单元 的 顺序 及 上 依 
定 后 ,样本 世 就 确定 了 ,这 与 概率 抽样 的 要 求全 相符 . 

2. 首尾 校正 法 

在 用 样本 均 什 估 计 痊 体 均值 时 ,对 系统 样本 中 首尾 两 个 样本 观测 值 赋予 不 同 
于 17n 的 权 : 


1 Zr 点 一 1 1 27 一 二 一 1 
2 (6-8) 
其 余 n -2 个 样本 观 湖 值 的 权 yw; 仍 鸭 17a, 十 是 ,了 的 合计 村 修正 为 : 
¥Y, = Sg, ‘(6-9) 
了 = 
车 模型 式 (6-7) 是 严格 线性 (s, =0,7=1,2, ,AN) 的 , 则 y,= 了. 
3. 对 称 系 统 抽样 法 


对 称 系 统 抽 样 也 称 为 平衡 系统 抽样 ,与 一 般 等 距 抽 样 骨 证 要 区 别 是 , 它 的 起 始 
单元 不 是 :个 ,而 基 两 个 ,因而 样本 单元 实际 是 成 对 抽取 的 ， 对 称 系统 抽样 又 有 两 
种 其 体 方法 . 

( 册 ) 层 内 对 称 系统 抽样 ,也 称 塞 带 (Sethi) 方 法 . 设计 = 怀 , 且 为 偶数 ,在 1-~ 
上 范围 内 的 随机 数 + 产生 后 ,ni2 对 样本 单元 的 号 码 为 


Ir 2,207 + 1)Ek -r+1l (j= 0,1.…, 皇 -1). (6- 10) 
{2) 总 体 对 称 系 统 抽样 ,也 称 辛 (Singh) 方 法 . 设 六 = 中 ,有 nm 为 偶数 ,在 随机 数 

r 产生 后 ,mrj2 对 样本 单元 的 导 码 为 
ir+r 让 Nr+1i (j= 0 -1). {6- 11) 


6.2.4 方差 合计 


系统 抽样 的 方差 估计 比较 困难 ,实际 上 对 于 系统 抽样 .没有 与 其 他 抽样 方法 屠 
样 通 常 意义 下 的 方差 无 偏 估计 . 

下 面 从 不 同 角度 出 发 ,给 出 儿 种 等 概率 系统 抽样 方差 估 计量 . 其 中 样本 观测 
值 y ,ys,…,y 的 顺序 与 单元 在 总 体 中 的 顺序 相同 . 

(1) 若 将 系统 样本 作为 简单 随机 样本 处 理 , 则 相应 的 方差 估计 可 采用 


1— 1- 1 一 1 
2] 二 fs = RD — FF, ),， (5-12) 


其 中 1-A= 上 是 有 限 总 体 修正 系数 .v1 特别 适用 于 随机 提 列 总 体 ;对 十 线性 赵 


势 总 体 ,wl 往往 高 信 了 方差. 
(2) 设 5 为 偶数 , 若 将 样本 观测 值 按 顺 序 两 两 分 成 一 组 , 则 第 i 组 的 两 个 观测 
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值 的 方 善 估计 可 到 为 (2 -=- 加, 将 na 个 这 样 的 数值 平均 ,再 蒋 上 (1- 站 7 
n ,有 即 得 


12 = 1 一 yai-1). ‘(6-13) 

考虑 从 第 二 个 样本 观测 值 起 ,每 个 与 前 一 个 组 成 一 组 , 共 m-1 上 和 组. 与 上 面 同 
样 的 思路 可 得 另 一 个 情 计 

nt (6- 14) 


v2;v3 的 适用 范 闭 很 广 ,可 以 用 于 几乎 所 有 类 型 的 总 体 ,对 于 钱 性 趋势 总 体 尤 
为 适宜 . 当 样 本 其 比较 小 时 ,vs 比 vs 更 精确 . 


6.3 不 等 概率 系统 抽样 


6.3.1 xPS 系统 抽样 及 实施 方法 
一 般 的 不 等 概率 系统 抽样 可 以 通过 如 下 途径 得 到 ; 令 1x| 是 一 组 人 样 概率 ,; 
2 Ny On = n,r 是 "0,1] 区 间 内 的 一 随机 数 , 则 当 


Derr Dt (k= O01 ,nn-1) (6-15) 
时 ,总 体 中 的 第 Dba, tn 个 单元 即 为 抽 中 的 样本 单元 ， 当 zx 都 小 于 工时 ,抽样 
是 严格 不 故 回 的 . 
若 用 ,是 第 i 单元 的 大 小 ,i = 1,2,-… ,NN,Mo = > 机, 则 
5 ‘6-16) 


上 述 抽样 称 为 xPS 系统 抽样 . 

在 实际 应 用 中 , 若 用 代码 法 , 则 xPS 系统 抽样 与 等 概率 系统 抽样 非常 类 做 : 先 
将 时 值 累 扣 , 设 * 为 (0.4oxa] 中 的 随机 数 , 贴 以 下 = Mon 为 间距 等 距 地 抽取 代 
码 ,代码 所 对 应 的 单元 邵 为 抽 中 的 样本 单元 ( 若 天 从 为 整数 , 则 可 在 1- 天 范围 内 
抽取 随机 整数 7)， 


6.3.2 估计 量 及 其 方差 导 讨 
与 通常 xPs 抽样 一 样 ,xrPS 系统 抽样 对 总 体 总 量 了 的 估计 采用 填 维 兹 -汤普森 
傅 计 : 
会 ” = DE = 下. (6-17) 


于 上 


Yin 是 无 偏 的 ,其 方差 


nD A 
os 1 - x YR 
VP) = 六 LV yy 
1=1 T t=b JP “ 


= DP rm- (£ -2). 


=| Js+ 


但 对 于 一 般 的 n ,x 的 形式 极为 复杂 , 且 有 很 多 为 零 , 故 的 名 rm) 的 估计 不 能 用 
类 位 于 式 (4-11) 与 式 ({4-12) 的 形式 ,以 下 是 几 种 可 采用 的 方差 全 计 . 
(1 将 不 放 回 的 xPS 系统 样本 作为 放 回 的 PES 样本 外 于 ,可 考虑 以 下 方差 悄 计 


形式 : 
fo 
ms - Pr) = ee - Pir) ， 
因为 实际 抽样 是 不 放 回 的 ， 故 应 应 考虑 乘 上 有 限 总 体 修 让 系数 1 - 了 . 由 于 单元 
的 抽取 是 不 等 概率 的 ,因此 应 使 用 的 如 下 估计 : 
他 = Ox. (6-18) 
于 是 了 Pin 的 一 个 方差 估计 为 
1 -一 二 Lo 2 
tb = 0 (全 - Pr) . (6-19) 


(2) 与 等 概率 系统 抽样 情形 类 似 ， 若 考虑 用 相 部 样本 观测 值 ( 用 ny 代替 等 
概率 情形 的 y,) 的 差 秆 平方 种 来 表示 方差 , 则 得 到 如 下 两 种 方差 合计: 


vs - L$ (3 ms _ Wu) ， 


iT 1 Tl Tai-1 


-Ff A 
“te it ] . 
对 于 随机 排列 总 体 ,vs 的 效果 不 错 ; 而 对 于 具有 线性 趋势 的 总 体 ,ss 与 沁 里 
为 适用 . 
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引 高 


质 是 管理 是 指 用 经 济 的 方法 生产 出 符 台 规格 和 用 户 枫 求 或 期 望 前 产 醒 的 各 种 
活动 . 由 二 现代 的 质量 管理 绝 大 名 数 是 采用 数理 统计 上 方法, 即 在 生产 活动 开始 后 ， 
根据 统计 推断 的 协 论 ,在 活动 的 全 过 程 中 适时 地 用 度量 比较 ,纠正 和 复 证 的 办 法 ， 
来 监督 进行 的 ,因此 质量 管理 有 时 也 称 为 统计 质量 控制 , 技 下 要 研究 内 容 包 括 预 防 
性 抽样 片 法 {如 质量 控制 图 } .成 批 产品 抽样 检查 和 和 可靠 性 测定 等 . 

质量 管理 作为 - -站 科学 ,从 1924 年 美国 贝尔 电话 实验 室 的 统计 学 家 体 哈 特 
( 太 . A&. Shewhart) 创 六 控制 图 起 , 译 邻 已 有 70 多年 历史 ,经 上 所 了 质量 管理 的 初级 
(00) 阶段 .统计 质量 管理 (8S0C) 阶 段 和 全 面 质 基 管 理 {TQC) 阶 段 等 三 个 阶 眉 . 月 前 
质量 管理 已 有 了 一 套 比 较 成 熟 的 科学 方法 , 它 是 数理 统计 与 概率 论 在 工业 企业 质 
基 管 理 方面 的 具 恒 应 用 ,是 工业 企业 管理 和 应 用 数学 的 边缘 学 科 . 对 现代 化 企业 
来 说 ,科学 管理 的 肉 容 很 多 ,但 各 种 科学 管理 的 目前 都 集中 地 反映 在 产品 的 质量 
上 ,所 以 质量 管理 既是 科学 管理 的 日 的 ,又 是 科学 管理 的 核心 . 本 篇 将 主要 介绍 生 
产 过 程 中 的 质量 管理 .质量 榨 制 方法 ,控制 图 以 及 抽样 检查 方法 . 这 些 方法 简单 易 
行 ,收效 显著 ,便于 推广 , 它 的 运用 范围 已 涉及 到 工业 企业 的 各 行 各 业 , 对 提高 工业 
产品 的 质量 起 到 了 关键 性 作用 . 


1 3 引 论 
1.] 质量 管理 的 基本 组 成 部 分 
1.1.1 证 计 过 程 的 质量 管理 


设计 过 程 是 指 产品 正式 投产 前 的 全 部 技术 准备 过 程 . 它 主要 包括 产品 卉 计 、 
试制 和 鉴定 等 . 产品 设计 是 根据 社会 需要 和 消费 者 的 使 用 要 求 , 使 产品 其 有 造型 
美 .成 本 低 .使 用 价值 高 等 特点 的 技术 准备 工作 , 它 是 决定 产品 质量 的 基山 . 新 产 
品 的 试制 和 鉴定 是 验证 设计 目的 和 要 求 是否 达到 的 一 种 方法 ,同时 也 是 对 设计 的 
出 好 检验 . 


1.1.2 制造 生产 过 程 的 质量 管理 


制造 生产 过 程 的 质量 管理 是 指 产 品 正式 投产 后 全 部 生产 过 程 的 质量 管理 , 即 
质量 控制 过 程 . 它 是 质量 管理 的 核心 . 其 目的 是 变 建 立 稳 定 的 生产 体系 ,对 省 工 
序 的 质量 控制 与 检验 以 及 不 合格 产品 进行 管理 等 . 通过 产品 检验 ,可 以 监督 和 控 
制 产 品质 量 , 并 对 产品 质量 的 发 展 趋向 加 以 预测 ,在 产 心 质量 异常 苗头 出 一 出 现 
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时 ,就 立即 分 析 原 因 , 提 中 解决 质量 问题 的 措施 ， 
1.1.3 使 用 过 程 的 质量 管理 


产 操 的 使 用 过 程 就 是 榨 葛 产品 质量 的 过 程 . 它 既 是 诺 语 管理 的 归 箱 点 , 艾 是 
质 其 管理 航 出 发 点 . 使 用 过 积 的 质 基 管理 包括 购 要 做 好 村 用 户 的 技术 服务 .L 作 
(包括 详细 编制 使 用 说 明 书 等 ), 又 要 设立 技术 维修 站 , 供 记 用 户 修理 所 需 的 零 益 
件 , 同 时 还 要 进行 使 用 效 杂 的 跟踪 调查 ,把 所 得 信息 及 时 地 反馈 到 设计 部 门 . 


1.2 产品 质量 的 检验 方法 


产品 质量 的 检验 方法 可 分 为 全 面 检验 和 抽样 检验 . 
1.2.] 全面 检验 


全 面 检验 即 是 对 每 批 中 所 有 产品 逐 -检验 。 所 谓 批 是 指 在 一 定 条 件 下 生产 出 
来 的 一 定数 量 的 单位 产品 (实施 抽样 检查 而 对 产品 划分 的 基本 单位 ), 这 种 方法 适 
用 于 机 械 化 程度 不 高 的 手工 业 产品 .精密 的 器 等 .全面 检 答 的 必要 条 件 是 对 产品 
无 破坏 性 . -- 般 不 允许 进行 破坏 性 的 全 而 检验 ,如 电子 原件 的 可 车 性 检验 ,军工 产 
蕊 中 对 姓 头 的 性 能 、 效 力 的 检验 等 . 全 面 检验 的 优点 是 简单 易 行 ,一 般 不 需要 有 专 
站 技术 的 检验 员 ,对 产品 质量 的 保证 基本 工 不 存在 风险 ;缺点 是 工作 量 太 大 . 


1.2.2 视 样 检验 


抽样 检验 简单 地 说 就 是 从 产品 总 体 中 抽取 部 分 样本 . 遂 过 样本 的 质量 信息 , 推 
断 总 体 的 质量 水 平 的 方法 . 抽样 检验 具有 节省 时 间 、 人 力 和 经 济 合算 的 优点 . 但 
是 抽样 检验 存在 风险 , 基 有 可 能 接收 质量 低劣 的 产品 批 , 也 有 可 能 拒 收 质量 全 和 良 的 
产品 批 ， 


1.3 工序 能 力 指数 


工序 能 力 是 指 丁 序 处 于 稳定 状态 下 实际 加 工 的 能 力 ( 通 常用 产品 质量 特征 的 
波动 范围 6z 来 表示 ) , 它 反映 产品 制造 在 生产 质量 方面 的 能 为 . 

1.3,.1 工序 能 力 指数 

当 产 品 特 征 值 工分 布 的 平均 值 w = T= 《Tr + 了 /2 时 ,工序 能 力 指数 和 定 
电 为 

Cy = 二 〈 双 侧 规格 )， 

其 中 了 = 7- 及, 为 产品 该 计 中 的 公 善 ,Tu Ti 分 贡 为 产品 规格 的 十 .下 限 ;7。 为 公 
着 中 心 ;o 为 产品 总 体 的 标准 差 ， 当 样 本 比较 志 时 ,可 用 样本 均值 二 .样本 标准 差 ， 
分 别 作为 msa 的 估计 值 . 
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在 工序 能 为 指数 的 年 关中 ,了 反 幅 产品 质量 的 要 求 ,e 则 反 质 攻 的 散布 
程度 . 二 者 的 比 倩 反映 了 生产 过 程 满足 产品 议 计 要 求 的 能 力 . 


1.3,2 工序 能 力 指 数 的 规定 标准 


(1) 叶 四 > 人 时 , 认 汶 工 夯 能 方 充 述 ,可 以 设法 禾 攻 产 品 成 本 或 猪 小 公差 
范 痣 . 
(2) 当 1.33< Cs1.7 时 ,认为 工序 能 力 强 ,能 充分 满足 产 毅 设计 要 求 . 

(3) 当 1.0< C1.33 时 ,认为 工序 能 力 一 般 , 可 以 这 到 产品 设计 要 求 . 

(4) 当 0.67 < ,各 1.0 时 ,认为 工序 能 力 弱 ,难以 达到 产品 汕 计 的 要 求 , 会 出 
合格 品 ,有 贫 采 绎 措施 进行 检查 . 

(5) 当 避 和 0. 人 7 时 ,认为 工序 能 为 严重 不 足 , 应 采取 紧急 捕 施 改进 工序 或 训 

松 公 莽 范 围 ， 

上 述 标 准 是 不 难 理解 的 ,实际 上 ,当世 ~- 交 (aa 时 .质量 特征 值 落 在 (wm - 5， 
af+z) 内 的 概率 为 归 .27 多 ; 落 在 (一 25,p+ 25) 内 的 机 闪 为 95.45 名 ; 藩 在 (yt - 
3g ,+390) 内 的 概 兴 为 物 .73 铝 . 

当 于 序 能 力 指数 为 C, 时 ,产品 不 合 楷 率 为 

Pp” =201 -B30C,)), 
其 中 @B{ x) 为 标准 正 态 分 布 六 (0,1) 的 分 布 冰 数 . 当 上 = 1.97 时 ,p=0.00 1%;*f 
C=1.3 时 ,p” =0.01%; 当 =1 时 ,p ”=0,237%; 当 =0.7 时 ,p* =4.55%. 


1.3.3 和 收 正 工序 能 力 指 数 


当 产 品 特征 值 总 体 分布 的 平均 值 j 偏离 (To + 71)/ 人 2 时, 常用 修正 工序 能 力 指 
数 Cy, CY 来 代替 工序 能 力 指 数 . 它们 分 别 定义 为 


T+ YL, 


T 7 一 了 Clee 
Ce=E0 0 6 |!- (五 5 于) 
TU- TL 
她 * = + 一 一 一 一 盖 -- 
? Gv ECX TP 


2 产品 质量 与 质量 控制 


2.1 质量 与 质量 表示 


产品 质量 是 指 产品 或 服务 能 够 符合 规 赴 要 求 或 能 满足 用 户 利 社会 要 求 的 各 
度 . 在 工业 咎 产 中 ,产品 质量 具体 是 指 产品 为 满足 使 用 要 求 而 应 具备 的 形式 和 状态 


的 数量 指标 (也 称 质 量 指标 ). -- 个 具体 的 产品 党 需 用 老 个 指 慰 来 表示 它 的 质量 . 测 
量 或 测定 质量 指标 所 得 的 数值 称 为 质量 特征 值 或 质 黄 数 据 . 

根据 质量 指标 特性 的 不 同 ,质量 特征 值 可 分 为 计数 值 和 计量 值 两 类 . 当 质 量 
特征 倩 只 取 - -组 特定 的 离散 数值 而 不 能 取 这 些 数 值 之 间 的 数 时 ,这 样 的 特征 值 就 
叫做 计数 值 . 计数 值 你 可 分 为 计件 值 和 计 点 值 . 对 产品 进行 按 忻 检查 时 及 产生 的 
履 性 {评定 “好 "或 “ 坏 ") 数 据 称 为 计件 值 ,如 一 批 产品 中 的 他 档 品 数 .废旧 数 等 . 每 
件 产品 上 质量 缺陷 的 个 数 称 为 计 点 值 .如 棉布 上 的 疲 点 数 .铸件 上 的 砂 眼 等 . 

当 质 量 特征 值 可 以 可 给 定 范 围 内 的 任何 一 个 可 能 的 数值 时 ,这 样 的 特征 值 避 
叫做 计量 值 . 如 用 各 种 计量 工具 测量 的 数据 (长 度 .重量 .时 间 等 ) 就 是 计量 值 . 

- 般 地 ,不 同类 的 质量 特征 值 所 形成 的 统计 规律 是 不 - - 样 的 ,因而 形成 了 不 同 

的 质量 控制 方法 . 


2.2 质量 特征 值 的 统计 规律 


在 同一 生产 条 忻 下 ,同一 产品 的 各 个 体 的 某 -- 质 量 指标 的 质量 特征 秆 是 有 差 
异 的 ,这 种 差异 称 之 为 产品 质量 的 散布 . 一般 地 ,产品 的 散布 有 如 下 特点 : 

(产品 质量 必 有 沿 布 ,由 此 而 设 有 公差 ; 

(2) 散 布 的 大小 是 可 以 量 尊 的 ,通常 散布 值 越 小 越 好 ; 

(3) 大 量 同类 产品 的 散布 呈现 出 统计 规律 ,而 且 大 多 数 产品 的 计量 值 在 通常 情 
涡 下 服从 正 态 分 布 规律 . 

造成 产品 的 散布 或 变异 的 原因 可 分 为 如 下 两 大 类 ， 

第 一 类 是 随机 因素 ,其 特点 是 ,(1) 对 产品 的 质量 影响 被 小 ; (2) 始 终 存 在 ;{3) 
对 产品 质量 的 影响 逐 件 不 同 ; (4) 不 能 够 采取 措施 予以 经 济 地 消 严 . 如 原材料 质量 
的 微小 变化 .机 床 的 微小 据 动 ,温度 的 变化 等 . 由 于 它们 的 作用 微小 ,在 技术 上 也 
不 易 识别 和 消除 ,如 果 要 把 它们 莉 一 一 找 出 来 加 俯 控 制 ,不 羽 经 济 上 个 合算 ,而 且 
事实 上 世 不 可 能 . 

第 二 类 是 系统 因素 ,其 特点 是 ,!1) 对 产品 的 质量 影响 较 庆 ;2 间或 存在 :43) 对 
- -系列 的 产品 质量 都 发 生 影响 ;(4) 较 易 被 觉察 出 来 ,并 能 以 时 地 、 经 济 地 于 以 消除 
和 纠正 ， 如 原材料 的 较 大 变化 .工艺 过 程 的 变动 .车 刀 磨 损 .操作 人 员 的 失误 等 ， 

产品 质量 特征 值 的 变化 ,如 果 单 纯 是 由 随机 因素 引起 的 ,那么 一 般 认 为 这 个 生 
产 过 程 是 稳定 的 , 即 产品 质量 是 稳定 的 ,在 数理 统计 学 上 称 为 生产 过 程 处 于 统计 控 
制 状态 ;否则 称 为 生产 过 程 处 于 非 统计 控制 状态 . 因此 ,如 人 及 时 地 发 现 产 品 的 生 
产 过 程 是 否 处 于 统计 控制 状态 ,是 质量 控制 的 中 心 问题 . 


2.3 质量 控制 的 基本 方法 
统计 质量 控制 的 基本 访 法 有 两 种 : 


《1) 用 控制 界线 来 判断 随机 性 因素 和 系统 性 因素 ,以 使 消除 异常 波动 ,保持 生 
访 过 程 稳定 ,使 生产 过 程 始终 处 于 统计 控制 状态 ; 


3 质量 控制 图 * 20] :* 


(2) 根 据 小 部 分 产品 质量 的 检查 结果 来 推断 整 指 广 品 的 质量 ,以 使 了 解 整 批 
六 品 的 质量 情况 及 其 赵 辣 ,进一步 控制 并 提高 产品 质 基 , 消 天 或 尽量 闫 少 不 合格 产 
品 的 产生 . 


3 质量 控制 图 


3.1 质量 控制 图 的 基本 格式 


生产 过 程控 制 的 目的 是 保证 制造 过 程 处 丁 统计 控制 状态 , 预 芒 废品 的 出 更, 这 
种 统计 控制 方法 的 典型 工具 就 是 质量 控制 图 . 根据 慨 举 缠 计 原 理 ,在 普通 的 坐标 
纸 上 作 出 两 条 控制 界限 线 和 一 条 中 心 线 , 然 后 把 抽样 所 得 的 质量 特征 值 (或 样本 统 
计量 ) 按 抽样 的 时 间 先 后 以 点 子 的 形式 描 在 图 上 ,以 点 子 的 动态 分 布 情况 来 探讨 工 
序 的 质量 和 其 质量 趋势 ,这 种 图 就 是 质量 控制 图 ,如 图 3- 1 所 示 . 横 坐 标 为 按时 间 


样本 组 号 ' 捷 时 间 硕 序 } 


图 3-1 
先后 排列 的 样本 组 号 ; 纵 举 标 为 质量 特征 慎 或 其 样本 统计 剧 ; 两 条 控制 界限 线 一 般 
用 虚线 表示 ,上方 的 -一 条 称 状 上 控制 界限 ( 记 鸭 UCL) ;下方 的 一 条 称 为 下 控制 寞 限 
【 记 LCD) ;中心 线 用 实 线 表示 ( 记 为 CL). 


3.2 质量 控制 图 的 基本 原理 


在 后 产 过 程 中 ,定时 抽取 样本 ,把 测 得 的 点 子 按时 间 先 后 一 … 描 在 质量 控制 图 
上 . 如 果 点 子 落 在 两 控制 界限 线 之 人 间 , 旦 点 子 排列 是 随机 的 , 则 表明 生产 过 程 仅仅 
有 随机 因素 存在 ,生产 过程 基本 二 正常 的 ,处 于 统计 控制 状态 ,此 时 对 生产 过 程 不 
必 王 盾 ; 如 果 点 子 蒂 在 两 控制 界限 线 之 外 ,或 点 了 在 两 控制 界限 线 内 的 排列 必 非 随 
机 的 , 则 表明 生产 过 程 中 有 系统 性 原因 存在 ,工序 已 处 汪 非 统计 控制 状态 ,此 时 上 必 
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须 对 工序 采取 措施 . 用 控制 图 对 生产 过 程 不 断 地 进行 监 拉 .就 能 够 对 系统 性 因素 
的 出 现 及 时 告警 ,并 对 工序 进行 控制 ， 

如 在 生产 过 程 中 , 仅 有 随机 或 偶然 因 束 存 在 , 则 产品 不 址 特征 值 主将 形成 茶 
种 典型 分 布 ,通常 为 止 态 分 布 ; 当 出 现 系 统 因 素 时 ,X 就 会 偏离 原来 的 典型 分 布 . 
可 用 统计 学 中 的 假设 检验 方法 来 及 时 发 现 这 种 分 布 的 侦 离 .从 而 以 此 来 判断 系统 
性 因素 是 从 存在 . 

设 当 工序 不 存在 系统 性 因 豆 时, 工 ~- 上 (ae ,十 是 有 

Pligg 3 +35} =0.97 3. 

如 图 3-2 所 示 .并 落 在 两 条 虚线 外 的 概率 之 和 愉 有 0.27% ,这 基 - 一 个 很 小 的 概 
率 . 出 现 这 样 概 率 的 事件 叫 作 小 概率 事件 . 概率 统计 理论 认为 ,小 概率 事件 在 一 
次 实验 中 是 不 会 发 生 的 . 


图 3-2 

接 加 工 次 序 每 随 … 定 时间 抽 到 一 个 样品 ,如 果 这 工序 切 然 只 受到 随机 性 因 豆 
的 影响 ,那么 被 抽取 的 产品 的 特征 值 仍 服从 原来 的 正 态 邹 布 . 该 产品 的 特征 值 落 到 
两 条 虚线 外 几乎 是 不 可 能 的 . 如 果 某 一 产品 的 特征 值 落 到 了 两 条 虚线 外 ,由 上 可 
知 ,这 种 可 能 性 只 有 0.27% ,一 般 认为 这 在 一 次 试验 中 是 不 会 发 生 的 ,如 果 发 生 了 ， 
就 说 明 原 来 的 分 布 出 现 了 较 大 的 变化 . 像 图 3-2 所 示 的 第 2 个 正 态 分 布 曲 线 那 
样 ,超过 两 条 虚线 外 的 面积 不 再 是 0.27 六 ,而 可 能 是 百 分 之 儿 了 . 可 以 认为 ,点 于 
蒂 到 两 条 虚线 之 外 ,就 表明 生产 过 程 出 现 了 系统 原因 . 

习惯 上 上, 把- 36 定 为 LCL,y+3o 定 为 UCL,r 定 为 LL, 这 样 得 到 的 控制 图 称 
六 3g 原理 控制 图 ,也 称 为 休 眶 特 控制 图 . 更 一 般 地 , 设 Y 是 要 控制 的 质 基 特征 值 
的 某 个 样本 统计 量 , 则 


UCL= E(Y) + 3o(Y, 
LCL= E(Y)- 30(7), 
其 中 EC 站 是 Y 的 数学 期 望 什 ;st 了 让 是 了 的 标准 着 . 


{ua ECY), 
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3.3 控制 区 的 诊断 


采用 质量 控制 图 的 目的 基 分 析 生 产 过 各 是 否 处 于 统计 控制 状态 ,同时 分 析 产 
品质 量 是 否 符 台 规定 标准 ， 

如 果 控 制图 上 的 点 子 同 时 满足 下 述 晴 个 条件 , 则 认为 后 产 过 程 处 于 统计 控制 

(1) 绝 大 和 多数 点 子 位 于 控制 界限 线 内 . 即 

中 连续 5 个 点 中 没有 一 点 在 界外 ; 

加 连续 35 个 点 中 至 多 有 一 点 在 界外 ; 

3 连续 100 个 点 中 至 密 有 两 点 在 界外 ， 

(2) 点 于 排列 无 下 述 异 常 现象 : 

中 同 如 链 ”连续 7 点 或 更 包 扣 位 于 中 心 线 同 侧 ; 

四 单调 链 ”连续 7 点 或 更 多 点 旦 单调 上 天 或 下 降 趋 执 ， 

使 间断 同 侧 链 、” 对 于 菜 一 i{i=1,2,3,4) ,在 连续 $+3i 点 中 至 少 有 8+2i 点 


在 中 心 线 同一 侧 ; 
中 高 位 链 或 低位 链 ”连续 3 点 中 至 少 有 2 点 或 连续 7 点 中 至 少 有 3 点 落 在 2 
们 的 标准 差 之 外 ， 


根据 休 啥 特 控制 图 来 对 工序 稳定 性 作出 判断 时 ,可 能 犯 两 种 错误 :第 一 种 是 恨 
据 (1) 对 工序 下 异常 的 结论 时 ,可 能 犯 虚 发 警报 的 错误 , 毕 把 处 于 统计 控制 状态 的 
工序 过 程 判 为 异常 的 工序 过 程 的 错误 . 这 种 模 误 常 称 为 第 一 类 错误 , 犯 此 类 错误 
的 概率 记 为 &. 在 3s 原理 控制 图 中 ,a = 0.22 能 ,ea 的 值 是 在 1) 的 基础 联 定 的 .最 
如 此 小 的 a 值 的 原因 是 :如 果 a 的 取 值 较 大 , 则 点 子 出 界 岩 发 警报 的 错误 次 数 将 
增加 ,始终 找 不 出 系统 性 原因 的 次 数 也 将 频繁 出 现 ,这 会 俩 人们 立 失 对 控制 图 的 信 
心 . 此 四 ,由 误 改 警报 而 造成 的 停机 根 失 也 将 增 太 . 所 以 a 比 通常 的 假设 检验 的 
显著 水 平 小 得 多 , 第 二 种 是 对 工序 下 正常 结论 时 ,可 能 犯 淹 发 警报 的 错误 . 有 时 
虽然 工序 实际 上 已 经 有 了 异常 ,分 布 也 巴 贪 离 了 原来 的 监 型 分 布 ,但 在 控制 图 上 点 
子 仍 有 相当 太 的 可 能 {如 图 3-2 所 示 的 第 2 个 分 布 曲 线 } 迹 在 两 条 控制 界限 内 .这 
时 如 果 箭 据点 子 的 分 布下 正常 结论 ,就 会 犯 漏 发 警报 的 错误 ,这 种 错误 常 称 为 第 
二 类 错误 . 犯 此 类 错误 的 概率 记 为 a' ,为 了 减少 第 二 类 销 误 ,引进 了 了 (2) 中 的 中 
~ 时 的 判断 规则 . 这 些 判 断 规则 的 统计 意 愉 如下， 

在 工序 处 在 统计 控制 状态 下 时 ,出 现 中 ~ 是 的 事件 是 小 概率 事件 ,此 处 的 小 概 
率 通常 取 为 2 名 , 特 记 为 & ”= 2 县 , 它 比 大 . 

由 于 正 态 分 布 的 对 称 性 ,点 子 在 CL 钱 指定 的 一 侧 出 现 的 概率 为 172, 故 出 更 
{2) 中 的 巴 事 件 的 概率 

P=2x {0.9%9732)7=0.05 3=1.53% <<a”: 
出 现 合 中 的 i =2 事件 的 慨 率 


p=2x (1) 0-9 327+ (7) (0.997 32)°x 
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10.997 32) + (0.997 3/2)*] = 1. 23 ca', 
其 中 
丽 天 
(站 = fm 一 mm)T (nm), 

根据 正 态 分 布 的 性 质 ,点 子 在 控制 图 中 心 线 一 侧 超 过 2o 界限 而 仍 在 3g 界 腿 

之 内 的 概率 
P=2x {0.0228-0.001 35) =0.042 9， 

均 此 出 现 甸 中 连续 3 点 中 至 少 有 2 点 落 在 26 与 3 控制 界限 之 内 的 概率 (图 3-3) 


P= (>) (0.0429)21 -0.042 9) + (0.042 9) =0.53% < a , 


-~--------------- ---------------------A+3OTUCL) 


------------------------------------- -上 +30rUCL) 


图 3-3 
3.4 几 种 常用 的 休 哈 特 控制 图 


制定 控制 图 的 准备 工作 ,对 各 种 控制 图 来 说 ,基本 是 相 问 的 . 

1. 选择 需要 控制 的 质量 特征 

要 选择 能 定量 的 .对 下 道 工 序 影 响 较 大 又 经 常 出 现 的 质量 特征 ,或 选择 与 使用 
和 生产 关系 重大 的 质量 特征 . 

2. 分 析 生 产 进 程 

全 面 分 析 生 产 过 程 ,以 确定 可 能 发 生 异 常 的 地 方 和 原因 , 多 定 控制 点 ， 

3. 收 案 数据 

从 稳 尝 的 生产 :了 序 抽 版 数据 . 抽取 数据 前 要 事先 确定 抽样 他 隔 和 样本 量 , 确 
定 分 组 原则 利 组 数 . 组 数 般 不 小 于 5, 总 的 数据 个 数 “和 裔 不 小 于 100 个 . 

4. 选择 控制 图 

质量 特征 以 计 基 值 表 示 时 使 用 计量 控制 图 . 常用 的 计量 控制 图 有 : 均 植 (3) 
控制 图 .中 位 数 { 这 ) 控 制图 . 单 值 (xz) 控 制图 .标准 差 1s) 控 制图 . 极 羔 { 吕 ) 皖 制 岗 必 
移动 极 差 ( RR,) 控 制图 . 
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质量 特征 以 计数 值 表示 时 使 用 计数 控制 图 . 常用 的 计数 控制 图 有 :不 合 檬 品 率 
(5j 束 制图 .不 台 格 品 数 ( 囊 ) 控 制图 .单位 缺 陷 数 Ca) 控制 图 和 缺陷 数 {e) 控 制 网 、 
让 量 值 转化 为 计数 值 后 也 可 使 用 计数 控制 图 . 儿 个 控制 图 还 可 以 组 合 起 来 使 


用 . 
制定 控制 独 就 是 要 确定 控制 图 的 一 条 线 , 即 UCL,CT 及 LUI.. 
下 面 分 别 介 绍 几 种 常规 控制 图 三 条 线 的 计算 公式 ,于 记 x, 为 第 i 个 样本 的 第 j 
个 观测 值 ; 志 ,s;,; 电 分别 为 第 i 个 样本 的 样本 均值 ,样本 标准 差 和 样本 概 莽 ;nn 为 
第 :个 样本 的 样本 重 ;% 为 样本 个 数 . 于 是 , 有 
到 ， 二 l Ss 


及 


] 加 — 
3 一 ee 之 (一 丈 半 ， 
1= 
R= max {zs}- min {x;,}, 
lj lan, 


其 中 站 = 1,2,:…, 上 上 . 
3.4.1 均值 - 极 差 控制 图 (x-R 图 ) 
当 各 样本 的 样本 量 相 等 , 即 ni 二 二 "== 上 ,对 于 区 控制 莘 ,有 


CL = 豆 ， 
ia = 去 + AsR, 


LCL = 去 -42 及. 
其 中 到 = (大 ) xi 有 = (证 ) > Ri4? 为 常数 ,可 按 上 3-1 所 示 选 取 


0.419 2.704 


033 | 2.87 
0.337 | 2.970 
0.308 


注 :42 = 二 出 
对 于 只 控 制图 ,有 
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Cl, 二 RR, 
LCL = DR, 
LOL = DsR. 


此 中 六, DD 为 常数 ,可 按 表 3-1 所 示 选 到 ,上 的 含 六 同上 碟 ， 
当 党 样本 的 样本 量 沾 全 想 等 时 ,对 于 x 控制 图 ,有 


ClL = 于 ， 
_ 3 
UCT, = 是 + 
Yn 
— 3 
LCT = 二“ 
a 


上 其 中 至 = > > oj Snide = (+ DR. 
对 于 RR 控制 图 ， 有 
CL = de, 
ET = © elo, 十 3, Yen 
LCL = (di, ~ ds,) ag, 
其 中 心 , 吃 为 常数 ,可 按 表 3-1 所 示 选 取 ;czy 的 含义 同上 式 . 如 此 确定 三 条 控制 线 
的 有 基体 理由 如 下 . 
对 于 惨白 十 态 总 体 Ni ,sr) 的 样本 量 为 的 样本 ,其 Ro 的 分 布 密 度 


NF) = nln Df (gear)” power t+ ydx, 


其 中 
人 Pt) = 让 cp(- 和 二) 《3 人， 

则 可 推出 ， 

E(R) = do, ECR) = d'sa, 

of RY = dBo - dao, 
旦 常数 

dd, = ER da, 一 p(y) 

da = 如 3 一 d3,. 


对 于 去 图 , 记 Rd 作为 g 的 估计 值 , 则 有 ECRAd) = 5. 当 n= 下 = …= 
i 二 zn 时, 取 中 心绪 CL = 下 , 沂 音 胜 王 一 Nts.g /An), 有 oflx) 一 aap, 由 3c 淮 
则 | ,得 
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3R = 
UCL= 玉 + 一 + 
v nd 
3 民 一 
LiL= -= -AN. 
Rd 2 
当 Rta Tg 不 全 相等 时 ， E{on) 一 o;: 战 
。 一 名 ~ 
[LE 一 元 十 "Fn! 
Vn 
LOL = 二 -过 人 
革 ] 的 7 R+ 
对 于 中 网 , 当 二 巩 二 = m= 时 , 取 中 心 线 CL = RE(R) = dzo,a(RR) 


= do ;并 以 /ds 全 计 so, 根 据 35 准则 ,有 


可 3¢ 
UCL = R+3d = (1+ a)R = DsR, 
了 和 


ll 
ee 
el 
加 


ICL=R - 3d 邦 = ft - 下 
当 nm ,nz 不 全 相等 时 ， 
EtR) = dp = dE{op), 
声 中 心 线 CL = 中 in, 故 有 
UCL = drg + 3dsor = {doi+ 3dy 75R， 
LCL = 中 人 -3 机 Be = (tai 3diJop， 
3.4.2 均值 - 标准 差 控 制图 (x -s 图 ) 


x -5 图 与 二 -RR 图 属 同 一 类 型 的 控制 图 . 
当 各 样本 的 样本 荐 相等 ( nn 一 Ka 之 ”二 中 二 用》 叶 , 对 十 i 控制 加 ;有 有 


CT = 无， 
包 = 富 十 态 ] 了 3， 


LCL = 天 -43， 


其 中 = 二 > si41 为 常数 ,可 按 表 3-2 所 不 选取 ， 


=1 
对 于 ， 控制 图 ， 有 
CL = 3， 
[ec = Bis, 
LCL = Bas, 


其 中 Bi, Ba 为 首 数 ， 盯 控 表 3-2 所 直选 到 ， 
当 各 样本 的 样本 其 不 相等 时 ,对 上 上 三 控制 图 ,地 
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下 3 


3 _ 了 _ 3 i 
Bs = ] + Cr 


-” 胡 示 丰 考虑 . 


其 中 


ll 
a 
| 
四 
| 
如 
3 
TO 
时 
村 
| 
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CE 
对 于 * 控制 图 ,有 
CL = Ce 


UCE = {CO 十 卫 尼 3， )5,， 
ICL = {C2 -3Crr ， 
其 中 上 07 为 常数 ,可 按 表 3-2 所 水 选取 . 
因为 对 于 取 自 正和 态 总 体 N(&,o?) 的 样本 量 为 5 的 样本 ,其 go 的 分 布 密 诬 


= ey y'-?exp{ 一 vw) (nn 2 »> 0), 


则 * 的 教学 期 望 和 标准 差分 别 为 


a Ta 
» 
一 一 一 一 = CY oa, 
一 1] 
rr 
gls} = ww -全 Co 二 3 
类 似 于 3.4.1 小 节 中 的 推导 就 可 得 常数 47 ,8 ,BC .i 的 表达 式 : 
4 = 


Els) 二 


3 
Ce 
3 了 3 ( 
FH =11-— 
CC ? 了 让 3 


荐 ， 
r( 语 ] 
。 2 2 # 
Ca air Ca = 1 Cb " 


2 


3.4.3 ”中 位 数 - 极 差 控制 图 (% -中 图 ) 
3 -中 控制 图 与 二 -RR 控 制图 和 地-s 控 制图 也 属 同 一 类 型 控制 图 ,但 它 比 x-R 控 
制图 和 到-s 控制 图 更 为 简便 可 行 . 
记 革 , 为 第 ;个 样本 的 中 位 数 , 郧 
: 2 + Xml Cn = 2m 7 = 1.2,..k), 
Til m) tn, = 2 + 1). 


当 各 样本 的 样本 基 相 等 时 ,对 于 控制 图 ,有 
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CL= 鞍 ， 
UCL = 证 4 ma4A4s 由 ， 
TCT = 二 -ma 中， 


其 中 于 = 二 >) ma 4 为 常数 ,可 按 表 3-3 所 示 选 取 


ee 
2 .853 
了 站 .83 | 
4 0. Be) 
5 0D, 804 
6 0.B348 | 
7 . | | 2.704 0. 370 .834 


D.432 


tf 了 中 3 
证 :4 = ,一 1 一 一 一 ,用 = ]+ TB 表示 椒 老 上 避 . 
da 元 如 如 > “ 


对 上 下 控制 图 ,有 
CL = 下 ， 
UCL = BR, 
LCL = BaR. 


当 各 样本 的 样本 量 不 相等 时 ,对 于 % 控制 图 ,有 


上 
已 
I 
| 
t 


其 中 


对 于 只 控制 图 ,有 


3.267 
了 .本 
了 .282 
2.113 
2.004 
1. 94 
1. B64 
.816 


1.777 
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CT = dep, 

UGL, 二 { da 十 3 ep, 

LCL = {dy - 3dy)on. 

因为 对 省 取 自 下 访 总 体 Nt,o ) 的 样本 量 为 natn， = 2rm + 1) 的 样本 ,样本 中 
位 数 汶 主 ,加 三 = 人 ( 宇 -po 的 分 布 密度 
Fy) = St (和 (7))n41 — wy) mt), 

其 路 pty) ,ty) 分 别 为 标准 正 态 分 布 NCO0.1) 的 分 布 密 呀 与 分 布 薄 数 . 由 于 
E(t2) 和 st&) 一 般 不 能 精确 求 出 ,但 近似 地 有 


E{£) = 0， olé) J 
于 是 , 宇 的 数学 期 望 和 标准 差分 别 为 
BUR) ~ 0, of 1) ~ eo. 
ma 的 值 按 表 3-3 所 示 选 取 . 且 当 n> 10 时 ,近似 昌 有 
V1- 入 ( 当 m 为 奇数 时 )， 


[ 瑟 
| 


各 中 心 线 和 上 下 界 的 推导 与 3.4.1 小 节 的 类 似 . 
3.4.4 单 值 - 滑动 极 差 控制 图 (x-R, 图 ) 
单 值 - 潜 动 极 差 控制 图 主要 用 于 数据 不 能 分 组 的 情况 . 设 为 第 j 个 珊 测 值 ， 
Ra。 为 第 j 个 滑动 极 差 ,na 为 观测 值 的 个 数 ,并 记 
区 二 5 
Rs 一 上 41 一 好 | (7 = 112 下 一])， 
,= 一 ij Ru 


则 对 于 x 控制 图 ,有 


Cl = 元 ， 
UCL = +4 2.66R,, 
LCL = © -2.00R,, 
其 中 2.66 = 3Ad( 山 取 nn = 2 时 的 信 ). 
对 于 R, 控制 图 ,有 
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CL = Rn,, 
[ee = 3.27R,, 
LCL = 不 考虑 ， 
其 中 
3.27 = 也 【六 取 i = 2 时 的 值 }. 
3.4.5 不 含 榈 品 率 控制 图 (p 图 ) 


设 为 第 1 个 样本 的 不 合格 总 数 , 并 记 


p= f Ci = 12 ks 
8 ， 
2 Du np 

pp 三 ， 三 # 
Yin n, 
+1=1 t=1 

则 对 上 p 控制 图 ,有 
CL = 万 ， 


一 一 一 一 


其 中 上 标 + 表示 当 5 了 3 | 一 时 ,到 万 - 3 让 ,和 否则 取 0. 


没 在 稳定 生产 工序 中 不 合格 品 率 为 p .人 中 抽取 大 小 为 na 的 样本 ,其 中 不 合格 
品 数 Ff 服从 二 项 分 布 5(n,P), 则 不 合格 品 数 的 志和 伯 fin 为 p' ,标准 差 为 
vp {1 -pjVn. 由 二 p' 一 般 林 知 , 吕 用 上 组 大 小 分 别 为 n, 的 样本 数据 来 作 知 计 ， 
即 用 pr ~ p, 则 fvn 的 均值 估计 为 5, 标 准 差 估计 为 v 凶 (1 - 站 Vr, 于 是 ,仿照 计 丑 
控制 图 的 3o 准则 ,得 到 图 的 控制 限 与 中 心 线 . 

当 较 小 而 mp 之 0.16 时 ,可 对 UCI 和 LCL 作 适当 的 修改 ,使 得 控制 图 犯 第 一 
类 错误 的 概率 尽 基 接近 标准 化 之 值 0.27% ,对 UCIL 和 LCL 人 :适当 的 修改 ,得 改进 的 
p 控制 图 ,对 十 改进 的 p 控制 图 ,有 


CL = 三， 
一 
UCL 2543. /2-7) ,2. 
n n, 
[PU - BD) 1. 
一 | 1.2 
TO 


由 十 上 述 p 图 {或 改进 的 bp 图 ) 肯 随 的 变化 而 变化 ,实际 应 用 时 比较 有 旺 糯 ,而 
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征 
> 1m, 可 近似 邮 将 上 述 p 图 或 改进 的 


=1 


n/a min|n! maxin| EH: 共 中 直 = 


p 终 中 的 太 用 元 代替 . 
3.4.6 ”不 合格 品 数控 制图 (pn 图 ) 
仍 记 /为 第 i 个 样本 的 不 合格 品 数 ,F = 了 /i = pr 为 样本 不 合格 品 数 南 值 ， 

由 3.4.5 小 节 可 知 , 对 于 pn 控制 图 ,有 | 


CL = 上 ， 
UCL = 万 + 3A {1 P) 
wi- [5-3 £0 -2 | 


上 其 中 慷 , 元 会 尽 同 3.4,5 小 节 . 
3.4.7 “单位 矶 陷 数 控制 图 (u 图 ) 
设 ,为 第 i 个 单位 出 跑 数 ,e, 为 其 缺陷 总 数 , 记 


, = [12 
9 
> 
五 一 5! ， 
Dn 
风 对 于 控制 图 ,有 
CL 


UCL = i 
Tl 


LCL - (3 去) (i= 1 ,2 k). 
设 在 稳定 生产 工序 中 平均 缺陷 数 为 w' ,从 中 抽取 样本 量 为 ”的 样本 ,其 中 缺陷 
数 c 遵 从 泊 松 (S.D.Poisson) 分 布 PCu'n), 则 cn 的 均值 为 w' ,标准 差 为 vy wn, 出 
于 wr 一 般 未 知 , 故 采 用 五 来 作 估 计 . 根据 控 揣 图 的 3s 准则 , 即 得 图 ., 当 评 较 小 ， 
自 ww 司 守 0.2 时 ,可 得 收 进 的 w 图 ,对 于 改进 的 & 控制 图 .有 
CL = &, 


UCL = t+3 en 
i; 


LCL = ye 
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3.4.8 缺 隧 数控 制图 fce 图 ) 


及 
仍 记 c 为 其 缺陷 总 数 ,5 = 《1A) > em. 由 3.4.7 小 节 中 所 述 ,得 "图 .对 于， 


控制 图 ,有 
CE = 6， 
UCL = t+ 37, 
TLCLI = 三 -3 


4 计数 抽样 检验 


判断 一 批 产 上 是 否 合格 时 ,只 计算 样本 中 不 合格 贞 数 或 缺 隐 数 的 抽样 检验 方 
法 称 为 计数 抽样 和 检验 . 


4.1 计数 一 次 抽样 检验 


让 数 一 次 抽样 榨 验 是 最 简单 的 计数 抽样 检验 . 从 批量 为 浆 的 产品 中 随机 抽取 
5 个 单位 产品 (na 称 样本 量 ,一 般 = < ”ww) ,同时 规定 一 个 合格 判定 数 4(4 为 非 贷 整 
烙 , 它 表示 当 判 断 为 合格 批 时 ,样本 中 人 允 沂 的 最 太 木 合格 站 数 或 缺 隐 数 ) ,统计 = 个 
单位 产品 中 的 不 会 格 品 数 或 号 随 数 4 ,并 采用 如 下 的 判断 规则 : 
{ 壮 df 和 有 时 ， 接 量 此 批 ， 
泊 昌 >» 在 时 ， 拒 收 些 托 . 
这 种 的 抽样 检验 方法 称 为 计数 一 次 抽样 检 驴 ,用 符号 (wm | A4) 或 (tn | 4) 表 
未 计数 一 次 抽样 检验 方案 . 


4.1.1 接收 概率 及 其 OC 曲 钱 


1. 接收 概率 
设 产品 的 批量 为 训 , 批 的 真实 不 合格 品 率 为 ,抽样 方 条 为 (mn | 4), 则 称 随 
机 事件 "zz 二 4” 的 概率 为 接 蚊 概 率 或 抵 被 判 为 合格 的 概 诗 . 沁 为 L(tp), 即 有 


a 


f = 竹 

册 于 抽样 是 随机 的 , 故 样本 中 的 不 容 格 品 数 d 是 …… 个 离散 型 随机 变量 . 

2.0C0 曲线 

对 于 既定 的 抽样 坟 案 (na 1 4) 而 言 , 信 们 所 美 心 的 问题 是 这 个 方案 是 好 还 是 不 
好 ,因此 就 必 顷 了 了 和解 接收 氢 率 Ll(p} 与 不 合格 品 率 p 的 关系 .以 p 为 模 谷 林 、Ltp) 
为 维 坐 标 画 一 条 曲线 ,这 条 曲线 称 之 为 抽样 方案 (rz 1 4) 的 操作 特性 曲线 (简称 OC 
符 线 ). 它 表 示 使 用 周 定 的 抽样 方案 ,把 一 定 质 量 水 平 的 一 批 产 品 预 期 判 为 接收 的 
百分比 . 


3 坪山 


4 计数 抽样 检验 215 。 


3. 接收 概率 或 OC 曲线 的 计算 
设 产 品 的 批量 为 六 ,其 不 合格 品 率 为 5, 则 该 批 产品 中 的 真实 不 合格 品 数 D ~ 
Mp ,在 不 返回 抽样 的 情形 下 ,4 服从 超凡 何 分 布 , 即 
DD 上 -天 
. (中 (人 . ， 
Plda= 站 = 和 | mm 五 ,站 (= 0,.1,2,.. ,min(D,n)). 


于 是 得 抽样 方案 {n 1 4) 下 的 接收 概率 


(人 
N ， 
(») 
当 六 很 大 ,RAN < 0.10 时 , 超 岂 何 分 布 可 用 二 项 分 布 近 和 似 , 且 当 5 专 DD 时 ,有 
下 人 | nDN) = | ?pi 一 po bti | n,p), 


几 台 
Ltp) = Sh(il nD,N) = > (4-1} 
1 = 器 + 二 


则 
Lip} =: Spi np), Da Np. (4-2) 
式 (4-2) 称 为 二 项 式 近 似 . 当 > DD 时 , 则 有 
Lp) ~ Doi Dp,f) = > (0) fap (4-3) 


其 中 上 = n/N, 式 (4-3) 称 为 了 二 项 式 近 似 . 
当 交 很 大 ,mmre<n0lo,px<g0t 时 , 超 刀 何 分 布 可 用 m= 颁布 近似 , 即 


(pl -me 和 em(- A pei,a). 
这 时 ， 
Lp)~= 2 和 exp( - A), 


其 中 A= 孵 . 

一 般 来 说 , 当 VW < 100 时 ,最 好 用 起 几何 分 布 形 式 来 计算 Lip); 当 NN > 100 且 
RAN < 0.10 时 ,用 二 项 分 布 来 计算 LC(p); 当 > 100 且 nxw «<0.10,p <0.10 时 ， 
可 用 泊 松 分 布 来 计算 Lp). 

当 = 1000, 抽 样 方案 为 (多 1 1) 时 ,可 采用 二 项 分 布 来 计算 接收 概率 ,p 与 
Ltp) 的 对 应 利 如 表 4-1 所 示 ,OC 曲线 如 图 4-1 所 示 . 

表 4-1 


ATafTes rear 
ol on lonl oslowl omlaslon | oml om low 
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Lip) 


图 4-1 
4.0C 曲线 的 变化 规律 
对 于 给 定 的 抽样 方案 ,OC 曲线 是 唯一 确定 的 . 但 对 十 不 同 的 抽样 方案 ,就 有 
着 不 则 的 OC 曲 钱 . 从 接收 概率 的 计算 公式 中 可 以 看 到 ,OC 曲线 的 变化 依赖 于 三 个 
参数 :批量 ,样本 量 ,合格 判定 数 4. 在 其 余 两 个 参数 不 变 的 情况 下 ,n 起 大 , 抽 
样 方案 越 严格 ;或 者 4 越 小 ,抽样 方案 越 严格 ;或 者 NN 雹 小 ,抽样 方案 越 严格 . 


4.1.2 抽样 方案 中 的 两 类 错误 


抽样 检验 是 由 部 分 样品 的 信息 去 推断 整 批 产品 的 质 苦 , 即 由 局 部 信息 推断 全 
局 属性 的 方法 ,这 难免 要 犯 小 概率 错误 . 这 种 错误 有 两 类 

第 一 类 错误 是 ,把 本 来 合格 的 产品 批 ,通过 搞 样 检验 判 为 不 合格 的 产品 批 . 通 
常用 = 表示 犯 第 一 类 错误 的 概率 . 第 一 类 错误 亦 称 为 痉 真 错误 或 殿 货 方 风险 . 在 
既定 质 样 方案 (六 ,mn | 4) 之 下 , 若 所 规定 产品 批 的 不 合格 晨 率 为 Po, 则 犯 第 一 类 错 
误 的 概率 可 表 为 n_ = 1 - L(po). 若 用 泊 松 分 布 形式 来 表示 , 则 有 


r=1- > Cp om, 
二 自 


第 二 类 错误 是 把 本 来 不 合格 的 产品 批 ， 通过 抽样 检验 判 为 合格 的 产品 批 . 通 
党 用户 表示 犯 第 二 类 错误 的 概率 . 第 二 类 错误 亦 称 为 取 伪 错误 或 订货 方 风 验 . 在 
既定 抽样 方案 CN,n 14) 之 下 , 若 所 规定 产品 批 的 不 合格 总 率 为 Pi , 则 犯 第 二 类 错 
误 的 概率 可 表 为 8 = 5L(p1) .车 用 泊 松 分 布 形式 来 表示 , 则 有 


- > 国 
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4.2 “计数 二 次 抽样 检验 


一 次 抽样 方案 包括 2 个 参数 rn 和 4, 二 次 抽样 方案 则 包括 5 个 参数 m ,mdi， 
Ri ,42, 其 中 6 为 第 一 抽检 量 ,di 为 其 中 的 不 合格 品 数 ; ma 为 第 二 抽检 量 ,d, 为 其 
中 的 不 合格 品 数 ; 41 为 第 一 合格 判定 数 , RR 为 第 一 不 合格 判 定数 ; A, 为 第 一 合格 判 
定数 . 

二 次 抽样 的 程序 是 , 设 产 师 批 量 为 六 ,第 一 次 抽取 样本 量 为 m 的 样本 ,着 到 
A1; 则 判 为 合格 批 ; 车 dd 总 , 则 判 为 不 合格 批 ; 若 4 < di < 尼 , 则 不 能 作出 判 
断 ,继续 抽取 样本 量 为 n 的 第 二 样本 . 若 d+ 二 四, 则 判 为 合格 批 ; 若 di + 中 
> 志 , 则 淹 为 不 合格 批 . 通常 用 记号 (ae 1 41, 上 R42) 表示 二 次 抽样 方案 . 

二 次 抽样 方案 的 程序 如 图 4-2 所 示 . 


{Ln ,rn [ 而 ,A ,1 


抽取 样本 基 为 ma 的 样本 ， 


其 中 不 合 椅 品格 六 号 
一 --- 工 ~ 人 
| 十 志 起 | | | | 矶 宇 民 | 
-一 ~ -Il 和- - 一 一 节 - 一 | 一- 


1 1 
搞 取 样 来 量 为 上 的 样本 ， | 
其 中 不 合格 邮 数 为 由 | 
一 共 中 不 合格 邮 数 为 _ 
| 

1 0 0 
1 | 1 


| ~ 1 +1 
| [+ | [+> 1 | 
1 搂 版 1 EE 版 
图 4-2 
接收 概率 及 其 OC 的 计算 如 下 . 


设 产品 批量 为 ,不 合格 品 率 为 p ,根据 计数 二 次 抽样 的 程序 可 知 , 当 第 一 样 
本 中 的 不 合格 品 数 2， < 41 时 ,接收 此 批 ; 如 果 41 < dd < 访 ,; 则 需要 抽取 第 二 样 
本 , 若 本 + 下 过 由 , 仍 判 为 接收 此 批 . 所 以 ,接收 概率 是 上述 两 种 情况 的 概率 和 . 
(1) 记 第 一 次 抽样 的 接收 概率 为 Li(p), 则 有 
4 (5) (ma 
0 总 


4 一 
1 


好 1 
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(2) 记 第 二 次 抽样 的 接收 概率 为 五 (5 严 (p) 就 是 随机 事件 "4 < 直 < 总 且 
ai + 相近 4 的 概率 .这 一 事件 的 全 部 可 能 为 "由 = 4 +1 且 四 实 本 -4 一 二 
“而 =4+2 月 必 生 下- 和-2 = 症 -1 月 吴 和 4 妈 - 囊 +]. 因 此 ， 


RL ， 。 
Ff] nl 一 上 
-了 一 一- 


(了 (| 


12 Nr ~ Fo 


0 ( N- "] 
nh 
由 上 述 可 知 , 计 数 二 次 抽样 方案 的 接收 概率 


4 (a 


Lp) = 五 (p)+ Lp) = 之 (* 


| 
> 了 1 1 Fl 


PT A 


La 2 一 到 


人 


当下 很 大 ,mxznm < 0. 10, n/N < 0.10 时 ， 起 几何 分 布 可 用 二 项 分 布 或 泊 松 分 


Rl 


Lp) = 


中 


! 


布 近 似 , 于 是 有 Lip) = SH Ensp)+ (sc | Ri a0 mh, p)) 
i = 六 二 + 
和 


A 


二 | -1 


Ltp) = Dp | np) + 2 (Pa | mn) rc mp)) . 
在 计数 二 次 描 样 方案 中 ， 仅 nm 是 固定 的 ,而 是 随机 的 车 第 一 样本 信息 能 
够 作出 接收 或 拒 收 的 判断 , 则 不 需要 第 二 样本 :否则 ,就 需 抽 第 二 样本 .再 据 两 样本 
的 累计 信息 作出 判断 , 故 对 计数 二 次 抽样 方案 来 说 ,需要 考虑 平均 抽检 重 , 通 常用 
ASN 表示 . 
ASN = ni( Pid & 4 | 十 Pld, 之 Ri) + Cn npPlAl < di < Rl, 


如 用 泊 松 分 布 的 形式 表示 , 则 有 
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1 


ASN = rl + mm 2 Pa | nip). 


对 于 所 有 可 能 的 p ,可 甸 出 ASN 为 纵 坐 标的 曲线 
(ASN 由 线 ), 其 一 般 形式 如 图 4-3 所 示 . 
在 泊 松 分 布 近 似 情况 下 ,ASN 达到 景 大 值 的 不 
合格 品 率 的 pw 值 为 
log({ A: + 1)°"( RL ~ 1)) 

Pm = exp( RA- ] 一 lo gr). 
一 般 如 果 二 次 抽样 方案 选 得 合适 ,可 以 使 它 与 一 次 抽样 方案 的 0 前 线 基本 相同 ， 
但 是 二 次 抽样 方案 的 平均 抽检 量 ASN 比 第 一 次 抽检 方案 的 ASN 一 至 地 小 . 通常 一 
个 抽样 方案 样本 个 数 越 多 ,ASN 越 小 ,实施 起 来 越 麻烦 ,所 以 实际 中 用 得 较 多 的 是 
二 次 抽样 方案 ,此 外 还 有 计数 多 次 抽样 检验 ,限于 篇 帆 这 里 涉 介 绍 了 ， 

抽样 方案 中 的 参数 又 如 何 确定 呢 ? 这 涉及 建立 抽样 方案 的 准则 . 通常 的 准则 
分 为 三 类 :标准 型 准则 .挑选 型 准则 .调整 型 准则 . 


4.3 “计数 标准 型 一 次 抽样 方案 


4.3,1 标准 型 一 次 抽样 方案 的 确定 方法 


首先 指定 一 个 批 不 合格 品 率 证 , 称 为 合 略 质量 (也 称 生 产 方 质量 水 平 或 接收 
上 界 ). 在 选择 抽样 方案 时 ,必须 保证 小 于 或 等 于 py 的 产品 批 要 以 不 低 于 1 a 的 
高 概率 接收 ,ae( 常 联 0.01,0.05 等 值 ) 称 为 生产 方 的 员 险 ,然后 ,再 指定 一 个 批 不 合 
格 品 率 5 , 称 为 极限 质量 (也 称 使 用 方 质 量 水 平 或 拒绝 下 界 ). 在 选择 抽样 方案 时 ， 
要 以 不 超过 8 的 婚 概 率 接收 ,8( 可 联 0.05,0.10 等 值 ) , 称 为 使 用 方 的 风险 . 
这 样 ,可 建立 一 个 抽样 方案 . 其 判断 规则 为 
{7 志 m 时 ,以 不 低 于 1 - a 的 概率 接收 ; 
p 宇 Pl 时 ,以 不 超过 8 的 概率 接收 ， 
其 中 po 总 pi;p 为 产品 的 批 不 合格 率 . 
设 产品 的 批量 为 六, 不 合格 率 为 p, 从 批 中 随机 抽取 样本 量 为 的 样本 ,其 中 
不 合格 品 数 为 a, 由 抽样 方案 的 目标 和 判断 规则 ,有 
[Pld AI =1-a ( 当 p = po 时 ), 
Pla< A| = ( 当 p = pi 时 ). 
即 Lipy) = 1- esp) = B. 用 泊 松 分 布 形 式 表 示 , 则 有 


六 Ch ep (- mmo) = 1-a, 


lt 


> Comp (- mi) = B. 
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这 里 gg, 六 ,poypbi 为 已 知 , 因 而 可 以 确定 nm 和 4 的 值 . 沟 7 了 方便 ,对 于 样本 中 不 合格 
卓 数 为 泊 松 分 布 情 形 时 的 几 种 不 同 的 ,8, 可 制作 出 如 表 4-2 所 示 的 抽样 方案 
fn 14) 的 选择 表 . 对 于 服从 二 项 分 布 的 情形 ,也 可 制作 类 似 的 表 . 

表 4-2? 


tp 
ur =O.0lr = 0.01 
= 0.0 
229, 105 | 298,.073 | 458,210 | 0,00 
20.184 | 31.933 | 再 .686 | .1 站 


14.439 0.436 


0 马 r = 0.01 


7.6%9 | 10.280 | 0.818 | 
3 | 4.490 | 5.675 了 7352 | La66 | 9.418 0. 923 

4 | 总 六 | 营 ise | Sm | 12 
5 EREEIEEIE 休 5.195 | 5.889 1. 785 
6 3.604 5 4.520 | 5.082 2 2.330 


了 
2 | 6.509 
3 


0 
1 
2 
3 
4 
5 _ 
6 


7 3. 303 ao 3.981 | 7 2.906 
4.605 | 8 3.507 
9 | 2.618 4 5.46 | 9 4. 130 


0 EE 党 2 | 47 


Wt 2.397 3.104 | 6.924 .428 
2 

E | 2.852 | 8.464 © 13 6.782 
14 | 党 | 后 | 14 7.477 
1 | 2.12 | 2.302 | 10.035 | | 8.181 
24 .95 


1§ 2.073 2. 

7 21% En 人 

二 19%0 | 2.145 | 2.458 | 12.442 | 18 | 2.393 0 W034 
L954 | 


1 2.103 8 {325 9 [3397 | 2.516 [2-047 11.032 
20 2 | 9-005 232 | 14.072 | 20 | 2.287 | 2.458 Pipe 11.825 
半生 这 E 菩 这 六 FE Tr 
22 | 1.865 | 1.999 15， | 2.200 | 2.357 13.329 
24 242 党 | 冯 2.272 14.853 
25 | 1.795 | 1.917 .158 158 ig.218 | 218 | 2.094 -25 235 Ee 516 | 15.623 
26 | 1.775 | 1.893 | 2.127 起 | 高 - 全 Te 2.064 16. 397 
27 | 1.757 | 1.871 19.900 27 | 2.035 17. 175 
28 有 2.071 [20.746)| 28 | 2.009 17.957 
29 | 1.723 2.046 | 21.394 EE 18. 742 
30 | 1.707 | 1.813 | 2.023 | 22.444 | 19. 532 
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4.3.2 “计数 标准 型 一 次 抽样 标准 JIS 一 2 一 9002 


JIS 一 7 一 9002 是 日 本 制定 的 计数 标准 型 一 次 抽样 标准 , 它 由 两 部 分 构成 :一 部 
分 是 标 淮 型 一 次 抽样 表 , 各 表 4-3 所 示 ; 胃 一 部 分 是 抽样 方案 辅助 表 , 如 表 4-4(a = 
0.05,8 = 0.10) 所 示 . 其 使 用 程序 如 下 : 

(1) 指定 合格 质量 po 与 极限 质量 pfpo < p11); 

(2) 在 表 4-3 中 找到 售 有 po 的 行 与 全 有 pi 的 列 的 交叉 栏 , 交 允 栏 中 左 侧 的 整 
数 为 样本 量 n ,在 其 右 侧 的 括号 内 的 数值 为 合格 判定 数 4 ; 

(3) 在 交加 栏 中 通 见 “+ ”或 "yy ”或 “< 一” 或 “一 ”时 ,要 按 箭头 指向 寻找 ,直至 
地 到 nn ,4 值 为 止 ; 

(4) 在 交 久 和 栏 中 调 见 ** ”时 , 则 使 用 表 4-4 所 示 的 n,4 值 ， 

表 4-3 . 


0.090 ~ 0.112 
0.113 ~- 0.10 
0.14] ~ 0.18Ww 
0D. 18] ~ 0.224 
0.225 ~ 0.280 
OQ. 281 ~ 0.,355 
0.3% ~ 0.40 
0,451 - 0, WW 
0.36l ~ 0.710 
0.711 ~ 0.900 
0.901 ~ 1.12 
1.19 ~ 工 .4 
1.441 ~ 1.80 
1.8] - 2.24 
2.25 ~ 2. 遇 0 
了 .人 3. 六 
3. 芭 4. 细 
4.51 - .的 
5.6L ~ ?7.10 
7.11 -~ 9.00 


:222 ， 第 5 条 质量 管理 


pi 各 
Pe 和 WV 
0.090 ~ 0.112 
0.113 ~ 0.10 
0G,141 ~- 0.10 
.18] ~ 0.224 
0.225 - 0.280 
0.281 ~ 0.355 
0.356 ~ 0.45%0 
0.451 -1500 
日 .561 -~ 0.710 
od.711 ~- 0.900 
0.901 ~ 1.12 
1.13 ~ 1. 物 
1.41 ~ 1.30 
1.81 ~ 2.24 
2.25 ~ ?2.0 
2.81 ~ 3.55 
3, 和 6 ~- 4. 加 
4.51 ~ 3. 可 
5.61 ~ 7.10 
7 了 .411 ~ 3.0 


| ode 


注 :400(1 表示 m = 400,4 = 1; 崩 头 表 示 采 用 其 所 示 方 向 的 最 近 的 摘 样 方案 (ae = 0.05， 
8 = 0.10). 
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PEZ pn n 


17 以 上 0 1. 5s0/p + 1157pi 
16 - 7.9 | 17.8/ po + 194/p, 
7.8 ~ 5.6 40.9/p0 + 266/ pn 

和 4 

6 

10 


5.5 - 4.4 
4.3 3. 抹 98.5/p0 + W007p1 


3.5 ~ 了 .名 led po 十 5377P1 


2.7 ~ 2.3 308/ po + TIO/ Pp 


2.2 -2.0 5 S07 po + 1 O657p1 


1. 吧 ~ 11. 她 4D pp + | 50.p] 


4.4 ”计数 调整 型 抽样 标准 与 GB2828 一 87 


调整 型 抽样 方案 是 自前 使 用 较 广 泛 的 一 种 ,其 基本 思想 匡 在 产品 质量 处 于 霜 
常 的 情 帝 下 ,采用 一 个 正常 抽样 方案 进行 检验 ; 当 产 品质 量变 坏 时 ,采用 一 个 吉 严 
抽样 方案 进行 检验 ; 当 产 品质 量 显 著 蛮 好 时 ,采用 一 个 放宽 的 抽样 方案 进行 检验 . 
其 间 建 立 一 套 转 移 规 则 ,按照 转移 规则 进行 抽样 方案 之 间 的 调整 . 第 二 次 世界 大 
战 中 ,美国 国防 部 相继 出 版 了 军用 标准 MIL 一 STD- 一 105A .105R,I0SC 和 105D, 1974 
年 国际 标准 化 组 织 ISO 采 用 MIL 一 STD 一 ]05D 必 为 国际 标准 .代号 1502859. 我 国标 
准 化 工作 者 参照 国际 标准 1S02859， 制定 了 我 国 的 抽样 标准 ， 忙 导 为 
GB2828 一 87, MIL 一 STD 一 105D 侧重 保护 定货 方 ,而 GB2828 则 兼顾 对 供 货 方 与 定货 
塘 的 保护 ,GB2828 适用 于 计数 招 样 连续 批 的 逐 批 检查 , 它 是 以 合 猴 顾 量 水 平 为 质 
量 指标 前 抽样 标准 , 主 雪 由 三 个 部 分 组 成 :样本 量 字 码 表 ( 表 45); 抽 样 主 表 { 表 46 
为 -次 正常 检查 抽样 方案 , 表 4-7 为 -次 加 严 检查 抽样 方案 , 表 48 为 一 次 放宽 检查 
抽样 方案 ); 转 称 规 则 与 判断 规则 . 

使 用 GB2828 确定 抽样 方案 时 ,必须 具备 如 下 条件: 

(1) 规定 批量 点 ; 

(2) 规定 合格 质量 水 平 AQL; 

(3) 规定 检查 水 平 匡 ; 

(4) 规定 检查 的 严格 度 与 转移 规则 ; 

(5) 选择 抽样 类 型 . 


，2234 ， 
批 基 范围 
1 ~ ® 
9 ~ ]3 
i ”站 
让 ~ 多 
51 ~ % 
91 ~ 150 | 
i151 ~ 280 
281 - S00 
501 ~ 1 200 
1 201 ~ 3 200 
3201 ~ 10000 
10 O01 ~ 35 000 


35 O01 ~ 150 O00 
1s0 001 ~ 500 000 


主 00 O01 
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表 4-5 
特殊 检查 水 平 一 般 检 查 水平 


< 
中 
入 
1 


日 


~ 
各 


mr 
Er 


加 各 加 加 加 加 加 站 本 站 


| ， 


日 


* 225 ， 


计数 抽样 检验 


4 


表 4-6 


合格 质量 水 平 


3 415 5 
5 17 | 
17 3110 1lll4 15 
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* 226 ， 


| 
| 
| 

进行 百分之百 的 检 


+ 表示 用 箭头 下 而 的 第 一 个 抽样 方案 ,如 果 样 本 量 等 于 或 超过 批量 
查 .4 表示 用 箭头 上 面 的 第 一 个 抽样 方案 .4c 为 台 格 判定 束 . Re 为 不 合格 判定 数 ， 


11|]4 1$|21 


10 


oe 
! 
| 


Tr 
一 | mn 
-| 一 和 
1 | 


Le] 
Cr 


中 名 二 户 | 一 户 


5 


生 计数 捅 样 检验 ，227 ， 


可 4-7 
合格 质量 水 平 


四 样 本 
| oonlons]oo [ooolom | vol [om Tem] oe 
码 | 重 - 
| | | | | | | | | 
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”228 - 


行 百 分 之 百 的 检 


1 表示 用 箭头 下 面 的 第 一 个 抽样 方案 ,如果 样 本 量 等 于 或 超过 批量 , 进 
. 丰 表示 用 箭头 上 面 的 第 一 个 抽样 方案 ,de 为 合格 判定 数 ,Re 为 不 合格 判定 数 . 


查 


* 220 -: 


计数 抽样 检验 


4 


家 4-8 


合格 质量 水 平 


0.010 | 0.013 [0.05 | O040 | 0.005 | 9.10 


0.25 | 0 和 | 站 的 


13 


0Q. 


中 一 
一 


rr_ 


= 

芯 
四 加 
[| 


La 


| 


ery 


叶 


心 


mm 一 yq mm 0 
ca Da rm 村 
| ma La | mm 


[| 
三 一 —r 
也 | 
i! 
下 一 一 到 


[| i 
Tl [| 


全 
党 
~ 
bb 
wy 
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" 230 


合格 判定 数 . 


不 


:用 箭头 上 曾 的 第 一 个 抽样 方案 .Ac 为 合格 判定 数 .Re 为 


| 


1 表示 用 箭头 下 面 的 第 一 个 抽样 方案 . 如 果 样 本 量 等 于 或 超过 批量 ,进行 百分之百 的 检 


.下 表 


4 “计数 抽样 给 验 ， 231 ， 


4.4.1 合格 质量 水 平 AQL 


合格 质量 水 平 AQL 是 指 在 抽样 检验 中 ,认为 可 以 接受 的 .连续 提交 检查 批 的 
过 程 平均 上 限 值 .AQL 是 一 个 质量 界限 ,如 能 以 某 种 方式 精确 地 知道 提交 办 验 批 的 
质量 , 则 当 此 值 做 于 AQEL 时 就 接收 此 产品 ,高 于 AQL 时 就 扣 收 此 产品 . 确定 AQL 值 
时 ,应 由 殿 货 方 与 定货 方 通过 协商 来 确定 . 

GB2828 将 单位 产品 上 的 不 合格 分 为 三 类 :4 类 .B 类 和 CC 类 . 

和 类 不 合格 是 指 单位 产品 的 质量 特性 极 严重 不 符合 规定 或 极 重 要 的 质量 特性 
不 符合 规定 .B 类 不 合格 是 指 单 位 产品 的 质量 特性 严重 不 符合 规定 或 重要 的 质量 特 
性 不 符合 规定 .C 类 不 合格 是 指 单位 产品 的 质量 特性 轻微 不 符合 规定 或 一 般 的 质量 
特性 不 符合 规定 ， 对 于 单位 产品 上 的 不 合格 ,可 以 根据 不 辐 的 方式 规定 aQL 值 . 原 
虽 . 上 按 不 合格 的 分 类 分 别 规定 AQL 值 ,可 以 考虑 在 同一 类 不 合格 中 对 部 分 或 单个 不 
合格 再 规定 AQL 什 ,也 可 以 考 虚 在 不 同类 不 合 桔 之 间 再 规 仿 AQL 值 . 具体 如 下 : 

(1)AQLCA 类) < ADL(B 类 ) < AQL(C 类 ); 

(2)AQL( 重 要 检验 ) < AOQL( 次 要 检验 }; 

(3)A0L( 电 气 性 能 ) < AQL( 机 械 性 能 ) < AQL( 外 观 质 量 ); 

(4)AQL( 检 验 项 目 少 } < A0L( 检 验 项 目 多 }. 

CB2828 的 表 4-6 ~ 表 4-8 给 出 的 AQL 值 是 按照 公 比 为 10 = 1.585 的 近似 等 
比 数 列 排出 的 , 称 为 优先 值 系列 或 BB 系列 ,AQL < 10, 表 示 每 百 单位 产品 中 的 不 合 
格 品 数 或 不 合格 数 ; 而 AOL > 10, 仅 表示 每 百 单位 产品 中 的 不 合格 数 . 

确定 AQL 值 的 具体 方法 有 :(1) 经 验 数据 法 ;(2) 使 用 传统 的 考核 指标 来 推算 
AQL 值 ;(3) 概率 方法 ;(4) 损益 平衡 点 法 等 ,可 和 参见 文献 11 ,2]. 


4.4.2 ”检查 水 平 IL 


批量 与 样本 量 之 间 的 等 级 对 应 法 系 , 称 为 检查 水 平 ( 记 为 1). 表 45 给 出 了 二 
个 一 般 检查 水 平 [ , 工 , 区 以 及 四 个 特殊 检查 水 平 $S1,S$.2,S3,S4, 一 般 检 查 水 平 
I 比 开 松 , 亚 比 了 严 , 通 常 采用 一 般 检 查 水 平 I[ , 当 洁 卓 提 高 对 批 质 量 的 判别 能 
力 时 ,应 采用 -- 般 检查 水 平 亚 . 原则 上 按 不 合格 的 分 类 分 别 规定 检查 水 平 ,但 应 注 
意 检查 水 平 与 合格 质量 水 平 之 间 的 协调 一 致 性 . 


4.4.3 ”检查 的 严格 度 与 转移 规则 


检查 的 严格 度 是 指 对 提交 批 进行 检查 的 宽 严 程度 ,通常 有 正 带 检查 .如 严 检查 
和 放宽 检查 三 种 不 同 的 严格 度 ， 

1) 正常 一 加 严 “如 昌 在 连续 不 超过 五 批 中 有 两 批 经 初次 检查 不 合格 , 则 从 
} .- 批 开始 转向 加 严 检 查 ,简称 为 “五 ~ 二 ”规则 . 

(2) 加 严 一 正常 ”进行 加 严 检 查 时 ,如 朵 连续 五 批 经 初次 检查 合格 , 则 从 下 
-…- 批 开始 转 回 正 常 检查 ,简称 汶 “ 连 十 ”规则 . 

(3) 办 查 的 暂停 与 恢复 。 本 次 加 严 检查 开始 后 ,如 时 不 合格 批 累计 到 五 批 , 则 
暂停 接 村 标准 进行 检查 ,简称 为 * 累 五 " 规则 . 在 暂停 检查 后 ,如 果 供 货 方 采取 了 改 
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进 措施 ,使 提交 批 达到 或 优 于 规定 的 质量 要 求 ,经 主管 质量 部 门 同意 后 ,可 以 恢复 
检查 ,一 般 应 从 加 严 检查 开始 . 

(4) 放宽 检查 。 好 果 产 品质 量 指标 一 贯 优 于 AQL, 则 可 考虑 放宽 检查 ,在 进行 
放宽 检查 时 ,如 出 现 有 一 批 放宽 检查 不 合格 或 主管 质量 部 门 认为 有 必要 转 回 正常 
检查 , 则 应 从 下 一 批 开始 转 入 正常 检查 . 


4.4.4 抽样 类 型 的 选择 


在 GB2828 中 ,由 于 篇 幅 所 限 , 仅 列 出 一 次 抽样 方案 ( 表 4-6 - 表 4-8), 分 正常 、 
加 严 与 放宽 检查 三 种 . 通常 根据 比较 不 同类 型 的 对 应 抽样 方案 的 管理 费用 和 平均 
样本 量 , 来 决定 采用 -一次 ,二 次 和 五 次 抽样 方案 中 的 某 一 种 ( 见 文献 [1,2]). 


5 计量 抽样 检验 


在 规定 的 条 件 下 ,用 测量 .试验 或 其 他 方法 ,将 单位 产品 的 计量 质量 特征 与 其 
技术 要 求 进行 对 比 ,并 作出 该 产品 合格 与 和 否 判 断 的 过 程 称 为 计 重 检验 ， 按 规定 的 
抽样 方案 从 批 中 随机 地 抽取 部 分 单位 产品 进行 计量 检验 ,并 作出 该 批 接收 与 否 判 
断 的 过 程 称 为 计量 抽样 检验 . 这 时 ,一 般 都 假定 薇 检 和 质量 特征 服从 或 近似 服从 正 
态 分 布 , 且 产 品 的 合格 与 否 基 相对 于 规格 限 ( 如 公差 ) 来 说 的 . 通常 ,规格 限 有 上 下 
之 分 ,分 别称 为 上 规格 限 和 下 规格 限 . 仅 给 出 上 { 或 下 ) 规格 限 的 情形 称 为 单 侧 规 
格 限 ; 同 时 给 出 上 .下 规格 限 的 情形 称 为 双 铀 规格 限 . 计量 抽样 检验 的 优点 是 比较 
精密 ,能 提供 比较 确切 的 质量 信息 ; 负 点 是 比较 烦琐 . 它 与 计数 抽样 检验 的 区 别 在 
于 ,前 者 是 以 样本 中 各 单位 产品 的 质量 特征 值 为 依据 ,而 后 者 则 是 以 样本 中 的 不 合 
格 品 (或 不 合格 } 数 为 依据 . 

在 计量 抽样 检验 中 ,用 以 衡量 批 质量 的 参数 很 案 , 常 用 的 有 均值 .不 合格 品 率 
和 标准 差 等 ,而 且 其 判断 规则 随 产 品质 量 参数 的 不 同 而 各 异 . 


5.1 ”以 均值 为 质量 指标 的 计量 一 次 抽样 检验 


由 于 许多 产品 的 生产 过 程 的 质量 或 产品 批 的 质量 是 用 计量 质量 特征 X 分 布 
的 均值 六 来 表示 的 ,所 以 ,对 于 单 侧 上 规格 限 0, 由 于 要 求 * < 5U, 因 而 要 求 py 越 小 
越 好 ;对 于 单 侧 下 规格 限 , 则 要 求 py 越 大 越 好 . 设 X ~ N(y,o?), 下 面 分 别 来 讨论 
这 些 情形 . 

5.1.1 单 侧 下 规格 限 情 形 

设 po 是 秆 先 给 定 的 合格 质量 ;ye 是 预先 给 定 的 极限 质 其 , 它 为 小 于 mo 的 一 个 数 
值 . 所 要 建立 的 抽检 方案 是 使 得 当 上 ”> pe 时 ,以 不 低 于 1- a 的 概率 接收 该 批 产 品 ; 
当 册 各 zl 时 ,以 不 超过 有 的 概率 接收 庐 批 产 品 (a ,日 均 为 小 概率 ),a 是 生产 方 的 所 
险 ,8 是 使 用 方 的 风险 . 设 从 产品 中 随机 抽取 样本 量 为 上 的 样本 为 x) ,za 加， 
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1， 于 已 知 
采用 如 下 的 判断 规则 ， 
位 二 时 ,接收 此 批 ; 
当 二 < 和 时, 拒 收 此 批 ， 
其 中 2 为 一 个 待定 的 实数 ;zf 为 样本 均值 .上述 判 断 珊 则 由 a 和 4 叭 -一 拟定 .下面 
给 出 n,X 的 计算 方法 . 
为 满 昨 当 jy = 各 时 ,以 不 低 于 1 - e 的 概率 接收 , 昌 当 万 Ai 时 ,以 不 超过 肛 
的 概率 接收 的 规则 ,应 有 


人 ( 当 j = Po 时 )， (5.1) 
Pi| 斑 > | -= 8 ( 当 p = /时 )， - 
由 于 当 pgy= jg 时 
2 ~ £4) ~ NO (i= 0,1), 
故 由 起 (5-1) ,得 
人 1_ 0, 
1 - oC -ta)) = 8. 
出 此 ,可 解 得 
-1 ) -A) 2 
a ~ oo te ) * 
_] _1 {5-2) 
1 = A (a) + po (8) 
Bie) + BP) 


其 中 B(x) 为 标 准 正 态 分 布 的 分 布 耳 数 ; 二 1(x) 为 B{x) 的 反 男 数 . 
所 以 ,将 az 已 知 时 ,以 均值 为 质量 指标 , 单 侧 下 规格 限 的 计 基 一 次 抽样 方案 (nm， 
4) 可 由 式 (5-2) 确定 . 对 于 既定 方案 (na,) 来 说 ,其 接收 概率 {0C 曲线 ) 为 


Lp) = PE 2) = 1- ga 名) 


2. 中 未 知 
采用 如 下 的 判断 规则 ; 
僧 一 起 守 pen 时 ,接收 此 批 ; 
当 宇 下 < pw 时, 报 收 此 批 ， 


其 中 :为 一 个 待定 的 实数 ;二 = > `z jn 为 样本 均值 ;ja = > (x -二 ?A(n - 1) 为 


样本 方差 . 上述 判断 规则 由 ” 和; 唯一 决定 , 下面 给 出 a. 的 计算 方法 . 
为 满足 当 这 和 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概率 接收 , 旦 妾 gy 万 yg 时 ,以 不 超过 8 

的 概率 接收 的 规则 ,应 有 
人 ee 1 ( 当 j = ww 时), 


PiX2 po+ sl=B ( 当 4 = 各 时 )， (5-3) 


，234 ， 第 5 简 质量 管理 


即 有 
P|>2CC=Ao > va- 1- (= Po 时 )， 
(5-4) 
Pa > via- ( 当 i = pl 时 ). 


当 & 一 pm 时 ,mt 豆 - no 服从 自由 度 为 n - 1 的 # 分 布 ;而 当 mx 二 Hi 时 ,wm 过 
- Anjxs 服从 自 让 度 为 a - 1, 非 中 心 参数 为 /ntp - po)vz 的 非 中 心 上 :分布 . 因此 ， 
从 式 (5-4) 中 确定 rn 和 :是 非常 麻烦 的 .下面 介绍 当 mn 较 天 时 ,nm,# 的 一 种 近似 解 
法 , 流 便 实际 中 应 用 . 
对 于 固定 的 1, 当 5 较 大 且 j = gi 时 ,对 一 二 近 杞 地 服从 
Ne (la), C0, 
这 样 , 式 {5-3) 近似 地 变 为 


一 时 
5 1 
nn 人 下 


站 一 天 | 十 订 _ _ 
oN nT 2tn— 1) 
t 一 
Tr = 者 -i(6), 
天 + atn—1) 
+ = -1 , 
JJ = (8) 
ON nT 2(n-1) 
利用 当 5 较 大 时 ,(n + 1)An = 1, 解 方程 式 (5- 引 ,近似 得 到 
六 EO 全) 


好 有 


(5-5) 


HT En 
| (pel 一 po) 各 -Ka (5-6) 
of (a) + BP) 
所 以 , 当 未 知 时 ,以 均值 为 质量 指标 , 单 侧 下 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 
(nz,1) 可 由 式 (5-6) 确定 .对 既定 方案 (n,1) 来 说 ,其 接收 概率 (OC 则 线 ) 为 
Lir) 三 Pi 于 po+ 他 = 1— P| 败 - [所 实 | 


HD 让 + 好 


- -| a | (5-7) 
ON nt an— 1) 


需要 指出 , 式 (5-6) 式 (5-7) 两 式 中 的 未 知 参 数 =, 只 能 根据 历史 资料 给 出 估计 值 ; 
判断 规则 中 的 样本 标准 差 * 的 值 时 ,应 由 正在 检验 的 当 批 产品 的 样本 值 计算 . 
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5.1.2 单 侧 上 规格 限 情 形 


设 ao 是 预先 给 定 的 合格 质量 ,zi 是 预先 给 定 的 极限 质量 , 它 为 大 于 pv 的 一 个 
数值 .所 要 建立 的 抽检 方案 是 使 得 当 yp < po 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概率 接收 该 批 产 
喇 ; 当 yg > A 时 ,以 不 超过 且 的 概率 接收 该 批 产 草 (ea ,8 为 小 概率 ),a 是 生产 方 的 
风险 :8 是 使 用 方 的 风险 . 设 从 产品 中 随机 抽取 样本 量 为 = 的 样本 为 和 xz， 各 

1. 5 已 知 

采用 如 证 的 判断 规则 ， 

僧 志和 时 ,接收 此 批 ; 
当 志 > 时 , 拒 履 此 批 ， 
其 中 4 为 一 个 待定 的 实数 ;元 为 样本 均值 .上述 判断 规则 由 和 2 瞧 一 决定 .下 面 
给 出 n .4 的 计算 方法 . 
为 满足 当 万 pw 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概率 接收 ,日 当 g 3 pj 时 ,以 不 超过 户 
的 概率 接收 的 规则 , 列 应 有 
人 { 当 产 = jn 时 )， 
PIX<al=8 ( 当 pg = jp 时). 
由 于 当 jy = jp; 时， 
wa 一 Me ~ NO (= 0.1)， 


《5-8) 


故 由 式 (S5-8) ,得 


区 


op) 10, 
[ac | - 8. 


由 此 ,可 解 得 , ， 
of) + 
人 ( il- Hn ) 
Kay》 + eg- 有 
+ 
所 以 , 当 c 已 知 时 ,以 均值 为 质量 指标 , 单 侧 上 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 (nm， 
4) 可 由 式 (5-9) 确定 . 对 于 既定 方案 (mn 小) 来 说 ,其 接收 概率 (OC 曲线 ) 为 


Lin) = Pi 充 之 AA| = Gr) 


不 难 发 现 , 式 (5-2) 与 式 (5-9) 完全 相同 , 但 应 注意 ,在 式 45-2) 中 ,py < mm 且 Aa< 
入 “< _ po; 而 在 式 45-9) 中 ,AI > Mo 是 ao< < 1. 
2, 来 知 
困 用 如 下 的 判断 规则 : 
位 上 0 时 ,接收 此 批 ， 
当 志 -全 > AM 时 , 拒 监 此 批 ， 


(5-9) 
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其 中 1 为 --- 个 符 定 的 实数 .上述 判断 规则 由 rn 和 :唯一 决定 ,下 面 给 出 r,t 的 计算 
方法 . 
为 满足 当 六 过 p60 时 ,以 不 低 于 1 -的 概率 接收 , 且 当 时 ,以 不 超过 
的 概率 接收 的 规则 ， 应 有 


PiXano+ts|=1-a {( 当 j = jw 时 )， 
(pry = ( 当 p = ja 时 ). (5-10) 
即 有 
PIP-p) fal -1-。 { 当 g = jn 时 )， 
(5-11) 
PH) il -= 人 


同样 ,由 于 从 式 (5-11) 中 确定 上 和 + 是 非常 请 烦 的 .下面 介绍 当 rn 较 大 时 ,nn， 
t 的 一 种 近似 解法 ,以 使 实际 中 应 用 . 

对 于 固定 的 1, 当 rt 较 大 和 且 p = ji 时 ,五 -近似 地 服从 NCOpe -iw,[1/n+ 
tf2(a -11 = 0,1. 这 样 , 式 {5-10) 近似 地 挛 为 


ir 
"| 1 -&, 
2 n+ an 1) 
1 人生 1 二 六 


1 1 位 
5 nt 2n-1) 


= Bl- a) =- PB (a), 


即 有 


上 


| = i 
tacn— 1) 
— tp-1(p). 
1 上 
2A n+ acn-1) 
利用 当 mn 较 大 时 ,(n + in = 1, 解 方程 式 (5-12) ,近似 得 到 
站 |( SF-l(a) + 人 , {P(e)) 
Pi -Ag 2 : 
| = (1 — p00) D(a) 
aol-ile) 4 PBB) 
所 以 , 当 呈 未 知 时 ,以 均值 为 质量 指标 , 单 倒 上 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 
《nm ,ty 可 由 式 (5-13) 确定 . 对 既定 方案 (nm, 来 说 ,其 接收 概率 (OC 曲线 ) 为 


Ln) = PIX ptt) = rd 


1 下 
oA nt arn 1) 


{5-12} 


(5-13) 


(5S-14) 


bE 
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同样 需要 指出 , 式 15-13) , 式 15-14)] 两 式 中 的 未 知 和 参数 5, 只 能 根据 历史 资料 
给 出 估计 和 菠 ;判断 规则 中 的 样本 标准 差 ; 的 值 ,应 由 正在 检验 的 当 朱 产品 的 样本 值 
计算 . 

5.1.3 ”双人 和 侧 规格 限 情形 


设 方 差 说 已 知 ,可 以 认为 : 当 po 志 刘 志 pi 时 ,产品 质量 是 合格 的 ;将 jp > ju 
或 > jr 时 ,产品 质量 是 不 合格 的 ,其 中 jpope ;po 篆 为 已 知 , 且 满足 mi < 
po< 0 < 0 和 pd 分 别称 为 合格 质量 的 下 限 与 上 限 ， 
pi 和 gf 分 别称 为 极限 质量 的 下 限 与 上 限 . 所 要 建立 的 手 恰 方案 是 使 得 当 pj = po 
或 = 由 上 时 ,以 1- = 的 概率 接收 该 批 产 品 ; 当 请 = 如 = gf 时 ,以 户 的 概 
率 接收 该 批 产 品 (a,8 均 为 小 概率 ),a 是 生产 方 的 风险 ,六 是 使 用 方 的 风险 . 设 从 产 
品 中 随机 抽取 样本 量 为 n 的 样本 为 z+ ,x2，…, ,采用 如 上 的 判断 规则 : 

人 A 所 和 村 , 搂 收 此 批 ; 
当 计 < 或 区 > ;i 时, 担 收 此 批 ， 
其 中 ,A1420A1 过 42) 为 待定 的 实数 ; 均 为 样本 均值 .上述 判 断 规则 由 n 和， 叭 一 
决定 - 下 闸 第 出 NsAl:A? 的 计算 方法 + 

为 满足 当 p= jw 或 pj = pe 时 ,以 1- a 的 概率 接收 ,是 当 yy = 和 或 产 = pr 

时 ,以 8 的 购 率 接收 的 规则 ,应 有 


PiAlsYehs|l=1-o ( 当 ， = pw 时); 
PlaiisXelt=1-a ( 当 p = po 时 ); 45.15] 
Pi 二 芋 二 = 月 ( 当 p = pa 时) 
PiiAlsYeAt=8 ( 当 关 = PT 时 ). 


:Ee 
i = 0,1, 克 由 式 (5-15) ,得 
当 p = po 时 ， 
oe 一 敬 ) ] _ oa 一 £0) ] = 1; 
人 


好 


当 p = po 时 ， 
oD)- oR) -1 
了 全 
当 六 = ji 时 
oe oe = 8; 
了 节 
当 pj = Ar 时 ， 


o({02 £0) also -pe 
fF J 
由 此 ,可 得 Az ~ po =— tA- 0 ), AMz 一 mi= 一 (CU -Ar {5-16) 
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@( 20 一 po) ] + o{ -po ) 
go 


2) 


o( 0 一 c | 上 + (eo — pt 
5 可 


由 式 (5-17) 可 解 出 n 和 41, 再 代 大 式 (5-16) 可 得 42. 令 
al = 上 一 2( Ca = 人) ， P=1- di 人 0 £0 Dj 


(5-17) 


则 有 
，- (2 - a)+ Bip+ 2) ， 
Hil 一 Ho 

sD la 一 al)+ ro 中 (8 + 局 
M7 Bia Ta)+t mBrB) (3-18) 
FP A Ba - ai) + ro Bp 十 下) 

:7 三 -fa a+ 中 + Bi) 
所 以 , 当 so 已 知 时 ,以 均值 滨 质 量 指标 ,双手 规格 限 的 计 节 一 次 抽样 方案 (n ,41， 
hz) 可 由 式 (5-18) 确定 ,只 要 算出 多 (er -om) 和 -18+ 记 ) 基 可 . 表 5-1 给 出 了 
x = 人 0. 时 ,十 -1(g a) 的 数值 ; 表 5-2 弟 出 了 B = 0.10 时 ,中 -1(8 + B1) 的 数值 . 
示 


= Ho0+ uo 一 下 IT. 


5 
Ed ~ po _ gc E8 一 pg _ -io a) 
gn te on) -i ”1 
2.782 1.6449 | 048 | 1.790 


0.923 1.690 ， 

0.847 1.700 .890 

0.784 1.710 1.900 

0.723 1.720 0.105 1.910 

0.671 _ 1.730 OT 1.920 

0.623 1.740 0.062 1.930 
| Oo 
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表 5-2 


TPB+ BI) 


广 :8 = 0.10. 
对 荆 定 方案 (nx,41,43) 来 说 ,其 接收 概率 (Oc 曲线 ) 为 
Lp) = 了 Ai 


-oF oa). 
好 节 


5.2 ”以 不 合格 品 率 为 质量 指标 的 计量 一 次 抽样 检验 


设 产品 的 质量 特征 工 ~ (ea 亚 ), 下 面 分 情形 来 讨论 . 
5.2,1 单 全 下 规格 限 情形 


车 规定 单位 产品 质量 特征 值 的 下 限 为 工 , 则 当 单 位 产品 的 特征 值 » 工时 , 认 
为 是 合格 品 ; 否 则 为 不 合格 品 . 那么 产品 的 不 合格 品 率 p 就 是 “XX < 1" 的 概率 , 即 


p= PIX < LI = 更 (二 二 总 )， 


由 上 式 可 得 pi 了 -op). 
1. 已 知 方 执 洛 
由 于 上 与 a 篆 已 知 ,而 且 p 随 着 ,的 减 小 面 增加 ,车 规定 po 为 合格 质量 ,p; 为 
极限 质量 , 则 有 
Pe Pe or PP De Fl: 
其 中 ho < pi 县 
po = LL- oP tpo), 1 = LL- oP (tp). {5-19) 
所 建立 的 抽样 方案 ,是 使 得 
[人 记 近 由 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概率 接收 ; 
当 p 3 pi 时 ,以 不 超过 8 的 概率 接收 . 
这 等 价 于 : 
位 户 所 pp 时 ,以 不 低 于 1 - ea 的 概率 接收 ; 
当 上 3 Ai 时 ,以 不 超过 有 睛 的 槛 率 接收 ， 
这 样 单 侧 下 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 就 可 以 转化 为 以 均值 为 质量 指标 的 单 
人 出 下 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 . 将 式 (5-19) 代 人 人 式 (5-20) ,得 
| -l(a) + 1(p) ) 
“一 Dp) ~- Bipo)d 
Pia) (pi} + BF) DB (po) 
4 = Dia) + Er 有 5 


(5-20) 
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其 判断 规则 为 
| 人 位 * 空 时 ,接收 进 批 ， 
当 < A 时, 拒 收 此 批 . 
在 既定 的 抽样 方案 (n ,4) 下 ,其 接收 概率 LOC 有 曲线 ) 为 


L(p} = PIX Ai = 1- dg( Ya 
好 


-= 1] - oe {5-21) 
va 
可 见 ,接收 概率 的 大小 取 雇 于 不 合格 品 率 p 的 值 ,p 越 小 , 则 Llp) 就 越 大 . 
2. 未 知 方差 o? 
设 产 品 批 中 随机 地 抽取 样本 量 为 m 移 子 样本 x1 ,x;,…,% ,采取 如 下 判断 规 
则 ， 
位 东 - 首 演 下 时 ,接收 此 批 ; 
当 元 -< 工时 , 拒 收 此 批 ， 
其 中 天 为 样本 均值 ;* 为 样本 标准 差 ;t 为 待定 实数 . 下 面 介绍 如 何 确定 和 上 + 
由 于 所 确定 的 抽样 方案 需 满 足 ; 当 pp < po 时 ,以 趟 低 于 1 -的 概率 接收 ; 当 p 
衬 记 时 ,以 不 超 过 的 概率 接收 , 玻 应 有 
{DX ( 当 p = po 时 ); 
PiiF-swLi=8 ( 当 p = pi 时). 
当 比较 大 时 ,证 -- &3 近似 服从 期 望 为 EF( 于 8) 二 py 一 地; 方差 为 var( 计 -18) = 


o( 二 + 到 过 看 ) 的 正 态 分 布 ,并 利用 p= 工 - om-!(p) ,可 得 


上 i 


(5-22) 


Pp)+s 
"en (5-23) 
nn + 2(n - 1) 
于 是 由 式 {5-22), 有 
一 
Sp) se odo) (p= Po), 
n'2n-1) 
PE Gp Gp) (p= pH) 
n +2n—1) 
由 上 试 可 解 出 ,得 
-1 -1 -1 -1! 
Br) pp + (pe) (5-24) 


Tio) + PBIB) 
当 m 较 大 时 ,1“fn - 1) "17n, 从 而 可 解 出 
Bia) + EB NY 
“二 re re (+ 2 (5-25) 
干 基 单 侧 下 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 (n, 1) 由 式 (5-24) . 式 (5-25) 来 确定 . 其 接 
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收 概率 为 
Lip)y = PX -swtL|=1- "| 
JE | 
下 21 一) 
由 此 可 见 ,接收 概 准 的 大 小 取决 于 不 合格 品 案 6 的 大 小 .rn 值 越 小 , 则 70p) 越 大 . 
5.2.2 单 催 上 规格 限 情 形 


东 规 定单 位 产品 质量 特征 什 的 上 限 为 5, 则 当 单 位 产品 的 特征 值 < UH 时 , 斌 
为 是 合格 品 : 和 否则 为 不 合格 品 . 那么 产品 的 不 傅 格 品 率 p 号 是 “下 > 0" 的 概 准 , 妈 
p= PX> 0 = 1- Bt), 
由 上 式 可 得 k= Ur op '(p). 
1. 己 知 方差 or 
由 于 如 与 a 篆 已 知 ,而 划 p 随 着 jy 的 减 小 而 碱 小 , 若 规 定 po 为 合格 质量 ,pi 为 
极限 质量 , 则 有 


其 中 po < pi; 且 
Ho= + oD"( po), 
A UU+ oP (py). {5-26) 
所 建立 的 抽样 方案 是 ,使 得 
{Ss 5 芝 而 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概 闪 接收 ; 
当 p 六 pi1 时 ,以 不 超过 的 概率 接收 . 
这 等 价 于 ， 
[> 上 宇 jo 时 ,以 不 低 于 1 - e 的 概率 接收 ; 
当主 时 ,以 不 超过 8B 的 概率 接收 . 
这 样 单 侧 上 规格 限 的 计量 -次 抽样 方案 就 可 以 转化 为 以 鬼 值 为 质量 指标 的 单 
仙 上 规格 限 的 计 莽 :次 押 样 方案 , 将 式 (5-26) 代入 式 (5- 10) ,得 
{ Di(a) + BF) 1 
一 Dp) - Bip {5.27) 
Do)+ B18) 
其 判断 规则 为 
长 元 过 A 时 ,接收 此 批 ; 
当 二 > 六 时 , 拒 收 此 批 . 
在 始 堂 的 扫 样 方案 (ax) 下 ,其 接收 概率 《OC 曲线 ) 为 
Lp) = PIT = BO- A) =- 0 二 )， 
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可 见 ,接收 概率 的 大 小 取决 于 不 合格 品 率 p 的 值 ,p 越 小 , 则 L(p) 就 越 大 . 
2. 未 知 方差 于 
采取 如 下 判 暑 规则 : 
售 一 右 过 以 时 ,接收 此 批 ; 
当 环 -和 雪 > UU 时 ,把 下 此 批 . 
下 面 介 绍 如 何 确 定 nn 和 二. 
由 于 所 确定 的 抽样 方案 需 满足 : 当 p < po 时 ,以 不 低 于 1 -a 的 概率 接收 , 当 P 
之 Pl 时 ,以 不 超过 的 概率 接收 , 故 应 有 
{os ‘ 当 p = 丁 时 ) 
Px-we Ul=p8 { 当 p = pi 时 ). 
当 比较 大 时 ,三 -ss 近似 服从 期 望 为 Et 车 ) ~ py 一 杂 ; 方 着 为 var( 下 -15)】= 


[二 + 元] 的 正 态 分 布 .利用 p= V+ cB"!(p), 可 得 


(5-28) 


Pi(p) 
| 1 2 | 
n 2(n—1) 
于 是 ,由 式 (5-28) ,有 
-} 
pe - go = (p= po 时 )， 
于 ) 
一 2 _ 各-1(8) { 当 P= 让 时 }). 
nt2n-1) 
由 上 式 可 解 出 1, 得 
Ela) nn) + PB (BP Cpa) 
“ G1(a) + B18) : (5-29) 
当 较 大 时 ,1An -1) 二 Ln, 从 面 可 和 解 出 
Bia) + B78) 人 a 
“二 人 - oCpo)) 人 +) ‘5-30) 


于 是 , 单 侧 上 规格 限 的 计量 一 次 抽样 方案 (n,t) 由 式 (5-29) . 式 (5-30) 来 确定 ,其 


接收 概率 为 
| 一 Gp) 
Ll(p} = PiE-iweU= $B /1 2 |. 
n+2tn-1) 


同样 ,接收 概 宰 的 大 小 取决 于 不 合格 品 率 p 的 大 小 ,p 值 越 小 , 则 LLp) 越 大 . 
5.3 ”以 标准 差 为 质量 指标 的 计量 一 次 抽样 榨 验 
设 产品 的 质量 特征 值 以 其 标准 差 为 质量 指标 , 它 表 示 质 其 特 征 的 分 散 程度 . 
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一 批 产 品 的 质量 特征 值 越 稳定 ,se 的 值 就 越 小 ;o 的 值 越 人 ,说 明 批 的 质量 越 鞠 . 规 
定 oo 为 合格 质量 ,a) 为 极限 质量 (ezo < oi). 当 `- 批 产品 的 标准 车 go 过 so 时 ,认为 
此 和 批 产 品 合 格 ; 和 否则 认为 此 批 产 品 不 合格 . 
震 抽 取 了 样本 是 为 的 样本 , 副 样 本 的 标准 其 ; 的 值 不 应 过 天 , 故 采 取 如 下 判 
断 规则 ; 
{党 红 近 六 时 ,接收 此 批 产 品 ; 
当 s* > 4 时 , 皂 收 此 入 产品， 


其 中 守 = i - 二 ?2; 为 待定 实数 . 所 建立 的 抽样 方案 应 满足 ， 


雪 v < oo 时 ， 以 不 低 于 1 -oa 的 概率 接收 ; 
当 gg 3 ol 时 ,以 不 超过 有 的 概率 接收 . 


即 有 
人 <Al 关 lI-e ( 当 g 去 so 时 )， [5.31) 
Pl eaaAisp = 
由 于 统计 量 (n -1) sor ~ Yn 一 了 ,所 以 
Plea Al = Pixtn -1D < 0. (5-32) 
由 式 (5-32) 可 知 , Pis? < X41 将 随 着 o 的 增 太 而 减 小 ,那么 ,. 式 [5-31) 变 为 
人 =1l-a ( 半 g = ao 时 )， 
PlsssAaAl=pB ( 当 s = al 时 ). 
即 
Plx2(n -TD 全 sl -1-e { 当 g = oo 时)， 
" C5-33) 
Pir(n-D) < el- ( 当 = gl 时 ). 
当 和 给 定 s0,al,a 和 和 8B 时 ,由 式 (5-33), 可 得 
(a Da. x2(n ~ 1), 3 x 区 于. 


Ed 


从 而 有 


这 样 利用 x? 分布 束 ,对 于 给 定 的 co 和 oi, 得 到 计 肯 一 次 抽样 方案 (n,4). 为 方便 起 
见 , 赛 5-3 给 出 了 =0. 上 .9 = 0.10 时 的 抽样 方案 ,使 用 步骤 如 下 ; 

(1) 计算 exen 的 值 ; 

(2) 在 表 5-3 中 的 gao 栏 , 找 出 与 计算 值 exe 最 接近 的 那个 数值 ; 

(3) 由 此 数值 所 在 行 向 左 找到 样本 量 = 的 值 ;向 右 找到 响 庶 703 的 值 ,以 8 
乘 以 4zeoi 之 值 即 得 1 值 ， 
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注 :a = 0.05.8 = 0.10. 
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引 言 


线性 模型 是 研究 客观 现实 世界 中 变量 之 间 关 系 的 :类 和 急 重 要 的 统计 裤 型 . 它 
之 所 以 重要 ,是 因为 一 上 方面 , 它 包 括 六 线性 回归 模型 . 方 益 分 析 模 型 和 混 澡 模型 等 
广 小 应 用 的 实用 模 痪 ; 驴 一 方面 ,线性 模型 的 理论 和 方法 中 研究 许多 其 他 统计 模型 
的 基础 ,线性 模型 的 基本 特征 是 ,机 增 的 未 知 参 数 是 线 性 的 .同时 及 线性 地 包含 了 
随机 误差 项 . 

最 小 二 习 法 是 钱 尾 模型 估计 理论 的 基山 . 它 和 最早 见习 :项 直 德 (A.M.Iegendee) 
和 涡 斯 1C.F.Ganss) 分 别 于 1805 年 和 1809 年 出 版 的 研究 大 交 问 题 的 著作 中 . 后 
来 ,高 斯 . 拉 普 科斯 (P.S.Laplace) 和 马尔 可 去 1{A,4.Matkovr) 径 让 明了 最 小 二 乘 估计 
的 主客 重要 性 质 . 然而 , 费 希 肖 (R.A,Fisherm 被 认 汶 昆 方 益 分 析 理 论 与 方法 的 草 基 
者 .广义 线性 模型 作为 线性 模型 的 进 - : 步 推广 , 它 多 许 观测 向 量 有 更 一 般 的 均值 
结构 和 分 布 形式 . 这 种 模型 是 由 部 尔 德 (J.A. Nelder) 和 维 德 伯 (R.W.M. Wedder- 
bum) 于 19792 年 提出 的 , 它 色 括 了 许 儿 在 生物 医学 和 社会 科学 中 其 有 广泛 应 用 的 重 
要 模型 ,例如 于 辑 斯 诺 {jogistic) 回 归 模 型 和 对 数 线 性 模型 刍 . 近 加 年 来 这 种 模型 
在 理论 研究 和 实际 应 用 时 方面 都 获得 了 长 足 的 发 展 . 

线性 模型 在 自然 科学 .工程 技术 以 及 社会 科学 等 领域 者 县 有 有 广泛 的 应 用 . 


1 线性 回归 模型 


1.1 模型 概论 


1.1.1 相关 关系 


在 现实 世界 中 ,存在 着 大 量 的 这 样 的 情况 :两 个 变量 ,例如 在 和 也 ,彼此 有 一 些 
依赖 关系 ,由 才 可 以 部 分 地 决定 了 的 值 , 但 这 种 快 定 往 竹 不 是 很 准确 的 - 常常 用 
来 说 明 这 种 依赖 关系 的 最 简单 的 例子 是 身高 与 体重 . 众 所 叶 知 ，- 般 身材 比较 高 
的 人 ,其 体重 一 般 也 仔 向 干 比较 重 ,但 由 一 个 人 的 身高 并 不 能 准确 地 决定 他 的 体 
重 . 变量 之 间 的 这 种 依 粮 关 系 称 为 相关 关系 . 线性 回归 模型 就 是 研究 变 基 之 间 相 
关头 系 的 一 种 工具 . 


1.1.2 线性 回归 模型 


对 于 上 上 面 的 例子 ,可 以 把 了 称 为 四 变量 , 面 把 区 为 月 变量 . 当然 在 许多 实 
际 问 题 中 ， 自 变 量 不 小 -个 , 慨 定 有 po 上 个 , 记 之 为 1 变量 Y 与 
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;各 ,1 之 问 的 相关 美 系 往往 可 以 用 下 面 的 线性 关系 米 撒 述 : 
Y=P+rBA+ hit + tl +te, {1-1) 

其 中 记 , 记 ,记忆 -为 待 所 的 未 知 参 数 .这 里 ,BB 和 + 局 庆 十 司 二 局 各 1 
表示 了 上 的 能 侃 由 日 变量 站 ,下 ,和 -1 所 能 确定 的 那 一 部 分 ,而 = 表示 了 的 不 能 够 
由 各, 总 ,…, 夸 _1 所 确定 的 那 部 分 , 称 为 随机 企 盖 . 式 (1-1) 就 是 刻画 因 变 量 了 
与 诸 明 亦 量 语言 ,…, 计 1 之 间 相 关 关系 的 数学 模型 , 称 为 线性 回归 模型 . 

建立 这 个 模型 的 方法 就 是 通过 对 了 ,于 ,友和 的 - 批 实际 观测 数据 来 佑 
让 Bos Bi :1 ， 

假设 对 了, ,天 ,… 1 进行 了 n 次 观测 ,得 到 组 数据 xi, va，…， 
x 人 满足 式 (1-1), 服 它 们 满足 如 下 大 系 式 : 


J 二 bo + LN + Wala 十 ”十 on 十 如 i {i 一 1,2,.…,n), ‘1-2) 
这 电表 示 第 i 沈 观 测 对 应 的 随机 谋 差 ,引进 知 阵 记号 , 今 
YI ] 下 
1 re 
3 二 7? » 六 = : ,| “oP | 9 
Fn 1 nl 本 TnI 
bo | 
8 三 和 + 间 二 人 3 
| eh 


则 式 [1-2) 基 有 如 下 简 访 形式 : 
y= 人 +z. (1-3) 
其 中 5 为 Rx 1 观测 同 量 ;证 为 x xp 品 知 奸 阵 ,通常 称 为 设计 炳 阵 ; 为 未 知 参 数 向 
斌 ,一 - 般 地 , 称 局 为 萤 数 项 , 称 记 ,让 ，… 房 .为 回归 系数 ,有 时 候 为 了 方便 ,也 把 睛 
称 为 回归 系数 身 攻 ,尽管 它 包含 了 常数 项 B; 称 e 为 随机 误差 向 量 . 
在 线性 回归 模型 的 讨论 中 ,起 着 非常 重要 作用 的 是 关于 8 的 如 下 假说 : 
[Ete}=0 (i = 1,2,. ,7); 
2 var(e) = 0? {i= 11,2,-.,n); C1-d) 
3 covie,e) = 0 (aj i = 1,2,. ,Rn), 
假设 1 表示 所 有 误差 项 的 均值 为 零 , 即 e 中 只 有 随机 误差 而 不 包 合 系统 误 
差 .假设 表示 所 有 谋 差 项 具有 相等 的 方差 . 假设 全 则 表示 所 有 不 同 次 的 观测 误 
差 都 是 互 不 相关 的 . 这 三 条 八 谱 通常 称 为 高 斯 - 马尔 可 办 假 谈 . 如 果 引 人 矩阵 记 
号 , 商 斯 - 马尔 可 去 假设 可 表 永 为 : 
Ete) = 0, eovie) = 的 了 {1-5) 
其 中 天 表示 寺 阶 单位 矩阵 . 将 忒 (1-3) 和 趟 (1-5) 襄 在 一 起 ,就 构成 了 最 莫 本 的 线 
性 回归 模型 . 
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1.1.3 线性 回归 横 型 的 应 用 

和 了 央 窑 量 和 自 变量 的 -- 组 观测 数据 ,应 上 -一 些 统计 方法 就 可 以 装 得 同时 系 
数 吧 的 合计 , 记 之 为 销 . 在 对 月 进行 了 通 当 的 统计 分 析 之 后 ,将 其 代 大 式 (1.1) , 略 去 
误 莽 项 使 得 钊 

Y= 房 + 让 总 + 遍 和 + 让， C1-6) 

成 (1-6) 称 为 经 验方 程 . 线性 回归 模型 的 这 用 在 很 大 程度 上 是 某 下 这 个 经 验 
回归 方程 进行 的 . 归 销 起 来 , 共 应 用 有 如 下 两 个 万 面 : 

1. 描述 变量 之 间 的 关系 

经 验 回 归 方 程式 和 - 合 在 一 征程 关上 刻 基 了 内 变量 了 5p- 1 个 自 变 量 XX , 计 )， 
总 之 间 的 相关 关系 . 如 果 房 > 0, 则 表明 了 随 普 的 增加 | 而 增加 ,这 时 称 Y 
二 计 有 正 相 闫 关系; 相反, 如果 商 , < 0, 则 表明 了 随 着 的 增加 而 减少 ,这 时 称 了 与 
有 人 相关 关系 . 与 了 Y 有 正 相 关 关 系 的 变 晶 称 为 正 相 美 闪避; 相反 ,与 Y 有 仙 相 关 
关系 的 变 旦 称 为 负 相 关 变 量 . 

另外 , 同 虹 系数 品 的 估计 慎 记 的 大 小 在 --- 定 释 度 上 反映 了 变量 志 对 了 的 影响 
程 魔 的 大 小 . 与 此 余 自 变量 保持 不 空 时 ,于 每 增加 -个 单位 , 因 恋 量 卫 平均 " 增 
加 "个 单位 , 据 此 ,可 以 把 自 变 最 根 据 它 们 对 了 的 影响 大 小 分 为 重要 变量 和 次 可 
变量 . 

2. 预测 

所 谓 预 测 就 是 对 于 自 变 旺 庆 , 五 ,…, 训 .1 的 -一 组 或 名 红 秆 ,合计 它们 对 应 的 
国 变 居 了 可 能 取 的 值 . 这 个 相对 说 来 比较 简单 的 问题 ,于 构成 了 回归 模型 的 个 
机 为 重 刘 的 应 用 ， 

有 本 经 验 辐 归 方程 之 后 , 预 浏 问题 就 变 得 很 简单 . 于 人 上 ,给 违 兵变 荐 的 -组 
值 : 

此 1 = x1 三 x ,1 二 x , 

将 它们 代 人 经 验 回 归 方 程式 (1- 本 ,得 到 


eu nm we- 
Yo= Pot Be 十 Baxi 十 “十 启 0 


就 是 因 变 量 了 的 相应 的 预测 值 . 这 里 讲 的 是 点 预测 . 也 本 以 用 一 个 区 间 帮 为 相 
应 的 了 的 预测 ,这 叫 区 间 预 测 . 详细 过 沦 见 本 章 1.4 节 ， 


1.2 ”最 小 一 莱 估 计 


1.2,1 最 小 二 庇 估 计 
对 于 线性 四 好 模型 


* 250 ， 第 6 篇 ”线性 模型 


y= B+e,Fle) =0, covie) = gi, C1-7) 
获得 回归 系数 玉 的 估计 的 最 基本 方法 是 最 小 二 全 法 . 这 里 为 mx 1 观测 向 量 :天 
六 nx p 设计 和 烦 阵 ; 了 表示 nr 和 春 单位 矩阵 .这 个 方法 是 寻找 和 使 得 偏差 向量 y - 莆 
的 长 度 平方 17- 奢 上? 达到 最 小 ,对 yy- 琢 关于 下 米 导 数 , 并 令 其 为 零 ,得 
到 | 
XTXB 三 Yy, Cl-8) 
这 个 方程 称 为 正则 方程 . 在 线性 回归 模型 中 ,nr x p 阶 的 讶 计算 阵 下 的 秩 总 是 等 十 
PP; 于 是 XTX 是 一 个 可 道生 阵 ,因而 正则 方程 有 唯一 和解 
B= (XIX XTY, 
这 个 唯一 解 育 称 为 回 中 系数 和 的 最 小 二 秉 估计 . 相应 地 ,误差 方差 吧 的 最 小 二 乘 
千 计 为 
人 2 - Ny- XP? 
由 一 是 
1.2.2 最 小 二 庇佑 守 的 性 盾 
最 小 一 溢 估 计 具 有 上 下列 重要 性 质 ; 
te 无 偏 性 gt = ,EC(9) = 0 
加 cov(f) = aor( RIK)-. 
3 高 斯 - 地 尔 可 去 定理 ) ” 设 6 为 任 一 p x 1 非 随机 向 晤 ,在 ec" 的 所 有 线 
性 无 偏 估计 类 中 ,最 小 二 乘 估计 c 串 是 雁 - -的 方差 最 小 的 无 偏 知 计 , 即 er 甩 为 cT 有 
的 最 性 线 性 无 篇 犀 计 . 
和 ”加 时 和 进一步 假设 e; 服从 正 态 分 布 , 即 # ~ ID) , 则 
NB 了 于 -1)， 
(rn pe ~ 2x2 
并 月 对 于 任意 的 p x 1 向 量 ce,c 途 与 相互 独立 . 这 里 记 号 NW(p, 世 ) 表示 均值 向 
量 鸭 只, 翼 方差 阵 为 工 的 密 元 正 态 分 布 ,x 表示 自由 度 为 m 的 卡 方 分 布 . 
1.2.3 中 心 北 和 标准 北 
记 
久 = (= 1,2,-,p -1), 
好 就 是 第 j 个 回归 自 变 量 w 次 取 值 的 平均 值 . 将 式 (1-2) 改写 为 
和 三 位 二 + Cx 一 区 局 十 ”十 《和 ,p_i — tp_1) Po + el (i = 1,2,.", 7), 
{1-9) 
其 中 = 与 式 (1-2) 中 的 高 有 如 下 关系 ; 
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立 = Bo+ wiBi + ra + "+ %- 中 -1- 


在 式 (1-9) 中 ,每 个 回归 目 变 量 都 碱 去 了 它们 各 目的 平 岂 但 ,这 称 为 中 心 化 ， 咎 记 


完 |1 一 x 将 ]2 一 3 pr 一 等 -| 
= ol 一 | < X2 ”YY.p-1 类 -1 ， 
Tn! 一 元] Xn2 一 各 ,pt 一 如- 
则 式 (1-9) 变形 为 
FF = al + XP+e. {1-10) 


其 中 1, 表示 所 有 人 分红 和 皆 为 1 的 nx 1 向 量 ,为 符号 简单 i| ,在 不 致 引起 混 清 时 ,常常 
略 去 下 标 4, 简 记 为 1 = 《请 , 遍 ,…, 忆 -1) .在 这 个 模型 中 ,常数 项 和 回归 系数 
8 分离 出 炉 了 ,并 有 旦 设 计 和 矩阵 下 .满足 

1¥. = 0, 
也 就 是 说 ,五 .的 每 个 列 疝 最 的 = 个 元 素 之 和 等 于 零 . 对 于 模型 式 (1-10) ,正则 方程 


为 
[® xrx |[s] = {x,], 

等 价 于 

Ra 二 1'y, 

{xxp = XT y. 
于 是 ,常数 项 a 和 回归 系数 5 的 最 小 二 磁 佑 计 为 
= yy， 
B= (XIX)-IXT y， C1.11) 

其 中 了 = > 


有 可见, 对 于 经 过 中 心 化 的 线性 回归 模型 式 (1 10) , 回 时 常数 项 & 的 最 小 二 磁 估 


计 总 是 等 于 因 变 量 观测 和 值 的 平均 和 值 y, 而 回归 系数 的 最 小 二 ` 乘 估计 个 - 
{ ITT) -1XTy 等 于 用 线 福 回归 模型 y = 天 有 + e 按 原来 的 最 小 二 鲍 估 计 会 式 计算 
得 到 的 值 . 经 过 中 心 化 ,就 把 常数 项 和 回归 系数 的 估计 分 离开 来 了 . 在 实际 应 用 
中 ,通常 特别 关心 的 是 回 时 系数 ,因此 中 心 化 往往 是 很 必要 的 . 

对 于 中 心 化 的 线性 回归 模型 式 f1- 10) ,最 小 二 乘 估 计 失 有 下 列 性 质 ， 

ls? 无 偏 性 El(&) = a，E( 有 =p. 
> co 人 ( 引 - 相 * 

CV 二 好 nh 

B 0 (XIX)-! 


3 若 进 一 步 假 设 心 最 从 正 态 分 布 , 踊 ei ~ (Do ,i 三 1,2,-… 则 


on 
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六 
个 人 
~ Nla, 


BB- NOR, oC XTX.)-1), 


日 wj 直 相 工 独 立 . 
除了 对 日 变量 由 心 花 外 ,对 日 恋 最 常 各 人 艇 的 另 -种 灶 理 叫做 标准 化 . 记 


31 二 Ss, 一 x ) Ci 一 1 之， ,nn 一 1)，, 
那么 , 按 


zi = 人 {i= 20 Rs = 12. po 1), 
进行 变换 的 过 程 ,人称 为 标准 化 ,即将 x; 进行 中 心 化 处 理 后 ,开除 以 5. 令 Z = 135]; 
则 Zz 就 是 将 原来 的 设计 和 欠 阵 下 经 过 中 心 化 和 标准 北 后 得 到 的 新 设计 和 窍 阵 . 这 个 矩 
阵 具 有 山下 性 质 : 
jp 1z=0. 
2 itR=[r] = Z'Z, 则 


pe 一 x ) (xp 一 wi) 
np 1). 
这 里 性 质 !2 荐 引 心 化 的 结 民 , 它 表明 新 设计 垂 阵 和 的 每 一 列 元 蔬 之 和 等 于 零 . 性 
质 馆 则 是 中 心 攻 后 再 施 以 标准 化 的 结果 . 如 果 拒 回归 由 灾 语 都 看 成 随机 变 最 ,XX 
的 第 | 州 为 第 j 个 同 归 犁 变 芒 的 容 基 为 的 随机 样本 ,那么 请 = ZTZ 的 第 (i, 门 元 
正 是 第 i 个 和 第 j 个 回归 自 灾 最 的 样本 相关 系数 ,因此 RR 厌 是 回归 自 变量 的 相关 
中 :, =1=1,2…p- .这样 做 的 好 处 有 两 条 :其 - -起 ,利用 中 便于 分 析 回 归 
自 变 量 之 间 的 相依 关系 ,因为 从 5 可 以 看 出 第 i 个 和 第 ;个 回归 自 变量 相依 程度 的 
大 小 ;其 一 是 ,在 - 些 问题 中 , 诸 回 归 自 变量 所 用 的 单位 不 怀 相 同 , 取 值 范围 也 不 一 
样 ,经 过 中 心 化 和 标准 化 后 ,消去 了 回归 自 变 基 的 单位 和 到 值 范 转 的 差 民 ,这 便于 
当 接 从 比较 回 杂 系数 估计 值 的 天 小 来 判断 蛙 些 回归 自 变 商 是 重要 的 ,哪些 是 不 章 
需要 注意 的 是 ,经 过 中 心 化 和 标准 化 的 回归 模型 可 以 写 为 


ya (二 31 8 二 (下 4 
(i = 1,2,.,n). 
这 里 的 a 和 日 当然 和 式 {1-9) 中 的 a 和 有 不 相同 . 上 酒 的 模型 等 价 于 
= ol+ a + a. 
当 对 这 个 模型 求 到 了 a 和 月 的 最 小 一 乘 居 计 - 
人 = yy， 


站 
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之 后 ,对 应 的 经 验 回归 方程 应 为 


T= a+ Ci "+ (TP )B, 1 


- -G- EB) + Sx 


1.2.4 约束 最 小 二 来 估计 

设 站 为 上 xp 已 条 利 阵 ,其 秩 为 疙 ,五 为 上 xl1 蕊 知 问 于 ,4 = 昌 为 林 容 线性 方 
程 组 .将 4 = 种 视 为 明 的 一 组 约束 条 逢 ,那么 ,在 此 约束 条 件 下 ,线性 回归 模型 

y= 了 +e:Eey = Dicorfey = ol 
中 尹 的 最 小 二 恢 居 计 , 可 虚 有 用 近 构 并 日 (J.L. Lagrange) 与 下 法 得 到 : 
下，- Bo CRTEY-IATCACETE)-IA) (AR. b), (1-12) 

其 中 候 = (XE)-!1XTy 为 所 的 无 约束 最 小 一 乘 估 计 . 

1.2.5 广义 最 小 二 乘 估 计 


对 J - 般 疮 性 回填 | 神 型 

y= B+e, Ele) =- 0, eole) = oY¥, {1-13) 
其 中 Y 为 axpn 已 天 正定 第 阵 . 使 得 ( - 凶 } 了 VT (y -如 ;达到 最 小 的 玉 , 满 足 目 
则 声 程 

VI = EVly. 
若 假 定 n x p 阶 设计 短 阵 站 的 牧 为 p, 它 的 解 为 
B* = (FTV-IX)-IXTV-ly, 
则 称 及 ”为 丰 的 广义 最 小 一 飞 估 计 ,对 应 的 2 的 一 个 怕 计 为 
,0 BV 


rn-p 
特别 地 , 当 WY 为 对 角 算 阵 时 , 称 8 为 轴 权 最 小 二 乘 居 计 . 

广 忆 最 小 二 恢 居 计 上 共有 下 列 性 质 : 

tp 无 偏 件 E(B*) = 8B, Eo")= 07. 

PY eco’) = ol XIV I NE). 

3 车 6 ~ N00,o), 则 

B* ~ NOB, oi KTV KE)-!), 
(an po” ~ orp 

日 对 于 任意 p x 1 向 重 c,e'B* 与 o*? 相互 独立 . 

和 《高 斯 - 马 水 可 去 定理 ) ”对 于 任意 px 1 阶 非 随机 向 最 c,e 8B” 为 e 咱 的 
唯 最 佳 线性 无 篇 佑 计 . 


称 傅 -=〔2T)-1KTY 为 模 增 式 (1-13) 中 8 的 简单 最 小 .有 节 估 计 , 常 常 简称 为 最 
小 一 滋 估计 . 很 显然 ,一 般 说 来 ,x BB*' ,也 就 是 说 ,不 必 是 最 优 的 . 但 是 下 列 任 
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意 一 条 都 尾 由 = 8 的 充分 必要 末 件 : 
1 XiVz =. 
其 中 了 为 mx (n - p) 和 是 阵 ,满足 条 件 XTZ = 0, 日 秩 为 np， 
> ”存在 矩阵 召 , 使 得 
VE -= XB. 
3 PyV 为 对 称 和 矩阵, 这 里 
Pr= (URTEY-1 XT. 
美 于 这 一 方面 的 详细 讨论 见 立 献 []|] 或 [2]. 


1.3 回归 模型 的 假设 检验 


假设 误差 服从 正 态 分 布 . 如 无 特殊 说 明 ,本 节 的 假 误 检验 只 限于 如 下 正 态 线 

性 回归 模型 ， 
y=- 获 He，e -上 生 (0,a2T)， C1-14) 

其 中 王 为 mxPp 算 阵 , 其 秩 汐 p. 

1.3.1 一 般 线 性 假设 的 检验 

对 于 一般 线性 假设 

H:AB = &, 

这 里 4 为 xp 和 矩阵 ,其 秩 为 ,并 假定 48 = 上 & 是 相 容 的 ,那么 , 当 假 设 昌 成 立时 ， 
相对 于 线性 回归 模型 式 {1-14) 的 检验 统计 量 


个 T 了 -1 LTY-1 他 
= 一 《和 (1.15) 
如 


服从 所 。， 分 布 ,其 中 
B= (XXXTYy, oa = -人 
对 于 给 定 的 水 平 nc , 妆 怀 > 五 fa 时 , 拒 忽 厚 假设 后 ,这 里 下,。akeh 为 自由 度 
为 (5,n 一 Pp) 的 王 分 布 的 上 侧 = 分 点 ， 
若 记 RSS = 上»y- XBI?, RSSs = | - Xf I’, 
这 里 请 , 由 式 (1-12) 给 出 ,那么 ,显而易见 ,RSS 是 无 约束 的 残 差 平方 和 , 面 RSS5 是 
在 所 下 的 约束 残 凑 平方 和 .利用 这 两 个 平方 和 ,统计 攻 民 (1-15) 可 改写 为 
起 (RSSw — RSS) 
FF-= Te (1-16) 
a RSS 

因此 ,直观 十 ,下 统计 是 就 是 在 约束 条 件 下 残 差 平方 和 的 相对 增加 量 . 式 {1-16) 的 
好 处 是 便于 在 计算 上 实现 . 
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1.3.2 回归 系数 的 检验 


殷 定 要 检验 正 态 线性 回归 模型 式 (0 -14) 的 回归 系数 忆 = 0,1 万 i 万 p-1. 注 
意 到 
B= BB ,Bi) 
其 实 有 是 1.3.1 小 节 中 4 = 【1000,10 ,0 ,5 = 0 的 特殊 情形 ,其 中 1 是 及 的 
第 it 1 个 分 量 . 若 记 


C= [es] = (ETE)"™ (ij = 0,1,..,.p— 1), 
则 由 1.3.1 小 节 可 推出 ,回归 系数 及 = 0 的 检验 统计 基 为 
ti， 二 Bi 
ov 


当 原 假设 B. = 0 成 立时 ,4 ~ 二 于 是 ,对 于 给 定 的 水 下 a, 当 1 41> 5_p( 久 ) 时 
拒绝 原 假设 . 这 里 t_,ta) 表示 自由 度 为 n - p 的 1 分 布 的 三 侧 a 分 点 . 
1.3.3 ”回归 方程 的 显著 性 检验 


把 正 态 线性 回归 模型 式 (1- 14) 改写 成 如 下 形式 ; 
?= 启 1+ 对 +e， e ~ ND,o 1). 

这 里 常数 项 和 回归 系数 是 分 离开 来 的 ,是 x x (p - 1) 矩阵 ,用 = 《Bi 
及 .Fr. 所 谓 回归 方程 的 显著 性 检验 ,是 指 检验 假设 后 :了 = 0, 即 所 有 回归 系数 者 
等 于 零 的 检验 . 如 果 这 个 答 验 的 结论 是 接受 原 假设 , 则 表明 所 选 的 p - 1 个 自 变 量 
对 内 变量 了 无 影响 或 影响 很 小 以 致 于 可 以 忽略 ,这 时 经 验 癌 归 方 各 的 实用 意义 不 
类; 相反, 如果 名 被 拒绝 , 则 通常 称 回归 方程 通过 了 显著 性 检验 或 达到 了 显著 性 ， 
这 说 明 所 选 的 p - {个 自 变 量 作为 一 个 整体 对 内 变量 了 确 有 : - 定 影响 ,但 是 这 里 并 
不 排除 其 中 有 -个 或 几 个 自 变量 对 了 并 无 影响 , 妇 吕 能 有 基 些 B= 0. 

对 于 现在 的 原 假设 ;8 = 0, 正 统计 量 表达 式 式 (1-16) 中 的 分 上 除去 因子 大 


的 部 分 ,通常 称 为 回归 半 方 和 , 沁 为 SSg , 即 
S90 = RSS, — RSS. 
共 中 RSS， = Sy, 一 了 六、 
于 是 ,相应 的 俭 验 统计 其 


当 原 假 设 HH: 和 = 0 成 站 时 ,器 ~ 二 .sp. 于 是 对 于 给 定 的 水 于 a 党 玉 > 二 npta) 
时 ,拒绝 原 假 设 . 
如 果 滩 计 奸 阵 下 是 已 经 中 心 化 了 的 ,那么 ， 
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SSm = PxX'y, 
片 中 B= (XTXY-1XTy. 
1.3.4 “异常 点 的 检验 


在 统计 学 中 ,异常 点 (outiier) 泛 指 在 一 组 数据 中 与 它们 的 主体 不 是 来 自 同 - 
分 布 的 那些 少数 点 . 几何 直观 上 ,异常 点 的 “异常 "之 处 就 在 它 们 远 高 数据 组 的 韦 
体 . 这 里 度 基 "远离 ”的 标准 在 不 同 的 地 方 也 有 所 不 同 . 
为 了 方便 ,把 由 态 线性 回归 模型 式 (1-14) 改写 成 分 其 形式 : 
+ = FP + @ ~ ND oT): = 1,2., rn), (1-17) 
计 中 ey ,es ,es 相生 独 民 ;x! 表示 设计 年 阵 下 的 第 ; 行 , 即 不 = (KW) 
于 是 ,如 果 模 型 包含 常数 项 ,xi 的 第 1 个 分 是 就 为 1, 则 称 第 /组 数据 (站 ,四 ) 是 一 个 
错 常 虑 ,如 果 y 与 它 的 均值 x 第 之 差 很 大 (发 生 这 种 情况 的 原因 是 , ECy ) 发 生 了 非 
随机 漂移 ?7: E(%) = x 时 + 念 , 则 会 有 - -个 新 模型 
位 全 关门 ， 
站 x 志 二 站 二 如 fe ~ NO,gt},t = 1,2,°* ,nm). 
记 = (0,…,0,1,0,…,0)1. 这 是 -个 刀 维 向 晤 , 它 的 第 /个 分 量 为 1, 其余 分 晤 均 
为 堆 . 将 模型 式 {1-18) 写成 撼 阵 形式 ,得 
7= + di + 2 e ~ N(OD,oT), (1-19) 
这 个 模型 称 为 锯 值 漂移 线性 回归 模型 . 要 判定 (x?,y) 直行 异 澡 点 ,等 价 于 在 式 
(1-19) 中 检验 假设 ;jy = 0. 
他 


<1-18} 


€= (es er) = XP, 
其 中 月 = (和 如 -Try yo = 3 一 XAGn 一 上) ,分 别 是 从 模 弄 式 (1-17) 得 到 的 
8 各 的 最 小 二 乘 估 计 ;2 称 为 残 差 向 量 . 记 末 -= [局 ] = XCXTX) "YI， 


A 


fi 汪 ~ 2 ss 
sl 一 A 
称 5 为 学 生化 (studentized) 残 差 . 应 用 式 (1-13) 及 这 些 记 号 ,可 得 到 如 下 结论 : 
对 于 均值 漂移 正 态 线 性 回归 模型 式 (1-19) ,次 假 设 了 ;yy = 0 成 立 , 由 


_ta-p- Dr 
1 了 


一 下 ap_1. 

np ry 

是 ,有 如 下 检验 :对 于 给 定 的 a,0 < a < 1, 藻 
六 > Fin_plo), 


则 判定 第 /组 数据 (xT, y) 为 异常 点 . 
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1.4 ”置信 区 间 与 预测 


必 正 态 线性 阿 归 模型 
?= 艰 +e，e -~ nmf0,c7)， 
共 中 ,说 计 年 阵 王 为 mxPp 征 阵 , 其 秩 为 疡 - 记 


B= ( XT)- lxTy, - 二 了 =， 


pp 
1.4.1 置信 酉 球 


设 a 部 (i = 1,2,…,k) 为 中 的 并 个 线性 无 关 的 线性 组 合 . 记 丰 = (eyea，…， 
4a) , 则 48B 的 置信 系数 为 1 - a 的 置信 和 椭 球 为 
CAB ~ APIT ACKTN) ADAB - A < h(a). 
1.4.2 ”回归 系数 线性 组 合 的 置 迟 区 闻 
设 & 为 已 若 的 px 1 向 夺 , 钱 性 组 会 ea 四 的 置信 系数 为 1 - e 的 置信 区 间 为 
CaB- mpl 3 oop a bt tpl Ye), 
其 中 
Tap = (var(a 2 = F(aT( XK a)'?. 
1.4.3 ”回归 系数 的 置 慷 区 间 
回归 系数 及 的 置信 系数 为 1 - a 的 置信 区 间 为 
(Bi hol DogsB, + lap 3 ) 0 ), 
共 中 
2 = (var(B,))Y = oo， 
C= [ee = (XTX)T {i = 0,1l,..p— 1). 


需要 注意 的 是 ,B = 《Bo,B81,… ,局 1)7, 为 下 标 对 应 .这 里 将 短 阵 的 下 标 从 
0 标 起 , 即 它 的 第 一 行 的 元 素 为 cq, cz,…, co.。1, 余 类 推 ， 


1.4.4 邦 菲 洛 尼 同时 置信 区 将 
上 个 同 归 系 数 品 ,及 ,有 的 置信 系数 为 1 - a 的 郁 殷 洛 尼 (Bonferroni) 同时 
置信 区 问 为 
(Bi - pl) B+ tp (28)08, ) 人 = 2, bk), 
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其 中 


0 = Cyar(B, ))' 一 ep 过] 二 1,2,. ,上 &). 
个 线性 组 合 a 留 (i = 1,2,…,) 的 置信 系数 为 1 - a 的 邦 非 洛 尼 同 时 置信 区 
问 为 


Ca p+ an 玫 Jo) (i = 1,2,.",k), 
其 中 
Gap = (var( a = oal( XX) as) (i = ,2 k). 


1.4.5 请 菲 同 时 置信 区 间 
对 于 一 切线 性 消 数 zx" 有 ,置信 系数 为 - a 的 谢 非 (Scheffs) 同时 置信 区 间 为 
(Caf Cph, aD) op, ot Cph, ,sa)) oe). 

1.4.6 ”点 预测 

对 于 新 试验 点 m, 其 对 应 的 因 变量 了 的 值 yo = x 有 B+ eo 的 点 预测 为 30 = 三 序 
注意 ,这 里 的 加 也 可 以 是 原来 几 个 试验 点 x ,x2，…,xs 中 的 :个 . 

点 预测 7o 的 基本 性 质 ， 

bp 为 是 加 的 无 偏 狐 油 , 即 EC7o - 各) = 0. 


> 在 六 的 一 切 钱 性 无 偏 预测 中 ,加 具有 最 小 预测 均 方 误差 , 即 设 ery 为 yo 
的 任 -无 偏 预测 , 必 有 


是 (3 - Yo) & El(aTy 一 yo)?. 
1.4.7 区 疝 预 测 
考虑 在 下 个 新 试验 点 总 ,1 ,Ti 处 对 应 的 因 变 量 Y 的 值 记 加 
yn+m 的 区 间 现 测 . 


(1) 邦 非 滞 尼 型 同时 预测 区 间 yy ,yz 4 国 时 分 别 落 在 下 面 预 测 区 
间 的 概率 汶 1 - a: 


r+ | + KARUN)- Ix) Ci = 1 2 天) 


(2) 谢 非 型 同时 预测 区 间 ya 和 oa 四 同时 分 别 落 在 下 面 预 铀 区 赣 的 
概率 为 | - a: 


x (CFP oa) ol + x XTX YY? (i = 1,2,° ,ke). 
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1.5 有 但 佑 计 


四 归 系 数 的 最 小 一 乘 估 让 具有 许多 优良 性 质 , 其 中 最 重 驱 的 是 丙 斯 - 马尔 时 
去 定理 . 它 表 明 在 一 切线 忻 无 偶 估 计 中 ,最 小 一 磁 司 计 且 有 最 小 方差 . 如 果 进 - 步 
假设 模型 误差 服从 正 态 分布 ,那么 最 小 二 滋 居 计 不 人 奴 也 服从 正 态 分 布 , 而 且 还 具有 
片 他 一 些 优良 性 ， 和 是 这 些 原因 ,最 小 一 滋 居 计 在 线性 名 归 情 计 和 检验 理论 中 此 
有 十 分 重要 的 地 位 , 并 得 到 了 广泛 的 应 用 . 但 是 随 着 电子 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ， 
人 介意 来 您 多 地 去 处 理 含有 较 多 阿 归 自 变量 的 大 外 回归 问题 ,这 种 大 型 回归 问题 
的 最 小 二 科 佑 计 往 往 林 能 令 人 们 满意 . 例如 ,有 些 阿 归 系 数 的 最 小 二 乘 估 计 的 值 
异常 大 或 它们 的 符号 与 问题 的 实际 意义 相 寺 背 . 产生 这 些 问 题 的 诛 困 之 一 是 ,对 
于 大 者 阿 归 问题 , 回归 由 变 基 之 间 往 往 存在 着 近 侯 线性 关东 , 称 为 揽 共 线性 
{multicol]inerarity) . 为 了 克服 复 共 线性 对 亲 归 系数 的 最 小 匡 策 计 所 产生 的 影响 ， 
近 和 0 年 来 人 们 相继 提出 了 许多 有 偏 估 计 , 其 中 最 重要 的 号 岭 估计 . 广 福 岭 估计 和 
主 成 分 估计 . 

在 有 格 居 计 的 研究 中 ,采用 均 方 误差 (mean squared emors, 以 下 简 记 为 MSE) 作 
为 评价 一 个 估计 优 委 的 标准 . 

1.5.1 均 方 误差 


设 和 为 px1 未 知 参 数 向 量 , 首 为 凡 的 一 个 个 计 . 定 交 痢 的 均 方 误 姜 为 
MSECW) = E07= ELCY- O81. 
它 度量 了 估计 首 跟 未 知 参 数 四 偏离 的 平均 值 的 太 小 .一 个 好 的 估计 应 该 有 较 小 的 
均 注 误差 ， 
均 片 误差 具有 如下 分 解 : 
MSE{B) = recov) + 中 柄 -||:， 
其 中 td) 表示 方 阵 44 的 迹 , 即 4 的 对 角 线 元 素 之 和 .上 惧 右 端 第 一 项 是 估计 首 各 


分 量 的 方差 之 和 ,而 第 二 项 是 站 的 各 分量 的 偏 着 平方 和 . 
考虑 线性 回归 模型 
y= pl+ 革 +e， Ele) = 0, covle) = oil, (1-20) 


假定 设计 甜 阵 ,tv 已 经 中 心 化 和 标准 化 ,并 县 秩 为 p - 1. 上 是 有 a 和 的 最 小 
= 滋 估 计 为 
负 - 二 >y， 
B= ( CT -1 有 Try， 
最 小 一 鞭 估 计 直 的 均 方 误差 为 
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MSECBY = gir XE)! = > ， 
其 中 证 如 3， A 为 3 大 的 特征 值 .从 这 里 可 以 蔡 出 ,如 果 和 三 至 少 有 
个 特征 值 很 小 , 即 非常 接近 于 零 ( 注 意 ,因为 XIX 是 一 个 十 定 答 阵 ,于 是 它 的 所 有 
特征 值 都 是 下 的 ), 则 让 的 均 方 误差 就 会 很 大 ,这 时 就 有 理由 认为 ,最 小 一 乘 佑 计 
让 不 再 是 一 个 好 的 估计 ， 
1.5.2 复 共 线性 病态、 条 人 忻 教 


设 4 为 下 天 的 任 -一 特征 值 ,为 其 对 庶 的 特征 向 量 , 其 长 度 为 1, 即 ‖ 有 外 = 上 

若 1 =0, 则 
XYp = A = 0, 
于 是 ， 
Xp = 0. 
若 记 = Coe ye) = xy TD 
下 的 5 -1 个 列 向 量 , 则 上 式 即 为 
INU 十 CN + + 全 pp- = 0). 
这 表明 , 讽 计 矩阵 下 的 列 向 量 xrun ,xy En 之 间 有 上 上 述 近 伺 线性 关系 . 如 采 
用 计 ; 训 … 弟 ,_1 分 别 表 示 p -1 个 回归 自 变量 ,那么 于 式 涪 明 , 从 现 有 的 nn 组 着 ， 
癌 归 户 蛮 量 之 各 有 近代 线性 关系 : 
CI + Cay 十 十 cpl _1 过 上 0. 

回归 自 蛮 最 之 向 的 这 种 近似 关系 称 为 复 共 线 关系 ,相应 地 , 称 设 计 和 矩阵 蕊 或 线性 
加 时 模型 式 (1-20) 存在 复 共 钱 性 ,也 称 设 计 移 阵 半 是 病态 的 . 

度 世 复 共 线性 严重 程度 或 病态 严重 程度 的 - -个 重要 量 是 设计 撼 阵 XX( 或 
时 无) 的 淋 忻 数 , 定 尽 亲 件数 


和 


Kk 二 


EI TX 的 最 大 特征 和 伯 与 最 小 竺 征 值 之 比 , 以 实际 应 用 的 和 经验 角 诬 来 看 ,一 般 项 
< 100, 训 认为 复读 线性 的 程度 很 小 ; 若 j00 志 5 志 1000, 则 认为 存在 中 等 程度 或 较 
强 的 复 共 线性 ; 若 x > 1000, 刚 认为 存在 严重 的 复 其 线性 . 

1.S.3 崔 佑 计 

擒 (ridge) 居 计 是 应 用 最 广泛 的 -种 有 偏 帖 计 . 对 于 线性 回归 模 理 式 (1-20)， 
叫 呈 系数 攻 的 肉 升 评 秆 党 为 

PCE) = (KTKE + A) KY, 

这 里 > 0 是 待 选择 的 参数 , 称 为 岭 参 数 . 当 记 取 不 辣 值 时 ,可 得 到 不 同人 知 计 ,因此 
岭 估 计 俯 下 是 -个 估计 类 . 

岭 估计 其 有 下 列 性 质 ; 


Pu 
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1 有 偏 性 “对 于 任意 下 0, 瑚 (拓展 . 
z 在 在 上 > 吕剧 得 岭 居 计 比 最 小 一 和 滋 佑 计 有 较 小 的 髓 厂 误 差 , 即 
MSECPCEY) < MSECAD). {1-21) 
需要 指出 ,使 上 式 成 立 的 :依赖 于 模型 参数 种 中 7, 换 颁 话 说 ,使 式 恒 -20 成. 
的 下 需 开 满足 一 定 条 件 , 碟 (1-21) 其 是 对 十 参数 空间 上 上 共 个 区 上 域 咸 立 . 
在 实际 应 用 中 , 一 个 重要 问题 是 如 何 选 择 岭 参数 上 .选择 上 的 方法 主要 有 如 下 
儿 种 ; 
1. 翟 尔 - 肯 纳 德 公式 
记 Ai 3 和 3 人 为 下 二 的 特征 仁和,o ,1 为 对 应 的 标准 正 区 
北 特 入 向 二 = 命 闪 三 diagt Auz mA 二 汪 【人 人 一 TD ,a 三 
硬 便 ,再 记 
= AiZ'y. 
起 尔 - 肯 纲 德 LHoerl-Kennarg) 选择 在 的 会 式 为 
人 
二 -= 一 工 (1-22) 
其 中 ai; 为 @ 的 第 i 个 分 最 ,0? = ‖ 7 - 遍 1- 下 全 27 一 让 
2. 劳 利 斯 - 王公 式 
冯 利 斯 - 王 (Lawless 克 ang) 选择 上 的 公 蕊 为 


下 二 pn 
Pr 


3. 告 尔 - 肯 纳 德 - 鲍德温 公式 
害 尔 - 肯 纳 德 - 饮 德 泌 (HoerrKennand-Baldwin) 选 抒 下 的 台式 为 


4, 哈 释 法 

所 谓 岭 迹 ,就 是 以 岭 梧 计 (如 ) 的 各 分 量 售 5 作为 上 的 函数 的 图 形 . 选择 上 
的 岭 迹 法 就 是 将 得 个 分 量 家 .CC = 1,2,…,p - 1) 的 岭 迹 画 在 同一 张 坐标 纸 上 ， 
选择 上 使 得 各 个 回归 系数 的 岭 估 计 大 体 上 处 六 比较 稳定 状态 并 且 没 有 不 合理 的 符 
号 ;同时 适当 兼顾 残 差 平方 和 不 要 上 升 太 过 等 因素 . 

1.5.4 广 叉 崔 司 计 

广义 岭 估 计 定 义 为 

BOR) = (XIX + PED) IK'y, 

甚 中国 为 出 下 二 的 标准 正 将 化 特征 向 量 组 成 的 - 工 阶 下 交 定 阵 ; 四 = 出 agf 让 1 ,上 2， 
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和 显然 , 当 Kk] = 上 = = 9-1 时 , 广 训 上 岭 秸 计 就 站 为 岭 悟 计 。 
广 兰 岭 帖 计 且 有 下列 性 质 : 
1 有 偏 性 ,对 于 一 切 Kz 0, FB(K) xz. 
2 存在 对 角 征 陈 导 ,使 得 广 妆 趴 估计 比 最 小 一 滋 估 计 有 较 小 的 均 方 误差 . 旭 
MSE(B( K)) < MSE(A). 
市 实 上 ,MSE( 全 (KK)) 的 最 小 值 在 
i (i = 1.2. pp-1) 
夺 达 到 ,在 应 久 上 上 这些 &, 值 采 古 如 下 和 梧 计 什 : 


二 = 开 [12 1), 
民 上 


起 中 we, 的 定义 与 式 (1-22)e; 的 相同 . 
1.5.5 ” 主 成 分 估计 


对 于 线性 同 归 模 型 式 (1-20), 记 Ai ss 如 -1 六 区 二 的 特征 值 , 和 ,9， 
…; 事 。_1 为 对 应 的 标准 止 交 化 特征 向 量 , 记 名 = 《9 和 -1 这 是 (p - 1) x 
(p - 1) 正 交 钴 阵 . 令 2 = ,a = 名士, 则 模型 式 (1-20) 化 为 

y= lt Zr +te, Ble) = 0, cove) = ol, (1-23) 
称 为 模型 式 忆 -20) 的 典 则 形式 ,a 称 为 下 则 同上 系数 ,新 的 汕 计 算 阵 Z 的 列 是 原来 
回归 和 白 变 量 的 主 成 分 . 假定 革 ' 革 的 后 p - +- 1 个 特征 值 很 小 , 基 2001 ,和 4521*… ,Al 
丝 纳 为 0, 各 从 柳 型 式 站 -23) 中 划 除 后 面 的 -rr -1 工 个 和 变量 ( 即 主 成 分 ) ,等 价 于 
川 零 来 估计 它们 对 应 的 参数 值 ;a,,1 = wa = … = 四-0= 人 对 于 剩余 的 回归 系数 ， 
用 最 小 二 乘 佑 计 作 为 它们 的 估计 .对 于 站 = diagta1;A2 一 和 1 如, 喇 和 ZF, 做 相 
应 分 让 : 
A 0 ] [ 

0 4 el 
Z = TZ :Zn], B= Lu0 : Bin!, 

共 中 i rx r 矩阵 , qr) 为 rxl 和 癌 量 , Za) 和 Pi 分 别 为 Re r {pp — 1)x 
r 处 阵 .于 是 对 于 上 典 员 加 上 | 系数 & ,得 到 的 估计 为 


a = A Zhy, Go = 0. 
从 关系 式 居 = zx ,得 到 器 的 估计 


a -| 


多 _ 
此 = | | = BP Am Zl)y, 


称 为 外 的 主 成 分 估计 . 
二 成 分 估计 其 有 上 上 列 性 质 ， 
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1 着 = 下 小生 1 和 , 即 主 成 分 估计 是 最 小 一 乖 估计 的 -个 线性 变换 ， 
2 主 成 分 估计 是 有 栅 傅 计 ,因为 只 让 保留 的 主 成 分 个 数 r < p - 1, 就 有 
EB = Ppp 用. 
jp 当 设 计 阵 呈 病 态 有 时 ,适当 选择 保留 的 证 成 分 个 数 7, 订 使 主 成 分 人知 计 比 最 小 
一 线 居 计 有 较 小 的 均 方 误差 , 即 
MSE(H) < MSECA). 
1.5.6 有 偏 合 计 的 比较 


大 量 的 计算 机 模拟 研究 和 应 用 实践 表明 , 当 设 计 年 附 皇 较 产 重 的 病态 时 ,有 侦 
估计 确实 在 均 方 误差 意义 下 能 够 改进 最 小 一 汪 售 计 , 但 是 在 所 有 有 懈 估 计 中 ,还 没 
有 :个 估计 能 够 一 致 优 于 其 他 竺 计 . - - 般 说 采 , 每 种 有 偏 佑 计 的 统计 性 质 的 优 秒 
与 设计 焦 阵 本 身 以 及 它 的 病态 程度 .回归 系数 真 值 在 参数 涪 间 中 所 处 的 位 置 等 者 
有 关系 . 

关 丰 有 依 居 计 的 详细 讨论 ,读者 可 和 参考 文献 [3]， 


1.6 回归 诊断 


1.6.1 回归 诊断 研究 的 基本 问题 


慨 括 起 来 ,回归 诊断 所 要 研究 的 问题 分 为 两 类 : 

1. 模型 诊断 

在 线性 同 归 模 型 的 居 计 与 愉 验 中 ,最 主要 的 假设 是 关 模型 误差 的 高 斯 - 委 
尔 可 去 艘 设 . 即 要 求 模型 误差 所 满足 下 列 条 件 : 

1 Ele)}=0 (二 2 

2 加 varfe) = 0 {FE 二 1,2,.. ,1); 

¥ covie,s) = 0 tt 
对 于 有 些 问题 ,还 假设 。 服从 下 态 分 布 . 那么 ,在 一 个 空 际 应 用 的 场合 ,有 了 一 批 
实际 数据 后 ,怎样 考察 这 些 数据 能 够 基本 上 满足 这 些 候 设 呢 ?这 就 是 辐 归 诊断 中 要 
研究 的 一 个 基本 问题 , 称 为 模型 诊断 问题 . 因为 这 些 假设 条 件 都 是 关于 误差 项 的 ， 
所 以 要 解决 这 个 问题 很 自然 就 要 从 分 析 它 们 的 傅 计 其 一 一 残 差 的 角 记 来 解决 . 正 
是 由 于 这 个 原因 ,这 部 分 内 容 芷 不 少 文献 中 也 称 为 残 差 分 析 . 

2. 数据 诊断 

所 谓 数据 诊断 就 是 探查 对 同 归 居 计 、 检 验 或 预测 有 很 人影 啊 的 数据 . 这 些 数 
据 称 为 强 影响 数据 . 因为 一 组 数据 在 几何 上 对 应 于 空间 的 -个 点 ,所 以 由 把 这 些 
数据 称 为 强 影 响 点 . 在 线性 回 昌 分 析 中 ,希望 每 组 观测 数 护 对 统计 推断 具有 ~: 定 
影响 ,但 这 种 影响 也 不 能 过 大 ,这 样 得 到 的 经 验 侧 归 方 程 成 质 测 才 上 其 有 -… 定 的 称 业 
性 . 这 - :部 分 内 容 在 不 少 文献 中 世 称 为 影响 分 析 . 
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1.6.2 残 差 
下 面 过 论 一 般 线性 回归 异型 
¥ 二 2 十 此 ， Ete) 二 0, cov( ey 一 本 了， {1-24) 


其 中 针 为 na xp 设 计算 隆 , 且 秩 为 p,xi, 划 ,… ,xX! 衣 簿 下 的 nm 个 行 呵 量 ， 

1. 普通 残 差 

称 合 = y -x 者 为 第 i 个 试验 点 处 的 普通 残 差 , 称 一 (el,e],…,e1)" 为 普通 
残 关 向 大 . 在 不致 引 忆 混淆 时 ,党 党 省 略 " 普 通 ” 二 宁 , 分 别 简 称 为 克 差 种 兢 差 章 
全 .这 中 月 =- (XTX)-'X'y 是 有 的 最 小 二 乘 估计 . 记 世 = “请 ,了 ; 称 为 第 i 个 拟 合 
值 ,了 = 72,… 7) 称 为 拟 合 值 向 量 . 

残 差 向 红 共有 下 询 性 质 ; 

PP ECe) = Ocovte) = si HY 这 WH = XCOXTXO -LXT. 

加 站 ge -Fo 门 , 则 全 -WO 五) 日 与 了 本末 独立 . 

2. 学 生化 残 差 

记 


en 


si 


2 四 ‘i 三 1 ,2,.… ,nn}), 

sw | 一 上， 

其 中 空 = | py- XP An- Pp) 记 二 ;次 由 子 短 阵 五 = 天 (XE) 的 第 i 个 对 
角 无 .r, 称 为 学 生化 残 羡 .nm 的 一 个 最 重 绒 的 性 质 是 , 当 x, 服从 正 态 分 布 N(0,o ) 
时 ,rn 近似 服从 mw(0,1) .和 且 彼此 相互 独立 . 


1.6.3 残 差 图 


以 残 差 为 维 坐 标 , 以 拟 合 值 7, 或 对 应 的 数据 观测 序 上 i 或 数据 观测 时 间 等 为 
横 坐 标的 散 点 莉 统 称 为 残 差 图 . 残 差 图 是 进行 模型 诊断 的 重要 工具 . 

以 学 生化 姑 差 图 为 例 . 图 1-1 是 以 六 为 纵 坐 标 , 了 , 为 横 坐 标的 残 差 图 . 如 果 高 
斯 - 马尔 可 夫 假 设 成 立 , 且 e; 服从 正 态 分 布 时 ,学 生化 残 益 六 近似 服从 标准 正 态 分 
布 , 旦 相 开 独立 ,并 与 7 也 独立 ,那么 二 就 可 以 视 为 来 自 标 准 正 态 总 体 w(0,1 的 
组 随机 样本 ， 

根据 止 态 分 布 的 性 质 , 关 5 -~ NE,o?), 则 

Pigyg-29 < Up+20) = 95.4%, 
航 末 例 的 便 设 而 言 ,wx = 0,6 = 1, 则 应 大 约 有 站 .4 名 的 7 沙 在 [一 2,2|] 的 区 域 中 ， 
且 不 呈现 任何 趋势 ， , 

图 1-1(a) 显示 ,现在 的 数据 基本 小 满足 上 述 条 件 . 换 句 话说 ,可 以 认 汶 e ~ 

N(0,a2D 是 一 个 合理 的 假设 ,而 图 1-1(b) -~-《d)] 则 基 示 了 澡 差 等 方差 , 即 varf ai) 
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图 1-1 
= of = 1,-…,n) 的 假 浅 趟 满足 .图 1-1(e) 和 (人 昌 则 表明 回归 末 数 可 能 昨 非 组 性 
的 ,或 者 误 盖 a 之 间 具 有 -年 相关 性 或 尘 掉 了 个 甚至 名 个 回归 自 变量 . 究竟 局 
十 哪 - : 情 癌 ,还 需要 进 -此 的 诊断 ， 


1.6.4 强 影 响 赤 
用 ye, 证 i 和 ei 分别 表示 从 yy, 于 各。 中 日 除 第 ; 行 或 第 ;个 分 量 后 所 得 到 
的 矩阵 或 向 蜡 .从 模型 式 (1-24) 剔除 第 组 数据 {xzT,r) 之 后 ,剩余 的 na-~ 1 组 数据 
的 线性 回 川 模型 为 
¥en = KiyB + ens Ee) = 0,cw( ew) = rhs (1-25) 
将 从 这 个 异型 求 到 的 最 小 一 乘 估计 记 为 依 ，, 则 
fh.,, = CX Kr)) Kf yr. 
很 显然 向 量 依 _ 合 , 反 呐 了 第 ;组 数据 对 回归 系数 估计 的 影响 大 小 . 库 克 {Cook) 统 
计量 是 度量 这 种 影响 大 小 的 一 种 数量 化 指标 , 它 定 义 为 
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A T A pe 
D. = (B— Bn) XX(B- Pe) (i = 1,2,..,n). 
pa 


这 个 定 尖 不 能 用 来 做 实际 计算 ,因为 它 需 要 用 到 rn + 1 组 回归 系数 ,计算 量 太 大 . 
计算 的 简便 公式 为 
i , . 
na 
其 中 心 是 帽子 窍 阵 器 = X(tX'X)- "的 第 i 个 对 骨 元 素 ;7 是 学 生化 残 差 .只 值 
相对 很 大 的 观察 点 , 称 为 强 影响 点 . 


志 1.1 


-re kh, 

2 
1 a CE YI, 
pp 1 — hs 

+ hs 
1 — &, 


也 


推广 的 库 克 四 高 定义 为 
Ty T A 
DIM,e) = (有 Be) M(B- Bs 4 


其 中 和 是 px p 正 定年 阵 ;e 为 正 数 . 家 1-1 给 出 了 于 和 = 的 几 种 选择 . 其 中 c? 
为 从 式 (1-3) 获得 的 o 的 最 小 二 乘 估计 ， 
全 2 

人 - Ll ye -Xho 上 
而 rz 定 六 为 
on v1 hs 

对 于 探查 出 来 的 强 影响 点 ,从 数学 上 没有 统一 的 处 理 方法 ,一般 说 来 需要 根据 
问题 的 实际 情况 区 别 对 待 . 往往 应 该 首先 去 研究 原始 数据 的 获得 全 过 程 ,检查 在 
获取 这 些 强 影响 点 时 ,试验 或 生产 过 程 有 无 异常 现象 发 牛 ,或 数据 记录 或 转 抄 或 输 
入 过 程 有 无 过 失误 差 等 等 . 如 果 存 在 过 失误 差 或 异常 现象 ,那么 这 些 数据 应 予以 
纠 止 或 吻 除 ,不 然 就 需要 采取 - . 些 更 稳健 的 估计 方法 ,以 降低 这 些 强 影响 点 对 估计 
的 影响 . 


(= 1 2 


其 
六 一 
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1.7 博 缉 斯 - 考 克 斯 变换 


1.7.1 定义 


如 果 由 经 验 认 为 ,误差 不 服从 正 楚 分 布 , 则 可 考虑 对 因 变 量 作 适 当 变 换 ,使 变 
摘 后 的 新 变量 更 接近 正 态 分 布 . 博克 斯 - 考 克 斯 (Box-Cox) 恋 换 是 对 回归 因 变 最 了 
做 如 下 变换 ， 


在 
ya) | (4 #0), 
]m 了 (a = 0D), 
其 中 是 一 个 待定 变换 参数 . 对 于 不 同 的 ,所 做 的 变换 月 然 就 不 同 , 所 以 这 是 - 
个 变换 族 . 它 包括 了 对 数 变换 (4 = 0) .平方根 变 撞 (A = 172) 和 倒数 变换 { = - 1) 
等 常用 变换 . 
1.7.2 变 挽 参数 的 确定 


对 因 变节 了 的 n 个 观测 值 ,ys,…, ”应 用 上 述 变 措 , 得 到 变换 后 的 向 二 
2 (Cy, ya ee, YT 
要 选择 参数 4 ,使 得 y'*? 满足 
y= ee ~ NOD,oD). 
这 就 是 说 ,楼 求 通 过 因 变 基 的 变换 ,使 得 变换 过 的 向 量 y** 与 回归 自 变量 之 癌 具 有 
线性 相依 关系 , 谋 差 也 服从 正 态 分 市 , 谋 差 种 分 全 县 有 相等 的 方差 , 旦 相互 独 立 . 
确定 4 的 极 大 似 然 方法 如 下 ; 


1= 1 
t=1 
ia) 
zt = 3 (1-26) 
RSS(A, ZY = ZK RCOXKTE) XT zt. {1-27) 


使 RSSC4 ,zt ) 达到 最 小 值 的 4 即 为 所 求 ,因为 这 样 的 4 没有 解析 表达 式 , 所 以 一 
般 都 用 数值 方法 计算 . 具体 计算 步骤 如 下 . 
(1) ”对 于 给 定 的 4 值 ,计算 5 计算 公式 为 
和 
一 一 一 (A # 0), 
【4 = CIT »,) " 


2 


Clny,) 1 yn CA = 0). 
(2) ”利用 计算 线性 回归 模型 
zt Ele) = 0, covie) = of 
的 残 差 平 方 和 ,计算 出 式 (1-27) 定义 的 RSStA ,20). 
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(3) 对 于 一 系列 的 4 值 ,重复 上 面 步 又 ,得 到 相应 的 残 差 平方 和 RSS(A ,zt ) 
的 一 捉 信 . 以 为 模 坐 标 , RSS(A za 为 级 坐标 ,作出 相应 的 丙 数 图 形 ,用 直观 方 


法 找 出 使 RSS(A4,z9)) 达到 最 小 值 的 不 . 

在 求 到 了 2 之 后 , 肯 利 用 公式 月 = (XTXY-1XTy% 获得 回归 系数 的 最 小 二 乘 情 
计 ， 

关于 回归 诊断 廊 上 面 的 详细 讨论 ,读者 可 参阅 文献 13] 的 第 二 章 或 文献 [4] . 


2 方差 分 析 模 型 


2.1 模型 概论 


2.1.1 单 因 素 方 差分 析 模 型 


假 议 某 种 化 工 产品 的 强度 与 生产 过 程 中 的 反应 温 庶 有 重要 关系 . 设 串 殿 选 拌 
的 反应 调度 有 = 种 :下 ,五 …, 也 .现在 要 比较 这 ea 种 温度 对 产品 强度 影响 的 优 睹 . 

现 从 第 ;种 温度 下 生产 的 产品 中 随机 抽取 上 件 样品 , 测 得 其 中 第 j 件 产品 的 强 
度 为 Ys i= 1,2,",47 = 1,2,"", mi ,那么 ， 可 道 过 分 析 这 些 数 据 来 比较 这 & 种 温 
度 的 优 省 . 

将 第 i 种 反应 温度 下 生产 的 产品 的 强度 看 成 一 个 均 位 为 ,方差 为 of? 的 正念 
总 体 , 上 是 yi ~ N11 这 数据 询 成 表 2-1. 


大 2-1 
太庙 温度 总 体 样 本 
7 Te pn ya Yin, 
了 2 Nis) Ya Fs an, 


| 
T, | 
这 样 一 来 ,问题 归结 为 比较 这 ea 个 总 体 的 均值 .把 ji 分解 为 p= AT, 这 
里 5 称 为 总 平均 ,a, 称 为 第 i 种 温度 的 效应 . 于 是 观测 值 mw 可 以 分 解 为 fm = p+ 
z + 中 ,这 里 人 为 随机 误差, 假定 青 服 从 交 (0,a5 且 相 与 狸 站. 归纳 起 来 ,可 得 到 如 
下 模型 : 

yy =p+ta+te: ey ~ NNO) (i= 1,2 ,07 = 12 m), (2-1) 

这 就 二 所 谓 的 单 因 素 方 差分 析 模 型 . 在 这 里 ,可 以 对 a, 如 [约束 荣 件 : 


映 


>, ma, = 0. 
1 


有 Tel az ”som 
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下 进 吓 阵 记 与 : 


了 
了 = 《Ya 2 922 Yan a 


2 i 2 Yan )， 
十 


二 ”二 feil yel2， 14， 有 FR 1 PD, 3 9 Cats On Ean ) ， 
加 人 


pa 三 (CHa Ga hl! 二 CO, 下 |， 8 


1 上 
: : 上 行 


1 L 

1 1 

: : 下 3 行 
= ， 

1 1 

1 1 

: : | 行 

1 1 


上 上面 的 模型 不 {2-1) 和 芍 开 条 人 忻 可 写成 如 下 简洁 形式 ; 
全 +e fe ~ ND,o 7)); 
np = 中 
在 方 盖 分 析 中 ,把 “反应 浙 度 ” 称 为 一 个 因素 ,把 不 同 的 温度 六 ,天 :也 称 为 该 因 
素 的 水 平 ,向 a 就 是 第 ;个 水 平 的 效应 . 除了 约束 条 件 各 = 间 之 外 ,模型 式 (2-2) 
和 正 态 线性 同 由 模型 有 完全 相同 的 形式 . 但 不 同 的 是 设计 十 阵 三 的 元 素 值 不 问 . 
对 于 线性 回 睛 模范 , 它 的 访 计 托 阵 是 回归 明和 灾 基 的 取 什 ，: 航 说 来 它 可 以 取 任 意 连 
续 值 . 但 对 于 方 盖 分 析 模 型 , 攻 的 死 素 具 能 取 口 和 1 两 个 让 , 它 剂 画 了 在 对 席 的 瘾 
测 或 试验 中 ,因素 的 某 个 水 平 的 效应 行 在 与 宪 . 这 种 情 鹿 的 后 果 是 设计 秽 阵 于 的 
秩 为 a; 它 小 于 鞋 的 列 数 a+ 1， 


2.1.2 ”两 因素 方差 分 析 的 可 加 摸 型 


在 上 而 的 合 于 中 ,如 果 除 了 反应 鹿 诬 之 外 ,反应 压力 也 是 影响 产品 强度 的 一 :个 
重要 因素 ,那么 , 铝 有 “反应 温度 ”和 “反应 压力 ”两 个 因 亮 .这 就 产 午 六 黄 内 素 广 其 
分 析 问 题 ， 

假 诈 有 种 反应 压力 P,P,…' ,可 重要 进行 比较 . 坝 从 第 种 反应 温度 和 第 
种 反应 压力 生产 出 的 产品 中 随机 抽取 < 件 , 测 出 它们 的 强度 . 记 x 为 在 第 i 种 反 
席 温 度 第 j 种 反应 压力 于 生产 出 的 产品 样品 中 第 二 件 的 强度 .类似 于 单 因 素 片 差 
分 析 , 可 以 认为 yet = 1,2,…",e) 为 来 自 均值 为 必 , 方 盖 为 于 的 正 态 总 体 NN(p， 
下 ) 的 一 组 随机 样本 . 将 三 作 分 解 : 

Hi 二 rit+oar+tpB, 
其 中 快 为 总 平均 ,a, 为 第 i 种 反应 温度 的 效应 ,B 为 第 j 种 反应 奈 图 的 北 应 .可 以 对 
它们 加 上 两 个 钓 划 条 件 ， 


{2-2) 
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人 三 站， 之 忆 = 败 . 
于 是 对 于 ya ,有 分 解 式 ; 
?让 二 天 十 下 十 局 十 8 
其 中 4 为 随机 误差 ,假定 都 服从 N(0,02), 且 相互 独立 .由 纳 起 来 ,得 到 如 下 两 因 
素 方 差分 析 的 可 加 模型 : 
Ya = + oath+ ea, (er ~ NO,o*}), (2-3} 


严 种 
Da =0, DB =0 GG=1,2d0 = 219c)， 
| r=1 
引进 矩阵 所 导 : 
了 二 Cy FH2 Fi Fe VIR YI Pohl Votre" Yaobe)s 


T + 唱 [1 由 小 由 rem 
8 = 《elllyellzyer2i 1 Elles ell" + Ces 1 Boh] + Enbh2; , Pate 


Bp! = (pa 2 a Bt 


0 1 1 0 … 0 
H- ， 
00… 01 1 
1 1 1 
i 1 1 
1 1 1 
X=|: : 
1 1 1 | 
1 1 1 
1 1 1 


其 中 1 为 cx1 的 向 量 .上 而 的 模型 和 约束 条 件 变 为 ; 
人 = 部 (e ~ ND, oT)); (2 4 
38 = 0. 

从 或 (2-2) 和 式 (2-4) 可 以 看 出 ,除了 约束 荣 件 外 ,单车 索 和 两 国 素 方 差分 析 
模型 在 形式 上 和 线性 回归 模型 没有 什么 不 同 . 事实 土 ,其 他 一 些 方差 分 析 模 型 也 
可 以 表 成 这 样 的 形式 . 方差 分 析 模 型 生 性 回归 模型 在 本 奈 上 不同 的 是 设计 生 阵 
互 的 秩 . 半 于 线性 回 站 模型 ,无 的 秩 等 于 它 的 列 数 ;而 对 于 万 差分 析 模 型 ,多 的 秩 总 
是 小 于 它 的 列 数 . 
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2.2 半 因 素 方 差分 析 模 型 


2.2.1 对照 的 估计 


对 于 单 罗素 方 莽 分 析 模 型 式 (2-2) ,应 用 最 小 二 乘法 先 求 无 约束 的 最 小 一 乘 怕 
计 , 这 时 不 则 方程 年 恨 = XTy 具有 如 下 特殊 形 区 ; 


{i Zn = 7 ， 


(2.5) 
ni 十 nai = Yh, ti = 12, ,0), 
其 中 
7,. 二 2 2 外 ， 三 之 广 ， 
于 三 之 | ni. 
添加 上 约束 条 件 了 ng, = 0, 容 易 得 到 式 (2-5) 的 一 组 解 ; 
4 二 上 
A 一 
:= 7..: 
人 一 一 (2-6) 
二 Yi 
其 中 
7 二 Fi. nn,, 
¥.. = 了 Zn. 


对 于 效应 a; 的 线 件 组 合 > ;cci, 若 系数 满足 >)c, = 0, 则 称 > ec, 为 一 个 
对 照 ， 
如 果 >) oai 为 一 个 对 照 , 则 > yc 会 是 它 的 唯一 最 住 线性 无 偏 估计 . 


2.2.2 假设 检验 


对 于 - : 般 单 因素 方差 分 析 模 型 式 (2-2) ,所 研究 的 因素 可 称 为 因素 4, 人 的 a 
个 水 平 记 河 心 ,4 ,4. 考察 这 a 个 水 平 的 效应 是 否 有 加 苹 差 异 , 即 检验 假设 
Hi: al = di 二 "二 da’ 
等 价 于 检验 假设 
Ho:al — Gs = aa- = 0 = 人 0. 


应 用 式 (1-16) 可 得 到 检验 统计 量 
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SS 
Fp 二 人 了 | - 
一 S59. 
天 一 避 
其 小 
S54 = Zn 一 y..), 
SS。 = 立 > ov -7 如 
分 别称 为 因素 4 的 平方 和 和 误差 平方 和 当 志 成 立时 ， ~ 1 是 对 十 给 


定 的 水 平 a > 本 nata) 时 , 乒 缮 原 假 役 而 , 即 计 为 内 素 4 的 上 个 水 平 的 
效应 有 显 善 差异 . 当 所 所 jn_ala) 时 ,接受 原 假设 i, 邮 认 为 因素 4 的 a 个 水 
的 效应 设 有 旺 著 差异 ， 

有 交 计 算 结果 吕 列 成 一 个 表格 , 称 为 片 状 分析 表 ,如 上 志 2-2 所 示 ,其 中 表 的 景 
司 一 到 为 月 出 度 为 -1,n 一 a 的 下 分 布 随机 变 赋 到 值 大 于 后 的 概率 , 显然 这 个 
概率 小 于 a, 等 价 于 所 > 已 ate) .现在 许多 统计 软 们 的 输出 结果 都 有 这 个 概 
率 值 . 有 了 它 , 在 实际 工作 中 就 省 去 了 查 下 分 布 表 的 麻烦 . 

表 2-? 


i mn 可 > Fo) 


2.2.3 ”同时 置信 区 闻 
1. 邦 菲 洛 尼 同时 置信 区 间 
对 于 竹 意 mm 个 对 照 >"otbw 二 1,2,…, m, 息 信 系数 为 1 - a 的 邦 菲 洗 尼 同 
时 向 信 区 间 为 和 
20 + baa) {> “) (k= 1,2,.,m), 


mr 


其 中 
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特别 地 ,对 于 m 个 形 如 a,- & 的 对 照 , 这 些 区 间 为 


1 


[一 力士 看- (和 (位 + ni 


2, 谢 菲 同 时 置信 区 间 
对 于 所 有 对 照 > 'cu,, 置 信 系 数 为 ! - a 的 谢 菲 同时 置信 区 间 为 


2 1 
er 土 信人 一 D Fo al) ol > “ | ， 


2.3 ”着 因素 方 关 分 析 模 型 


2.3.] 对 照 的 合计 


为 了 符号 简单 计 , 在 两 因素 方 差分 析 可 加 模型 式 (2-4) 中 , 设 < = 1. 应 用 最 小 
一 梁 法 求 无 约束 的 最 小 二 于 居 汗 ， 这 时 本 则 方程 太太 = XX'y 基 有 如 下 特殊 形式 : 
hye + bt + a, = 


br + ba, + > 8 = = 了， i= 1,2,. ,0), (‘2-7) 
4 


q+ Dit of = Y. (j= 1,2,."" ,6), 
其 中 


.= 2 on FL, - mr 和 .1 二 Zr 
利用 约 来 半 件 a， 0, 靶 M8 = 0, 容易 得 到 方 各 组 式 (2.7) 的 组 角 ， 


—— 
i 了. 
@, 三 入 -了 一 2， - ,2)， 
疡 二 了 -7.. (7 = 11,2. .hb), 
其 中 
Ca 
J 一 nap Ti, = bp .i a 


和 单 央 素 方 差分 析 相 类 髓 ,对 于 效应 上 的 线性 组 合 > ca, 妾 之 joi = 0 时 , 称 
1 = 1 t=1 


其 为 - .个 对 照 . 类 似 地 ,如 果 >,d = 0, 称 之 ydB = 0 为 个 对 照 ， 


如 果 > Weg, 为 对 照 , 则 "ce 全 为 其 唯 最 佳 线性 无 仿 估 计 . 
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类 似 地 ,车 之 , 丰 B 为 一 对 照 , 则 之 jg 镶 为 其 唯 -最 什 线性 无 偏 估计 . 


2.3.2 ” 信 设 检验 


对 下 丙 因素 上 方差 分 析 模 型 忒 (2- 少 ,所 研究 的 两 个 因素 分 别称 为 因素 4 和 五. 
假设 检验 的 内 容 主 要 有 两 个 :其 -是 检验 


Ht:ot 一 di 二 
即 因 素 4 的 a 个 水 平 效应 无 差异 ;其 二 是 检验 
B=p="" =， 
即 因素 如 的 2 个 水 平 效 应 无 姜 异 ,应 用 式 (1-16) 可 得 到 检验 二 的 统计 量 
4 
mn 一生 
{a- lb -1) 


其 中 
S84 = 5 之 (入 -2， 
- 立交 — yj+Yy. ). 
称 SS 为 因素 4 的 平方 和 ， ss, 为 误 闫 平方 和 当 后 焉 立时 ,机 一 Fi,ta-Dts_D): 


对 子 给 定 的 水 于 a, 当 下 > yco_wysn (a) 时 ,拒绝 于 
类 个 地 ,应 用 式 (1-16) 可 得 到 检验 无 的 统计 其 


5p 
Fs; 三 一 一 二 一-， 
ta- Db—1) 
其 中 
SSs = #22707, - 


称 为 因素 吾 的 平方 和 , 妆 疡 成 立时 ， Fn ~ 60. 对 于 商定 的 水 平 a ,当下 
> 和 -on 时 ,拒绝 器. 

将 上 述 计算 结果 列 成 方差 分 析 表 ,如 表 2-3 所 示 . 其 中 户 呈 -rs Drs ny > 
和 是 各 由 度 为 a 一 1,(6 -ft6 -1) 人 的 下 分 布 随机 变 夸 六 于 FF 的 概率 . 显然 ,这 
个 概 举 小 于 此 等 肉 于 Fl» Fa tel) (a) .并 于 因素 中 ,概率 Pt Py, tons) 
> 可) 的 意义 完全 类 似 . 现在 许多 统计 软件 的 输出 结果 者 有 这 两 个 概率 值 . 
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率 


Pa sn > Fi 


Pt Le > Fz) 


2.3.3 ”同时 置信 有 区间 


1. 邦 菲 洛 尼 同 时 置信 区 晤 
对 于 因素 4 ,任意 m 个 对 上 照 a - a; 的 置信 系数 为 ]- = 的 邦 非 涪 尼 同时 置信 区 
间 为 


— 一 a 他 | 
《一 十 tnon(2E 认 ( 节 ) . 


类 似 地 ,对 于 因素 8, 任 意 m 个 对 照 B - 有 的 置信 系 煞 为 1 - a 的 邦 非 党 尼 同 
时 置信 区 间 为 


(y., —y.)) 土 rod 二) 二) 3 
其 中 
人 3 
可 = Me = Ta DB 
2. 谢 非 同 时 置信 区 间 
对 于 因素 4 ,所 有 形 如 w - w 的 对 照 的 置信 系数 为 1 - a 的 同时 置信 区 间 为 
一 -、 1 
Cp + a DF ta tl) | 于 |】 
对 于 内 囊 下 ,所 有 形 如 记 - 的 对 照 的 置信 系数 为 1 - a 的 谢 菲 间 时 置信 区 间 
为 


(7 ，- .站 十 【站 一 二 下 fa Vip Ga) (2) 
2.4 ” 套 分 类 模型 


2.4.1 春分 类 模型 
在 一 些 陋 因素 的 试验 中 ,并 不 是 两 因素 4 和 8 的 所 有 水 半 都 是 可 以 相近 的 . 往 
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往 出 现 对 因素 4 的 每 个 水 平 4 ,因素 8B 有 对 应 的 水 平 .例如 在 化 工 坛 验 中 ,要 比较 
甲乙 两 种 催化 剂 , 间 时 述 要 选择 每 种 惟 化 齐 所 泛 用 的 温 诬 ,往往 个 同 的 瞧 化 剂 所 
要 求 的 温度 不 同 . 把 催化 剂 称 为 同 素 4 , 它 有 了 两 个 水 平 4 机 志 , 分 别 对 应 绒 , 乙 两 
种 催化 剂 . 把 温度 称 为 央 素 器. 很 定 对 二 催化 剂 申 , 邮 4 ,可 供 试 验 选 择 的 温度 为 
200 和 ,220 乞 和 240 宛 ,它们 就 起 对 应 于 省 的 因素 BB 的 一个 水 平 ,分 间 记 为 Pi)， 
By 和 Bo. 击 对 于 催化 剂 乙 , 即 4;, 可 供 坛 验 选 择 遇 温度 为 130 ,170Y 和 
190 和 ,它们 就 是 对 应 于 4 的 因素 B 的 三 个 水 于, 分 别 沁 为 Bie ,Bz 和 二 yw. 把 
众 屁 齐 称 为 - - 奴 因 素 ,温度 称 为 二 级 因素 . 一 级 因素 是 食 作 “级 内 素 里 面 的 . 这 样 
的 设计 称 为 套 设 计 , 间 应 的 模型 称 为 套 模 型 . 

一 般 地 ,假设 因 喜 4 有 个 水 平 4 4 二 :对 于 4, 因素 呈 有 所 个 水 平 , 记 
为 Ben Bx, ,Bit0. 用 ys 表示 在 水 平 组 合 二 和 妃 ,,， 下 的 第 个 观测 值 , 则 丙 
因素 玄 分 类 模型 可 故 为 : 

Vig = +t Bt ek ek ~ 本 (Da (2-8) 
(i 一 ] 2 三 1 之， 二 ],2. ,1), 

其 中 为 总 平均 ;&, 为 水 平 4, 的 效应 ;54 为 水 平 Bi 的 效应 ;emg 为 随机 误差 , 且 
相互 独立 . 各 前面 揭 节 样 引 进 适 站 矩阵 记号 ,可 以 把 这 个 异型 表 成 类 似 式 (2-2) 
和 式 (2-4) 的 形 水 . 这 里 不 再 更 述 . 


2.4.2 估计 问题 


应 用 最 小 二 乘法 求 模型 式 {2-8) 诡 参 数 的 最 小 一 乘 估 让 .这 时 正则 方程 入 知 
= Ty 具有 如 下 特殊 形式 (这 里 假设 & = ,n= 0): 


a a 6 
qberr 十 如 之 ia 十 ‘2 之 = 区， 
1 1 ”4 - 


各 
bore + Dept + “po = J}. 


ot e+ B= ho 


其 中 了， ,4 的 售 交 与 式 (2-7) 的 相同 . 不 失 _- 般 性 地 可 训 上 如 下 约束 条 件 : 
> = 0D, 
Sa ) = 0, 
这 样 很 容易 得 到 正则 方程 的 ~- 组 解 ; 
R=. 
2 = 一 了 
ER 二 加- 


对 两 因素 套 分 类 模 们 ， 同类 参数 两 数 御 入 是 试验 者 最 关心 的 ， 
(1) Bx -Bw 关上 = 1,2,… ,a. 它 是 在 水 平 4 下 因素 名 的 两 个 水 于 良 
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和 Bi, 效应 之 差 . 它 的 最 佳 线性 志 偏 估计 为 他) 一 从 ww; 划 语 -yi. 
(2a -rt 关卡 .很 明显 , 它 是 因素 4 的 两 个 水 平 4 利 击 的 浆 应 之 基 . 它 的 
最 佳 线 性 无 偏 估 计 为 入 、- 了 
2.4.3 假设 被 验 


景 感 兴 超 的 是 答 验 _ -级 国友 诸 水 平 效应 居 全 相等 ,如 检 恰 想 设 
万 :Pb = Poesy = "7 = Boy = 0 (i = 112 ). 
应 旧式 (1-16) ,可 得 检 答 统计 局 
1 
站 
1 
ap{e— 1) 


So = Oo 一 和， 六 ， 
- 2320 -为 


当 吉成 立时 ,~ Fi 上 ae 一 入。 于 是 4F> Fas obte 1) Ku ) | , 失 绪 候 说 下 ;不 
然 ,接受 并 . 

2.4.4 同时 效 信 区 辣 

1. 邦 菲 洛 尼 同 时 置 局 区 间 

对 于 任意 固定 的 霹 任 意 m 个 形 如 Besy - Bww 的 对 照 的 窒 信 系数 为 1 - a 的 孝 
菲 纹 尼 问 时 置信 区 问 为 


一 - i 了 1 之 
(9 一 和) 十 tat 1 (9 < ) ， 


其 中 


其 中 
SS。 
= fre -1 
2. 谢 菲 同时 置信 区 问 
对 于 任意 固定 的 i, 所 有形 如 Bey - Brin 的 对 天 的 置信 系数 为 1 - a 的 调 非 各 
时 置信 区 间 为 


四 1 
(3 《aa 7 之) 
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3 混合 模型 
3.1 模型 概论 


3.1.1 线性 模型 的 分 类 


线性 模型 可 记分 为 三 大 类 ;固定 效应 槛 大 、 随 机 效应 棋 则 和 混合 模型 . 这 种 分 
类 是 慰 据 线性 模 厦 y= 邢 +e 中 ,参数 向 量 有 的 分 量 是 固定 的 ( 即 非 随机 的 )、 随 机 
的 或 二 者 缘 有 来 决定 的 . 前 面 两 章 讨论 的 线性 罗 归 模型 和 方差 分 析 模 型 都 是 固定 
兹 应 模型 . 本 童 讨论 混合 模型 ,实际 上 也 包括 本 随机 模型 ,因为 随机 模型 可 以 看 作 
在 参数 向 量 及 的 诸 分 量 中 除 常 数 项 外 都 昆 随 机 变量 的 种 特殊 的 混合 模型 . 
3.1.2 瀑 合 模型 的 一 般 形 式 
混合 模型 的 一 般 形 式 为 
y= +Z+#， £3-1) 
长 中 天 和 工分 别 为 上 x 庆 各 于 xf 已 类 设计 本 阵 ,因为 x | 术 知 固定 效应 向 量 { 即 
- 症 随 机 参数 疝 量 ) ,7 为 # x 1 随机 效应 向 量 ,e 为 xl 随机 误差 . 它们 宝 足 
ET = 0, covfy] = DB, covf yehy = 0, covfey = RK, 
其 中 DB 和 上 姑 分 曾 为 49 x 9 各 nx n 正定 矩阵 .于 是 
Ef{y) = BP, covty) = ZDZT+ RE 
若 记 = ZY + e, 式 13-1) 也 可 以 写成 如 下 形式 ，; 
和 三 用 儿 + 于， ELH) = 0 covtn)y = YY. (3-2) 


3.1.3 ”混合 模型 的 特殊 形式 一 一 方差 分 量 模 型 


在 模型 式 (3-1) 中 ,将 分 志 为 
二 = CR Es, Fi, Y= { 了 1927， 


其 路 互 为 mx7 短 阵 ,? 为 x1 短 阵 , 且 9 = ,9g,; 则 模 荀 式 (3-1) 变形 为 


Fy= + T+ D+ B+. (3-3) 
若 假 设 

covt¥,) = a (i= 2， 

cle) = ol, 

rovt y,, Yi) = 内 Cz Ee 方 ， 


covt 他 ,二 = 向 ， 


| 
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kily)} = Hp, 
| ef {3-4) 
一 下 


coyf = of FR oR FE 一 
仕 这 个 模型 由 ,og ,oo? 称 为 方 关 分 蝴 ,o 称 为 误差 产 短 . 有 时 为 仇 述 三 使， 
也 把 它们 统称 为 方差 分 量 , 权 者 式 (3-4) 也 称 为 方差 分 量 模 型 . 


3.2 ”固定 效应 的 估计 和 随机 效应 的 烦 测 


3.2.1 固定 效应 的 估计 
在 权 型 式 (3-1) 中 ,各 已 向 , 则 从 高 斯 - 蕊 尔 可 才 注 才 知 ,性 意 线性 隙 数 ce 佣 
的 最 性 线性 无 偏 估 计 为 ce 吓 * ,外 中 
县 ”= (XY XK) XV 'y, (3-5) 
当然 ,当道 答 阵 (XTV-! 区 ) -1 不 丰 丰 时 ,可 用 广 立 逆 短 阵 ( 古 'y-!1)- 来 代 蔡 ,这 时 
只 有 -部 分 线性 函数 cc!' 半 称 为 可 居 明 数 ) ,它们 的 最 住 线性 无 偏 居 计 为 ce'8* .一 
般 说 来 ,VY 是 林 知 的 . 这 时 最 常用 的 司法 是 , 先 村 王 术 出 合计 人 篆 , 然 后 在 式 (3-5) 中 
用 了 了 代替 ,得 到 新 的 估计 er 莘 , 这 时 
B= CXW-IX) I KV!y. (3-6) 
这 种 合计 称 为 两 步 估计 . 
3.2.2” 随 宙 戏 应 的 预测 
考虑 随机 笋 应 的 线性 给 台 A477. 在 模型 式 (3- 了 0 中 如 哄 呈 和 辐 都 已 知 , 则 41 
的 明 佳 线性 碟 偏 预测 为 
dy - XB*), 
其 中 及 由 成 (3-5) 所 定 余 ,q 汶 方 程 
Vad = A 
的 解 . 即 7Y 的 最 佳 线 性 无 偏 预 测 为 A1y* ,这 里 
y* = Dayity - Xp*). (3-7) 
和 圈定 效应 的 情形 相 类 似 , 当 屁 和 加 未 知 时 , 先 求 出 它们 的 合计 正和 分, 从 而 
得 到 下 的 估计 区 ,代入 上 式 得 到 


A - 王 闪 ， 
最 后 得 到 457y 的 一 种 其 测 和 TYy， 


3.3 -混合 模型 万 程 


混合 模 卉 方程 的 作用 完全 类 似 于 固定 萄 训 模 型 的 正则 方 得 . 从 它 可 以 局 时 得 
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到 最 侍 线 性 无 偏 佑 计 和 地 佳 线性 无 偏 预 测 ， 
对 村 泥 从 模型 不 (3-1), 若 DD 和 虽 R 可 首 , 草 混合 模型 7 程 定 闵 为 
XTR-'X 于 "下 -了 用 | [XR'y 
ZIRIY DI+ Zen | 2 (3-8) 
它 的 解 即 为 式 (3-5) 和 式 {3-7) 所 定义 的 及 和 *. 
混合 模型 方程 的 优点 是 便于 计算 . 例如 , 为 了 求 四 ,地 可 以 通过 求解 方程 
TY = XIY-17 来 求 ,但 这 里 需要 求 mx nn 的 盾 隆 VW 的 道 第 阵 ,而 对 于 混合 横 
型 方程 ,只 要 求 五 和 上 R"' 即 可 .前 者 的 阶 数 是 随机 效应 的 个 数 9 ,而 后 阁 往 往 央 
为 灵 是 对 角 和 托 阵 证 非常 简单 . 
混合 模型 方程 的 只 -种 等 价 形式 为 : 


XIR- YX XIR-12D | 2 [| 
ZIRIX 了 + ZR-!2D ZIR-Iy| 
解 得 ”和 #9“, 然后 利川 关系 了 ”= Dn" 求 得 ", 这 个 方程 的 好 处 是 它 不 要 求 D 
林道 . 当 D 可 逆 时 , 它 和 式 (3-8) 等 价 . 
3.4 ” 方 关 分 量 的 估计 


本 节 讨 论 上 方差 分 员 模 型 式 (3-3) 或 式 (3-4) 的 方差 分 几 的 几 种 常用 情 计 ， 
3.4.1 地 天 似 热 性 计 
证 - NOD, oH ) ,i = 1].2,… 二 ,8 -~ 和 NOD,ad 晤 ) ,HN 相互 独立 , 则 亿 然 方程 为 
[和 和 = Ki'V-Iy, 
tr ZTYTIZ = yy ABV ZZ yy - AP) (i = 0,1,.…,k), 
其 中 = 五 ,了 = > za tr(') 表示 矩阵 的 迹 . 
上 面 的 做 热 方 称 澡 要 用 迭代 方 法 求解 . 如 果 求 到 的 解 都 满足 叶 > 0, 则 所 求 到 
的 就 是 方差 分 有 量 的 极 太 似 然 忻 计 . 但 也 可 能 有 些 分 量 趟 满足 so > 0 的 要 求 ,这 时 
通常 采用 的 处 理 方法 是 取 居 计 为 ci*> = max|0,c;2 
3.4.2 ”限制 极 大 似 然 估计 
限制 极 太 似 然 佑 计 是 基于 残 差 问 量 Ny 的 分 布 求 得 的 方差 分 量 的 估计 ,这 里 
N= TT- YXIVIE) KITV!, 
其 中 4- 表示 由 的 一 个 广 忆 道生 阵 , 似 然 方程 为 
Det ZET VINZZT VIN] = yINIVIZZ TV INy Ci = 0,1,2,..,k), 
i (3-9) 


此 
7 = 之 6 这 QT， 
1 三 由 


7Z0 = 了 . 
1. 述 睫 程 再 要 用 迭代 法 求解 . 
3.4.3 ”最 小 范 数 二 次 无 偏 估计 


最 小 范 数 二 次 无 篇 估计 { minimmum norm quajratic unbiased eslimation) 常 简称 为 
MINQUE. 若 记 go = 《2 at = 【coyelyea yee) 为 已 知 向 蚌 , 则 
cg 的 MINQUE 是 指 在 二 次 千 计 装 yTAy 中 具有 下 列 性 奈 的 估计 ， 

bp 不 变性 。” 即 对 于 尾 意 二， 

(y+ 让) 人 A(ty + 耻 ) = yAy. 
2 无 偏 性 Efy Ay) = ca”. 
凶 最 小 范 数 ”如 尘 e 和 9 x 1 的 随机 向 量 多 都 己基 ,网 ete? 的 一 个 自然 的 居 


计 是 
T YY yt def  ， 
af 2 | 十 a 于 加 | 十 "十 4( 于 A, 


其 中 
好" 二 《e ， 入 ,Ye ) 了 
。 Co CL OE 
四 二 diagt nb 了 gi i i go) 
若 Y 4yr 具有 不 变性 , 则 必 有 有 

yAy = UAUn, 
其 中 = (CZ! 工 ) ,在 满足 不 变性 和 无 偏 性 的 估计 中 ,最 好 的 俏 计 应 使 UAV 与 A 
的 范 数 之 差 法 到 最 小 , 即 有 极 小 化 上 UTAU - A 14. 这 就 是 所 谓 范 数 最 小 性 . 


对 于 慎 意 的 cre2, 它 的 MINOUE 为 cTo2 ,其 中 加 为 卜 而 方程 组 的 解 ; 


上 
ou ZZ Va! NZZi" Val Ne | 
= VINTV ZZ VI Noy (i = 0,1,2,. ,8), (3-10) 
其 中 
让 
Vo= weZ, Zo= 1, 
:= 应 
N, = 了 -天 (天 IT XR)- 大权. 
这 里 四 人 = 0,1,2,… ,是 -组 可 选 陪 的 权 ， | 
比较 式 (3-9) 和 成 (3-10) 可 看 到 ,除了 天 和 W,N, 和 入 之 外 ,这 两 个 方程 完全 
- 样 , 所 以 当 内 = Www。 = 时 ,MINQUE 就 是 限制 概 太 位 然 必 汗 . 
在 MINQUE 法 中 ,一 个 问题 是 权 w, 的 选取 . 儿 种 常用 的 选 法 是 : 
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‘ljw = 1 {r= 0,1,2,.,k). 
(2) my = ] 记 一 有 {i> 1). 


3.4.4 方 盖 分析 法 


估计 万 状 分 基 的 方 盖 分 机 法 可 归纳 如 下 . 
《1) 先 将 短 机 效应 耕 做 固定 效应 , 按 通 常 方 流 分 析 方 法 算出 各 效应 的 平方 和 . 
(2) 求 这 些 平方 和 的 殉 值 (此 时 随机 效应 不 再 视 为 固定 效应 ) ,它们 旺 方 差分 
好 的 线性 晴 数 . 
(3) 念 这 些 平方 和 等 于 它们 各 和 摇 的 均值 ,得 伸 关 于 方 善 分 量 的 一 个 线性 方程 
绀 , 解 这 个 方程 组 , 便 得 到 方 益 分 量 的 个 计 , 称 为 方差 分 析 佑 计 . 
现在 以 会 个 方差 分 量 的 混合 模型 为 例 , 对 上 面 的 方法 加 以 说 明 ,考虑 模型 
y= 2+ ZY + L272 + €, (3-11) 
此 中 Ely) = 0,.7 = 1,2; Ete) = OQ;covie) = oo ;cov(¥,) = or hi = 1,2,H 
?ya 和 站 互 不 相关 ,所 以 ， 
Cov yp) = oF FT + os RF) + ao， 
第 一 步 。 视 了 和 知 为 固定 效应 ,由 式 (3-11) 算出 得 个 效应 的 平方 和 : 
SSy = yD 一 Dn)y, 
557 = yD 一 Din)y, 
55. = y Diny, 
其 中 
DI = 了 XCXITX)- X!, 
Dy = Di Dia(Z D2) BD; 
Dia = Di — Dut 2Z2 万 Za Zo Dp, 
第 一 步 “ 计 算 EF(SS, ) ,ECSSy) 和 E{SS,), 这 时 Yi 和 为 不 再 视 为 固定 效应 . 
E(SSy ) = Qo + (C02 - da)0a + baog’, 
天 (SS = 十 二 
E(SS,) = {nbi- b2— how, 
其 a = DR) = ,20 = RD bl = rank(t X),b + be = 
rankf 2Z1 : EYbl+ B+ ba = Tank 下 ;Zi Z,), 
第 - 步 “” 令 这 些 平 三 和 的 均值 等 于 对 应 的 平方 和 ,得 到 关于 oo 和 oy 的 
线性 方程 组 ; 
af + (a2 一 qa) oy + bro = Sy 
0 + boo = 33y,， 


(nh ba bo = SS,. 
解 此 方程 组 得 伸 zj2 ,az 和 ow, 它 们 就 是 诸 方 差分 基 的 方差 分 析 居 计 ， 
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例 1 简单 随机 模型 ”这 个 异型 形式 上 与 单 因 素 方 关 分 析 模 型 一 样 , 即 
委 三 正二 十 寺 (i= 12 
不 过 现在 a 为 随机 效应 . 假定 满足 Eee = Ovarfa) = 和 = 12 为 
目 随 机 人 参数;ey 为 随机 误差 ,EE(ey， = Drarle) = ae 出 wi 互 不 相关 . 
记 y = Cy F213 yo6); 视 a 为 因素 直 的 第 i 个 水 平 的 网 定 兹 应 , 则 对 详 的 平 
方 利 为 


ss = PD). - y.7, 
==1 
而 对 应 上 误差 e 的 平方 利 为 残 差 平 方 和 , 即 
SS。 = 之 ;之 1 - .7 
1 
求 这 两 个 平方 和 的 均值 ,得 
E(SS1) = {a 1)bo + {oa — 1)oo0. 
El(S8,) = oc(b - 1)o0. 
命 这 些 均 值 与 对 应 的 平方 和 相等 ,得 到 方程 组 : 
人 -Jb ?+ (a- lo = 55, 
af — leo = S53.. 
解 此 方程 组 ,得 方差 分 明 co 和 aw 的 估计 : 


J 3 
人 (1 
入， SS。 SS， 
Ta ”二 人 一 
4 (a lb oh{p—1) 
易 见 a0 总 是 正 的 ,而 a? 以 一 定 的 概率 取 负 值 . 
3.5 方差 分 量 的 检验 


上 节 介 绍 了 方差 分 量 常用 的 四 种 佑 计 ,每 一 种 个 计 都 是 :个 线性 方程 给 的 解 ， 
因此 ,每 一 种 方法 都 示 能 保证 所 给 出 的 方差 分 量 的 个 计 取 主 值 , 当 某 些 方差 分 量 
的 估计 家 负 倩 时 ,大 们 | 往往 认 汶 这 是 这 些 方差 分 量 为 零 的 一 种 证 据 ,于 是 就 需要 栓 
验 相应 方 益 分 量 是 否 等 上 零 . : -种 常用 的 检验 种 是 下 面 的 汰 尔 德 (4A .村 ald) 检验 ， 

考虑 混合 模 地 

y= B+ A+ DY + e, (3-12} 
其 小 为 n x 1 向 量 ; 廿 ,Zi 和 Zs 分 别 为 nxp,nx9g 和 nxs 阶 已 知 设计 短 阵 ; 电 
为 Px ] 加 定 效 应 ;y， | 2 为 随机 效应 < 个 区 Yi, ?2 利 | 2 相让 钵 立 , 且 FY ~ ND), 
RR) ,7 ~ NO ,oz ,ee ~ NOD,e 1,). 现存 要 检验 
Ha = 0. 
因为 是 检验 es2 = 0, 所 以 对 RR 不 需 作 任何 假 溢 . 如果 呈 = oi: 五 ; 则 下 面 的 方 
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法 可 以 用 来 构造 假设 z= 0 的 检验 ， 

在 模型 式 (3-12) 中 视 Y 和 入 为 国定 效应 , 记 S5,( 针 .五 , 加) 为 戌 差 平 方 利 ， 
即 

SS, CE, ZI, Za) 一 | > 一 XB- ZY 一 Z 旋 <， 
其 中 胃 , 入 和 务 分 别 为 从 式 (3- 12) 得 到 的 入 ,7 利和 的 最 小 二 烹 桔 计 , 记 出 =n- 
rank( 半 ,F122) ,SS ,2 为 从 模型 
y= B+ FYI+e {3-13} 
得 到 的 残 差 平 方 和 ,当然 这 时 | 仍 视 为 固定 效应 ,二 是 
SS.(E,Z) = ly -XZ 

这 里 关 利 六 为 从 模型 式 (3-13) 得 到 的 B 和 Yi 的 最 小 一 莱 佑 计 . 记 d= nn- 
rank{ 革 ,ZF1), 当 玉成 立时 ， 


， SX,21) - $5. ,Z|, 22) . 
= SS,0X, 2Z1, 2,) ~ Pd 
于 是 ,对 于 给 定 的 水 平 4, 当 F > 局 .sz) 时 , 掉 绝 原 假设 吾 :o2? = 0; 否 则 接受 
原 假 骂 . 
关于 混合 模型 的 详细 讨论 , 污 者 可 夫 阅 文献 [5]. 


4 三 义 线性 模型 


4.1 模型 概论 


4.1.1 广 涉 线性 简 型 的 定义 


假设 yy 为 因 襟 量 的 #5 个 独 并 观测 ,jy; 服从 指数 型 分 布 , 即 它 的 密度 
疯 数 其 有 如 下 形式 : 
0 b(n) 


A |. 站 ,时 三 exp( a 十 cly,,$)) + (4-1) 


其 中 8, 和 于 为 参数 ,5 和 和 ce 为 两 个 蜀 数 .假设 x ,XX 办 对 应 于 yy2,… ,YY 的 
Pp 维 自 变 基 值 , 记 


w= x 
其 由 为 p x 1 未 知 参 数 向 量 . 假设 Et vy:) 二 ti: 并且 与 7 有 具有 关系 
本 三 Bl) {i = 1,2,…,n), {4-2) 
它 等 价 于 
Hi 二 hn) (t= 1,2,..… ,ny), (4-2 ) 


则 称 式 (4- 1) 和 式 (4-2) 或 式 (4-1) 和 式 (4-2) 定义 的 模型 为 广 兴 线性 模型 . 关上 
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这 个 模型 研究 的 重要 著作 是 文献 [61. 

住 这 个 模型 中 ,5 称 为 自然 参数 ,4 称 为 散 离 参数 , 式 (4-2) 称 为 模型 航 均 慎 结 
构 , g 称 为 联系 敬 数 .如 盯 有 联系 限 数 gt) = 站, 且 关 的 分 布 属于 一 个 分 布 族 , 它 使 
得 7 彼此 不 相关 ,日 存 等 方差 , 则 广 祥 线 忻 模型 就 变 为 线性 回 册 模型 式 (1-71. 

广 闵 线性 模型 芋 处 理 各 类 离散 型 观测 数 扣 的 个 十 分 有 效 的 工具 ,在 生物 医 
学 实验 ,社会 调查 上 以太 工业 产 员 质量 评 司 等 方面 都 有 广泛 的 应用 ， 

对 于 分 布 式 {4- 了 ,有 


Ey) = p= {dy, {4-3) 
Ya = Bo), (4-4) 

其 中 如 (8 和 六 (9) 分 别 表 示 一 阶 和 一 阶 导 数 . 记 
ve) = EO), (4-5) 


称 共 为 方差 孙 数 ， 
4.1.2 指数 型 分 布 的 若干 重要 合子 


正 态 分 布 W(u ,22), 伯 努 利 (, Bernoulliy 分 布 8(1,p){ 凤 坛 验 次 数 为 1 的 二 项 
芬 布 ), 泊 栓 {Poissony 分 布 PLXY), 刁 玛 分布 Up ,7) 和 道 高 斯 分 布 了 (no 都 是 
指数 型 俘 布 的 重要 例 于 ,这 些 分 布 如 表 4-1 所 不 ,其 中 8( x) 是 把 参数 六 表示 为 均 
值 的 函数 , 它 可 由 式 {4-3) 球 出 . 


表 4-1 


分 布 名 称 


正 态 分 布 tp ,a ) 


伯 和 努 利 分 布 Bt1,p) 


注 松 分 布 P04) 


贫 芭 分 布 (jy, YY) 


道 高 斯 好 市 i , oa) 


4.1.3 联系 函数 


只 定义 式 (4-2) 知 ,联系 函数 g 就 是 自 变 基 的 线性 组 合 j= x 弟 与 ;的 均值 jy 
之 间 的 晒 数 关系 , 它 确 定 了 广义 线性 模型 的 均值 结构 .tr = 产 (8) 的 有 反 晴 数 = 
gf) 称 为 典 则 联系 函数 . 典 则 联系 两 数 建立 了 自然 参数 0 5 自 变 量 线性 组 合 ? = 
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x 中 之 间 的 直接 关系 :8 = 8 (pn) = 了 = PB gtp) = Hp). 
从 表 4-1 容易 在 出 ,各 种 分 布 的 昔 则 联系 明 束 分 虽 有 如 下 形式 ， 
{1) 正 态 分 布 N{r, go:) slA) = 


(2) 伯 努 利 分 布 Bp) g(t1) = nj* 


(3) 铂 检 分 布 Pirn) BA) = Ine. 
(4) 人知 玛 分 布 Fn,7) gln) =- 


(5) 逆 高 斯 分 布 JCtu ,ea glp) = 看 | 


天 


4.1.4 适用 于 0-1 变量 的 模型 


在 一 项 试验 中 ,如 果 试 验 的 结果 只 有 两 种 ,这 时 与 这 旺 种 结果 相对 应 ,可 以 把 
寺 变 世 了 的 值 分 别 取 为 "0” 和 “1” .将 全 部 试验 单元 分 成 n 个 组 , 没 第 i 个 组 有 ni 个 
单元 ,它们 对 应 的 白 变 其 都 为 x. 在 这 个 单元 中 , 读 对 应 的 因 变 量 取 值 为 1 的 单 
元 个 数 为 3%, 以 pi 记 因 安 量 取 1 的 概 兴 .这 时 5% 服从 二 项 分 布 BCRi,pi), 且 想 设 y， 
y2，… ,相互 独立 ， 

对 这 类 数据 ,对 应 十 联系 甫 数 的 不 癌 选 取 , 就 产生 本 木 冲 的 模型 . 下 面 是 几 种 
此 用 模型 . 

1. 概率 单位 模型 

设 由 为 标准 正 态 分 布 陋 数 ,概率 单位 模型 (prohit model) 是 假设 pj 与 4 = 妈 于 
具有 如 下 关系 : 

DP; = {lx ph) Ct 二 1 ,2,.'."*.n). 

2. 对 数 单位 模型 

对 数 单 位 模型 (logit model) 是 这 样 的 模型 , 它 的 典 则 联系 函数 为 g(p) = 
IntpAl - p)), 十 是 


3{ pr) = nT = x (i= 1,2,.,n). 
3.]r-ln 模型 
这 种 模型 的 典 则 联系 遇 数 为 gtp) = Int- jntl 一 p)) = ?于 是 
及 三 Int — Imkt p.)) 三 无 月 {i 一 | ,2,.…，, 让 )， 


4.1.5 适用 于 计数 数据 的 模型 


计数 数据 出 现在 许 吉 实际 应 用 问题 由 ,例如 在 一 定时 间 上 期 陵 内 某 事件 (如 交通 
旧 故 . 死 关 .投诉 等 ) 发 生 的 次 数 .，- 般 对 十 这 类 数据 , 泊 松 分 布 P(A) 是 首选 分 布 ， 
即 观 测 数 据 
站， 一 Pip,y (i = 2) 
(ty 对 数 线性 模型 ”这 种 模型 对 诺 寺 泊 松 分 布 的 典 则 联系 晒 数 Infmj = 59, 于 
是 
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nt = x (i = 1,2,.. ,94). 
(2) 线性 泊 松 模型 。” 这 种 模型 对 应 于 上 典 则 联系 明 数 gti) = 产 , 于 基 
ut = XB (i = 1,2,-…,n}. 


4.2 极 大 似 然 估计 


在 广 尝 线性 模型 中 , 因 凡 观 测 昔 的 分 布 形式 旦 给 定 的 , 折 以 对 这 种 模型 的 统计 
推断 太 包 是 基于 似 然 丽 数 . 估计 的 主要 兴趣 中 参数 向 量 叶 的 佑 计 . 在 下 面 的 讨论 
中 , 先 假定 是 己基 的 ,在 本 节 末 尼 给 出 二 的 一 种 估计 . 

4.2.1 亿 然 方程 


记 


LC0) = lnf(y 1 8,$) = 


利用 = 全 pw) 可 将 上 式 改 号 为 
L(y) = ytpe) 一 BOO )) 
i Hi 二 由 + 
将 模型 均 慎 结构 Ei 二 hixip) 代 大 上 式 ,得 天 
LB) = Lhtx, Bh)). 
因为 yy ,yy ,… ,是 相互 独立 的 ,所 以 对 数 似 然 晒 数 为 


ris Bt 已) 
» 


有 = DLC8). (4-6) 
似 然 方 程 为 和 
sp) = = Disp) - 0. C4.7) 
这 里 
wnt} = Ey - lp)) 
称 为 得 分 (seore) 隙 数 . 


9 (2 9 ... Ly 

38 CoB op CoB 

cai) = wh x By, 
h(n) 


上 一 


村 扩 
下 中 :是 由 式 (4- 引 定名 的 上 广 差 落 数 . 
引进 阜 阵 记 号 
了 = CY yz， 
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eB) = Cat BY, pt Bt, (BD, 
互 (外 ) = diag( ol tA), oo (8), ao (8)), 
DIB) = diag( DOP), DB),, DB)), 
六 二 (xl Kas Xn) 
刚 似 然 方程 式 (4-7) 可 用 下 面 简 滞 的 形式 表示 ， 
stp) = KIDIP) ET (By 一 有 (有 = 0. {4-8) 
对 寺 典 则 联系 国 数 ,上述 方程 变 为 


s(B) = BXTy -ARCB)] = 0. 
4.2.2 极 大 慨 然 估计 的 数 慎 解法 


一 般 说 来 , 似 然 方程 式 (4-7 了 ) 或 式 (4-8) 关于 是 都 是 非 线 性 的 ,于 是 需要 用 迁 代 


方法 求解 . 通常 采用 的 方法 之 一 是 迁 代 加 权 最 小 “乘法 . 给 定 初始 值 了 0 ,迭代 公 
成 汐 


FD BD FHARD) gOPD) (Fk -0,1,2,.…), (4-9) 
其 中 Fr) 是 费 希 尔 信 息 窍 阵 , 定 电 汐 
Fp) = XW(IPIY, (4- 10) 
上 让 中 
本 (有 = diagK wi (PB), wt BD wn Pi), 
2 
w(tB) = (i = 1,2,.…,7). 


在 式 (4-9) 中 ,由 于 二 - 开 斌 司 ) 和 s (B99) 中 的 名 相互 抵消 , 故 未 知 的 #5 并 不 出 现 . 
车 记 

YP) = CYB), YB), ,YB ), 

yAB) = rp+ DBLy, 一 六 5)]， 
则 选 代 公式 (4-9) 县 有 如 下 形式 ; 

Bern (XT WROTE) ET WY , {4-11) 
其 中 

Wt) WP) | pF, ye} (8) | PE 

式 (4-11) 具有 典型 的 加 权 最 小 二 乘 佑 计 的 形式 . 


4.2.3 参数 频 的 估计 
当 有 了 参数 BB 的 估计 让 之 后 ,#$ 可 用 下 式 来 估计 : 


nn 人 
$= 玉 1 p , 多 2 " {4-12) 
+=】] 也 Hi 


4 广 尖 组 人 性 模型 289 ， 


共 中 六 = xt 痛 ) 和 nyi) 分 别 是 5 的 均值 和 方差 函数 的 估计 . 

4.2.4 地 大 人 己 就 估计 的 渐 近 性 硕 

没 半 -> 四 时 ,E( 有 Ap 收 敏 到 -个 正定 矩阵 , 则 在 “: 般 正则 条 件 下 , 极 大 似 
然 居 计 育 具 有 下 列 性 质 ， 

lp 当 m -> oo 时 ,下 存在 县 叭 -的 概率 赵 于 1 

2 设 用 为 参数 直 值 , 则 当 ma 时 ,下 几乎 处 处 收 唐 1B. 

3 当 nm 一 时 ,站 具有 渐 近 正 态 性 ,确切 地 说 ,~ RCRP-(B))， 

4.3 ”线性 假设 检验 
芒 虚 线性 假设 
五 0: AB = a, 

其 中 4 为 四 xx 矩阵 ,rank(4) = m. 在 下 面 的 讨论 中 ,将 川上 的 估计 TE 苦 $. 

4.3,1 伺 然 比 统 计量 

似 然 比 统计 量 4 定义 为 

1 =- 20 站) - 区 请))， 

其 中 了 为 对 数 似 然 画 数 , 它 由 (4-6) 式 所 定义 谤 为 在 约 宁 4 如 = a 下 的 约束 极 大 似 
然 佑 计 , 久 为 无 约束 的 要 大 似 然 估计 . 若 原 假设 琴 成 立 , 则 在 与 极 大 似 然 估计 渐 近 
性 质 要 求 相同 的 目 则 条 件 下 ,2 的 极限 分 布 为 x .是 ,对 下 给 定 水 平 a, 当 4 > 
Yaa) 时 ,拒绝 二 

4.3.2 沃 尔 德 统计 量 

沃 尔 德 统计 量 瑟 定 义 为 

多 = (A dAF- UA)AT] AR a), 

其 中 让 发 和 的 无 约束 极 大 似 然 估计 , -1(B) 为 费 希 尔 信息 矩阵 ,由 (4-19) 式 所 定 
尽 . 沃 尔 德 统计 荆 是 4 的 无 约束 极 大 估 然 估计 4 他 与 其 位 设 值 d 之 间 的 一 种 加 权 


隆 离 ,其 检 筷 阵 为 4 命 的 断 近 协 方 差 阵 的 估计 其 的 着 . 芒 外 假设 成 立 , 则 在 与 极 大 
似 然 生计 渐 近 性 质 要 求 相 同 的 正则 条 件 下 ,W 的 极限 分 布 为 y2,. 因此 ,对 于 给 定 水 
平 &, 当 开 > 和 Ca) 由 ,拒绝 可. 


似 然 比 统计 量 需要 计算 约 东 和 无 约束 极 大 似 然 居 计 六 和 名 ,而 沃 尔 德 统计 复员 
天 要 计算 无 约束 的 极 大 似 然 估计 家 ,这 是 沃 尔 德 统计 量 的 一 个 优点 . 
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4.3.3 得 分 统计 量 
得 分 统计 量 二 定 久 为 
u = s(B)TE CP) sh), 
其 中 8g(8B) 为 由 成 (4-7) 定义 的 得 分 两 数 . 这 个 统计 荆 的 志 疯 想法 是 ,得 分 丙 数 3 及) 
在 下 处 的 值 应 为 零 , 即 s( 久 = 0. 如果 翅 不 成 立 , 则 约束 极 天 似 绑 估计 首 与 请 应 该 有 
- 定 差异 ,因而 s (前 ) 跟 零 也 应 该 有 一 定 差异 . 得 分 统计 斌 =“ 正 是 s( 基 ) 与 零 的 加 权 


朋 离 ,其 权 为 FF-"( 芭 ). 若 原 假 设 击 成 立 , 则 与 前 两 种 统计 芥 -- 样 ,得 分 统计 量 的 极限 
颁布 为 x 因此 ,对 于 给 定 的 水 平 a, 当 ww > xmta) 时 ,所 : 纸 原 假设 . 


4.4 ”模型 拟 合 优 度 检验 


对 于 广 包 线性 模型 ,通常 用 目 面 两 种 统计 其 来 度 基 检 型 拟 合 的 程度 . 
1, 广 鞍 皮尔 还 统计 量 
;NN 
《 sf) 

称 汶 广义 皮尔 各 (RE.S. Pearson) 统计 荐 ,其 中 六 = x 只 ;v(.) 为 方差 函数 . 

2. 散 敲 [Deviance) 统计 量 

Dp = 28 21m) - Lg), 

其 中 翅 0o) 为 第 守 个 观测 值 的 对 数 似 然 函 数 ,站 %) 是 在 L(g) 中 用 yy; 代替 yx 所 得 
到 的 值 . 

对 于 充分 大 的 n, 以 上 两 个 统计 量 的 近似 分 布 强 为 四: _,, 这 里 p 为 向 量 8 的 维 
数 . 于 是 对 十 给 定 的 水 平 a, 当 X2g > 和 fa 三 五 > 和 车 _pta) 时 认为 模型 


拟 合 得 不 够 好 ,其 中 $6 用 估计 当代 蔡 ( 见 式 {4-12)). 
4.5 统计 诊断 
和 线性 回归 模型 完全 类 估 , 在 广义 线 性 异型 的 统计 诊断 中 ,基本 统计 晤 是 残 次 
和 库 克 统计 量 . 诊断 方法 与 线性 回归 模型 基本 相同 . 
4.5.1 残 差 


1. 皮尔 迎 残 差 
皮尔 带 残 差 


上 (hi — Ki) 


var( yp) 
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这 种 残 差 分 布 朵 正 态 分 布 有 一 下 关中 ,主要 是 关于 虎 扎 不济 称 . 
2, 安 思 柯 内 残 差 
安 思 柯 贝 {Anscombe) 残 姜 足 对 皮 举 了 提 践 差 局 一 定 室 换 而 来 的 ,上 日 的 芷 消除 
上 度 尔 各 残 莽 分 布 关于 原点 的 不 对 称 性 . 
对 于 几 种 重要 分 布 , 安 思 相 内 绕 差 其 有 如 下 公式 . 
(1) 对于 汽 松 分 布 ,y， ~ Pai ,有 
3 7 - (有 - 705 9) 
> - 


(2) 对 于 _ 硕 分 布 ,* 二 (Pi 有 有 
区 {PD + Bil -BB DD) 


六 一 RE | a . + 
pl 全 


1 虽 
及 


ttuw) = 和 2 dx. 


散 元 残 差 PP = st 人)V Cn 人) 


Xp) = 2660) ~ LP)), 


加 — blg 
bitp) = 2 ) 


特别 对 于 泊 松 分 布 , 笋 离 残 起 为 
FrD = sn = Pa)!2( yn pA) - CF HT?., 


4.5.2 库 交 型 统计 量 


记 依 和 售 ， 分别 为 完全 数据 和 划 除 第 :组 数据 (yx 后 名 的 极 大 似 热 估计 . 
于 足 合 ，- 了 并 寺 了 第 了 组 数据 的 影响 大 小 . 如 果 用 人 请, 点 革 访 ,的 一 步 选 代 值 ， 
则 官 ,， 与 育 有 有 如下 关系 : 

2» FI(P)xD(F) 

os{ HBL- h) 
其 中 F(B),D.(B) 和 2 的 的 定义 见 4.2.1 节 ; 有 ,为 广 沁 山子 撼 阵 五 = 「h] = 
oro) 的 第 ! 个 对 角 元 ， 


= A 


Be 一 (Yi 一 mtBy), 
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其 路 42 表示 方 阵 4 的 半 方 根 阵 . 
诺 克 统计 其 定安 为 : 


c= (和 or 用 -有 = ry, 
它 刻 曾 了 第 i 组 数据 Cy, ,xT) 对 极 大 公然 估计 全 的 影响 大 小 . 
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引 育 


多 元 统计 分 析 是 统计 学 的 一 个 重要 分 支 . 它 探讨 高 绚 数据 的 内 在 规律 ,例如 研 
究 多 元 空 基 问 的 相互 关系 ,数据 结 攀 和 数据 简化 等 . 

在 19 此 纪 , 控 善 拉 斯 (P.S.Laplace) .高 斯 (G.F.Gause) 利 高 尔 辐 (3F. Gaihton) 等 就 
忆 经 研究 了 多 元 正 态 分 布 理 论 .1883 年 ,高 尔 瑟 提出 广 丙 个 变量 间 相 关 和 回归 的 
概念 .1896 年 ,皮尔 迁 (K.Pearson} 提 出 广 和 偏 相关 和 复 林 尖 理 论 ,1904 年 ,斯 皮尔 蝇 
{C.Speaman}) 在 研究 管 旋 测 验 问题 中 提出 了 因子 分 析 模 型 . 1928 千 , 威 让 特 
(J. Wishadt) 弛 出 了 多 元 正 态 样 本 协 方差 阵 的 精确 分 布 - -- 成 钞 特 分 布 , 霍 特 林 ({H. 
Hotelling) 在 1931 年 导出 了 到 统计 最 ,在 1933 年 相当 详细 地 论述 了 主 成 分 分 酉 方 
法 ,在 1935 年 提出 了 此 型 相关 理论 . 费 希 尔 (R. 上 ,Fisher) J 1936 年 提出 了 费 希 尔 判 
别 准 则 利 卢 法 .我国 普 名 统计 学 家 许 宝 又 教授 在 多 元 统计 分 析 理 论 研 究 中 也 作出 
了 杰出 的 贡献 ， 

随 着 生产 力 的 提高 .科学 研究 的 深入 、 计 算 机 的 出 吏 册 发 月, 儿 元 统计 分 析 的 
理论 和 方法 也 不 断 发 展 、 完 善 ,并 已 被 应 用 到 科学 研究 的 大 者 数 领 域 以 及 商业 和 管 
理学 的 许多 领域 

根据 数据 度量 尺度 的 不 同 ,多 元 统计 分 析 可 分 为 连续 刚 多 元 统计 分 析 和 离散 
型 名 元 统计 分 析 两 大 类 .本 篇 前 五 章 介绍 连续 型 多 元 统计 分 村 的 基本 内 容 , 后 六 章 
介绍 离散 型 儿 元 统计 分 析 的 基本 内 容 ， 


1 多 元 正 态 分 布 和 有 关 分 布 


1.1 多 元 正 态 分 布 


名 元 正 态 分 布 在 名 元 统计 分 析 中 充当 着 重 坚 的 角色 . 此 原因 在 于 在 相当 多 的 
实际 问 明 中 ,高 维 数 据 荔 从 正 态 分 布 或 近似 前 正 态 分 布 ,而 多 维 正 态 分 布 和 由 它 产 
生 的 抽样 分 布 比较 容易 处 理 . 

设 了 = (7 和 江 是 p 维 随机 向 量 ,: 若 对 于 任意 的 产 维 常数 向 基 c ,都 有 
ely 遵从 “- 维 正 态 分 布 , 则 称 y 为 p 维 正 态 随 机 变 甚 , 称 y 的 分 布 为 p 维 正 态 分 布 . 
这 个 分 布 完 全 出 其 均值 向 大 中 = Fy 和 协 方差 阵 W = corty) 确定 , 记 之 为 和 Nt， 
VY). 称 (0, 二 ) 为 呈 维 标准 止 态 分 布 ,此 处 星 p 阶 单位 矩阵 . 

当 Y > 以 即 为 正定 和 矩阵) 时 ,NC VY) 有 分 布 浓 庶 孙 数 
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上 = (2m-， | V liexp(- 3Cy -PTY-( - p)). (1-1) 
当下 不 是 让 定年 阵 时 , 和 NCp ,WD) 没有 分 布 密度 函数 ,此 时 称 (E,W) 为 退化 p 维 
正 态 分 布 . 
1.1.1 多 元 正 态 分 布 的 性 质 
设 了 -~ 部 人 7), 即 了 遵从 分 布 几 (ET). 
] 对 于 m x 常数 年 阵 昌 利 m 维 常 数 向 量 c, 有 
B+tie- Nit+ re, BVB'). 
由 此 可 知 ,y 的 部 分 匹 素 构成 的 同 量 仍然 遵从 正 态 分 布 . 
2 若 y = (30105207 即将 ?了 分 成 册 ,9a 两 二, 对 和 VV 也 作 相 应 的 分 块 , 即 
Vn Vi 
p= Cp v= [yy yo). 
其 中 和 jr 部 是 g 维 向 量 , 是 4 x 9 算 阵 , 则 有 
(i) 在 痛 定 加 下 ,yy 的 条 件 分 布 为 
Nit VaVot Cpa — Ha) 一 VoaFh Vl, 
其 中 Vn!* 是 Vz 的 加 导 广 沁 道 , 即 穆 尔 - 茧 罗斯 (Moore-Penmse) 道 ， 
(Dy 一 Vaya + 有 与 只 儿 立 :与 天- Ya yi 独立， 
多 兰 y = 【330 由, 即 闻 分 万 页, 下, 攻 天 合子 向 量 , 对 站 了 志和 虱 


相应 的 分 块 , 即 
Vi Vs 
Y= : : | 
Wi Ve 


y, 的 维 数 等 于 方 阵 Vi 的 阶 数 ， = 1,2,… ,下 , 刚 yy2，… ,yi 相互 独立 的 充分 必要 
条 件 是 
= (sicjsh. 

1.1.2 多 元 正 态 分 布 参 数 的 估计 

浊 yy 是 来 自 Na, V) 的 狂 开 同 分 布 样本 ， n 2 Retp 维 欧 氏 
空间 ) 种 WW > 0 都 是 参 数 , 记 

3 = ep S = 2 — yy: — 了 ， 

则 有 

了 (y,$) 是 完全 充分 统计 量 , 且 y 与 5 独立 . 

Z 当 n > p 时 ,( 了 ,二 S) 是 (p,V) 的 极 大 似 然 估 计 . 

fy,fn-1)-13) 是 (pg,W) 在 下 述 意 义 下 的 最 优 无 偏 估计: 对 于 (rz,VY) 的 任 
意 无 偏 估计 (天 ,人 ),- - 切 p ER 和 V > 0, 都 有 
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ECCR pm 有) + tr 2 
= Ey pT -pp) + tn -DSS - VD), 
上 中 6 表示 方 阵 瑟 的 迹 , 即 如 的 对 节 线 元 素 之 和 . 上 式 直 明 ,(7 na- 18) 的 
瑟 素 是 (8 相应 元 束 的 一 臻 最 小 方差 无 偏 估 计 ， 


1.2 ” 威 阔 特 分 布 


航 定 太 ,中 加 相 互 独立 于 (ER,i= 1,2, nV. 
此 外 如 之 世 意 为 ~ 万 是 对称 目 负 定 处 阵 . 记 
Y= [yy Uo= TRH pH, 
的 分 布 为 p 维 威 沙 特 分 布 , 记 之 为 更,(n, VY, 用) ,其 中 司 称 为 白 出 度 , = UU = 
Sp 称 为 非 下 心 参 数 , 当 型 = 0 时 , 威 小 特 分 布 称 为 路 心 威 小 特 分 布 ,并 沁 为 
+=| 
下 ,fa , 威 沙特 分 布 在 多 元 分 析 中 是 非常 重要 的 分 布 . 


当 p -= 1 且 有 VV> 0 时 ,o-24 遵从 自由 度 为 4 站 中 心 参数 为 H/o? 的 x 
分 布 , 记 之 为 业 (n, 贡 /07), 因 此 , 威 沙特 分 布 是 x? 分 布 的 失 广 ， 
车 丰 ~ Wn VM), VY > 0,H r= pM 
得 【as.)， 


即 4 几乎 处 钼 是 下定 的 . 
当 及 -Cn VV> 0 月 na 之 关 时 ,4 有 有 分布 禹 诺 改 数 


den-p-l) 1 | 
[14 13 expl- yiV 奸 ) 


, 四 加 加 (4 > Dn, 
fAinp Vs sate | 但 [lr (+) 
0 | (其 他 ). 
威 沙 特 分 布 友 下 烈性 质 ; 


lp 车 4 ~- 邢 Ca, 币 ), 则 对 于 任意 的 m x p 常数 拓 [ 诈 8, 有 
BART . W,(n, BVB'!. BMAT). 
了 车 A 相互 独立 , 卫 和 A 一 Cn, ,i 二 1.2,…… ,无 , 册 | 


此 
SA ~ 卫 (a, 杂 )， 


+=1 
其 中 几 二 Yin 
+:=1 
3 入 证 各 Wt 此 3 Y .zz) ,把 4 ,了 ,有 作 相 同 的 分 皮 ， 
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于 Vy My < Ms 
‘| “| a | 
全 8 Va oo Fh Ma 7 Mn 
共 中 4， 7; 都 是 r 阶 方 阵 ,i = 1,…, 上 , 则 
A ~ Wn, Vi Mi) (2 = 1,2,.- ,hk). 
若 V=0lsi<jek 则 441,42 Am 相互 名 并 . 
中 若 太 Cn, 租 ), 且 > 00, 则 对 于 任意 的 p 维 韭 零 肖 数 向 量 &, 有 
Ag ~ Jax (nH), 
寺中 = dVa, = a Ma/o. 
9 设 己 有 5 阶 实 对 称 年 阵 , 日 > 人 D, 则 
YCY ~ Wr, Vn), 
失 中 国 = UCU 为 宏 等 知 阵 ,和 rank C = rrank C 武直 C 的 苇 , 了 的 分 布 及 
其 参数 与 本 节 开 汰 所 述 的 相同 . 
由 这 条 性 质 可 知 ,1.1.2 小 节 中 的 随机 矩阵 $ ~ W(n - 1,VY)， 


人 设 V> 0,Cl, 人 CC ,…, 部 是 a 阶 实 对 称 奸 阵 ,C = YC,rank C = mi = 
1 ,2.0 ,rank CC = m. 考 虑 以 下 四 个 和 茶 件 ， | 
01) C1 Ca ,Cr 都 是 性 等 矩阵 , 
(ii) Cet, = 人 0 (FE jE = 1,2,-…, 上), 
(ii 局 是 矢 等 第 阵 ， 
(Civ) mm = Dn, 
则 妆 {) ,(i 认 ,i) 中 有 两 个 成 立 或 (iii) 和 (iv) 成 立时 ,都 有 
(a) YICY ~ Wn VY, M,), 
其 中 了 = UCU (i = 12 
【by 了 TCFTC ,了 IC 相互 独立 ， 
(cy YICY ~ Wm VM), 
其 中 村 = Cv. 


1.3 天 统计 量 和 4 统计 呈 


隧 统 计量 和 4 统计 量 在 多 元 统计 分 析 中 是 经 常用 到 的 很 重要 的 统计 量 . 
没有 0 4 和 x 相互 独立 , 则 称 
Rimn, ng) 到 PT 总 一 
为 非 中 心 霍 特 条 天 统计 最. 当天 =0 时 , 称 之 为 中 心 下 统计 结 , 开 记 为 (m,n). 
当下 = 1 了 时 ,RCm,n,R) 是 -元 统计 分 析 中 上 统计 攻 的 伴 方 ,因此 天 统计 其 是 上 统 
计 基 的 推广 . 
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肝 Fim,n,A) 表示 分 了 闻 自 由 认为 mm 分 酝 自 测度 为 #、 非 中 心 敌 数 为 的 下 分 

布 , Fim,n) 表示 中 心 ( 即 = D0 时) 下 分布, 则 
Cmn) tin -mt Pm np) ~ Filmnom+l1,a), 
A= pp; 
(mn nan mt Tm,n) Flimn— m+ 1). 

若 0 和 四; 相 五 独立， 
则 称 
A(Cm, ni, rn) 
为 威 尔 克 斯 {5.5.Wilks) 统计 量 . 

wf NL 之 1 时, ACI n,n) 遵从 参数 为 ( 字 ， 子 ) 的 3 小 布 。 - 般 地 ,A(m,n， 
nm) 是 mm 个 机 得 独立 的 遵从 记分 布 的 随机 变量 的 乘 棋 , 它们 的 参数 分 别 为 


1A11 
1 和 + A | 


Mm-m+l Hz 下 一 山寺 2 了 ia nl 

i 
?统计 量 和 A 统计 量 有 下 述 天 系 ， 
当主 m 时 ， 


1 
Mm nl) = TT Tm)) 
Rim,n) = ntl Al Te } 
交 献 [1] 给 出 了 A 统计 其 的 下 侧 0.05 和 0.01 分 位 数 ， 


2 多 因 变 量 线性 回归 和 上 典型 相关 


2.1 多 内 变量 线性 回归 


在 许 老实 际 问题 中 ,一 组 变量 y 和， 与 男 -组 作 量 各 ,x2 x 的 关系 
密切 ,但 由 于 存在 随机 误差 和 其 他 --- 些 原因 ,这 两 组 变 撕 还 没有 密切 到 能 由 其 中 - 
组 变 基 的 也 值 唯一 地 确定 另 一 组 变 其 嗓 什 的 程度 . 变量 问 这 种 非 确定 关系 称 之 为 
相关 关系 ， 

加 时 分 析 起 统计 | 学 中 应 用 非常 广泛 的 重要 分 支 . 它 所 赋 究 的 问题 荐 ,在 存在 
相关 关系 的 两 组 变量 中 , 寻找 因 和 变量 y7 = 《yi ,Ya ,yi) 与 自 变 量 x = 《x 
xas' yxm)】 相关 关系 的 形式 ,并 据 此 通过 * 来 预报 了, 当 用 

BOR) = Ce x), Ba 
米 拟 合 了 时 .有 
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Ely — g(x)){y — gx)) 
= Ely— Ety lx)y— Ety 1x))T tr 
EE | x) ~ ECXIC EY | x) 一 ECXY)T 
= Ky — Ely | xD)(ty - Ely 1x}, 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 gtx) = ECy 1 x ,因此 ,用 


Fa) = GOO ROOT Eiy 1 x) 
来 拟 合 y, 其 均 方 差 短 阵 达到 最 小 (在 非 负 定 意义 下 ). 称 f(x) 为 上 对 x 的 回归 丽 
数 , 它 友 瞻 了 Y 与 x 相关 美 系 的 十 要 部 分 . 这 样 ,可 把 y 分 解 成 两 部 分 : 
= CX) PN), (NI) + 到， (2-1) 
模 撕 回归 允 数 的 定 关 ,有 
Es = . {2-2) 
式 t2-1) 和 式 (2-2) :起 构成 : -个 理论 二 的 回归 模型 . 
实际 上 ,要 确定 玉 x) 并 不 容易 ,在 通常 情况 下 ,并 小鹿 道 y 与 x 的 联合 分 布 ， 
从 而 无 法 求 下 了 Ti 即使 知道 ?与 zx 的 联合 分 布 的 类 型 , Fty |x) 也 合 有 林 知 敌 
数 , 硬 要 肘 数 据 去 悦 计 它们 .此 外 , 除 宝 xa,… ,x 外 ,可 能 还 有 一 些 自 变 好 对 y 广 
到 的 影响 ;而 x ,x ,Xm 路 也 可 能 有 的 变 基 对 的 影响 小 ,可 以 忽略 . 
结对 问 妇 耳 数 Fx) 一 无 所 知 时 , 同 归 模 型 称 为 非 参 数 性 的 ; 只 一 种 情况 是 
站 的 形式 己 计 ,但 育 有 未 知 套 数 , 其 中 简单 HH 重要 的 情 上 撒 足 , 放 x) 为 未 知 参数 的 
线性 两 数 : 
fx) = Por gata) + gxiBy t+ BX), 
其 中 PI) pol) px) 都 旦 支 一 {x 2 的 蔚 知 肾 数 例如 Ei 
= i, Aa) = wo 等 ;后 ,站 ,局 ,… ,起 都 星 v 维 未 知 参 数 品 量 ， 
Bi = 【所 Bo kt 二 0,1,2.. 上), 
把 g(x), g(x) EC) 作为 新 的 自 变 量 , 可 把 模型 简化 为 下 述 形式 ， 
El¥y | x*) = 下 [52 二 (2-3) 
泊 工 和 yy 的 联合 分 布 尽 正 态 时 ,Ety tx) 使 有 式 (2-3) 的 展 点 .在 实际 问题 中 ,大 们 
往往 把 白 灾 基 看 成 是 非 随 机 的 . 这 在 理论 上 有 某 些 方 使 , 夺 在 一 些 重要 方面 不 影 


响 问题 的 实质 . 
本 节 考 虑 昌 变 量 非 随机 的 多 因 变 量 线性 回归 模型 
9 = yy) = + xB + rapBrt rr tb,+E, {2-4) 


共 中 = (81,82;… ,867 是 误差 同 量 ,在 = 0,3 的 随机 性 来 自 8.y 的 分 布 除 了 均 
值 生 + zB+ + 外 ,完全 由 5 的 分 布 决定 . 的 米 源 除 随机 误差 外 ,还 可 能 
米 和 白 问 归 函数 选择 木 泊 {此 线性 或 没有 包 售 其 他 的 重要 让 案 甚 ). 为 了 对 模 塌 式 
{2-4) 作 统 订 推 断 , 和 再 要 收集 因 恋 量 和 自 变 量 的 数据 . 假 二 ty ,yy2 yy 12， 
0 进行 了 次 观测 ,得 到 

和 和 人 


由 式 (2-4) ,有 
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CY yaar Ye) 三 B+ xapBi+ xz 十 “十 
rob + (es Em Eio) Ci 三 1 2, ,1). 


为 了 用 矩阵 形式 来 描述 模型 式 (2-5), 记 


Fn YLy yh 
Y = : ; |=| : = | > y2 "yo; 
加 了 1 


T 
ps 
ED 中 让 2 
E = : 二 : 三 [er 如 + 者 ,， | 
on em Lel, 


模型 式 (2-5) 可 改写 成 
Y= [1 XIB+E, 


其 中 1 是 元 素 都 为 1 的 4 维 向 其 ,有 时 沁 为 1. 


* 30] ， 


{2-5) 


(2-6) 


(2-7) 


(2-8) 


(2-9) 


£2- 10) 


(2-11) 
(2-12) 


(2-13) 


一 般 假 定 
EE = 0, 
Cov{ Er1 Et] 一 GY Ci = 1,2,. ,1), 
其 中 V > 0, 
加 1 CE 一 nn, 
dy = ta {i 关门 
式 (2-12) 即 是 假定 yi0) ,ye2y，… ,yn) 两 两 不 相关 ,有 相同 的 协 方差 矩 阵 Y, 人 们 还 
假定 
rank [1 天 |] = p+l. 
2.1.1 参数 估计 


对 于 模型 式 (2-10) ,首先 要 考虑 的 问题 是 参数 乍 阵 互 和 Y 的 性 计 .常用 的 估计 
是 最 小 二 乘 佑 计 和 极 大 似 然 估 计 . 给 出 了 B 的 估计 写 后 .使 可 建立 预报 方 午 


wT _ ss 全 
区 = 【1，zyxz2 IB 
或 称 经 验 回归 方程 , 它 可 顶 报 y 在 (x1,%2,…,*,) 处 的 值 
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1. 最 小 二 活 居 计 
在 模型 二 (2-10) ,iD ZZ = [1 于 ]， 


B= (ZZ) FY, (2-14) 

则 有 
(了 - ZB8) (FY - ZB8) = (¥ _ ZB)'(Y _ FB) 1B BAZ(B_ 8) 
> (Y- ZB)'(Y - 28), 
等 号 成 立 的 充分 必 委 条 件 是 召 = 到; 更 有 
tf(yY- ZH)(Y - 28)) > tt(Y - ZB)UY - 28)), 

等 号 成 立 的 充分 必 旧 条 件 是 吾 = 急 . 后 -不 等 式 表 明 , || 仅 当 如 = 合 时 ,(F - 
ZB8) 的 所 有 元 未 的 平方 和 达到 最 小 ,四 此 加 是 B 的 最 小 二 乘 估计 . 易 知 EB = 8， 


即 二 是 如 的 坑 估计 . 在 假定 起 (2-11》 和 式 (2-12) 下 ,如 达 有 下 述 性 质 :; 
设 吕 是 列 数 为 mn 的 肖 数 盾 阵 , 则 对 于 C28 的 任意 线性 瑟 届 估计 工 了 ,一 切 吾 和 
一 切 Y > 0, 都 有 


E({LY — CZB)CLY - CZBIJT) 2 FE((CZB- CB) C7RB_ CZB)Y'Y, (215) 
更 有 
Eltr((LY — CZBY LY — C2B)D| > Eli(( C2B- CB) CIB CZB)"™.)| 
因此 CZB8 是 C2ZB 在 式 (2-15) 意义 下 的 最 优 线性 无 含 估计 . 
称 会 7 - Z 谷 为 残 差 矩阵 . 记 P = Z( ZrZ)-1ZT 称 


0 YI Po)Y {2-16) 
为 残 差 平方 和 年 阵 . 当 m > p+1 叶 ， 
def 颈 
YP— {2-17) 
n—p—1] 


是 的 无 偏 估 计 . 


从 式 (2-14) 可 看 出 ,再 的 常 i 列 分 是 在 模型 “y= 2Z8, + 8;, Ea; = 0, Eg8.T = 
val 下 目的 葬 小 二 悦 导 计 , 雍 妹 声 是 WY 的 (Gi, 让 元素 . 


2. 极 太 似 然 佑 计 
在 模型 式 (2-10) 下 ,假定 geohygon atoy 独立 同 分 布 ， 
s0) ~ Nt0, 有 ， (2-18) 
则 当 np+ + 1 时 ,种 { 见 式 2-14)) 和 Pi Lg(Q 见 式 (2-16)) 分 别 是 万 
和 下 的 极 大 似 然 佑 计 . 
3. 悄 计 的 其 他 性 质 


在 式 {2-10) 和 式 (2-18) 下 ,有 
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1* vecf B) 一 Notot vec( BY VY @ (CZ £7 ), 
其 中 vec( 胃 ) 表示 由 盒 的 列 拉 直 所 成 的 (p + 1)9 维 向 凶 ; 记 号 岛 是 克 罗 内 克 (Z， 
开 ronecker) 更 和 ， 
加 nn > p+ 1 [时 ， 
QO~ mtn-p-1,Y). 
家 利 相互 独立 . 
ns p+l 时 ,( 雪 ,和 池 ) 是 (BW) 在 下 述 意 区 沾 上 鸭 民 已 无 俩 情 计 :对 于 (五 ， 
VV) 的 任意 碟 侦 和 居 让 (天 , 认 ，- : 切 吾 和 : 切 Y > 0, 帮 有 
El BB A) + wT Vi 
x Flu(tB BIB- BB) + A PY- WV, 
这 列 售 了 (可 ,他 ) 的 元 素 是 (如 ,TW) 相应 元 素 的 - - 致 最 小 让 点 无 偏 估计 . 
2.1.2 线性 相关 显著 性 检验 
对 于 线性 向 山 模 型 式 (2-10) ,在 假定 式 (2-18) 和 n>n+g+1 下 ,考虑 假设 
H:B ==:…==0 (2-19) 
的 检验 问题 当 假 设 有 不 被 得 定 时 ,由 式 (2-10) 知 ,1x 下 的 元 素 的 绝对 值 小 ,而 


184 + E 的 元 素 的 绝 半 值 大 .这 说 明 yyy ,Yo 对 x1 x3,… ,性 的 线性 回 让 没有 实 
蒜 意 多 . 造成 这 种 情况 的 可 能 原因 是 ,对 加, 和 影响 人 的 自 变 量 没 有 包含 在 
Xi X20 和 中, 或 者 回归 了 晴 数 不 是 线性 的 . 当 仍 设 吾 被 击 定 时 ,所 选 自 变量 的 全 
体 对 yy 为 确 有 影响 ,因而 基于 它们 的 线性 回 遇 模型 在 实际 中 有 一 定 的 意 
义 ,由 于 检验 催 设 五 是 在 线性 回归 模型 式 (2-10) 的 前 握 下 进行 的 , 正 是否 被 否定 ， 
可 解释 为 和， 与 和 和 的 线性 关系 是 否 显 蓝 . 

对 于 检验 问题 式 (2-19), 由 极 人 人 似 然 比方 法 时 出 了 检验 统计 量 


4 -= 二 和 |， 《2-20》 
| Or | 
其 中 必 如 式 届 -16) 所 上 
Or = YI RI = 7- 17DY -1Y"). {2-211 
Fo- mL， 


当 A 小时, 理 定 BH. 在 请 成立 淋 件 下 ,A 是 威 朱 并 斯 统计 信 Atg,n-p-1,p). 弟 
定 显 蔷 水 半 a, 查 出 Alqin—p—1,p) 的 下 删 分 位 数 Cn-p-1,p). 半 Aa 
(gn~- -1,p) 时 ,否定 有 (人 硅 最 车 水 平 a 下). 

下 面 从 平方 利 完 阵 分 解 前 度 来 解释 这 个 检验 .0 次 过 入 绩 果 了 3 fm 
是 不 全 相同 的 ,它们 的 差异 各 度 可 用 卸 隆 B5 的 行列 二 | | 来 刻画 .p09 ,ye 
3 的 变化 大 ,1 有 上 就 大 .造成 办 Da 谷 基 不 齐 的 原因 有 xi, 2， 
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机 的 线性 函 数 的 不 辐 取 值 和 包括 随机 误差 在 内 的 其 他 内 素 的 影响 ,这 样 二 把 
Qn 分 解 成 两 部 分 : 
Qa = + Wr. 
其 小 
Qn = (FAFYXLXT- TUN XI XY -1F) 


这 上 映 了 xx 和 的 线性 晒 数 对 ,说 7 的 影响 ; 怠 是 城 差 平方 和 矩阵 , 它 是 
除了 xxa, ,x 的 生性 函数 以 外 ,其 他 因素 {包括 模型 人 能 是 非 线 性 的 ) 对 1， 
Fa Ye 的 影响 . 此 和 人 必 都 是 非 负 定 年 阵 : 当 Tt 的 强 性 耳 数 影响 大 t Or 
大 ) ,而 其 他 因素 影响 小 (8 小 ) 时 ,4 就 小 ,就 应 否定 假设 4 沪 意 到 全 ~ WW{n 
P11, 与 Qr 独 六 ,入 当 五 成 立时 Qn ~ 用 (0p,V). 且 以 当下 成 立时 ,上 呈 威 
水 克 斯 统计 量 . 


2.1.3 回归 诊断 


当 假设 政见 式 (2-19)) 鹤 理 定时 ,还 不 能 认为 模型 忌 (2-10) 已 经 完全 合用 
f『 . 脏 面 所 做 的 参数 估计 和 相关 性 的 检验 是 在 以 下 几 个 基本 假定 (或 其 中 一 部 分 ) 
上 做 出 的 : 

bp 呵 归 丽 数 是 线性 的 , 且 了 包含 了 所 有 重要 的 自 变 训 (! 候 定式 (2-10) 和 式 
【2-11) 1 

2 各 次 观测 不 相关 ,日 为 等 协 方差 阵 ( 假 定式 (2-12)); 

j 止 态 性 (假定 式 (2-18))， 

不 自 变 量 间 不 是 线性 相关 的 (rank[1X] = p+ 1). 

数据 短 阵 式 (2-6) 、(2-7) 是 否 满 足 上 述 假 设 必 须 加 以 关 察 . 回归 诊断 的 任务 就 
是 研究 这 个 问题 ,并 采取 改进 措施 . 其 内 容 包括 残 差 分 析 中常 点 的 识别 和 剔除 、 数 
据 变换 , 自 变 量 选 怪 等 . 回归 分 析 就 是 “模型 一 统计 推断 一 诊断 一 模型 "这 个 过 程 
的 多 次 反复 ,最 后 得 到 一 个 台 适 的 模型 ,并 据 此 可 对 央 变 量 的 林 来 值 作 预报 . 

统计 诊断 是 20 世纪 70 年 代 中 期 发 展 起 来 的 一 个 统计 入 分 支 . 详 继 内 容 见 文 
献 [ 3] 等 . 


2.1.4 ” 偏 最 小 二 来 方法 


偏 最 小 二 乘 (partial least squares, 简 记 为 PLS) 是 构造 回归 方程 的 一 个 较 新 方 
法 .这 个 方法 于 加 世纪 贸 年 代 初 出 现在 计量 化 学 文献 由 ,不久 便 引起 统计 学 家 的 
关注 ,并 得 到 认可 . 为 了 建立 网 归 方 程 ,PLS 方 法 先 构 造 了 称 之 为 成 分 ( 因 - 了 或 特征 
变量 ) 的 新 变量 ,每 个 成 分 都 是 自 变量 的 线性 组 合 , 其 系数 由 自 变 量 和 因 变 攻 的 数 
据 共同 确定 ;然后 用 通常 的 最 小 一 乘 方法 建立 因 变 量 和 这 些 成 分 癌 的 回归 方程 . 
实际 应 用 表明 , 当 自 变量 个 数 多 样本 量 较 少 时 ,PLS 方 法 委 有 效 .到 目前 为 止 ,PLS 
方法 仅 是 : 些 算法 ,至 于 其 有 用 性 巷 忧 良性 ,理论 上 还 没有 给 出 明确 的 回答 . 

先 但 绍 一 个 代数 引 理 , 它 对 解释 PLS 算法 的 统计 意义 很 有 用 . 

引 理 1 设 和 是 产 xm 实惠 阵 . 对 441 作 谱 分 解 : 


2 外因 变革 线性 回 川 和 典型 相关 305 . 


AAT = Pdliag( at, a2 AT OO OP!, 
其 中 店主 入 宇 下 守 和 >0 是 4A4T 的 所 有 韭 零 特征 根 ; r= rankA;P 为 m 阶 让 交 
矩阵 ,其 第 ;到 p; 大 相应 于 入 的 特征 向 蕊 ,i = 1 2 i ri Ta) 表 不 以 
-na 为 对 角 线 元 素 的 对 角 短 阵 , 有 


pg 一 一 7147p, 是 474 的 相应 于 好 的 特征 向 基 ,H gig = .i,j 1 2， 
r (注意 474 与 447 有 相同 的 非 零 特征 根 ). 
2 取 “= 阶 正 交 年 阵 昌 ,其 前 + 别 分 别 是 ,42,…, gq, 则 有 
ATA = OQdiapg(A?, A2,°7 00 ,0D)7 人 7， 
4 - P|* | Oo， (2.22) 
0 0 
其 中 = diagfthaz Ai) >T0 称 式 (2-22) 为 下 的 奇 吕 值 分 解 . 
3》 用 | a1 表示 商量 a 的 长 度 , 即 el = aTa)z, 则 有 


max | atAbp t= max alAb = a. 


| 和 1 1 有 | = 
且 妆 站 = Pirb = 如 | 时 达到 最 大 值 ， 对 1 和 < ER < ri 
= acR,|al = 1,0 p= 00Ag = 0,: = 1,2,.…,k|, 
= ER 上 el = 1 = 0,pAp = 0 = 1,2,.",k|, 
出 有 
max | fAb | = max Ap = Arsl. 
名 所 党 自己 
be mr HEE 


Bie = Bt, = +l 时 达到 最 大 值 . 

PLS 算 法 虽 多 种 密 样 ,但 其 中 相当 天 的 一 部 分 实质 上 旺 - 样 的 .下 面 介 绍 一 种 
算法 . 
假定 有 9 个 因 变 基 y ,yz ;YY 和 m 个 自 训 量 x1,x2 x5 对 它们 作 了 5 次 
观测 ,获得 数据 矩阵 


[xi xz x 


“4 
1 
aa | 
号 3 
J 
1 


现 要 找 一 组 PLS 成 分 及 4: ,去 产生 一 个 好 的 经 验 辐 归 方 程 (或 称 预报 方 
程 ) ,加 
Fs = Paw + BiaTl + + Pal, (k= 1.2,.%,9), {2-23) 


其 中 了 ,了 2 T 者 是 i 的 线性 纽 合 :有 是 六 的 最 小 一 滋 怖 计 : 
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首先 把 和 中 心 标准 化 : 


Vi = Si 2(% — %) (7 = 1.2,….m), 
RE = S72 ye — Yi) Ck = 1,2,.,.0), 
其 中 = 二 3 = a ly 
5 = Cy i)? Ci = 1 2 
了 1=1 
FE 二 二 > = yy 
5 = DOw Rh 20) 


中 心 标准 化 后 的 数据 答 阵 为 


1 一 _ 上 - 
53,27 一 Y1) 机 Sy 2 yiy 一 Yo) 
三 1 = : * = [ra ra rg], 


nm -上 7 _1 一 
Sy ya- yo 


一 1 -- 
S (al x1) S22 rm — Ln) 


Hh 


VI = 一 [vw Pz '"" La 


Sa 一 四 | ii 必 , -2 一 nm) 


显然 本 是 ; 一 0 ,TW 二 全 .因此 Rl, Rls , Rg, 人 1 ， 了 > 人 的 样本 均值 都 为 
零 . RR 入 不 依赖 于 变量 的 度量 单位 和 原点 . 

先 找 第 一 个 FS 成 分 . 找 品 | Rta, Rs 的 一 个 线性 组 合 和 Fs， 和 
的 一 个 线性 组 合 ,使 这 者 的 样本 协 方差 的 物 对 值 达 到 此 大 , 即 要 和 找 9 维 单位 向 量 
cl 和 m 维 单位 癌 量 可 ,使 得 

di Vi Rc = pe, la'ViRibl. (2-24) 

根据 引 理 1, 相 应 于 RTV, YTR' 的 最 大 特征 根 的 标准 化 特征 问 基 就 是 所 求 的 eit 标 
淮 化 向 量 指 长 度 为 1 的 向 基 ) . 根据 式 (2.24) ,一 一 (Ri Ra， 有 Je 是 因 变 莽 
的 一 个 重要 代表 , 它 与 月 变 基 的 关系 很 密切 ( 当 ? = 1 时 ,4 鳄 是 尼 | 本 身 ) ,wi 的 样 
本 但 { 数 据 癌 量 ) 为 二 = 而 ct aa 对 每 个 语 依次 作 回归 (5 几 最 小 二 乘 佑 计 , 下 间 )， 
获得 经 验 回 小 | 方 程 


了 
re ?1 。 
好 1， 三 bb bl {J 


一 一 1 ,2 由， 
| wp 


其 中 v= 1 或 中 哥 留 上 下 是 为 了 与 后 面 的 相应 公式 保持 一 笋 . 取 第 - 


2 才 因 千 量 线性 回 呈 种 典型 相 : 闫 307 、 


个 PLS 成 分 前 
m me, m 人 
三 Dip 一 Dw 全 Y，， (2-25) 
了 = I= 


其 中 是 权 .通常 费 求 wl, 衬 0, 且 > = 1. 约 训 条 件 > un = 上 不 是 木质 
的 , 川 非 零 常 数 梯 7 将 不 会 影响 其 他 成 分 的 构造, 以 及 对 因 变量 的 项 报 ,因此 只 
让 求 wi 0,H Ya > 0 后 面 在 构造 其 他 成 分 时 对 权 的 要 求 类 但 . 权 的 到 法 将 
在 后 面 给 出 ， 同 理 ,不 必要 求 6 的 长 度 为 1 让 四 是 Pay ms 的 线性 组 合 


知 ,T 了 是 x2, wn 的 线性 函数 ,但 必须 注 章 , 共 系 数 的 组 成 部 分 51; 依赖 因 变 坛 
和 由 变 世 的 数据 奸 阵 .TT 的 样本 值 为 


m 


Ty . 
fi 二 DY wbipy 三 wdiag| 
+=1 


显然 ,四 的 样本 均值 a7 = 0. 
通常 ,四 证 有 包含 自 蛮 量 seo 的 全 部 信息 . 不 在 TT 中 的 x 的 信和 起 应 
在 ,对 了 四 虹 的 残 差 中 ,这 个 残 莽 为 


| ViRic. (2-26) 


wl 
| 2 | Li 


| Fll 


: tv . 
Vs = Wi 一 | 有 Et (7 二 1l,2. ,mm). 
显然 ， LT 是 xi 1 I Tm 的 线性 函数 , 它 的 样本 值 为 
fp . 
Li = Fl, 一 PE 三 ‘I 一 Pi) vl; | 二 1 


中 有 


T 
其 中 P| = Te 是 棱 为 1 的 投影 矩阵 ( 即 对 称 稼 等 年 阵 ). Fy ,Vz ，…, Vn 的 数据 
和 矩阵 为 
> 一 [ va Vr vam | = 【了 一 Pi. 
类 似 地 ,办 变量 y;, yo,…,y 也 有 信息 存在 于 Ris 对 了 9! 的 残 差 中 ,这 个 残 关 为 


ri 
Ra = Ri 3 7 (k = 1,2..…,9). 
Ros 的 样本 值 为 
T 
r 
六 二 rm 人 二 { 了 一 Pr 《大 二 1,2,"*, 9. 


RR Rn, Rg 的 数据 矩阵 为 
Ry = [Pr = (CT- PUR,. 
用 到 ， 瑟 ，Pr 晤 分 别 代替 Vi;, 站 二 着 ,用 构造 7 的 方法 构造 第 一 个 成 
分 , 即 


wR WE 
三 = 六 a Vars 
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其 中 eo 是 天 8 W 玉 :的 相应 于 最 大 特征 要 的 特征 阿 基 ,1za yy = 1,2, 
要 -了 2 也 是 和 的 线性 晴 数 . 用 非 零 常数 万 不 小 疏 羔 at Fa 
Ra Rp, , Rs, 的 伞 , 内 而 不 影响 UR 的 构造 .了 的 样 林 人情 


{2 = > Wa) 多 罗 


= wal, TE WE , ) VIRze2. 


i po 
易 知 ,的 样本 均值 
n't = 0; 
TI 和 的 样本 内 力 莽 
{nl ilt, = 0. 


"mil 是 
二 ,机 


一 般 弛 ,假定 已 经 确定 了 成 分 了 ,了 ,…, 天 (i 主 2) ,它们 的 样本 均值 都 为 专 
且 每 两 个 的 样本 协 方差 为 堆 . 有 叉 很 定 记 经 确定 了 人 = 1.2,,m) 和 R(tk = 1, 


2 1 再 和 总 的 样本 值 分 别 记 为 5 ， 和 ra. 玫 训 全 写 7 . 记 


fi . 
Von = Vy- ef? (7 = 1,2,.,m). 
Ki 基 已 对 四 回归 的 残 差 , 其 样本 什 为 
Te 二 《了 一 Pi) ve (jf 三 1,2,. ,mm), 
tl 
Pp, = ek 


VnDto Ya nn 的 数据 算 阵 为 
Vt = tT PY. 
记 尘 工 回归 的 残 甘 为 


thr, 
Rave = Re- eliT (k=1,2,%,9). 
Ress 的 样本 值 为 
Firl 三 CF- Pr 《下 二 1 2 


二 是 Re Ronanbe 的 数据 短 隆 为 
Rl 一 《了 一 PR. 
类 似 于 1 的 构造 法 ,第 让 + 1 个 成 分 取 为 
| 二 > wn 1 +l 


| pl) | 2 rl 


其 中 er] 起 R',) LA 1 VBR, 的 机 应 于 最 大 特征 根 的 特征 占 基 ; Wirl)i:] 二 1 ,2， 


… m1 是 权 , 显然 ,用 医 零 常数 乘 7 不 影响 ,1 的 构造 ,也 是 x1, 和，… 


线性 函数 ， 它 的 样本 值 为 


tr +) . 
t= 用 ,diag( 于 ) VR 


OE.+| 
| ed? yen 


| 


2 多 因 变 最 线 性 辐 归 和 烘 型 相关 ，309 : 
PIS 成 分 个 数 的 确定 放 在 本 小 节 林 讨论 ,假定 p 个 PTS 成 分 和 ,加 已 经 
够 用 . 为 了 建站 经 验方 程式 (2-23) 及 简化 评 面 的 计算 ,下 别 完 列举 二 ,VY 和 妨 的 - 
1° £] ss 两 两 正 交 , 即 
六 由 一 站 (i 关门 ， 


此 外 ,下 的 样本 均值 
nrIlrt = 站 人 二) 
因此 ,证 ,二 ,…, 夺 的 任 两 个 的 样本 协 方差 为 零 ， 
Ft 和 pi 分别 赴 记 ;各 矿 对 而 , 太 ,… ,in 四 [的 绑 差 癌 量 ,i = 1.2， 
pl,k= 1,2, ,07 = 1,2,,m, 
了 有 = (Ei= 2 pp- 1 = 1,2, ,7), 
RV = RIV. = RV {i = 2,3,.…,p), 


Ri = (1- DP)R (i = 1;,2, ~ 1). 


v= (1- DP) (i = 1,2,-…,p— 1). 


其 中 = 7 : 
i | 
由 此 可 知 c, 是 REV.VIRI 的 相应 于 最 太 特 征 根 的 特征 向 殿 ,T(i 守 2) 中 的 因 闻 
PT 有， = 1 机 -因此 ,在 构造 PLS 成 分 过 程 中 不 需 计 算 只 = 2,3,…,p;& = 1,2， 
0 和 RR , RR ,- “A 
由 性 质 上 即 得 式 (2-23) 中 参数 B 的 最 小 一 滋 估 计 为 


Em 二 ， 

Ty . (2-27) 
Bs = Te (k= .2,0 = .2 ,7). 

了 


上 式 表明 ,i 的 估计 命 s 等 于 y 对 单个 回归 的 最 小 -- 乘 估计 ; 当 … 些 成 分 附加 到 
模型 时 ,早先 成 分 的 系数 的 最 小 二 乘 估计 不 变 . 
由 式 (2-27) 得 到 预报 方程 : 


(Fi pa = (tT Dy Dg, to), (2-28) 
其 中 #0 三 Cy ya To) 
Yt . 
7 Tail? 人 


由 此 可 知 ,用 十 零 常数 乘 T 不 改变 预报 方程 . 

由 了 的 构造 可 知 ,项 报 方 程式 (2-28) 右边 不 是 了 的 线性 罗 数 . 而 基于 通常 最 
小 二 怖 个 计 的 硕 恨 则 是 了 的 线性 孙 数 . 

如 前 记述 ,To 事 是 x xz x 的 线性 组 合 ,内 此 ,方程式 (2-28) 看 
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边 中 了 T 可 直接 用 噬 变 量 辐 1 + 下 水 ,这 浊 上 用 和 ;xn 米 预 
报 Cy ,yr,…,%4) 更 为 方便 . 
模 jw yf = 12 pm = 1,2, pp 的 两 种 常用 取 江 ， 
Cw = vy?. 它 与 Vi 的 样本 方 莽 戌 止 比 .这 是 版 常用 的 取 法 . 采用 这 种 
取 法 的 理由 是 ;内 yp,(i 之 2) 是 VW 对 了 ,二 ,…, 1 鳅 性 [ni 的 残 莽 向 量 , 故 当 及 
的 样本 并 闫 相对 于 wi 的 样本 方 凑 ( 等 于 了 小 时 , 斑 近似 地 与 7 了 2,… ,Ti 共 绑 ， 
因而 所 对 也 的 页 献 应 该 小 ,也 就 是 说 ww 应 该 取 小 的 值 . 作 这 种 取 法 下 ， 
IT. = > {pIRLc) Vy, 
tf = VVIRIC,. 
(Dw = mm 这 种 等 加 权 呈 自然 的 . 
镜 下 的 问题 是 碱 分 个 数 p 的 确定 . 这 是 个 粮 手 问题 . 道 常 采 用 交叉 论证 法 ,其 
做 法 如 下 : 将 数据 分 成 若 于 组 ,通常 分 为 3 组 较 还 中 . 每 次 出 去 一 组 ,用 其 他 组 的 数 
挫 构 造 PIS 成 分 并 确定 经 验 回归 方程 . 用 这 个 方程 预报 被 删 上 的 那 组 的 yi 了 2，…， 
和 ,让 算 预 报 值 与 实际 值 的 误差 平方 和 . 反复 实施 这 种 做 法 直到 每 组 被 删 去 一 次 
为 止 . 把 每 组 的 预报 误 羡 平 睛 和 加 起 来 , 共 结 蛙 称 为 总 的 预报 误差 平 方 和 . 不 断 附 
所 PTIS 成 分 到 同 归 模 型 中 ,直到 下 一 个 PLS 成 分 将 增加 总 的 预报 误差 平方 和 为 止 ， 


2.2 ”典型 相关 分 析 
设 pp 维 随 机 向 垦 x 和 7 维 随机 向 基 y 是 相依 的 ,旧型 相关 分 析 人 以 另 一 角度 研究 


它们 之 间 的 线性 相关 性 . 设 Cx ,DT x3,yD"… ,x4.34)7 是 来 自 (x",y")》 的 
独立 同 分 布 样本 . 记 


3 
1-1 i 
. 一 1 \ 

S$, = 人 一 了 六 了 7， y= - >iy 

1 4。 -1 


S。= > (一 了 (和 -9)T， 


则 x 的 师 个 线性 两 数 aTx 和 erx 的 样本 卫 方 莽 为 (1) 1arSe ,线性 阴 数 aTx 和 
线性 函数 By 的 样本 协 方差 为 (na - 1 -1a58.5. 以 下 候 定 汪 和 34, 都 是 正定 的 -二 
是 gaTxr 和 Bry 的 样本 相关 系数 为 | 
， 本 a' Sob 

nalxibiy) = — “7-—, {2-29) 
(a Sab™ sb)? 
它 在 一 定 程度 上 上 反映 x 和 3 的 线性 相关 性 ， 

蘑 是 1 亡 Rr ,pp t 及 ? 满足 二 1,b1' Sp = 上 ， tl 


2 名 内 变量 线性 加 妆 和 典型 让 关 "31] 。 


otalx,biy) = max ofa xb ry AD], {2-30) 
a Se- 1 
由 Shel 


则 称 afxz 和 BTy 为 第 -对 样本 典型 相关 变量 , 称 pi 为 第 个 翌 本 上 典型 相关 系数 ， 
车 
{al,b)E Bm- Ita baERbEe Ri,aSsoa=- bs,b=1, 
alSal = 4TS 8 = efS b= b's,b, = 0|， 


P(x bly) = .max otaix,b To 0 ， {2-31) 
fal.# CC 网 
则 称 afx 和 BITy 为 第 二 对 样本 由 型 相关 变量 , 称 pa 为 第 “个 样本 监 型 相关 系数 . 
- 般 地 , 疹 (al, 上 4&1) 属于 
= ta, a Rhee RmsSa= b'sb=1, 
alSa = arSb: = aSb = b'sb, = 0 = 1,2,.,k— 1, 


plalr, by) = max pla'x,b'y)- pp, (2-32) 
car : Dem 

则 称 eg 和 By 为 第 对 样本 典型 相关 变 基 , 称 pi 为 第 个 样本 典型 相关 系数 ,上 = 
2 三 rank Ss,,. 

太 上 述 定义 可 知 , 第 -一 对 样本 典型 相关 变量 和 第 一 个 样 市 典型 相关 系数 在 刻 
画 x 和 ?的 线性 相关 性 方面 最 重要 ,第 二 对 样本 典型 相关 变 托 和 第 二 个 样本 典型 
相关 系数 次 之 ,如 此 类 推 .此 外 ,第 ;对 样本 典型 相 美 变量 与 第 /7 z 门 对 样本 典型 
相关 变量 的 样本 协 方差 阵 为 零 牌 阵 ,也 就 是 说 , 不同 的 典型 相关 变量 对 是 不 由 关 
的 , 因此 , 涉 几 对 典型 相关 变量 就 几乎 可 以 描述 x 和 yy 之 问 的 相互 关系 . 

样本 典型 相关 变量 和 系数 一 定 存 在 , 它们 的 求法 如 个 

把 pfaTr,5Ty) 改写 成 


2 时 
par ,3y) = 一 4.3 (S77SS7 3)S,? pb (2-33) 
{tal Sob ‘Sb)Y 
< 9 时 ,对 8;33,571S7S;3 作 谱 分 解 ， 
S239 S71ST S24 = Cdiag(at a2, ,A200 ,0) C", (2-34) 


其 中 C 为 阶 正 交 夭 阵 ,其 第 i 列 记 为 chat 加 守 … 守 2 > 0. 依 引 理 1,e19;3x 
和 2c38z8S。S79 为 第 ;对 样本 典型 相关 变量 ,1, 为 第 i 个 样本 典型 相关 系数 ,i = 
上 ,了 ,rr 

当 p> 4 时 ,下 述 求 样本 蝎 型 相关 变 基 和 典型 相关 系数 的 方法 可 减少 一 些 计 
算 量 ,而 所 得 结果 相同 . 对 S7 72378214S.872 作 谱 分 解 ; 
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SIST S79 S72 = Fdiag( a9, 43,. ,a2,0,0,.,0) FF’, (2.35) 
其 中 五 为 了 阶 正 变 筷 阵 , 其 第 主席 记 为 站 宇和 安富 > 0. 依 引 埋 1， 
45587357Szix 和 7 雪 为 第 i 对 样本 典型 相关 变量 ,24; 为 第 i 个 样本 典型 相关 系 
当下 -],23,,r. 

用 VW 和 万 分 别 表示 x 和 y 的 苏 方差 阵 , 用 -VV 表示 x 和 yy 间 的 协 方差 阵 , 当 
所 > 0,V > 0 和 已 知 时 ,用 它们 分 别 代替 式 (2-29) ~ 式 (2-35) 中 的 5 ,5)， 
5,, 并 用 同样 的 方法 可 壕 义 并 求 得 总 体 的 典型 相关 变节 利 上 典型 相关 系数 . 当 也 ， 
VV 和 未 知 时 ,用 样本 典型 相关 变量 和 样本 典型 相关 系数 作为 总 传 相 度量 的 佑 
计 . 


3 主 成 分 分 析 和 因子 分 析 


3.1 主 成 分 分 析 


在 许多 实际 问题 中 ,人 们 往往 要 与 高 维 数据 打交道 . 维 数 过 高 将 给 数据 分 析 
带 来 困难 ,于 是 人 人 们 利用 数据 分 其 间 的 相依 性 设法 把 维 数 降低 ,而 及 不 要 丢失 数 
据 的 过 名 信息 . 震 特 林 在 1933 年 提出 的 主 成 分 分 析 就 导 这 些 方法 中 的 -种 . 

在 阐述 主 或 分 分 析 中 需要 用 到 下 述 的 代数 引 理 ， 

引 理 1 设 A 是 m 阶 非 贷 定 和 矩阵 ,对 4 作 谱 分 解 ， 

A#& = Pdiag(Al, M2, ,A 0,0,.…,0)P", 
其 中 放 池 放 二 … 守 4> 人 是 及 的 非 零 特 行 根 ,r = ranka , 正 交 和 矩阵 下 的 第 列 
p, 是 相应 于 XO = 00,2 = r+ 1,f + 2,…,m)》 的 特征 和 何 填 , 则 有 
max fr Ag = Ai, 且 最 大 值 在 下 = pi 处 达到 | 


lall =1 
,Ma 一 hi41; 且 最 太 值 在 = Hiil 外 达到 (让 = 1,3,…,r -1}, 


a AP,=0 
i 

当 a 满足 qiAp, = 0,i = 1,2,…,f 时 , 必 有 atAn = 0. 
3.1.1 总 体 主 成 分 


设 上 是 m 维 随机 向 基 , 其 均值 为 py, 协 方差 阵 交 六 ,出 3 的 线性 组 合 amy 的 方差 
为 gr Va. 

车 的 标准 化 钱 性 组 合 aiy( 标准化 意 为 gi = 1) 的 方差 在 ?的 标准 化 线 
性 组 人 台 的 方差 中 达到 最 大 , 即 


di 下 全 一 nx Va ， 
时 一 


则 称 aly 为 了 的 第 一 { 总 伟 )} 主 成 分 . 
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若 的 标准 化 线性 组 合 @47 与 aly 不 相关 {如 看 Ya = 及 , 理 在 与 @1? 不 相关 
的 ? 的 标准 化 钱 性 组 台中 , 困 ? 的 方差 达到 最 大 , 即 


在 上 TY = a Va, 


则 称 galy 为 y 的 第 一 卡 成 分 . 
一 般 地 , 设 afy ,上 ye 起 3 的 水 这) 个 上 成 分 , 若 


dot 
站 1 它 3 lia:a te RR", | a 一 la Va, = 0O,r = 1 ,2,-…, 友 |， 
H dl Va 二 Mae Ve 


则 称 ef yy 为 了 的 第 (+ 1 主 成 分 . 
扫 允 已 知 时 ,利用 引 理 二 可 多 得 主 成 分 及 其 三 着 . 对 下 作 谱 分 解 : 
VV = AdagtaAl, A An)Ad’, 
其 中 宝宝 > 01 是 VV 的 特征 根 ;4 是 m 阶 正 交 
矩阵 ,其 第 7 列 占 基 相应 于 的 特征 向 量 ;r = rankF. 根 据 引 理 1,aYy 基 ? 的 第 ;十 
成 分 ,其 方 六 为 A475 = 1;2, ri; 当 VB = 0 = 12 pr 时 ,vargry = a' Ve = 


0. 广 意 到 >)var(a.'y = > = py, 而 ty 起 y 的 "总 万 大 ", 即 
tery = Svary, + 


其 中 % 是 y 的 第 ;个 分 量 , 它 是 y 的 总 变化 性 的 个 度 基 .内 此 gy,aly,…,ay 包 
含 了 y 的 变化 性 的 全 部 信息 ,可 以 用 x = 《a ,a2,… ,a) "Ty 代替 ?而 达到 降 维 的 日 
的 . 当 i zj 时 ,aTVa, = 0, 有 afa = 0, 因 此 不 同 的 主 成 分 在 统计 意义 下 是正 交 的 
(不 相关 }, 在 几何 意义 下 也 是 正 交 的 . 用 & 的 方向 作为 新 直角 坐标 系 的 第 i 个 坐标 
的 方向 ,i = 1,2,…, m, 则 x 的 分 量 就 是 > 在 这 个 新 华 标 系 上 的 前 "个 坐标 .车 对 于 
某 个 小 的 自然 数 ,有 > 接近 于 try, 则 头 个 主 成 分 包 售 了 y 的 变化 性 的 大 部 
分 信息 , 串 用 前 个 主 成 分 来 代表 y 
3.1.2 样本 主 成 分 


m 维 向 量 y 的 协 方 差 阵 VW 通常 是 未 知 的 . 需 费 申 样本 给 出 总 体 主 成 分 的 情 计 . 
设 廊 ; 训 ;…; 靳 必 米 自 3》 的 独立 同 分 布 样本 ., 记 


y = Ep 
nm > — py: - $y) 
P= OT (样本 胁 并 关 }. (3-1) 


用 定 作 为 的 佑 计 .对 人 P 作 湾 分 解 : 
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P= Riag( Ni ,AAT. {3.2) 
其 中 如 守 … 着 0 是 他 的 特征 根 ;入 是 正 交 定 阵 ,其 第 守 列 @, 是 相应 于 
人 的 特征 癌 量 . 取 ay 作为 第 i 总体 主 成 分 的 估计 ,并 称 之 为 第 样本 主 成 分 .ap 
的 样本 方差 为 GVa, = 信 ,用 介 作为 第 i 总体 主 成 分 的 万 差 的 合计 . 由 式 (3-2) 可 
知 , 当 5 7 时 ,2 = 0, 具 a3 与 a 的 样本 协 方差 qTVz; = 0. 若 对 于 自然 数 上 
(k < m), 有 > 交接 近 于 1. 则 可 用 x = 《全 人， 人 代表 


3.1.3 从 相关 阵 出 发 的 主 威 分 分 析 


当 m 维 随 机 向 量 y 的 各 个 分 量 的 庶 量 单位 作 不 向 改 寂 时 ,y 的 协 方差 阵 的 特 
征 根 和 特征 向 量 将 随 之 改变 , 因此 ,只 有 当 ? 的 各 分 其 的 度 基 单位 相同 时 ,从 协 方 
差 阵 出 发 的 主 成 分 分 析 才 会 更 有 意 头 . 当 y 的 各 分 有 量 的 度量 单位 不 相同 时 ,从 协 
方差 阵 出 发 有 吕 能 使 重要 分 其 与 不 重要 分 量 的 作用 谓 便 ,而 从 相关 第 阵 出 发 就 可 
洲 免 出 现 这 些 问 古 . 沁 
-一 浊 - tof = 1,2, 
A (Com) (= 1,2 ) 


其 中 四 是 y 的 协 方 差 阵 下 的 个 ,站 元, 则 


] M2 Mm 

721 1 am 
起 = 。 

rm fm "* | 


就 是 *y 的 相关 和 矩阵 . 当 的 分 量 的 度量 单位 改变 时 , 召 韦 改变 .RR 是 y 的 标准 化 办 
量 


1 人 _4 
站 ”= diagt wn? ,val vm 
的 协 方差 阵 . 当 玉 已 知 时 ,对 R 作 谱 分 解 ， 
R = 吾 diagf riyra… tn) B', 
其 中 让 之 世 安富 产 0 是 展 的 特征 根 ;B 是 正 交 知 阵 ,其 第 j 列 忆 是 相应 于 
er 的 特征 向 量 , 则 
zy 二 by = BTdiag( pid ,vad ,07 i¥ 
是 y* 的 第 j 主 成 分 ,j= 1,2,…,m. 主 成 分 xy 仍然 共有 如 下 性 质 . 
当 i 关 j 村 ,x* 和 xz 在 统计 意义 下 是 正 交 的 (eovt x ,x) ) = 人 0 ,在 几何 意义 
下 也 是 正 交 的 (87B = 四 .zy 的 方差 为 ,i = 1,2,… mm， 
当 WY 未知 时 ,需要 由 样本 来 估计 相关 逢 阵 . 设 yy ,yy… ,J 是 来 自 ? 的 独立 同 
分 布 样本 , 则 样本 相关 和 窍 阵 为 


1 广 | 人 Flin 
i 1 A 
ral r 
R= | ， 2 
-ny A 
Tml Fm 1 


其 中 了 -= 分 /G508)3 ,0 是 样 全 协 方差 阵 全 ( 见 式 (3-])) 的 全 门 元 ,7 = 1,2， 
…,m. 对 届 作 谱 分 解 : 
中 = Bdiag( ry, rr, Fn) B", 
其 中 信守 Tn 宇 0 是 侦 的 特征 根 ,到 是 正 交 短 隆 , 虐 第 j 列 线 是 相应 于 T， 
的 特征 身世, 则 
Prdiag( ri ,0 3 
是 第 1 样本 主 成 分 ,其 样本 方差 为 下 - 
5 前 两 小 节 类 似 , 可 以 用 前 几 个 主 成 分 来 代表 y*. 


3.2 因 了 于 分 析 


因子 分 析 是 简化 、 分 析 高 维 数 据 的 另 一 种 统计 方法 . 例如 ,假定 想 考 核 高 中 学 
生 升 天 学 的 能 力 ,给 他 (她 ) 们 出 了 0 道 题 ,这些 题目 可 分 成 三 类 ;语言 类 ,数学 类 
和 艺术 类 . 人 们 称 这 些 类 为 公共 因子 ,分 别 记 之 为 万 , 户 和 万 . 于 是 学 生 回答 第 i 个 
问题 的 得 分 可 表示 成 
E+ aft af+t m+t a (i = 1,.2,.…,50), 
其 中 。 是 特殊 因子, 它 仅 对 第 i 道 踊 起 作用 . 这 种 描述 智力 测验 得 分 的 因子 分 析 司 
型 由 斯 皮尔 曼 于 1904 年 首先 提出 ,当时 他 的 模型 慨 包 含 一 个 公共 因子 . 
一 般 地 ,假定 可 观测 的 p 维 随机 向 量 y = (yi,Y2,… .六 ) 可 表示 成 
y=H+AF+e, (3-3) 
其 中 f= 【万 ,天 iT 是 不 吕 观 测 的 9(9 < 了 ) 维 随机 向 其 , 它 的 元 素 称 为 公共 因 
子 , 它 们 对 y 的 每 个 分 量 都 起 作用 ;e = (feiyea……, 印 杂 是 不 可 观测 的 p 维 随 机 问 
量 ,每 个 e 都 称 为 特殊 因子 ,ei 仅 对 六 起 作用 ;请 和 4 分别 是 px1 和 于 x9 和 参数 矩 
阵 . 进 -- - 步 假 定 
人 Ef=0, EB = 1,, 


Ee = 0, Eee' = diag( pi pa, ) 更 ， Fle' = 0. 
上 带 有 假定 式 (3-4) 的 模型 式 (3-3) 称 为 正 交 因子 模型 . 此 时 ,sy 的 协 方 差 矩阵 为 


(3-4) 
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称 矩 阵 


为 末了 负荷 甜 阵 , 共 元 素 a 称 为 第 7 个 变量 六 在 第 i 个 因子 三 上 的 负荷 , 注意 到 


走 
Yari = 和 二 下 十 吉 ， 


其 中 ht = ya 
1=1 
所 以 ,当天 > 罗 时 , 公 其 因 下 的 影响 大 于 特殊 因子 oi 的 影响 ; 当 p > 同时 , 特 


跌 因 子 6; 的 影响 大 上 公共 因子 的 影响 .如 -一 >》1(a3/w,) 超大 ,表明 公共 因子 
对 y 的 影响 越 大 , g? 是 重要 性 的 一 个 度量 . 
对 于 上 p 维 对 骨 朱 阵 DD = diag( 机 ,本 ,机 ) di > 0 是 常数 ,y”= Dy 意 昧 着 y" 
是 y 各 分 量 改 变 度 量 单 位 的 结果 . 由 式 (3-3) 得 
y” = Dar+t+ DAf+De=Hn + 各 了 Te ， (3-5) 


其 中 
sn = Dp; "DA: e” = De. 

显然 y*' ,fF 和 e” 岂 满足 式 (3-4) , 宦 确 切 地 ， 

Ey” = HH",， £f = 0, Ef = A 

ke* =0, Efe” =0, 

Ee” ce = DED -ee WwW" = diagt pr ,2 1p Py 一 ci 
当 = 这 = 1,2,…,p 时 ,y* 的 协 方差 阵 就 是 y 的 相关 矩阵 ,因此 ,为 了 消除 
Y 的 各 分 量度 量 单位 不 同 的 影响 ,下 面 将 从 样本 相关 矩阵 出 发 讨论 问题 ， 

设 站, 六 7 是 来 自 y 的 独立 同 分 布 样本 ,希望 找到 公共 因子 较 少 的 一 个 正 
交 因 子 模型 式 (3-3) ,使 得 它 能 较 好 地 拟人 台数 据 和 解释 数据 . 这 包括 确定 因子 个 数 
gq 、. 国 子 负 荷 拒 阵 4 和 特殊 因子 的 方差 赂 ,并 依据 4 对 公 此 因子 的 实际 含义 作出 解 
释 


解决 这 个 问题 主要 有 顺 种 方法 :第 一 种 是 主 成 分 方法 ;第 二 种 是 在 正 态 分 布 假 
定 下 给 出 ,A 和 的 极 大 似 然 悄 计 方法 . 后- -种 方法 可 参考 文献 [4j, 这 里 仅 介绍 
主 三 分 方法 . 

? 的 样本 相关 矩阵 为 
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1 Tl Tip 
Le 1 A 
~. Fal r 
R= | : 2 
Fpl rp 1 
A 
其 中 他， 一 i 
vy 


(in) | (aas 
ey 和 s, 分 别 是 
P= Cn Dy -有 (有 
惫 一 《站 一 DF 
的 (i, 让 元 ,其 中 y= n-!1》)y,. 为 简便 计 ,y 的 标准 化 向 基 Z = diag(212 ,223 ,…， 
222 9 的 分 解 式 仍然 用 式 (3-3) 和 式 (3-4) 中 的 符号 表示 , 即 
二 下 十 及 六 + 中， 
Z 的 样本 协 方 差 就 是 合 . 这 样 问题 转化 为 要 从 食 出 发 找 出 公共 因子 数 9 ,并 给 出 4 
和 出 的 估计 如 和 他. 这些 估计 应 尽 可 能 满足 
RE- AATH yy, (3-6) 
其 中 六 = diag( 六 92,…, 信 ,). 对 俩 作 谱 分 解 : 
FP Ce 本 A )BY, 
其 中 记 2 训 因 … 宇和 这 0 是 眉 的 特征 根 , 正 交 矩阵 如 的 第 i 列 从 是 相应 于 人 的 


特征 向 量 . 如 果 取 9 = p， eT WV 人) 和 使 = 0, 则 式 (3-6) 等 
号 成 立 ， 公共 因 于 个 烧 等 1 ;的 维 数 ,特殊 因子 < = 0. 这 种 做 法 起 不 到 简化 数据 和 
解释 数据 的 作用 . 


通常 的 做 法 是 , 当 自 然 数 "使 > zx 是 够 大 (例如 不 小 上 80% ) 时 , 取 g = r， 
A WEB EB MTB] ] ,站 = 1 站 
- > Gy 是 和 的 (i, 门 元 .此 时 , 忱 与 发 信 T+ 第 有 相同 的 对 角 线 元 素 , 此 
处 包 = aa 全 ,全 -, 几 )5 而 一- (人 47 + 合 ) 的 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 不 超过 


r= r+ 
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给 出 了 gq, 态 和 和 妆 的 佑 计 以 后 ,还 权利 用 模型 式 (3-3) 和 式 (3-4) 的 不 确定 性 ， 
对 4 作 适 当 调 整 ,以便 对 公共 央 了 于 的 实际 意义 作出 解释 . 假定 "已 经 标准 化 , 任 取 
9 阶 正 交 矩阵 了 ,由 式 43-3) ,有 


p=u+AFte= H+ATT+re-p+ A +e, 


其 中 
站 = AT, ¥ = 7TF 
对 于 分 解 式 y = p+ 丰 + 8, 条件 式 (3-4) 仍 能 满 峡 , 昌 ， 的 相关 和 矩阵 
此 = AAT + WF - AAT + 更. 
因此 4 和 六 有 补 当 宽 的 选择 余地 ,这 就 是 所 请 的 不 确定 性 . 

当 A 的 {i 由 元 ay = 0 时 ,第 /个 公共 因子 对 y 不 起 作用 . 在 给 出 4 的 估计 
售后 ,选择 4 阶 正 交 乱 阵 T 使 得 六 = 全 工 有 尽 可 能 多 的 元 素 搓 近 于 堆 , 则 可 把 完 作 为 
总 的 相 计 . 

侍 的 这 种 简单 结构 有 有 助 于 对 公共 因子 的 实际 意义 作出 解释 . 例如 各 的 第 一列 
元 妹 宣 | ,Gal ,人 中 a ,Rl 的 绝对 值 大 ,而 其 他 元 素 时 绝对 值 小 , 虽 第 一 个 公共 
因子 可 作为 y 的 头 两 个 分 最 y, 和 y 的 代表 ， 


在 因子 分 析 中 ,除了 正 交 因子 模型 外 ,还 有 斜 交 因子 模型 (参见 文献 [4])， 
国 子 分 析 的 理论 还 欠 完 善 , 需 要 统计 学 家 懒 进 一 步 的 研究 . 


4 诊 类 分 析 


聚 类 分 析 也 是 简化 数据 的 一 种 统计 方法 . 它 研究 如 何 把 数据 分 成 阁 和 干 个 类 ， 
使 同一 类 的 数据 间 差 异 小 ,而 不 同类 的 数据 间 差 异 大 . 
设 对 个 个 体 各 观测 了 p 个 特性 { 变 基 ) ,获得 数据 竺 阵 


Xl 必要 Tlp 
Ta] XR "2 

=| ， : | 《二 -二 
Nl Xa Tp 


用 xi 和 zw 分别 表 示 这 个 年 阵 的 第 i 个 行 向 明 的 转 管 和 第 j 个 列 问 景 . 对 个 样 
唱 zip rowrrny 进行 分 类 或 对 p 个 变量 进行 分 类 , 称 为 康 类 ,前 者 称 为 Q 型 梁 
类 ,后 者 称 为 及 型 聚 类 . 在 进行 0 型 谷类 前 ,通常 要 对 张 民 进行 选择 或 对 变量 作案 
类 , 去 掉 无 关 紧要 的 变 其 ,保留 重要 的 变量 . 

聚 类 分 析 中 有 两 个 关键 问题 :一 是 衡量 样品 { 或 变量 ) 间 邻 近 或 相似 程度 的 度 
量 , 另 一 个 是 育 类 方法 . 


4.1 ”距离 和 相似 系数 
上 距离 和 相似 系数 分 别 是 诬 量 样品 间 和 变量 问 邻 近 或 相似 的 常用 量 , 它 们 的 定 
义 与 变量 的 类 型 有 关 . 这 里 仅 考 虑 取 实 数值 的 变量 . 
4.1,1 样品 间 的 距离 


样品 Xi = CW Nir + pp) 与 Xi = (xi 到 这 和 的 距离 用 ds 表示 一 
肌 要 求 上 满足 下 述 二 个 条 件 ， 


Pd 二 0 (is = 1,2,. ,8): 
dy = OF) = Fp; 
3 dy = di (i = 1,2,., n). 
dd 起 小 表明 x 和 xi 越 靠 近 . 且 离 小 的 样品 应 该 J 为 一 类 ， 
常用 的 距离 有 以 下 两 种 . 
1. 闵可夫 斯 基 距 离 
dD = [i] (9 节目， (4-2) 


其 中 (1) 为 绝对 值 距离 ,4 (2) 为 欧 氏 距 次， 当 p 个 变 蕊 的 度 基 单位 相同 时 ,图 吕 
夫 斯 基 (H., Minkowali) 星 离 足 合适 的 ， 当 度 里 兴 位 不 同时 , 授 常 用 标准 化 欧 氏 电离 


di; = [ > {x — za)2] 2 ， 4-3) 
其 中 是 下 述 失 阵 玉 的 (££,) 元 ， 
P= (n- D7 Oxo — x) {x 一 下 (4-4) 
xX=n xo. 


距离 式 (4.3) 在 改变 变量 的 度量 单位 情况 下 保持 未 变 . 

2. 马 喻 拉 庄 比 斯 距离 

马 蛤 近 诺 比 斯 {P.C. Mahalanobis) 距离 又 简称 为 蕊 氏 此 离 , 共 表 村 式 为 

dy = 【天 一 ro) x 一 Xi. (4-5) 

采用 马 氏 距离 的 前 担 是 zh ,xm xirw 有 相 回 的 协 方 莽 咎 阵 . 但 这 个 条 件 不 一 
定 能 满足 . 这 是 因为 不 同类 的 样品 的 协 方 差 夫 阵 可 能 不 相同 . 

4.1.2 变量 间 的 相似 系 米 

第 ;个 变量 与 第 7 个 变量 间 相 似 系数 用 表示 .所 越 人 表明 第 ;个 变量 与 第 /个 
变革 越 密 切 . 相似 系数 大 的 变量 应 归 为 一 类 . 相似 系数 证 归 有 如下 两 种 . 


1, 相关 系数 
相关 系数 
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Ds KE) (wp 到 
cy = = Ti， (4-6) 


nr 


DH 
上 =1 


二 =1 


其 中 
%. ir 一 1 Si 和 

相关 系数 是 最 常用 的 相似 系数 , 它 在 变量 的 仿 射 变换 (改变 度量 单位 和 原点 》 
于 保持 不 变 .在 一 些 空 际 问 题 中 ,用 式 (4-6) 在 这 的 绝对 人 入 作为 相似 系数 更 合理 . 
为 行 交 上 方便 ,这 个 绝对 值 仍然 用 c, 表示 . 

2. 夹 角 余 疏 

夹 前 余弦 

Ds py 


r 
站 = _ 二 二 | 


1+ 
2 


(家 而 袜 击 二 Ce 
它 在 变量 的 度量 单位 改变 下 保持 不 变 . 
顺便 指出 ,可 用 类 似 于 变量 情形 定义 样品 癌 的 相关 系数 和 夹 角 余 苞 ,但 用 它们 


作为 样品 间 靠 近 程 度 的 度量 在 统计 上 意义 不 太 明 确 ; 也 可 类 似 于 样品 情形 定义 变 
量 间 的 距离 ,但 用 它们 作为 变量 间接 近 程 度 的 度量 在 统 上 上 意义 也 不 太 明 靖 . 


4.2 峙 类 方法 


4.2.1 旧型 聚 类 法 


对 于 由 某 些 样 品 给 成 的 集合 @C, 符 号 “5E G" 表示 样 六 x 属于 GG. 遇 表 示 xii) 
和 xf 的 距离 .9 型 谋 类 分 析 的 目的 是 要 把 所 考察 的 = 个 样品 分 成 若干 个 相互 不 
同 的 类 . 为 此 要 先 给 类 下 定义 .由 下 实际 问题 的 不 同 ,类 的 含义 也 不 同 . 下 面 是 可 
殿 选 择 的 类 的 几 个 定义 . 
1) 对 于 阅 值 了 ,如 果 对 于 任意 的 17E CC, 都 有 而 关 了 则 丈 为 -个 类 . 
2) 对 于 出 值 7, 如果 对 于 每 个 iE 56, 都 有 
> 
人 17 


则 称 为 一 个 类 . 此 处 上 为 妃 中 样品 个 数 . 
(3) 对 于 阅 值 了 和 HIT < 亲 ) ,如 果 对 于 一 切 i,j ,有 
2 2 


i 在 YE 站 ， 
<M, FH pe-D<?’ 
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则 | 称 5 为- -个 类 .这 里 上 为 台中 样品 个 数 . 

按照 统计 学 的 观点 ,一 个 类 是 - -个 总 体 ,不同 的 类 晨 不 问 的 总 体 . 在 选择 类 的 
定义 时 ,应 注意 其 实际 意义 和 统计 意义 . 

在 诊 类 分 析 中 还 竖 用 到 不 同类 间 的 距离 . 类 名 与 类 把 间 的 距离 用 DD{m, #4) 
表示 . 类 与 类 的 距离 有 下 述 可 供 选 择 的 几 种 定义 . 

【1 Dim,oy) = Di 起 {最 短 味 离 }. 

(2) Dtmgq) = max d; { 最 长 酉 离 1. 


二 3 
(3) DCm) = (nn > 8 ( 均 方 中 离 )， 
i 


其 中 由 和 分 别 是 6 和 G6, 中 样品 个 数 ， 

(4) Pi 人 mg = “样品 "mh 和 “样品 ”x (9) 的 欧 民 此 高 {重心 距离 )， 
其 中 x fm) 表示 类 6 的 重心 , 即 类 65, 中 样品 的 均 人 . 也 就 是 说 , 当 x (mi)， 
xn ,Cm) 是 5, 的 全 部 样品 时 ， 


x Cm) 一 FL (my) . 

必须 注意 ,采用 这 种 距离 时 ,样品 间 的 距离 部 用 欧 氏 茎 离 . 

(5) D{m,g) = [x(m) x(x(m) -x (9)] 

(高 差 平 方 和 距离 )， 

其 中 上 和 s* 分 别 是 类 56 和 G6 中 样 喇 的 个 数 x(m) 和 x (9) 分 别 是 G 和 GG 的 重心 . 

显然 ,样品 问 距 高 的 不 同 定义 可 导致 类 间距 离 Di 的 不 局 、D, 的 不 同和 Ds 的 
不 同 . 

涂 类 方法 有 系统 桌 类 法 .分解 楷 类 法 ,有 序 样品 聚 类 法 .动态 阳 类 法 .模糊 依 关 
法 等 多 种 ,这 里 仅 介 绍 系统 附 类 法 . 

系统 聚 类 法 按照 类 间距 离 的 不 同 定义 又 可 分 为 最 短 是 赃 法 .最 长 距离 法 .平均 
呈 离 法 (相应 于 D3) ,重心 路 离 法 和 离 差 平方 和 法 等 .下 而 只 介绍 最 短 耻 离 法 . 

首先 , 视 个 样品 各 自 成 一 类 ,此 时 各 类 之 间 的 距 启 等于 各 样 蜗 间 的 臣 离 . 选 
拌 距离 最 近 的 两 类 并 成 一 个 新 类 . 计算 新 类 和 其 他 类 的 到 离 (注意 ,用 最 短 攻 高 
D1) ,再 将 距离 最 近 的 两 类 合并 . 如 此 反复 做 下 去 ,每 次 减少 一 类 , 直至 所 有 样品 成 
为 一 类 为 止 

最 长 距离 法 与 最 短 乃 离 法 的 聚 类 步 又 相同 ,唯一 不 同 足 类 与 类 的 距离 ,前 者 用 
晴 长 昕 离 ,后 者 用 景 短 距 离 D,. 必须 注意 ,并 类 原 风骨 是 把 距离 最 近 的 两 类 合 
并 . 

其 他 类 型 的 系统 聚 类 法 类 似 ,这 里 不 效 述 . 

在 系统 聚 类 的 过 程 中 ,每 一 步 都 要 计算 新 类 与 其 他 各 类 的 距离 . 为 了 便于 计 
算 , 人 们 寻找 递 推 公式 . 威 沙 特 于 1969 年 给 出 了 适用 于 类 间距 离 不 同 定义 的 统 - 
递 推 公式 ; 

用 Dtu,v) 表示 在 某 一 步 类 有 和 的 距离 .在 66 得 65 会 并 成 新 类 右 后 ,G6 


号 
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与 另 一 类 6G 的 距离 D{,r) 可 表 成 
{Ek,r) = om {mk) + oD gk) + BD (Cm, 9) + 
YI Dm,E) ~ Dlg,k) 1, (4-7) 
其 中 系数 a ,ao,8 和 y 随 率 类 方法 的 不 同 而 取 值 不 同 . 表 4-1 为 系统 聚 类 法 系数 
表 , 列 出 了 前 述 五 种 系统 聚 类 方法 揭 四 个 系数 值 . 表 中 ;而 ,mz 各 加 分 别 是 6G， 
CC 和 G6; 中 样品 个 数 (w = ro, + 4)， 


最 长 民 末 这 


系统 肾 类 法 的 聚 类 过 程 可 以 夯 成 一 张 图 , 称 之 为 聚 类 图 , 如 图 4-1 所 示 , 联 上 
横 坐 标的 刻度 是 并 类 的 距离 ,平行 于 横 坐 标的 每 线段 代 表 一 个 类 ,在 并 类 的 距离 
处 把 代表 被 并 类 欧陆 条 平行 线 聚 成 一 条 .图 4-1 所 示 的 是 mn = 6 的 聚 类 图 . 率 类 图 
可 使 人 们 对 到 类 过 程 :日 了 然 , 也 便于 确定 分 多 少 类 和 如何 分 类 - 


4.2.2 RR 型 聚 类 法 


0Q 型 聚 类 法 吓 照 报到 R 型 聚 类 . 但 应 注意 下 述 几 所: 

(1) 用 相似 系数 代 营 0 更 辽 类 中 的 距离 ， 

(2) 变量 类 6 与 6, 的 相似 系数 CCm,g) 有 不 同 的 定义 . 例如 ， 
D Clm,9) = Po 最 大 相似 系数 ). 


它 相 应 于 0 型 中 的 最 短 距 离 . 
加 Cm dy) = ,ec Ji 最 小 相似 系数 ). 


它 相 应 于 心 型 中 的 最 长 距离 . 
DD Gm,g) = (prpe)” je (平均 相似 系数 )， 


rT 
i 
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此 中 和 p, 分 别 是 类 全 和 类 中 变量 的 个 数 . 人 相应 于 入 型 中 的 均 方 是 离 . 

(3) 在 系统 豆 类 过 程 中 的 每 一 步 ,选择 相 伺 系数 最 大 的 两 类 合并 ， 

在 前 面 炎 间 相 似 系 数 的 三 种 定 祥 下 ,计算 类 半 的 相似 系 煞 也 有 统 - -的 递 推 公 
式 .用 Clu,v) 表示 在 其 一 步 中 变量 类 G&G, 与 & 的 相 候 系数 , 则 在 把 类 6G 与 GG 全 
并 成 新 类 书后 ,GG 与 男 一 类 的 相似 系数 CCY,) 可 表 丰 成 

CY RR) = oC mk) + QA) + POL, 9) + 

7 Cm,k) - Clq; ky) 1, {4-8) 

其 中 a6 ,0,,B 和 YY 的 最 大 相似 系数 法 、 最 小 相似 系数 法 和 类 于 均 法 的 到 值 分 别 与 
表 4-1 中 的 最 长 路 离 法 ,最短 妈 离 法 和 平均 距离 法 的 取 值 审问 . 

需要 特别 指 册 ,对 于 同 - - 聚 类 问题 ,不 阿 的 聚 类 方法 可 能 得 出 和 不同 的 分 类 . 这 
要 和 根据 问题 的 实际 背景 及 有 关 知 识 选择 符合 实际 的 方法 . 


5 判别 分 析 


设 有 kl 2) 个 不 同 的 p 维 总 体 B ,中 它们 的 分 布 画 数 分 别 是 
Fy Foy ),…, Pi(y). 现 有 -个 属于 这 天 个 总 体 之 - -的 样本 ytp 锥 ) ,那么 ,如 
何 乔 断 它 完 竟 属于 野 个 总 体 呢 ?这 就 是 判别 分 析 研 究 的 门 题 . 

判别 分 析 在 社会 科学 ,自然 科学 .工农 业 生 产 和 日 常 半 活 中 都 有 广泛 的 应 用 . 
例如 医生 根据 病人 的 痊 状 和 检 栓 结果 判断 病人 人 患 倍 种 疾 六 

分 布 隙 数 机 fy if) ,本 (y) 可 能 完全 已 知 ( 宇 匈 情 况 }) ,也 可 能 部 分 未 
知 或 完全 未 知 . 对 于 后 两 种 情况 。 总 健 的 信息 通 带 不 是 以 对 样品 的 贞 属 作出 判 
断 , 需 要 借助 已 有 的 来 自 各 个 总 体 的 样本 的 信息 . 此 时 设 已 有 上 个 分 别 米 自 丰 ， 
人 的 独立 辐 分 布 样本 ; 


于 全 ， ,3 名 来自 G1, 
: (5-1) 
PT 
中 
称 式 (5-1) 中 请 样机 为 训练 样本 . 记 = Dm 
y= Lp 
{5-2) 
Si = Se YO -~ yO) {1 = 1,2,° sk), 


本 音 介 绍 判别 分 析 中 的 三 种 肖 用 方法 : 贰 离 判 别 、 风 叶 斯 (F. Bayes) 判别 和 费 
希 尔 判 别 . 这 三 种 方法 都 是 按照 各 自 的 准则 把 p 维 欧 氏 空间 Re 分 成 个 互 不 相交 
的 区 域 { 集 合 }Di, Dy,… ,D4 ,并 称 | Di, D2, De! 为 Rr 的 一 个 划分 ; 当 样 品 了 所 
DD; 时 ,判定 y 米 自 总 体 蕊 . 
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5.1 证 高 判别 


假定 第 i 个 总 体 的 均值 和 协 方差 阵 分 别 为 wn 和 下, = 1,2，, 且 它们 
都 是 已 知 的 ,那么 样品 ?与 总 体操 的 马 喻 拉 诺 比 斯 距离 ( 简称 马 氏 距离 ) 为 


cy 一 (Cy _ DJTYTLCy 加 站 { 二 1.2,，--… ,大 ) ， 
if 越 小 ,y 与 总 蛋 己 越 靠 近 . 芋 
Dy 0) < dy, 0) (jij = 1,2,.",k), {5-3) 
则 判 y 来 自 志 .车 
dp,G) = = dy 6G ) < Ey, 6) 
(jg = 112 = 1,2,.,k), {5-4) 


La F 来 日 GG 中 件 一 个 均 可 。 i 
DD, 二 {x € Re ,dx,G) T(x, 6G), Ea 5 二 1,2,---,£| (2 三 1 2 
(5-5) 
把 集合 D', Dy 了 Di 间 的 边界 制 归 相 邻 集合 中 的 一 :个 ,其 结果 记 为 已 :DD, 
| 在 Rr 的 --- 个 划分 s 判别 规则 式 i5-3) 和 式 (5-4) 化 为 ¥ 
E 时 判 y 来 自 G 
当 WD 一 WY 一 """ 本 入 一 区 时 
By 6) Py G) -2p ESE) Vp -RD)， (5-6) 
称 
下 全 + TYr-1r fu (i) 
Wy) = Cy ET -AD) 
为 判 雇 琢 数 , 它 基 ?的 线性 画 煞 . 此 时 , 式 45-3) 化 为 
Wty) > 0 《了 (35-7) 
式 t5-5) 化 为 
D', = ixrE Re WAT) > 0 天 证 六 = 1 2 (5-8) 
在 通常 情况 下 ,ge'? 和 V9 都 是 未 知 的 . 这 时 假定 有 训练 样本 式 (5-1) ,并 分 
| 
Re = yi), (5-91 
PD = Cm -1)-'8,, (5-10) 
来 生计 yj 和 VD,i = 1,2,-…,, 此 姓 的 y 中 和 驴 见 式 (5-2). 还 可 假定 YD,i = 
1,2,…, 上 都 是 非 奇异 的 . 把 全 9 和 合 ( 分 别 代替 式 (5-5) 中 的 jg 中 和 TY ,并 约 
证 DD DD, 癌 这 界 点 的 归属 , 便 得 到 Rr 的 一 个 划分 | 有 国 当 符 
判 样 名 万 DD 时, 判 了 来 自 好, 当 Tn 三 LA 三 ""” 二 Ve 区 时 ,at 的 估计 全 CD 
仍 由 式 (5-9) 给 出 .的 一 个 常用 估计 是 
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[9 
他 = {nn— hk) 5S,. 
1=1 


用 AD 和 吾 分 别 代替 式 15-8) 中 让 和 后 ,约定 Di ,…,D' 间 边界 点 的 归 
属 , 便 得 到 R? 的 一 个 划分 iD ,Di,…, 访 | . 当 符 判 样品 yy 百 时 , 判 了 来 自已. 

这 样 的 判别 方法 称 为 距离 判别 ,距离 判别 的 :个 优点 旦 直观 , 旦 只 用 到 总 体 
或 样本 的 前 二 阶 矩 ， 


s.2 贝 叶 斯 判别 


员 叶 斯 判别 是 幢 叶 斯 央 策 在 判别 分 析 中 的 应 用 . 

在 兰 别 分 析 中 ,统计 决策 三 要 素 的 具体 表现 如 下 : 

{1) 样本 空间 和 分 布 族 .前 者 旺 样 品 ?了 的 值 域 Re?; 分 布 族 为 | Fi(y)， 
(yy) (yy) ,其 中 下 为 第 i 个 总 体 在 的 分 布 . 设 玉 (y) 的 分 布 密度 两 数 为 
ty). 

(2) 行动 空间 .如 = | el em 采取 行动 mw 表示 判定 3 来 自己. 

(3) 损失 函数 上 ia) = cj 让 ,cil = 0 天 7 时 0< eljlD) < 加 和 
1 = 1,2,… ,上 .1(i,@) 表示 当 实际 上 来 自 Gi 而 判定 y 来 自如 时 所 造成 的 损失 . 

判 深 蚜 数 By) 与 序 的 -个 划 秀 | 及 ,Da , 记 | 相对 应 , 洁 且 充当 yy 万 DD 时 
{yy) = a,; 即 采取 行动 oa,. 这 个 判 央 函数 在 了 实际 上 来 是 时 的 损失 为 


Li Di Da De) = Doli | DIply) = el D) 1 (y), 
其 中 
_ {1 (y € D), 
p0) = 1 (其 他 )， 
判 蕊 函数 1D1,D ,及 | 的 风险 函数 为 


此 
RO DI DG = )| pay, 
r=1 时 


其 中 是 人 1 在) 表示 在 总 体 G&G 的 分 布 呈 下 求 期 望 . 
假定 依据 专业 知识 或 经 验 在 得 到 样品 3 之 前 就 知 利 往 浏 样 柄 来 自 & 的 概率 为 


为 先 验 要 分 布 4 一 一 441， 


qa el 称 为 先 验 分 布 . 如 果 在 过 去 的 mw 个 样 骨 中 ,大 mm; 个 米 自 在 ; 则 可 取 g = 
mem = 应 于 先 验 分 布 gq 的 内 时 斯 风险 为 


上 吕 上 
RD Dos , Dr) 一 > gR(is; D', Dy,", Di) 二 De | 让 


设 fDi, 记 ,…, Ds! 是 Re 的 一 个 划分 . 若 对 于 R? 的 任 一 个 划分 1D ,Ds”， 
,DD,” i ,都 有 
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ROAD, Das Do) a RAD ,Ds ,Dh ), 
上 还 结果 , 记 
hly) = > acd | 号 
D, = Heh) < hE) pi ha 上 
当 h (xo) = hi (xo) = hi Cxo) < h(xo)st jt = 1,2,…: ,上 有 时 ， 
把 xo 归并 到 DD 下 的 某 _ 个 其 结果 1 已 Di 便 是 关于 9 的 
由 叶 斯 判别 解 . 
当 ef | 2) 二 a i 一 1,2,…, 廊 时 ,DP' 简化 为 
Di = x: gf (x) > SEE 人 天 六 = 1,2,.,k|. (5-11) 
这 个 D', 的 直观 意义 很 明确 .f(y) 综合 了 总 体 G 的 先 验 信息 g; 和 6 的 样品 信息 
请 (37), 因此 ,of(y) 大 时 ,应 该 判 y 来 自己 . 称 fy) 为 第 j 个 判别 阔 数 ,j = 1， 
2 
例 1 设 忆 的 分 布 为 NC Vi = ee = oy,ij =1, 
2， -…, 上 下; 完 验 分 布 次 位 二 {gL 2 > 0,1 二 1,2.… 上. 式 (5-11) 化 为 
= | 了 :8 > BF) #1 = 1,2,..,k|, (5-12) 
其 中 
EY) = lngi — pa | VD 4- 2y( 二 TD 一 OTDR 
注意 到 在 正念 假定 下 ,Pj ,Py,…,D' 间 的 边民 的 概率 为 省 ,因此 ,可 把 上 , 严 ，， 
,Di 视 为 R? 的 一 个 划分 . 称 gy(y) 为 第 /个 判别 函数 , 已 是 了 的 二 次 省 数 ,j = 
| ,之 
当 VD = TY = … = 有 是 一 一 区 遇 , 判 别 函 数 简 化 为 
(3 = lng, 一 DV 十 HAT Vy, 


它 导 3 的 线性 隔 数 . 上 是 D'; 化 为 
下 = Tp:b(y) > by i ji = 1,2,.,k|. (5-13) 
又 车 名 = 1 = 1,2,, 下 ,网 D', 化 为 
有 = yy tO Tp 0) > 0 jE = 1,2 bl 
(5-14) 


ef 


这 与 距离 判别 一 致 . 

当 总 体 的 分 布 密度 太 (7) , 户 (9) ,让 (8) 未 知 战 部 分 未 知 时 ,必须 用 训练 样 
本 式 (5-1) 来 对 未 知 基 作出 估计 . 下 面 以 例 1 为 例 来 说 明 . 

1 和 VY? 的 估计 分 别 为 


站 = yy", (5-15) 
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FD nt):s, (i = 1,2,., hk). 
此 处 的 y 利 有 见 式 (5-2). 为 保证 Ya 有 逆 , 施 加 条件 二 p+ 1,i = 1,2,-…， 
上 .把 全 吕 和 客 9 分 别 代替 式 (5-12) 中 的 和 VF 得 到 六 1, D's,… ,Dp. 当 样 品 


rh: 
y E 及 ,时 , 判 》 米 自 G. 当 VD = VD =- … = VD-V 时 ,用 


P= (有 -> 3， 


=1 


作为 闻 的 估计 .把 二 中 ( 见 式 (5-15)) 和 他 分 别 代 蔡 式 (5- 13) 中 的 Bt 和 下 得 到 
RR? 的 划分 和 DD ,Di'), 当 样品 yD 时 , 判 y 来 日 6. 


5.3 寓 希 尔 判 别 


费 希 尔 判 别 的 准则 和 方法 是 统计 学 的 主要 奠基 人 费 希 尔 于 1936 年 提出 的 . 先 
介绍 器 希 尔 判 别 分 析 中 要 用 到 的 -个 代数 引 理 . 

引 理 1 设 4 利 召 都 是 严 阶 实 对 称 符 阵 ,日 吾 正 定 . 半 8-?AB"~z 作 谱 分 解 ， 

BiAB-: = Pdiag(Ai,A2,.,An) P', 

其 和 和 1 守 和 9 守 是 量 -24B-+ 的 特征 根 ,m 阶 止 交 年 阵 P 的 第 i 列 p, 十 相 
应 于 的 特征 向 量 , 旭 有 

1 44,42,… A 也 是 如 -14 的 特征 根 ; gq. 一 一 8-+p. 是 号 -44 的 相应 于 的 特 
征 向 鲁 ,i = 1,2,…,m, 月 gq "Bg = 六 = 1,2,…,m. 


上 1 
2 max A = 4 , 旧 棚 值 在 人 = 41 处 达到 ; max 和 - Xz; 且 极 值 在 a 


了 Bi=1 Boa=|1 
« Be = 
二 4 外 达到 . 
一 般 呈 ,对 于 k= 3 
0 Ar 1 
， 了 一 人 
a -1 tx He 
Bo, =0 
让 = 下 


且 极 入 在 mr = gq, 处 达到 ， 
5.3.1 两 总 体 的 费 项 尔 判 别 


设 有 其 个 疡 维 总 体 各 和 三 ,它们 的 均值 分 别 为 和 兵 2 , 协 方差 乍 阵 分 别 
为 VD 和 T2 .又 设 随 机 向 基 ， 米 自如 或 台 . 

费 希 尔 判别 的 基本 思想 是 , 找 一 个 方向 gat 维 向 霸 ) ,使 得 在 这 个 方向 上 总 体 
0 与 名 的 差别 最 大 ,也 就 是 在 名 下 wy 的 总 体 品 与 在 吕 下 ery 的 总 体 G2 的 
益 别 臧 太 3; 当 站 确定 之 后 ,对 于 待 判 定 的 样品 加, 如 果 mw 与 皇 。 的 距离 小 aTyo 
与 已。 的 点 离 , 则 苦 yn 米 自 太 ,否则 判 yo 来自 6. 
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1， 与 刀 。 的 差 儿 4 用 "ay 在 局 和 三 下 均值 之 差 的 平方 与 # 合 在 外 各 己 
下 方 莽 的 和 之 比 " 来 刻 另 ,好 


2 a 一 TD 
A = 所 二 | VOYa 
自 施 此 获 (Schwarz) 不 等 式 ,2 的 最 大 值 在 
站 二 et Vl + VO- _ 2 ) 

外 达 色 ,此 侍 = 是 任意 非 零 常数 . 因 呈 与 人 的 长 麻 无 英 , 页 不 六 取 cc = 1. 于 是 wo 
VD yD)-1(ptD _ pp 只) 就 是 所 求 的 方向 , 称 a0y 为 费 希 尔 判别 函数 . 记 
e, = Etaly | 6G) = (pO pT VD + Vp'D, 

到 二 varf 站 上 | 石 :) 二 al Vi go (Ci 一 1,2). 

aly0 与 Ci 的 直 氏 只 离 为 
dadyo G0) = vitadyo ~ 6.) = 
vi (te 国 站 VD + 局 _ HY, (5-16) 
当 yo < Cadyo; C2) 时 , 判 yo 来 自 局 ,省 则 判 yo 来自 5. 
Vy 时 有 =H 
dod yo, C1) < dadyo, G2) 
等 价 十 CD -ROOT -六 CD + 0)) > 0. (5-17] 


申 此 可 知 , 当 Yu = YY 时 , 费 希 尔 判别 与 想 离 判别 一 致 ， 
导 上 3 ,yt 未 知 时 ,用 训练 样本 式 (5-1){% = 2 情形 ) 分 别 给 出 上 中 和 VD 的 


佑 计生 = 有 0 (148 = 1,2. 把 它们 代 进 忒 (5-16), 并 根据 前 述 的 
判别 规划 确定 样品 部 的 归属 . 当 V = Y 四 一 y 时 ,用 人 =- (4 一 2)-1(81 45) 
作为 多 的 估计 . 把 全 人 0 和 侈 代 入 式 (5-17), 并 据 此 判断 yo 的 归属 . 

5.3.2 多 总 体 的 费 希 尔 苦 别 


假定 Ek 宇 3) 个 了 维 总 体 旧 ， 台 ;的 均值 分 别 困 有 合生 , 它 
们 有 和 相 问 的 起 方差 下 阵 Y.p 锥 随机 向 量 y 来 自 这 上 个 总 体 之 全 人 玉生 
各 YY 通常 是 末 知 的 ,用 训练 样本 式 (5-1) 给 出 它们 的 估计 阁下， 


RD = 有 9 (i = ] ,2 大 )， 
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矩阵 
A NB -有 (ED DT MY FD -有 
是 天 个 总 体 均 值 之 间 差 异 的 一 个 度量 . | 
个 总 体 费 希 尔 判 别 的 思路 基 , 先 找 r 个 方向 a ;6o.…, a.{ 都 是 pp 维 向 其 ,r= 

min|jp, 1},r 待定) ,使 得 在 每 -个 方向 上 ,总体 铅 , 久 ,GG 间 的 差别 尽 可 能 
大 , 且 qly,aly,aly,…,aly 两 两 不 柑 关 (期 样本 协 方差 ae = 0,i 关 了 时 ) ;然后 
用 这 上 + 个 判别 函数 gly ,aly ay 来 构造 判别 规则 . 出 于 

不 

za = 人 (ay 全 - y))’ 

1=1 
是 epy 在 个 不 隔 总 体 下 均值 凑 异 的 “个 度 基 ,aTVa, 是 ay 的 样本 方差 ,所 以 
iAa, 
ea 他 wa 
是 在 @; 方向 上 上 个 总 恒 间 差异 的 一 个 度量 . 这 样 问题 使 册 结 为 选择 qm, 使 得 A 尽 
可 能 大 . 因 4: a 的 长 度 无 关 , 丰 不妨 取 a 使 sa = 1. 上 下面 利用 引 理 1 来 找 a.. 


ae 


设 千 旭 六 > 0 是 他 -414 的 所 有 非 零 特 征 根 . 了 . 是 相应 于 入 , 的 特征 
向 时 ,满足 


4 = 


TV9， = 5, (Ci,j = 1,2,.,m). 
依 引 理 1,4; = 六 是 要 找 的 第 ;个 方向 ,5 = 1,2,…,m. 盾 有 
二 no 
TE ida 个、 ， 
本 i， 二 记 )， = A Ci, = 1.2,.'" ,mm), 
J 人 2 


称 ap 为 第 i 个 判别 式 ,i = 1,2,…,m. 通常 ,选择 前 几 个 判别 式 就 够 了 . 
个 数 r 的 选择 如下 :从 第 守 个 总 体 样 本 的 重心 站 到 站 个 总 司 所 有 样本 的 重心 


y 的 马 氏 距 高 为 (90 一 TY- 中 下 ), 所 以 
A? = yo -yy yy) 
是 上 个 总 体 分 离 程度 的 一 个 度量 . 注意 到 
A = ty iA = > 


而 如 前 所 述 ， 
T Ne 
2 


是 在 第 ;个 判别 函数 fry 下 上 个 总 体 分 离 程度 的 -个 度量 ,个 大 表明 4 的 页 献 大 . 
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党 小 于 m 的 自然 数 请 是/ > ,接近 1 时 ,选择 ，- 人 即 可 
选择 了 + 之 后 ,判别 规则 如 下 ;对 于 待 关 样品 yo, 若 
Do - YY) < > (ayo - yO (sis= 112.",k), 
即 基于 前 ? 个 判别 函数 ,yo 与 6 的 样本 重心 最 近 , 则 判 yo 米 自 公 . 若 
Doyo -了 2))? = … = 六 (了 al(yo 一 yu))? < ya AFT(yo — 7))? 


了 一 


{3 En hp ,2s 三 5 2 
册 浏 Fo 来 自 六， 和 人 rs Gi 中 在 一 个 均 可 “ 


6 了 xy 列 联 表 


列 联 表 是 两 元 或 多 元 频数 表 , 被 广泛 用 于 各 种 调查 数据 的 汇总 . 考虑 两 个 离 
散 型 随机 变量 4 和 8B,4 取 值 1,2,…,f,8 取 值 1,2,…,J. 今 py 表示 4 = i 有 B= 
/的 概率 , 即 

p= P(A=iH=). 

假定 对 于 所 有 (站 部 有 0 < py 所 1. 表 56-1 给 出 了 两 个 . 值 随 机 变量 4 和 B 的 联 
合 概率 分 布 ,4 和 8 取 值 为 1 或 2, 令 中 表示 样本 中 4 = 工 18 = 了 的 个 体 的 频数 . 
四 个 非 负 整数 《mu， 形 ]2， Hal: nm) 构成 的 频数 表 称 为 2x2 列 收 表 ， 为 (i 门 档 内 的 
观测 频数 ,如 表 6-2 所 示 . 本 章 主 要 讨论 两 个 离散 型 随机 空城 的 概率 分 布 、 相 关联 


系 的 测度 和 假设 检验 . 
表 6-1 起 6-2 
B=1 B=2_ _ B=1 B=2. 
4=1 Pll Piz 4=] Ru 12 
劝 = 二 2 Fal Pa 站 = 2 R21 nm 


6.1 离 藤 型 散 据 的 概率 分 布 与 抽样 模型 


当 抽 样 调查 是 在 规定 时 间 内 进行 ,不 艰 制 样本 量 的 情况 下 , 常常 假定 频数 
© R17r Td nm 服从 独立 的 泊 松 分 布 
fin "N21 mr) 三 [1 [I 一 


其 中 参数 mm > 0, my 为 列 联 表 中 人, 门 格 内 的 期 望 频数 . 
如 果 事 先 限 定 了 样本 量 点 , 苑 mi + nt+ + mW = 帮 为 一 给 定 的 正 整 常数 ， 
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那么 ,由 让 松 分 布 在 给 定 N 的 条 件 下 得 到 频 故 (mi， N27 ， nrr) 服从 竹 项 分 布 


NI 方才 
fm ma Rg) 二 了 Il ps, 
I mt 
1=i11=1 
mm 
其 中 py = 全 


在 抽样 方案 设计 或 试验 设计 时 ,限定 了 行 边缘 总 和 (CN + ,Ny + ,Nj +》, 即 
R12 为 给 定 的 下 整 带 数 , 所 以 ,进步 可 得 频 
数 (nl Ts nr) 服从 乘积 多 项 分 布 


让 i + 
fF ns Ras , tr) 二 ul 1 Hz， 


=1 
其 中 pp = P(B = j14 = 站 为 给 定 4 = i 下 B= 的 条 件 概率 ,假定 p, = Ed4 
= 站 > 0. 类 似 地 ,可 以 给 出 列 边 红 总 和 (CN, ,2,…, 访 ,1) 给 定时 频数 的 联合 分 
布 


当 4 和 8 都 是 一 值 变 量 ( 即 = /= 2) 时 ,如 果 行 边缘 总 和 以 及 列 边 缘 总 和 
CN,, Naz, NN) 郁 固定 , 则 四 个 频数 {nl : 2 Ma: nn 中 异 一 个 可 以 自 由 蛮 
动 , 令 其 汶 凡 11 ， 0 Nl = MN), 时 ， Rir 服从 向 的 非 心 参数 为 出 的 非 心 超 几 何 分 布 


Nl N ,7 pr 
| R11 jw 一 i 
Finn = 四 Ny 3 

+ + t 
> k ){ 2 
其 中 参数 出 = piipnaxfpapa). 当下 > 1 时 ,可 互 换 王 式 的 行 下 标 和 列 下 标 , 特 
别 地 , 当 目 = 1 时 , 即 随时 变量 4 与 8 相 正 独立 ,得 到 超 几 何 分 布 


| Nz ) 
“nl Ni+ — Ml 


(x 


N= MN, + Ny,. 
超 几 何 分 布 抽样 模型 的 -个 著名 例子 是 费 希 尔 的 红茶 试验 . 英国 人 喝 红茶 时 
常 加 入 和 牛奶, 有些 人 是 先 将 红茶 倒 人 杯 中 ,然后 再 加 和 大 和 牛 妈 ;而 有 些 人 人 则 相反 ,先例 
人 牛奶 ,再 合 人 红茶 . 费 希 尔 对 一 位 妇女 是 可 能 区 别 这 两 种 冲 荣 方法 的 味道 进行 
了 了 试验 . 将 4 杯 先 倒 大 牛奶 和 4 杯 后 倒 人 牛奶 的 红茶 纲 “位 妇女 品尝 ,该 妇女 事先 
知道 这 8 杯 中 两 种 冲 茶 方 法 各 4 杯 ,因此 ,判断 结果 必然 证 各 4 杯 . 本 试验 得 到 的 数 
据 如 表 6-3 所 示 ,两 边缘 和 都 为 事前 固定 的 融 数 


finRn) = 


其 中 
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者 昌 -3 
判断 
”事实 先 冯 后 新 n 和 
先 般 4 
后 如 村 
利 S 


6.2 ”变量 问 相 关联 系 的 测度 


随 栅 变 基 4 与 8 相互 独立 的 充分 必要 条 伞 是 :对 于 所 有 的 和 j, 都 有 
Py = Pi+rprir 
其 中 
Pi+ = Dp Pri = 2 Ps- 
这 个 条件 等 价 于 :对 于 所 有 的 宇和 产 都 有 
Pri = Ptr 

寺中 p= P(A = 工 [有 = 门 = py/Ps4i 为 条 忻 概 宰 ,p,， > 0. 

考虑 4 为 - .个 暴露 因素 ,例如 是 否 抽烟 ,4 = 1 表示 抽烟 ,A = 2 表示 不 抽烟 ;8 
为 “个 响应 ,例如 是 否 患 肺癌 ,下 = 1 表示 患 肺 六 ,日 = 2 表示 未 患 肺 痛 . 度量 _ 者 
间 相 关联 系 强度 的 出 庶 之 一 为 相对 风险 (relative risk) 

RR = -2 中 肺 净 | 抽烟) _ pi 
P{ 目 肺 况 | 不 抽烟 ) 六 112 

RR = 1 意味 着 是 否 抽烟 与 是 柚 患 肺癌 相交 独立 ,RR > 1 意味 着 抽烟 是 肺癌 的 危险 
因素 ,RR < ] 意味 着 抽烟 对 肺 闹 起 到 预防 的 作用 . 

男 一 个 测度 是 风险 莽 (risk difference) 

RD = Pt{ 患 肺癌 | 抽烟 ) - 中 患 肺 痛 | 不 抽烟 ) = pin - pilz. 

RD = 0 意味 着 抽烟 与 肺 痛 相 互 独立 ,RD > 0 意味 着 抽烟 是 肺癌 的 危险 因素 , RD < 
0 意味 着 抽烟 对 肺癌 起 到 预防 的 作用 . 

流行 病 学 的 队列 研究 将 研究 的 人 群 分 为 暴露 组 和 非 浴 露 组 ,在 一 定时 期 内 观 
罕 两 组 的 发 病 率 ,由 此 可 以 估计 相对 风险 和 风险 差 . 但 是 ,对 于 罕见 闭 病 ,暴露 组 
和 非 暴 替 组 必须 足够 大 ,并 且 时 间 也 相当 长 ,否则 ,可 能 观察 不 到 发 病 的 个 体 . 对 
于 罕见 病 的 研究 ,为 了 节约 研究 费用 和 缩短 时 间 ,流行 病 学 常 采 用 病例 对 照 的 方法 
进行 研究 ,针对 一 组 病人 ,寻找 一 个 未 患 该 病 的 人 群 作为 对 照 组 ,调查 他 们 的 暴露 
情况 . 由 于 病 启 对 照 研 究 仅 能 得 到 给 定 患 病状 况 下 景 露 情况 的 依 息 ,因此 ,无 论 样 
本 量 有 党 大 ,都 得 不 到 相对 风险 的 精确 估计 . 病例 对 照 研 究 常 采用 下 面 的 出 值 比 
Codds ratio) 来 度量 两 变量 癌 的 相关 联系 : 


mm 
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OR - 一 上 (抽烟 | 患 肺癌 )vP( 沾 抽烟 | 感 肺癌 ) 
”P( 抽 烟 | 未 患 肺癌 }/P( 不 抽烟 | 林 忠 肺癌 ) 


OR = 1 意味 善 抽 燃 与 肺癌 相生 独立 ,OR > 1 意 昧 着 柚 烟 是 肺癌 的 总 险 因 素 ,OR < 
1 意味 善 抽烟 对 肺癌 起 到 预防 的 作用 ， 
OR 可 以 改写 为 
DR = PiP2 _ Pt 抽烟 , 患 肺 赠 ) Pt 不 柚 烟 , 木 患 肺 粮 ) 
pupa ” 户 ( 抽 烟 , 未 旧 肺 癌 }P( 不 抽 英 , 患 肺癌 ) 
_ _ 了 (上 趾 肺 瘤 .| 抽烟 ). ( 1- 上 患 肺 癌 下 
PP 上 忠 肺 癌 | 不 抽烟 } 1 - 已 串 肺 阁 1 抽烟】 六 
如 果 无 论 崇 储 还 足 不 暴露 ,发病 率 都 很 要 , 即 罕 见 病 , 那 么 
1 -PP( 患 肺病 | 不 抽烟 ) | 
1 - 庆 患 肺癌 | 抽烟) 一 
在 此 情况 下 ,比值 比 亲 近 航 作为 相对 成 险 的 估计 , 即 RR = 0R. 
下 面 的 四 个 条 件 是 相互 等 价 的 : 
(D4 与 8 相互 独立 , 即 对 于 所 有 i 和 j ,py = pisp,; 
(2) RR = 1; 
(3) RD = 0; 
(4) OR = 1, 
值得 注意 ,除非 是 随机 试验 研究 ,上述 的 测度 只 能 去 到 变量 间 相 关 性 联系 的 强 
弱 ,而 不 能 表示 因果 关系 的 晶 弱 . 根据 观测 研究 进行 因果 推 新 时 ,必须 慎重 考虑 ， 


排除 混杂 影响 . 
RR, RD 和 DR 的 样本 估计 分 别 为 
RR = PCA = RH 
Noy Th hi har ni Nal 


6.3 ”独立 性 假设 检验 


本 节 介 绍 尖 于 随机 变量 4 与 8 相生 独立 的 假设 检验 ,你 为 独立 性 假设 检 难 . 候 

设 
Ho: py = Pirpri (i 一 1,2,.., 1; 一 1 .2 

其 中 了 为 变量 4 的 水 平 个 数 ,y 为 变量 吾 的 水 平 个 数 . 令 ms 和 nj 分 别 为 i 行 和 j 
询 的 频数 和 . 零 假设 二 下 ,期 望 频数 的 最 人 似 然 估计 为 
ms 三 + 
对 立 仿 设 为 存在 :个 :最 的 衬 关 ,后 :存在 革 个 1 站, 志 关 有 Pi- 下面 所 有 的 统 
计生 都 用 于 检验 独 雯 性 等 假设 . 


6.3.1 皮尔 进 卡 方 统计 量 
皮 乐 还 - 卡 力 统计 量 注 重 观测 频数 与 期 望 频数 的 差 ,统计 其 定 习 为 
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i Cm ma) 
人 


9, 在 零 候 设 下 半 近 服从 自 出 度 为 (了 - De - 1) 的 卡 方 分 布 . 
6.3.2 连续 性 修正 卡 方 筑 计 量 
耶 艾 (F, Yates) 提出 连续 性 修正 卡 方 统计 基 


= >».¢ mm na {0.5) 


=1 J=1 


在 零 想 设 下 , 台 . 渐 近 服从 昌 由 度 为 (7 一 DC7 的 卡 方 分 布 . 
6.3.3 似 然 比 卡 方 统计 量 

似 然 比 卡 方 统计 民 注 重 观 测 频 教 与 期 因数 的 比 

在 零 假设 下 , G 新 近 服 从 自由 度 为 (1 - - yy - 1) 的 卡 方 分 布 ， 


5.3.4 费 需 尔 糙 确 检 验 


上 述 卡 方 统 计 基 是 在 N 很 大 时 浙 近 服从 卡 声 分 布 . 当 观 测 频 数 很 小 时 ,应 采 
用 精确 检验 方法 . 考虑 了 = = 2, 对 并 假设 为 而:OR 关上 .在 低 对 参数 OR 的 假设 
检验 感 兴趣 的 情况 下 ,可 根据 行 边缘 总 和 与 列 边缘 总 和 (mA mw 固定 
的 超 几 何 分 布 进行 独立 性 假设 检验 . 四 观测 频 教 m1 计算 赵 玫 何 分 布 的 概率 ,其 概 
癌 值 为 pu = nw) .双边 检验 的 p 值 有 几 种 计算 齐 法 . 

C1) 于 EE = 工 +1 UL = maxlO,NI+t MN, Mi = mntN, ,My,|, 
计算 相应 的 超 几 和 何 概率 值 /EE) ,p 值 等 于 所 有 小 于 等 于 pw 的 超凡 何 概率 值 起 后 
之 和 , 即 


世 


p= 2 大 各 


k= kp 
其 中 AE) 为 超 几 何 分布 , 求 和 是 在 AE) 小 于 等 于 观测 枫 率 po 的 条 件 下 进行 的 ， 
当 p 值 小 十 显著 水 平 a 时 ,拒绝 零 假 设 ; 否则 ， 零 假 设 是 柑 容 的 . 
{2) 邻 让 等 于 所 有 上 = ma + 五 的 超凡 何 概率 厌 后 之 和 , 即 


- Pn; 
并 了 号 , 令 pa 等 于 所 有 下 = LL, 上 +1， "Rl! 的 超 几 何 概率 Fk) 之 和 , 即 
pz = > 


如 果 pl 或 天 小 于 ax/2， 拒 笔 和 雯 假 设 ; 否则 ， , 零 假设 是 相 容 的 . 
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对 于 单 边 恰 验 来 说 , 当 备 择 假 设 为 癌 :OR < 1 时 ,p 值 等 于 pz; 当 备 择 假 没 资 
:OR > ] 时 ,p 什 千 上 pj. 可 果 p 值 小 于 显 蔷 水 平 &, 则 折 缮 堆 假 设 ; 否 则 , 零 企 设 
是 相 容 的 . 

关于 了 x 了 表 的 双边 检验 ,可 采用 米 特 - 派 大 (Mehta-Pateb 网 络 方法 计算 p 值 . 
有 些 统计 软件 ,如 SAS 系统 ,提供 了 该 算法 . 


7 2x2x 天 列 联 表 


本 章 特 别 讨 论 有 关 2 x 2x 天 列 联 表 的 分 层 分 析 方 法 . 

当 某 个 研究 仅 关 心 两 个 二 值 变 量 间 的 相关 联系 时 ,仅仅 根据 两 维 表 进行 统计 
推断 的 话 , 可 能 会 由 于 忽略 了 其 他 变量 ,造成 虚假 相关 现象 . 为 了 消除 其 他 变星 对 
所 关心 的 两 变量 问 相 美的 影响 , 可 采用 分 层 分 析 方 法 ,对 不 同 层 上 的 相关 进行 江 
总 . 本 童 虽然 仅 从 形式 上 考虑 二 个 离散 变 明 ,但 是 ,第 _: 个 天 值守 量 可 看 做 是 多 个 
变量 的 复合 . 


7.1 “辛普森 惧 论 和 标准 化 方法 


根 设 得 到 如 表 7-1 所 示 的 关于 吸烟 与 肺 冯 的 调查 煞 扩 ,设想 格 内 的 频数 都 素 
以 同一 个 大 的 正 整 数 ,或 者 将 其 作为 总 体 的 分 布 比例 ,那么 ,相对 风险 


RR = 100200 = 0-%0 
比值 比 
80x100 _ 
OR = 20 = O07 
风险 兰 
100 
RD= 200 -200 = -00 


由 此 看 出 吸烟 人 人群 的 患 痛 率 比 不 吸烟 信 群 的 患 况 伦 估 , 上 吸烟 似乎 是 - -个 挫 防 
因素 . 假若 调查 还 记录 了 性 别 , 根 据 性 别 分 层 的 数据 ,如 表 7-2 的 2x2x2 列 联 表 
所 示 , 男 性 的 相对 风险 RRI = 1.17 ,比值 比 DR = 1.56, 风 院 差 RD, = 0.10; 康 性 的 
相对 克隆 RR。= 1. 双 ,比值 比 DR = 1.71, 风 险 差 RD = 0. 雪 .由 此 看 出 吸烟 似乎 
变 成 点 肺癌 的 危险 因素 了 . 由 表 3-1 和 表 7-2 得 出 吸烟 分 别 对 男 媳 和 女性 都 有 害 
外 ,但 是 对 大 却 有 好 处 ,这 种 现象 称 为 辛普森 (I.Simpson) 导论 .进一步 假设 调查 还 
记录 了 年 龄 ,分 为 和 相 上 内 以 下 和 和 析 岁 以 上 两 个 水 半 ,得 到 下 7-3 所 示 的 2x2x4 列 
联 表 , 那 之 由 表 7-3 会 发 更 吸 烟 对 于 各 个 性 别 年 龄 层 的 人 都 又 似乎 变 为 预防 央 素 
了 .这 表明 ,调查 设计 和 统计 分 析 都 需要 认真 考虑 背景 灾 相 :否则 ,可 能 得 出 虚假 相 
关 的 错误 结论 . 
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表 7 了 -1 表 7-2 
患 肺 瘤 未 思 肺 交 行 总 和 男性 玄 性 ” 
吸烟 WD 20 200 患 肺 疡 本 患 肺癌 患 肺 痪 未 患 肺 焰 
不 昭 烟 10 to 20 _ 吸 庆 35 15 45 105 
RR = 0.80 不 豚 烟 3 6@ 1 40 
DR = 0.67 RR = ].17 RR，= 上 .350 
RD = 0.10 OR = 1.56 DR = 1.71 


RD = 0.10 RD = 人 0. 


表 7-3 
-年龄 _ . 三 和 岁 _> 和 畴 
性 别 男 ”去 勇 - 去 
点 况 林 虑 凯 上 患 岂 林 目 痪 吓 痪 本 患 扬 ” 目 净 未 患 尹 
吸烟 5 be 向 和 0 hh | 5 
| 如 55 5 5 0 3 5 35 
RR = 0.% RR = 0. FRR = 0. 结 | RR» = 0.67 
OR 二 0.% DOR, 圭 从. 向 全 Ron = .HX ORy, = 0D. 
RD = - 0. Rh = -0.06 RD = -0.11 RD = -0.04 


1973 年 加 利 福 已 亚太 学 怕 克 莱 分 校 针对 研究 生 入 学 中 是 否 存在 性 别 歧 视 进 行 
了 观测 研究 , 性别 与 录取 的 数据 如 表 7-4 所 示 ,男生 录取 妾 约 笠 免 ,而 女生 录取 率 
约 35 名 , 伺 乎 存在 性 别 歧 视 的 问题 . 但 是 ,根据 学 生 报 考 的 妇 业 分 层 后 ,发 现 每 个 
专业 都 不 存在 性 别 歧 视 问题 ,即使 存在 ,也 是 排挤 男生 . 表 7-5 给 出 一 部 分 专业 的 
数据 , 表 中 的 6 个 专业 的 考生 下 全 校 100 密 个 专 炎 总 考生 人 数 的 173 以 上 . 由 此 看 
出 表面 上 女生 录取 率 比 男生 录取 率 低 是 因为 女生 比 男 生 和 型 篇 爱 报 考 录 上 服 率 低 的 专 
业 . 为 了 排除 男生 与 女生 报考 专业 分 布 的 不 同 带 来 的 影响 ,可 以 选择 一 个 标准 的 
报考 专业 分布 ,如 选择 表 7-5 中 最 后 一 行 ,将 报考 各 专业 的 人 数 的 分 布 作为 标准 分 
布 . 以 该 分 布 为 标准 ,对 男生 和 女生 的 报考 分 布 进行 修 下 . 男生 的 由 和 正 后 的 标准 化 
录取 率 为 : 

(0.62 x 933+0.6x 585 + 0.37 x 918 +0.33 x 792 + 
0.28 x S34 + 0.06 x 714) 4526 = 0.39. 


表 了 -4 
录取 未 未 取 总 .和 | 
男生 /信人 3738 4704 3442 
生 ”人 1494 877 4321 
表 7-5 
专业 点 RB i D E F 
页 下 秆 请 人 人数/ 人 325 0 45 417 191 373 
录 职 百分数 ”名 57 63 37 33 28 5 
女生 申请 人 人 人数/ 人 i108 35 59 15 3 3 
录取 百分数 “ 忽 82 58 34 35 24 7 


人 人数 之 和 7 人 9 385 9 如 T32 584 3714 
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女生 的 伺 下 后 的 标准 化 录取 率 为 ， 
(0.82 x 933 + 0.08 x 585 + 0.34 x 918 +0.35 x 792+ 
0.24 x 584 + 0.07 x 714)/4526 = 0.43. 
标准 化 录取 率 排除 专业 分 布 带 来 的 混杂 影响 后 ,发 现 女 后 的 标准 化 东 取 率 略 高 
于 男生 的 标准 化 录取 宰 . 


7.2 公共 相关 测度 的 估计 
寺 虑 两 个 二 值 随机 变 层 4 和 和 B，- 个 下 值 随机 变量 仿 py 和 nr 分别 表示 ti， 


让 克 ) 格 内 的 概率 P(A = 六 站 = 六 和 = 全 和 观测 频数 . 对 于 避 = 上 的 层 ,该 层 的 
相对 风险 和 比值 比分 别 定义 如 下 : 


RR, = PIB=1IA= 1,C= £) 
tT PIB=1IA= 2,0C= k). 
OR PiA=1,8B=11 C {t4 = 2 让 =21LC= 8) 
tT PlaA=1B-=-210C= PA=2B-=-110= kk) 
当 各 层 的 某 种 相关 测度 相等 时 ,如 RR = RRz = … = RR = CRR, 称 CRR 为 


公共 相对 风险 . 类 拟 昌 ,可 以 定 六 公共 比值 比 COR, 下 面 人 区 给 出 公共 相对 风险 CRR 
和 公共 比值 比 COR 的 曼 特 尔 - 享 塞 尔 {Mantel-Haenszeh 眉 计 和 对 数 单位 (Logit) 估 
计 .它们 的 最 去 似 然 犀 计 不 能 由 显 式 表示 ,可 以 粹 用 无 : :因子 变 互 项 的 对 数 线 性 
模型 计算 公共 比值 比 CoR 的 估计 ,和 参见 第 8 音 . 

7.2.1 村 特 尔 - 亭 塞 汞 估计 


CRR 和 COR 的 曼 特 尔 - 字 带 尔 估计 分 别 


Dm 
Ea Rk 
OE Sh 
四 RoR 
mt 二 DR + 
3 
名 -Panaak 
过 了 十 十 
OR = 一 -一 ， (7-1) 


其 中 ,频数 下 标 中 的 “+ ”表示 在 相应 下 标 上 频数 求 和 ,例如 ,mh = ng 


公共 相 美 测度 的 置信 和 区间 有 很 多 种 近似 ,下 面 给 出 - -个 近似 式 , 令 :为 标准 正 
态 分 布 W(0,1) 的 100(1 -zxz2) 百 和 分 位 点 . 吕 为 下 一 节 将 给 出 的 柯 克 伦 - 曼 特 尔 - 享 
塞 尔 (CocharamManiel-Haenszel) 统计 量 . 公共 相对 风险 CRR 的 100(1 - ag) 免 百 分 置 
信和 区 间 为 : 
如 果 隔 wm > 上, 则 为 
[ RR- ， RR ? ] ， 
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当 ERhw < 【时 ,交换 该 区 间 的 上 下 界 . 
公共 比值 比 COR 的 00(1 -~ a) 名 百 分 置 信 近 间 为 ; 
如 果 GRnh > 工 , 则 汶 
[GOR 1- sw ,RE ]， 
xm 工时 ,交换 该 区 间 的 上 下界 . 
7.2,2 对 数 单 位 估计 
CRR 利 COR 的 对 数 单位 居 计 分 别 为 : 


2 unln HAR, 
RR = exp ， 


De 
共 中 
Rp yt 1 1 -1 .上 ， 
Lvartln 人 ng Rl " Halk Rark 
-RR ) 
用， 一 CC nLig i+ 
ET Cp/ noe) 
2 rlInOR, 
OR = exp| ££ |， 
wk 
二 
上 其 中 = [var( ln OR,) ]- 1 Ll tl lt., 


i We Nk roy” 

A Wa 2 

OR 【map 

公共 相对 风险 CRR 和 公共 比值 比 COR 的 100(1 - 和 百 分 置 信和 区间 分 别 为 ; 


[ae jet 
| | 一 J Ep | ， 


7.3 ”独立 性 假设 检验 


本 节 讨论 消除 背景 变量 对 两 个 二 值 变 量 独 立 性 假设 检验 的 影响 . 下 面 先 介绍 
几 种 汇总 统计 量 . 

7.3.1 柯 克 伦 - 要 特 尔 - 享 塞 尔 统 计量 

假定 各 层 是 析 互 独立 的 , 并 且 每 层 的 行 和 列 边 缘 频 数 四 定 , 相 关 程 度 也 大 体 一 


7 2x2x 天 列 联 表 ， 339 。 


致 . 零 假设 二 ;在 变量 定义 的 尾 一 层 上 , 变 基 4 都 与 变 工 召 条 件 独 立 , 即 对 于 所 
有 i,7 和 ,都 有 Pulk 二 BrlkPrilk: py ly We . 在 零 假设 下 ,对 应 的 
措 塌 是 重 趟 几何 分 布 , 则 柯 克 伦 - 黑 特 尔 - 享 塞 尔 统 计量 


点 
Dn i, a 
(> Nk 1+ a ) 


> hE Na eb Lh 2 


人 = 
(Rk 一 1) n4 7% 和 
当 零 假设 邯 为 真 时 ,0 统计 量 渐 近 服从 自 由 上 度 为 1 的 卡 方 分 布 . 连续 性 条 下 
统计 量 
( - 让 


下 和 
2 ! i 
nt -一 in 
li1k 五， L+ 记 二 1 
站 = _ k=1 
Symi, Wl 1 2 


1 
CA 一 Ln 

证 意 , 当 革 些 居 的 相关 廊 向 与 另 一 些 层 的 相关 方向 相反 时 ,9 和 0' 统计 其 的 

7.3.2 ”基于 对 数 线 ' 性 模型 的 检验 

零 假 设 为 变量 《 定义 的 每 - 层 上 都 有 变量 4 与 变 措 玉 条 位 独 立 , 即 

Ho :了 三 DOR, 二 "= ORE 三 COR = 1., 

年 第 8 意 将 介绍 该 等 假设 对 应 于 无 4 与 8 二 因 了 了 交 书 .项 的 层次 对 数 线 性 模型 
fa401[ BC]; 对 立 假设 为 各 层 比 值 比 相等 ,但 不 条 伞 独 立 , 即 铝 :OR， = DR = … = 
ORk = COR = 1, 对 应 了 无 三 因子 交互 项 的 层次 对 数 线 性 异型 [A4B8][ AC]LBC]. 检 
验 给 定 CE 下 4 与 下 条 件 独 立 性 的 似 热 


其 中 mm 名 亚 人 为 在 叫 下 期 望 频数 ma 的 最 大 似 然 估计 ,计算 产 法 见 第 8 章 . 当 零 假设 
Ho 为 真 时 ， 人 避 统计 量 奖 近 服从 自由 度 为 1 的 卡 方 分 布 . 
7.3.3 ”条 忻 独 主 性 的 精确 检验 


类 似 2x2 的 费 希 尔 精确 检验 ,基于 每 层 的 行 和 列 边 缘 频 数 固定 下 的 超 几 何 分 
布 ,计算 下 个 层 的 左上 和 角 频 数 为 | nai, = 1.2 ,天 | 的 超 几 何 务 布 的 概率 乘积 ， 
这 个 乘积 的 概率 值 可 表示 为 
plniutsk 三 | 二 [AR mi) ， 


其 中 所 p13) 为 超 儿 何 分 布 概率 . 表示 所 有 可 能 的 拓 个 层 的 左上 前 频数 为 jm mk 
= 1,2,…, 必 , 月 这 些 频 数 之 和 为 h( 即 > nu = 上 ) 的 荡 积 超 几 何 分布 概 率 之 
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和 为 
+ RY) = > Etn mk = 1,2,..,K). 
' 二 由 


n +*- +m 
ll+ HK 


根据 观测 频数 的 和 nr，= > ,ni 进行 精确 检验 . 令 等 于 所 有 可 能 的 有 3 
niy 的 乘积 超 儿 何 概率 g, fp 之 和 , 即 


pi = > E+ (hy. 
ha nil 
并 日 , 今 Pz 等 J 所 有 可 能 的 i 于 Ml]+ 的 溢 积 超 儿 何 慨 率 eh) 之 和 , 即 
pa = 2 gh),. 


如 时 pi 或 ps 小 于 xj2, 那 么 拒绝 零 假设 ; 震 则 , 零 假设 是 相 容 的 . 
对 于 单 边 检验 来 说 , 当 而 :COR < 1,p 值 等 pp; 当 Hi:COR > 1,p 值 等 于 pi. 
当 值 小 上 显著 水 平 c 时 , 措 绝 零 假 设 ; 否 则 , 零 假设 是 相 容 的 ， 


7.4 ” 同 质 性 恨 设 检验 


当 某 种 相关 测度 在 各 层 都 相等 时 , 称 该 测度 在 各 层 上 有 只 有 辐 质 性 . 
7.4.1 比值 比 同 质 的 布雷 斯 洛 - 戴 检 验 
零 假 设 为 以 变量 定义 的 每 一 屋 上 的 比值 比 相等 , 即 
Fo:OR = Oh = … = DRe， 
对 立 假 变 如 为 大 不成立 , 布雷 斯 阁 - 戴 (Breslow-Day) 检验 统计 最为 
Opp = v1 Lau — ma 
:=1 A 
其 引 Mg 为 方程 
有 外 ma 一 站 + 十 ms] _ GR, 
En 一 Pats [He 一 mrs} 


的 解 ,Oil 由 式 (7-1) 给 出 ; 


个 1 1 1 
P=|i~ + + + | , 
eal Ee Mrk 一 Phy Mk Rr 十 AAPL1E 
当 索 假设 饥 为 真 时 ,On 统计 基 疡 近 服 从 白 巾 度 为 久 - 1 的 卡 方 分 布 . 
7.4.2 比值 比 同 质 的 对 数 线性 模型 答 验 


零 假 谎 为 


Ho: OR = OB = … = ORx, 
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对 详 于 无 二 因 于 交互 项 的 对 数 线 性 权 型 [48][AC1[ BC]. 对 羡 很 设 Hi 为 品 不 成 
立 . 似 然 比 检验 统计 其 为 
0 = 2> 2) 2 rain 
- - 人 
其 中 mi 为 在 所 下 期 望 频数 mi 的 最 大 似 然 估计 ,其 计算 方法 见 第 8 章 , 当 零 假设 
Ho 为 真 时 , 名 统计 基 渐 近 服 从 自由 度 为 kK -1 的 卡 方 分 布 . 


7.5 ”相关 测度 的 可 上 压缩 性 


如 果 公 共 的 相关 测度 与 合并 天 个 表 得 到 的 边缘 表 的 由 关 测 度 相 等 ,那么 称 访 
测度 是 简单 可 压缩 的 ,或 简称 可 压缩 的 . 例如 , 今 OR, = 站 pas playpal) 表示 
合并 下 个 表 后 得 到 的 边缘 表 二 的 比值 比 . 当 OR = 0Rs = … = DOR = COR = OR, 
时 , 称 比 值 比 是 可 压缩 的 . 在 可 还 缩 的 情况 下 ,可 避免 阐 普 条 壕 论 现象 ,并 且 , 可 以 
在 压缩 后 的 边缘 表 上 更 有 效 地 进行 有 关 相 关 测度 的 统计 推断 ,如果 公共 的 相关 测 
度 与 合并 尾 意 的 若 于 个 表 得 到 的 部 分 边缘 表 的 相关 测度 相等 ,那么 称 该 测度 是 强 
可 压缩 的 , 例如 ,对 于 任意 四 亡 站, 二 ,天 | ,都 有 DR。 = OH 时 , 称 比值 出 是 强 可 
压缩 的 ,这 里 OR. = pupoux(paupais) 表 示 合 并 wm 中 对 应 的 各 层 表 得 到 的 部 分 边 


乡 表 上 的 比值 比 , pj, = >,psx, 可 压缩 性 对 于 调查 方案 设计 和 数据 分 析 忠 段 考虑 
上 本 四 


是 否 需 要 包括 哪些 背景 变量 ,哪些 背景 变量 可 被 忽略 的 问题 ,以 及 对 于 来 自 不 同调 
坦 的 数据 是 殖 可 以 人 台 在 一 起 进行 分 析 等 问题 , 握 出 了 -… 种 慰 准 . 强 可 压缩 性 对 如 
何 划分 背景 变量 的 水 平 提出 了 -- 种 方法 , 假定 所 有 {i,j,) 格 内 的 概率 px > 0. 下 
面 给 出 有 关 各 种 相关 测度 简单 可 压缩 性 和 强 可 压 绽 性 的 条 件 . 


7.5,1 相对 风险 

相对 风险 简单 可 压缩 { 即 RR = RR = … = ER = RR,) 的 两 个 充分 条 件 : 
bp 给 定 上 下 ,4 与 CC 条件 独立 ; 

ZB 与 C0 边 隶 独 立 , 有 RR = RR; = … = RRx. 


当 上 面 的 条 人 御 1 和 钮 之 .一 万 立时 ， 相对 风险 就 是 简单 可 压缩 的 . 

下 面条 件 3 与 条 件 包 等 价 : 

PB 与 忆 边 缘 独 立 , 且 给 定 丰 下 ,8 与 条 件 独立 . 

相对 风险 强 可 讨 缩 ( 即 对 于 任意 w E 11,2,…, 必 | ,RR。= RR, ) 的 充分 必要 条 
件 是 ; 

fp 给 定 有 下 ,4 与 和 条 件 独立 ;成 

加 旦 与 了 如 边 统 独立 ,县 RRI = RR = … = RRx. 

当 上 面 的 条 件 * 和 之 之 :一 成 立时 ， 相对 风险 就 是 强 可 压缩 的 ， 并 且 强 可 还 纳 
时 ,条 件 了 和 ?至少 有 -个 必定 成 立 . 
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7.5,2 风险 差 
克 险 差 简 单 可 压缩 ( 即 RD = Rpz = … = RDx = RD,) 的 两 个 充分 条 件 ， 
lt 给 定 B 下 ,4 与 屠 某 件 独 立 ; 
与 边 红 独立,H RD = RD = … -= RD.. 
风险 差 强 加 里 缩 { 即 对 于 任意 EC 1,… ,天 | ,RD。= RD,) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
le 痊 夫 下 ,A 与 分 条 件 独 立 ; 战 
BjC 轧 绿 独 立 , HL RD, = RD = … = RD.. 
3.5.3 上 比 慎 比 
比值 比 简单 可 压 过 ( 即 DR = OR = -… = DR = 0B,) 的 是个 充分 条 件 : 


1? 给 请 卜 ,4 与 条件 独 立 ; 
2 箭 定 4 下 ,下 与 C 条 件 独立 . 
比 慎 比 强 可 压 瘦 ( 邮 对 于 任意 w CE 11,-…, 开 | ,OR。 = OR,) 的 充分 必要 条 件 是 : 
1]” 给 证 吾 下 ,4 与 茶 件 独 立 ; 或 
2 向 定 4 于, 有 与 寻 条 件 独立 . 


3 对 数 线性 模型 


对 数 线性 模型 是 措 述 多 个 离散 型 变量 之 间 相 互 关联 的 模型 . 它 将 所 有 和 随机 变 
量 都 当 作 响应 变量 等 同 对 待 ,通过 模型 中 的 参数 米 描 述 变 汪 扯 下 之 间 的 各 种 菊 互 
作用 . 


8.1 三维 对 数 线性 模型 


令 4,B 和 CC 分别 是 水 平 数 为 1, J 和 攻 的 离散 型 随机 迹 盟 ,分别 将 变量 编号 为 
1,2,3, 今 ms 为 (Pt) 格 中 的 期 望 频数 . 三 维 的 饱和 对 数 线 性 模型 为 


Inmar = + + a + Ha 十 Ma) + HK) + np + tt 
其 中 
Dai = Da = Sac = D0. 


Sui = = Diy) = Su = Saw = Duh 三 Du = 必 , 


了 
> oa = oa 二 Fume = = 0, 


4 为 平均 效应 ; Us Way 3 分 别 为 4， 8, C 的 主 效 应 ; wi， 3 下 区 分 别 为 4 和 喇 ,4 和 
避 , 玉 和 的 两 因子 交互 谣 应 ;wn 为 4,B8, 侣 的 三 因子 区 卉 效应, 常 采 用 高 次 交互 
项 米 简单 过 示 -个 模型 , 称 为 生成 类 表示 法 , 这 个 二 维和 饱和 对 煞 钱 性 模型 用 生成 
类 表示 为 | 123] ,或 [ 4B8C] ,这 里 采用 前 者 的 表示 方法 . 


ber 
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注意 :这 里 的 交互 效应 仅 是 对 数 线 性 模型 着 义 上 的 交 村 ,它们 表示 妃 个 因素 由 
时 出 现时 ,对 期 望 频数 的 对 数 的 联合 影响 . 当 对 作为 十 物 交 互 等 实际 应 用 中 的 交 
竺 作用 进行 解释 时 ， ` 定 要 慎重 考虑 在 实际 问题 中 的 喜 下 分 祥 . 

饱和 异型 下 ,期 望 频数 的 最 大 似 然 佑 计 为 


ma = 开关 {Yi k). 
对 数 线 性 横 型 由 有 的 效应 为 零 时 , 称 为 眉 饮 和 对 数 线 作 模 型 . 在 :个 模型 中 ， 
如 果 一 组 变量 的 交互 项 为 零 时 ,包含 该 变量 组 的 更 高 次 侈 线 项 一 定 为 零 , 称 流 模型 
为 屋 次 对 数 线 性 模型 . 例如 ,模型 
lInma = H+ iy + lant yp) 
就 未必 层次 对 数 钱 人 性 模型 ,因为 它 无 志 项 ,但 有 合 袜 量 2 的 商 次 公 匠 项 wy. 
这 里 仅 计 论 常 用 的 层次 对 数 线性 模 耐 ,也 简称 沪 对 数 线 性 模型 . 层次 对 数 线 
性 模型 串 以 用 生成 娄 唯 一 表示 . 无 二 因子 侈 午 项 wn, 大 两 因子 交 筷 项 as 的 非 
饱和 对 数 线性 模型 为 
Inm = w+ En + Haj} + UA) + Ela) + nk) 
它 旺 一 个 层次 对 数 线性 模型 ,用 和 牛 成 类 表示 为 [12][23]. 该 模型 隐 含 :给 定 变 坛 2 
下 ,变量 1 与 变量 3 茶 忻 独立 ,该 模型 下 的 期 望 频数 的 最 太 似 然 居 计 为 


+ 下 + 。 ， 
ma = (CWE). 
jr 


无 三 国 子 交互 的 非 饱 和 对 数 线 性 模型 为 
Inmiat = B+ i + Wat + Ey + EY) + HL + rR)? 
其 中 效应 的 约束 条件 与 饱和 模型 移 条 忻 相同 . 它 是 :个 层次 对 数 线 性 模型 , 川 生 
成 类 表示 为 [12][13][231. 该 模型 下 的 期 望 频数 的 最 大 似 热 位 计 不 能 用 显 式 表 示 ， 
其 似 然 方程 为 


A. - 
My = 有 + Misk = Mitk? 二 


可 采用 上 面 的 夺 代 算法 计算 期 望 频数 的 最 大 但 然 们 让 . 
第 - 步 : 置 初始 值 . 对 十 所 有 六 天, 令 


全 t = 是. 
第 一步: 对 于 所 有 i,j, 上， 


及 一 


第 二 步 : 对 十 所 有 7 
信人 1 _ mt 
31+1) 
i 
第 四 还; 对 于 所 有 £1,j ,上 &， 
me tt 
tr2) 
Mi 
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重复 第 一 .三 . 旧 步 , 选 代 直 至 估计 值 疲 和合 为 止 . 
8.2 ”高 维 对 数 线性 模型 


本 节 介 绍 儿 个 启 散 型 变节 的 对 数 线性 横 型 . 为 简单 起 见 ,假定 模型 中 会 所 有 
主 效应 . 站 缺少 某 些 主 效应 时 ,可 以 将 模型 降 维 , 使 其 会 所 有 主 效应 .对 于 高 维 层 
次 对 数 线 性 模型 , 常 采 川 自 成 类 表示 该 模 异 , 它 列 出 所 有 最 高 维 互 不 包含 的 交互 
项 . 例如 ,= [12],113],[23]! 是 无 二 因子 灾 互 项 的 对 数 线 性 模型 .五 = a， 
eyes|l 为 生成 类 的 表示 方法 ,其 中 ,每 一 元 素 是 变量 的 了 集合 . 例如 ,如 果 生 成 
类 中 有 [12] 的 话 , 则 意 昧 着 wis 在 该 模型 中 ,人 ww 不 在 该 模型 中 . 

令 工 表示 煞 维 别 联 表 的 下 标 向 量 ,表示 表 中 的 -- 个 格子 . 当 。 为 一 变量 集合 
时, 表示 集合 < 中 所 有 变 基 构 成 的 边缘 列 联 表 中 的 一 个 属 上 . 有 些 对 数 线性 模型 
的 晨 大 似 榴 估计 有 显 式 表 未 , 忆 有 些 无 显 式 表 示 . 对 于 牛 成 类 为 EE = jelyeaz，…， 
es| 的 对 数 线性 模型 ,可 以 采用 下 面 饮 代 算法 计算 期 望 频数 的 最 大 但 然 佑 计 . 

第 一 步 ; 置 初始 值 . 对 于 所 有 i, 令 

mi = 1， 

仿 1 =D. 

第 二 步 : 对 于 也 有 i， 


A 
mh, 


mn 三 F 


rn 
mt 1 


其 中 mw 从 是 于 各 的 边缘 和 , 即 由 集合 el 中 的 变量 构成 的 边缘 表 中 期 望 频数 的 估 
计 . 
第 三 步 : 对 于 所 有 上， 


西 。 ~ 
m+) 一 rmt, 
m+ 
Er 
第 S+1 步 :对 于 所 有 上 
m+} 一 人 tr5-1) 
m5- 
号 


重复 第 一 至 5 + 1 步 , 逃 代 直 至 合计 信 收 化 为 庄 . 
8.3 ”对 数 线 性 模型 的 拟 合 度 检 恰 


检验 某 个 对 数 线性 模型 是 促 拟 合 观 测 频 数 , 常 采用 氢 合 诬 检 验 ， 
(1) 皮尔 逊 卡 方 检验 统计 量 


8 对 数 线性 模型 ，345 ， 


: - >) ( 灿 测 频数 一 其 名 顷 数 舍 计 )? 


期 望 频数 估计 
其 中 求 和 的 范 周 是 所 有 格子 
(2) 对 数 似 榴 比 检验 统计 革 


ee = 2>, 观测 频数 In( 机 强 要 本 代 T ] ， 


观测 频数 为 m ,期 望 频数 估计 为 该 模型 下 的 期 望 频数 的 最 大 伺 热 估计 观 ;. 当 

模 虹 为 真 , 旦 样本 量 足 够 大 时 ,统计 量 x? 各 都 渐 近 服从 卡 方 分 布 ,其 自由 度 
d = 表 中 格子 个 数 - 自 出 参数 个 数 . 

例如 ,1 x Jx 下 表 中 有 DK 个 格子 ,模型 [11,[2],[3]| 有 |! 个 参数 &,(1 一 11) 个 月 
由 参数 4 ,(J - 1) 个 自由 参数 zw,( 玉 一 1) 个 自由 参数 ,所 以 ,自由 度 等 于 JK - 
一 了 一 下 二 了 

假定 -个 模型 好 合 理 地 拟 合 观测 频数 ,准备 进一步 检 恰 沪 异 型 的 某 个 子 模型 
Mo 即 模型 是 中 某 些 效 应 为 零 的 模型 ) 是 否 拟 合 观 浏 频数 , 则 零 假设 为 而 : do, 对 
立 候 次 为 :Mi. 

中 尖 条 直人 放 检 兴 村 计 

-5 (MM 下 的 期 望 频 数 估计 - -Mo 下 的 期 绢 频数 估计 ) 


(2) 计数 全 比 愉 验 统计 二 
MLF 0 


= 2 之 观测 频数 中 (入 KE 的 期 更 频 数 佑 计 

统计 量 好 利 C7 都 渐 近 服从 卡 方 分 布 ， ,其 自由 度 

df = MM, 中 自由 参数 个 数 - MM 中 自由 参数 个 数 . 

对 数 线性 模型 选择 的 方法 类 似 于 回归 模型 的 选择 ,也 有 前 进 法 ,后 退 法 和 逐步 
汰 等 几 种 亡 法 . 在 对 数 线性 模型 选择 时 , 常 采 用 上 曾 给 出 的 两 个 模型 相 比 较 的 所 
合 度 检 验 统 计 革 , 它 比 直接 检验 模型 Mo 是 否 拟 合 观测 频数 的 方法 更 有 效 . 前 进 法 
从 主 效应 模型 开始 ,每 次 增加 一 项 最 显著 改 善 当前 拟 合 度 的 效应 ,直至 选 出 最 合适 
的 模型 为 目 . 后退 法 从 饱和 模型 开始 ,每 次 减少 - .项 最 少 降低 当前 拟 合 度 的 效应 ， 
直至 选 出 最 合适 的 模型 为 止 . 逐步 法 首先 检验 含 所 有 主 效 应 的 模型 4 , 含 所 有 两 
因子 交互 效应 的 模型 村 ,,… 直至 全 理 拟 合 数据 的 售 所 有 了 个 因子 交互 效应 模型 
MM 为 止 ;然后 ,从 模型 Mi_1 开始 将 前 进 法 和 后 退 法 结合 ,增加 一 项 最 显著 改善 当 
前 拟 合 度 的 效应 之 后 ,考虑 减少 一 项 最 少 降 低 当 前 拟 合 度 的 效应 ;反复 前 进 和 后 
退 , 让 至 选 出 最 合适 的 模型 为 止 ， 


8.4 本 模 型 


当 变 基 个 数 很 多 时 ,图 可 作为 一 种 方便 的 . 具 ,将 变量 问 的 相互 联系 清楚 地 情 
给 出 来 ;图 也 可 作为 各 领域 的 专家 与 统计 专家 交流 的 工具 . 
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可 利用 图 表示 变量 癌 茶 件 独 空 性 ， 设 一 个 图 
C= IV,E. 
其 牛 丰 为 点 集 台 ,每 个 点 表示 一 个 变量 ;天 = eye 从 | 为 无 问 过 集 合 ,过 es = 
1, 半 是 连 按 点 宇和 点 了 的 边 . 如 时 两 个 点 被 -条 边 连接 , 则 称 这 两 个 点 是 邻接 的 ; 
如 果 图 中 和 任意 两 个 点 部 是 邻接 的 , 则 称 该 图 是 完全 图 . 当 图 中 缺少 一 条 边 , 比如， 
点 工 和 点 7 间 缺 少 边 时 ,表示 给 定 所 有 共 他 变量 YY i,j! 下 ,变量 :与 变节 ;条 件 独 
A 
由 一 个 变量 子 集合 4 生 碱 的 子 图 为 
Gr = iA, Rl!, 
其 中 
4CTi E = le:e€ EeCcAaA:. 

令 4 和 8B 是 两 个 变量 了 集合 ,C= 4 个. 如果 AU B= TV 和 E = EL， 
并 且 世 在 图 6 中 为 一 个 完全 子 图 的 点 集合 ,那么 , 称 图 & 林 分 解 为 两 个 子 图 如 和 
Gs. 例如 ,考虑 图 6 = 上 YE ,其 中 ,变量 集合 = 11,2,3,4| , 边 集 合 EE = 111,2|， 
11 31 12,31 ,12,41 ,13,.41 ,如 图 8-1 所 示 . 令 A = ;1,2,3; 和 8B8 = |2,3,4| ,那么 ， 
R= 3411 .于 图 6 利 65 分别 如 图 
8-2(a),(b) 所 下 . 可 知 赂 5 可 分 解 为 子 痢 G4 和 子 图 Gs. 


“> 本 人 > 


(a1 图书 , ‘BY 图 Gs 
图 8-| 展品-2 


将 :个 图 小 最 大 完全 了 图 的 点 集 的 集合 作为 层次 对 数 线 人 性 异型 的 生成 类 , 构 
成 的 一 类 模型 称 为 图 模型 .例如 , 考 虚 四 个 变量 1,2,3.4. 形 e 如 图 8-1 所 未 , 边 集 
合 下 = ,2| ,11,3), 12,3i 4， 要 ,4 对 应 的 层 蓉 对 数 线性 模型 生成 类 为 
[123]E234], 该 模型 是 一 个 图 模型 . 设 -个 层次 对 数 线 性 模型 生成 类 为 
[121[13]L23]E24][34], 因 为 不 存在 :个 图 的 最 人 完全 了 图 对 应 该 生成 类 , 如 
[123] ,所 以 , 它 不 尿 图 模型 . 出 此 看 出 ,图 模型 一 一 定 是 层次 对 数 线性 模型 ， 而 层次 
对 数 线 件 模 型 不 一 站 是 图 模型 . 

如 果 一 个 图 6 可 分 解 为 两 个 子 图 G&G& 和 Gg, 那么 , 称 图 6 对 应 的 图 模型 串 分 解 
为 了 图 Ci 和 Gs 对 应 的 两 个 图 模型 . 当 图 各 分 解 为 两 个 子 图 时 ,图 6 模型 的 最 大 似 


然 估 计 ms 可 由 两 个 于 图 模型 和 Gs 模型 的 最 大 似 然 个 计 得 到 : 


9 对 数 单位 模型 


人 人 
"Ar 
c 1 i 


~ 
Ni 三 


Wr 
其 中 mi 为 集合 中 所 有 变量 构成 的 边缘 列 联 表 中 细胞 六 由 的 观测 频数 ;六 2 和 
mm 为 了 图 6G 和 Gs 模型 下 细胞 六 和 ig 中 频数 的 最 大 似 然 估计 . 

根据 模型 的 分 解 ,可 将 一 个 高 维 图 模型 的 估计 和 检验 问题 分 解 为 低 维 图 模型 
的 估计 和 检验 问题 . 

ff 分解 图 模型 递归 定义 如 下 ; 

(1) 完全 图 表示 一 个 饱和 模型 , 它 是 可 分 解 终 模型 ; 

(2) 如 果 -个 图 模型 可 分 解 为 两 个 可 分 解 图 模型 ,那么 . 它 是 一 个 可 分 解 图 横 
型 ， 

由 可 分 解 图 模型 递归 定 六 和 模型 分 解 的 最 大 似 然 估 计 关系 式 , 可 以 将 可 分 解 
模型 的 最 大 似 然 估计 表示 为 肯 干 个 饱和 模型 的 最 大 似 然 全 计 的 乘积 . 变量 集合 为 
4 的 饱和 模型 的 最 大 似 然 估计 到 ，= ms, 因此 ,可 分 解 图 模型 的 最 大 似 然 估计 有 癌 
式 表 示 , 即 可 以 直接 估计 ,不 必 迁 代 计 算 . 

如 果 其 中 所 有 四 条 或 四 条 以 上 的 边 连 成 的 环 ,都 存在 - :条 边 连接 该 环 上 师 个 
不 相 邻 的 点 , 则 称 该 图 为 三 角 化 图 , 一 个 三 角 化 图 对 应 一 -个 可 分 解 疼 模型 . 


9 ”对 数 单位 模型 


对 数 线 性 模型 和 对 数 单 位 [logit) 模型 都 是 描述 离散 型 水 量 之 间 相 互 关联 的 模 
出 . 对 数 线 性 模型 将 所 和 有 随机 变量 都 当 作 啊 应 变量 等 同 对 行 ,研究 变量 之 间 的 相 
互 关系 ;而 对 数 单位 模型 将 变量 区 分 为 一 个 响应 变量 ,其 余 的 变量 当 作 说 明 变 量 对 
竺 ,研究 说 明 变 量 对 啊 应 变量 的 效应 ,不 关心 说 明 变 其 之 问 的 相互 关联 ,将 说 明 变 
其 组 成 的 边缘 表 的 频数 看 做 是 固定 的 . 

为 简单 起 网 ,本 节 道 过 三 个 变量 来 介绍 对 数 单位 模 坦 . 今 两 个 变量 4 和 召 分 别 
是 5 值 和 J 值 的 说 明 变 量 .编号 为 1 和 24 变 量 C 为 二 值 响 应 变量 ,编号 为 3. 对 数 单 
位 年 兴 为 

5 | 
其 中 mg 为 {i,j 上) 格 中 的 期 望 频数 ;PCC = 大 1 4 = i 
= j 下 C = 上 的 条 件 概率 . 饱和 对 数 单位 模型 为 
logit; = I) 

其 中 wi ;wz 和 wi 有 类 似 对 数 线性 模型 的 & 交 互 效应 的 约束 ,其 求 和 等 于 零 .由 对 
数 单位 定 疼 ,可 以 得 到 对 数 单位 模型 的 参数 与 对 数 线性 模 划 的 参数 之 间 的 关系 . 
例如 ,由 对 数 线性 模型 [12][13][23] 可 以 得 到 下 面 的 对 数 单位 模型 : 


， 1 2 = 上 
logity = ns = In p(t -2 
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. mal 
logit; = hh = (ua0y 一 ya) + Capey — S102) } + (ucny 一 ttj2)) 


= 2 十 EC) + ua 
三 志和 十 邮 1iy 二 + WA) + 
因此 ,对 数 单 位 模型 的 估计 本 以 通过 计算 对 数 线性 异型 的 估计 得 到 . 
注意 :在 计算 对 数 线 性 模型 估计 时 ,对 数 线 性 模型 中 : 定 要 有 含 所 有 说 明 变 量 
的 交 虽 项 ,如 这 电 的 us 项 ,这 样 才 能 使 得 说 明 变 晶 边 缘 去 的 咎 计 与 观测 频数 相 
等 ,起 到 说 明 变 量 边 缘 志 频 雪 为 固定 的 作用 . 
对 于 嘛 应 变量 C 为 天 值 的 情况 ,有 如 下 几 /种 常用 的 对 数 单位 孜 数 . 
(4) 以 CG = 下 为 基准 的 对 数 单 位 汞 数 


in 到 放 . 
WE 
SAS 系统 将 这 种 函数 作为 标准 的 啊 应 苞 数 . 
(2) 邻接 对 数 单位 函数 
Msg. 
| a | 
(3) 累积 对 数 单位 函数 
mg 


10 ”有 序 离散 型 变量 


前 面 两 章 介 绍 了 名 义 变量 的 对 数 线性 模型 和 对 数 单位 模型 ,名 义 变量 的 各 水 
平 之 闻 设 有 大 小 肤 序 . 如 性 别 、 职 业 、 种 族 等 邦 是 名 文 变量 ,它们 之 间 没 有 大 小 同 
序 .但 是 ,实际 上 有 些 离散 变量 的 水 平 之 间 有 大 小 硕 序 , 如 职称 {高 级 、 中 级 、 初 
级 ) ,学历 ( 大 学 .中 学 .小 学 ) 等 ;另外 ,还 有 一 些 离散 化 的 连续 变量 ,如 年 龄 (20 岁 
以 下 .2 加 岁 - 和 相 岁 ,和 0 岁 以 上 ) 等 , 称 这 些 离 散 变 量 为 有 序 离散 型 变量 . 名 义 变量 
的 统计 推断 方法 虽然 同样 本 用 于 有 序 变量 ,但 是 损 失 了 有 关 水 平 之 间 大 小 顺序 的 
信息 ,降低 了 统计 推断 的 效率 . 本 节 仅 以 两 变量 为 例 , 介 绍 有 序 变 量 的 相关 调度 、 
对 数 线 性 模型 和 对 数 单位 模型 . 


10.1 有 序 变 量 的 相关 测度 
一 般 常 采用 度量 变量 间 线 性 关系 的 相关 系数 作为 油 个 连 闭 变量 间 的 相关 强度 


的 度量 . 有 序 变量 设 有 确定 的 度量 尺度 ,所 以 ,线性 相关 性 不 适用 于 度量 有 序 变 量 
的 相关 强度 ,有 序 变量 的 相关 强度 应 该 柔 用 单调 性 来 度量 . 
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他 了 个 有 序 随机 蛮 必 4 和 器 分 别 有 : 并 个 和 了 个 有 新 水 平 ,它们 的 水 平分 员 由 小 
到 大 排序 . 当 -对 个 怀 中 一 个 体 的 变量 4 各 变 基 译 的 值 者 大 寺田 一 个 体 的 六 各 8B 
的 值 时 , 称 这 两 个 性 组 或 的 对 基 纵 调 的 ;对 个 体 中 一 个 体 的 4 的 值 大 于 男 :个 
件 的 #4 的 值 ,但 是 闻 时 其 8 的 值 却 小 于 劝 :个 体 的 下 的 值 由, 称 这 两 个 体 组 成 的 对 
是 不 协调 的 ; 当 -对 个 体 中 两 个 体 的 #4 值 相等 是 上 B 值 也 相 千 时 , 称 这 两 个 体 组 成 的 
对 是 半 手 的 . 协 测 对 的 个 数 

n= ; 3 2 >") ， 


f=1 了 = 


不 协调 对 的 个 数 
m= 5 Dl DD Dm) 
对 于 - :个 观测 个 体 对 ， 协调 对 的 概率 
(no 
不 失调 对 的 概率 
= 25 > 2 px) 


和 有 序 认 量 的 几 种 相关 测度 部 局 和 局 概 中 作 P. - Ba 来 注 义 的 .下面 介绍 儿 种 
相关 测度 . 


10.1.1 测度 
, p- 记 是 涉 浴 调 概率 , 则 它们 的 差 
引 
了 一 Py 
”= pp 
其 样本 估计 为 


+ 

y 的 取 值 范围 为 -1<y> 立 1. 由 独立 性 可 得 出 y = 0, 但 是 其 道 不 成 亲 . 由 单 
调 性 可 得 到 17y 1 = 1, 但 不 … 定 严格 单调 . 比如 ,个 体 1 的 4 值 比 个 体 2 的 4 值 大 ， 
得 他 们 的 B 什 相等 .7 的 样本 估计 忽略 了 所 有 平手 个 体 的 对 . 


10.1.2 了 测度 


类 似 于 y,d 考虑 了 变量 4 平手 的 修正 : 


dBI|A) - PP 9) 


人 一 Dip 4) 


其 样本 信 计 为 
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2{n. — na) 
(nl, 一 过 
过 不 是 -个 对 称 的 鱼 度 , 它 将 行 变量 4 作为 独立 变 基 ,和 而 将 列 变量 8 作为 响应 
变量 对 待 ， 


10.1.3 zc 测度 


类 似 于 ,rr 考虑 了 平手 对 的 瞻 正 : 
CP - Pa) 


Va Dp Dep?) 


dB | A) = 


其 样本 合计 为 


”7T 2 ) (ns, Ya) 


加 


10.2 ”有 序 变量 的 对 数 线 性 模型 


有 序 变 量 的 对 数 线性 模型 描述 效 个 有 序 响应 变 基 之 问 相 互 关 联 的 交互 作用 . 
令 两 个 有 序 变 量 4 和 片 分 别 有 1 个 和 /个 有 序 水 平 ,为 了 反映 水 平 的 大 小 顾 序 ,将 
它们 前 水 平分 别 评分 为 下 和 近 友 过 和 过 页 和 雪 妆 如 芝 生 过 雪 . 有 序 变量 的 对 数 
线性 模型 为 
Inmy = A + Af + AP + Bay,, 
其 中 参数 > 4 = 了》 = 0. 该 模型 仅 用 -个 参数 8 描述 变量 4 与 品 的 相互 关联 程 


度 . 当 B = 0 时 ,变量 4 与 相互 独立 ,对 于 水 平 评分 ,有 下 面 几 种 简单 的 评分 方 
法 . 
(1) 单位 评分 ”对 于 所 有 的 i ww = 让 对 于 所 有 的 六 -小 
(2) 等 中 评分 ”对 于 所 有 的 二 一 点 -1 = 全 ;对 所 有 的 jw 一声 -1 = Cg- 其 
中 ,和 Cs 为 正 带 数 ， 
(3) 零 和 评分 >jw = 25 = 0. 例 如 ,w= i- (+ D725=j- (+1DZ2， 
可 以 用 比值 比 对 8 进行 解释 . 对 于 任意 的 两 行 h < i 和 任意 的 两 列 j < &， 
ne = Bm 
PR 
可 以 将 8 解释 为 变量 4 和 变量 8 的 径 单 位 距离 上 的 对 数 比 值 比 , 即 ww - ww = vw- 
y= 1 时 ,8 = ln mma Maas ) | 
令 局 部 比值 比 


— wn) — 


OR, mi Wirl, jt! 


一 » 
mi jr1 +l, 
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InORy = Plt — yi — Uy}. 
"4 w 采用 等 距 评分 时 ,所 有 的 局 部 比值 比 都 是 相等 的 


10.3 “有 有 序 塞 量 的 对 数 单位 模型 


有 序 变量 的 对 数 单 作 模 型 描述 有 序 说 明 蛮 量 对 有 序 啊 必 蛮 量 的 作用 . 令 B 为 
响应 变量 , 4 为 说 明 变 量 ,pr = P(B = j| 4 = 让 表示 纵 定 4 = 工时 召 = 了 的 条 
件 概 率 . 有 序 变 其 的 对 数 单 位 模型 为 

品 +11 M+1 上 二 下 
in 六 | 一 | | 二 (AP 一 AF) 十 Bt i 一 Dd ui. 
当 w 采用 单位 评分 时 ,该 模型 简化 为 
ml 2 = a + fi 
其 中 人 rr 二 A 一 AP. 
下 而 是 带 用 的 对 数 单 位 变换 . 
(1) 以 Y = /为 基 玲 的 对 数 单位 变换 
Prls 
m( 站] 。 
SAS 系统 将 这 释 变 换 作 为 标准 的 响应 晒 数 ， 
(2) 累积 对 数 单 位 变换 
[| 


了 
Pg: 
ki 


11 人 远 辑 斯 说 回归 模型 


前 面 几 意 的 内 容 是 关于 离散 变量 则 相互 关联 的 统计 排 断 . 本 节 讨 论 一 个 二 值 
哨 应 变量 和 背 十 个 说 明 变 量 的 还 辑 斯 详 (logisticy 回归 模型 . 其 中 ,说明 变量 可 以 
是 离散 型 的 ,也 中 以 是 连续 型 的 . 逻辑 斯 请 四 归 模 型 描述 -条 5 形状 的 回 上 曲 
线 , 如 图 11-1 所 示 . 该 5 形 曲 线 被 应 用 在 很 多 实际 问题 中 . 例如 ,年 龄 与 高 血 奈 患 
病 率 之 他 的 关系 , 随 着 年 龄 的 增 厂 ,高 血压 患 病 容 单 调 上 - 升 ;但 是 年 轻 时 ,如 45 岁 
以 下 ,年 龄 的 增加 对 患 病 率 有 较 小 的 影响 ;到 某 个 中 年 的 年 龄 段 ,如 冰 央 至 区 岁 之 
闻 ,年 龄 的 增加 ,对 上 忠 病 率 有 较 大 的 澡 响 ;到 了 老年 , 旭 欧 岁 以 上 ,年 龄 的 增长 对 患 
病 率 的 影响 又 变 得 小 了 . 
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图 11-1 


11.1 人 远 辑 斯 谨 回 归 模 型 


11.1.1 还 辑 斯 语 回 归 模 型 


令 了 为 一 值 响 应 变量 ,取信 0 或 1 二 = (高 ,…, 计 ) 为 吕 维 说 明 蛮 最 的 向 
量 ; PCY = 11 考 = XX) 为 给 定 久 =x 下 ,Y= 1 的 条 件 概 演 .下面 的 方程 描述 了 向 
语 半 外 的 -个 变量 变化 峙 , 茶 件 概率 PiY = 上 1 下 = x) 呈 5 找 曲 线 变 化 : 

_ exp(la+ PB'x) 
P(Y= 11X=»*)= ] + expla + Br)’ 
其 中 此 十 p 维 参数 向 量 ; 矿 表示 站 的 转 置 . 将 上 式 进行 对 数 优 比 谈 换 ( 即 对 数 单位 
大 摘 ) ,得 
of PUY = 11 攻 = 了 ) 1 
p11 = e+hx. 
11.1.2 参数 的 解释 
令 二 = xx 和 和 ”6 ”对 x 比值 比 为 
+ PIY=t|I X= x PY= -01lK=r) 
ORx := py OX x PY II x) 
由 逻 加 斯 遍 回 山 模 型 ,本 得 
OR(Cx' :x) = exp[ ETICx” ~ x)], 
如 果 要 x? 六 和 关于 么 ， 
OR(x* -x) = OR{x? x) = exrplBfs - xi)]. 
进 - 步 , 当 x? -x = 时， 
DRCx; + :x) = expt B), 
8 = InORtxr, + :wi. 
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因此 ,8 可 解释 为 和 单位 变化 的 对 数 比 值 比 . 

注意 : 寻 辑 斯 冀 同 妇 模 型 假定 了 半音 位 变化 的 对 数 比 位 比 为 B, 且 8B 木 随 x; 值 
的 大 小 而 发 生变 化 ， 

- 般 地 ,对 于 所 有 的 x” 和 +, 可 得 到 


OR(x’ :x) = T] oR 1). 


因此 , 梁 加 斯 漳 同 中 模 塌 假定 了 变量 艺 , 郊 ，.，, 筷 之 间 无 乘法 交互 , 即 多 个 变 莉 的 
联合 效应 等 于 各 个 变量 效应 的 乘积 . 如 时 需要 研究 变量 亲 交 互 的 语 ,比如 与 5 
的 交互 ,可 以 在 多 辑 斯 漳 同 归 模 型 中 增加 一 项 B(x). 


11.2 ”经验 还 辑 斯 庶 回 归 模 者 


本 节 介 绍 -种 经 验 分 布 的 方法 ,可 用 于 初步 确定 逻辑 斯 育 回 归 模 型 是 否 合 拓 ， 
也 可 用 于 计算 参数 最 大 似 然 佑 计 选 代 算 法 的 初始 值 . 将 样本 按 下 的 取 值 分 为 1 个 
组 ,使 得 等 组 孝 取 相同 的 下 值 . 设 第 i 组 有 nw 个 观测 个 体 , 其 中 个 观测 个 体 的 啊 
应 值 了 = 1.7y,i = 1,2,…,1 是 独立 的 二 项 随机 奕 量 . 称 


z = nl J | 
-i 


为 经 验 对 数 单位 . 当 y = 0 或 nm = 0 时 ,上 式 无 定义 ,因此 ,采用 修正 的 经 验 对 数 单 


位 . 
半 yi+ 0, 3 
2i 二 nl 二 5): 
当下 是 连 纺 型 变 基 时 ,计算 经 验 对 数 单 位 脐 , 需 要 将 观测 数据 分 组 . 
A 


3 
a 三 A + 者 3 
其 中 也 = (5,z2 20 让 = (osBr 访 8 = (eic 为 随机 误 老 ， 
Ele) 二 0 ,varte,) 三 vi: 且 elysz ;8&7 相互 独立 ; 


1 x lp 
下 =| : ， : |， 
1 Xn 
(zx Kg) 为 第 :组 的 说 明 向 量 X 取 值 ,2 的 浙 近 协 方差 别 阵 的 居 计 为 
yg) :| 
oo 
其 中 四 = fr A877, 轩 此 ,和 交加 权 报 小 一 乘 居 计 
db 


var(Z) = 7 = 
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11.3 ”参数 的 最 天 似 然 估计 


7 ar 相手 独立 , 且 服 从 二 项 芬 布 , 所 以 伏 然 明 数 
Lth) = Tl PilY= 11E= x PtFY=1| X= 如) 生生， 
其 中 勾 = (si 二 x) 为 第 1 组 的 X 值 .由 
1- PiY= (| 天 = x) = 
可 得 对 数 似 然 两 数 
(80) = SP)8 - Dntn( + op Sgn) ), 
其 中 名 定义 为 ,xzo 二 工 因为 一 业 


1 exp{ yu) 


i op( Xs) 
j= 


1 
1 + expla + Fx) 


所 以 , 们 然 卫 和 为 
> yn。 — ma = 0 {a = 0,1,2,..…,p), 
其 中 PLY = 11 x = x) 的 最 天 仆 然 佑 计 
2 
1 + a Dm) 


参数 问 量 了 的 最 大 似 然 估计 需要 使 用 费 项 尔 -得 分 (Fisher-scoring) 方法 或 牛顿 - 拉 
仆 通 (Newton-Raphson) 方法 等 只 代 算法 计算 . 很 多 统计 软件 系统 ,如 SAS 系统 , 提 
供 了 有 关 算 法 . 这 里 ,和 仅 介绍 计算 最 大 似 然 佑 计 上 中 的 选 代 加 权 最 小 二 季 法 . 
第 一 步 : 署 初始 值 . 令 序 0 等 二 加 权 最 小 一 乘 犀 计 育 , 战 其 他 初始 值 , 令 : = 
第 .- 步 :计算 概率 利生 方差 估计 . 


exp( > ls) 
(1 + ep( SI)) 


nt = (np io _ PDYY-L. 
三 步 :计算 参数 刁 计 - 令 
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也， 十 3 和 一 mt _ 
1-p np pn) 
Pa 一 (XV YI- KT pA 


zt = ln 


其 中 Zi 一 (21 ,a ,eT, 


重复 第 二 第. : 步 , 过 代 直 至 估计 值 收 伊 为 止 . 
11.4 ”参数 的 假设 检验 
检验 逝 辑 斯 诺 回 归 模 型 中 的 参数 可 采用 对 数 似 然 比 检 验 . 设 零 假设 为 内: 及 


= 0, 对 让 假设 为 HH :8 0. 统计 量 为 


= 2 1n), 


其 中 为 在 元 下 的 最 大 对 数 似 然 函 数 .在 而 成 立 下 ,统计 量 吧 渐 近 服 从 白山 度 
为 上 的 卡 方 分 布 . 


上 ha 一 


hh 
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贝 叶 斯 统计 源 于 莫 国 学 者 内 叶 斯 (R.T.Baycs) 摆 写 的 一 ' 箱 共有 哲学 性 的 论 详 ， 
An Essay Towards Solying a Problem in the Doctrine of Chanees{ 这 篇 论文 已 译 成 中 次 , 册 
参考 文献 [1 的 附录 4). 后 来 的 学 者 在 此 基础 上 外 发 展 了 -- 和 吾 舍 的 统计 推断 的 原理 
和 方法 ,这 就 是 中叶 斯 统计 . 一 些 学 者 更 是 极力 主张 把 页 时 斯 的 方法 作为 全 部 统 
计 推 断 的 合理 基山 ,这 些 堂 音 所 形成 的 学 雍 称 之 力 贞 呈 斯 他 派 ,内 时 斯 学 派 的 形 
成 经 历 了 很 长 的 时 间 , 对 于 见 叶 斯 学 派 的 撒 成 有 重要 贡献 的 数学 家 ,按时 间 先 后 版 
序 有 德 : 莉 尼 选 (B.De Finetti) 、 杰 弗 菜 (H.Jeffreys) . 古 特 0T. Coo0d) 、 萨 几 奇 (I.. Savage) 
和 林 德 菜 (D. Lindiey). 

195 年 英国 历史 最 长 的 统计 杂志 Biometrika 全 文 量 崩 由 上 周 斯 的 论文 (注意 ,是 
第 :次 列 印 此 文 的 1763 年 几乎 相隔 200 生 ) ,表明 贝 叶 斯 尝 派 已 成 为 一 支 丰 可 希 
视 的 队伍 . 内 叶 斯 学 派 的 工作 对 沁 策 理论 的 发 展 是 明显 的 ,对 经 上 典 学 派 的 理论 和 
方法 也 提供 了 种 种 有 益 的 思路 ,出 卉 了 相互 批评 又 相 电 支持 、 上 其 同 发 展 的 局 面 . 

经 验 贝 叶 斯 方法 是 加 世纪 吧 人 年代 由 罗 宾 斯 (H.Robbins) 提 出 的 ,他 把 经 典 学 
派 和 贝 叶 斯 学 派 的 方法 融 于 一 体 ,形成 了 经 验 贝 叶 斯 (empirical Bayes) 方 法 ,简称 为 
FB 方法 ， 

内 叶 斯 统计 获得 了 广泛 的 应 用 . 贝 叶 斯 学 派 已 经 成 为 统计 学 中 一 -个 有 广泛 影 
响 的 学 派 , 它 的 一 些 思想 已 渗入 到 社会 科学 的 不 少 领域 , 几 产 生 了 新 的 分 支 . 


1 贝 时 斯 公式 与 贝 叶 斯 学 派 


1.1 贝 叶 斯 公式 


贝 叶 斯 公式 有 几 种 形式 ,通常 用 事件 形式 或 随机 变 明 形式 表示 . 
事件 形式 设 41,4,,…, 为 所 不 相 容 ,并 且 有 4， = 0( 必 然 事件 ), 则 对 于 
性 - :事件 8, 有 
plA, | BY = PAIPCB 14) {1 :-- 1 ,2,.… ,1n), {1-1) 
POAIPCB 4) 
随机 变革 形式 设 xy 为 两 个 随机 变节 ,p(x 1 7) 足 * 对 的 条 件 密度 ,9(y) 
是 y 的 边缘 密度 , 上 是 了 对 * 的 条 件 密度 
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qty) p(s | 2 (1-2) 
人 Cpc | yj)dy 

在 统计 路 ,常州 的 是 式 (1-2). 下 面 用 贝 叶 斯 论文 中 计 论 的 问题 来 涪 明 这 一 公 
上 成 的 意 祥 . 

没事 件 4 发 牛 的 概率 是 ,在 次 独 让 试验 中 ,4 发生 上 次 的 概率 是 一 项 分 布 


p(a10) = | et - 9， 


而 现在 对 8 一 无 所 知 , 它 取 (0,1) 区 间 内 的 任 - 值 都 有 可 能 .那么 9 在 区 间 [. PP,gJ4O 
三 之 内 的 机 会 ”是 甸 少 呢 ? 

把 “机 会 ”理解 成 概 闪 ,用 (0,1) 上 的 均匀 分布 描 述 8 坡 位 的 密度 ,于 起 式 (1-2) 
的 (0 | a) 就 是 观察 到 发 生 次 数 a 之 后 8 的 密度 .这样 ,< 0 < g 的 概 闪 ( 机 会 ) 
就 是 h(98 49) 住 [f,g] 上 的 积分 : 


hty | x) TT 


二 pi 及 mad 
| ae ad = 二 一 一 
| rl OY- 


贝 叶 斯 的 结论 正 是 如 此 . 

这 里 明显 地 把 参数 8 也 看 成 是 有 分 布 的 一 种 随机 变 刀 ,用 条 忻 概 率 来 看 符 
ptal18) 和 上 (V1 如), 应 用 贝 叶 斯 公式 式 (1-2) 怠 求 再 了 了解 等 . 

实际 上 ,统计 问题 本 身 启 是 寻求 一 种 方式 . 怎样 从 样本 提供 的 信息 来 调整 人 
们 对 参数 原 有 的 认识 , 贝 叶 斯 的 沦 诡 给 让 了 姓 理 这 一 类 问题 的 一 个 范式 , 它 的 基础 
是 条 人 忻 概 率 公式 

pt 1 BB) = Ma 

怎样 理解 这 :公式 的 含 祥 ,是 经 划 学 派 与 贞 叶 斯 学 派 的 分 收 点 ,第 归结 为 对 概率 概 
念 的 理解 ,这 一 点 将 在 1,4 节 中 讨论 . 


1.2 贝 叶 斯 假设 


从 上 上面 的 讨论 可 看 出 ,应 用 由 叶 斯 会 式 时 ,需要 知道 参数 了 的 分 布 一 一 先 验 
分 布 , 然 后 才能 导出 ht81 a) 后 验 分 布 . 中 时 斯 认为 , 当 人 和 们 对 参数 9 没有 任 
何 信 息 时 ,0 在 它 允 许 变化 的 范 思 内 机 会 是 一 样 的 ,也 就 是 认为 日 的 先 验 分 布 应 是 
它 在 值 域 目的 锯 名 分布 . 这 “想法 提升 为 - - 般 性 的 原则 . 磊 称 为 中叶 斯 假设 . 

对 开 凡 时 斯 候 设 , 香 议 较 儿 . 首先 十 均 匀 分 布 的 存在 性 , 在 一 个 有 限 多 域内 ， 
均 锯 分 布 是 存在 的 ,但 在 一 个 无 限 区 域内 ,均匀 分 布 就 不 在 在 了 ， 其次, 人员 叶 斯 候 
设 是 为 了 处 理 设 有 任何 先 验 信息 时 的 假设 ,既然 是 无 信和 总 ,又 何 来 先 验 分 布 呢 ? 诸 
以 无 信息 先 验 分 布 就 成 了 中 看 斯 学 派 的 一 个 难题 . 下 -和 和 下 - 章 将 更 名 地 来 沦 
述 这 -问题 . 

但 由 时 斯 假设 痛 有 上 合理 性 ,在 : 些 癌 题 中 ,由 它 导 出 的 解 更 易 为 人 们 计 接 
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受 .下 面 几 实例 来 说 明 . 

洪 将 -- 梳 硬币 扩 nn 次 ,正面 向 上 出 现 了 Fr 次 ,但 不知 道 这 校 硬币 是 否 均 名 (这 
等 同 于 不 知 某 一 事件 发 生 的 概率 ), 那 么 ,这 枚 硬币 正面 向 1. 的 概率 8 是 多 少 ? 通 常 
都 是 用 频率 rn 来 估计 概率 旨 ,这 一 估计 有 种 种 优良 性 质 ,然而 当 > 在 0 或 于 附近 
时 ,给 出 的 估计 就 接近 0 或 1, 这 是 难以 接受 的 . 例如 一 种 导弹 发 射 了 5 次 ,5 次 都 或 
功 了 , 另 -- 种 导弹 ,发 射 了 3 次 ,3 次 也 部 成 切 了 ,这 机 种 慎 粒 发射 成 功 的 概 浴 都 认 
为 是 1, 这 就 不 易 接 受 ,人们 对 5 次 成 功 的 信念 显 见 比 3 次 成 助 的 要 大 ,但 也 不 能 认 
为 或 功 的 概率 就 是 1. 如 果 用 见 叶 斯 假设 ,采用 #8 的 后 验 期 望 作为 参数 8 的 统计 ,就 
可 导出 概率 站 的 佑 计量 

分 “1 
好 十 也 
王 是 人 金 有 如 下 结果 : 
若 5 次 试验 .5 次 成 功 , 则 ”分 - 9， 
44 


频 3 次 试 答 ,3 次 成 功 , 则 d= 5 
这 样 就 明 昂 地 给 出 了 差别 , 面 且 永远 不 会 是 1. 这 个 例子 说 明了 内 时 斯 假设 的 合理 
性 . 正 是 因为 有 了 一 些 成 功 的 实例 ,人 人们 才 认 真 对 待 页 叶 斯 假 汕 ,这 就 推动 了 贝 叶 
斯 学 洪 的 发 展 ， 


1.3 ”由 叶 斯 学 派 的 形成 


内 | 斯 举 派 的 形成 是 在 20 世纪 . 大 们 认识 到 客观 的 赚 率 频率 的 稳定 值 
与 主观 概率 一 一 人 的 信念 之 间 既 有 上 性 又 有 区 别 .如 世纪 数学 的 公理 化 倾 问 影响 
到 了 统计 和 界 , 对 概率 的 公理 化 经 过 了 许多 人 的 努力 , 攻 终 由 科 尔 黄 艺 罗 大 
(A.N. KolmogoroY) 完成 ,并 得 到 了 普遍 的 认同 :把 概率 看 成 全 则 化 的 调度 . 然而 ,对 
主观 概率 应 该 用 什么 样 的 公理 来 描述 ,经 过 了 很 长 时 间 的 讨论 ,还 没有 比较 一 弘 的 
看 法 , 德 . 苏 尼 各 认为 从 科 尔 葛 蕊 罗 去 公理 中 可 得 出 互 斥 事件 之 和 的 概率 是 各 事 
件 概率 之 和 的 结论 ,对 于 信念 面 言 是 不 成 立 的 ,只 能 是 有 限 可 加 性 :有 限 个 五 斥 事 
件 之 和 的 概率 是 各 事件 的 概率 之 租 . 他 的 关于 可 换 随 机 变量 的 研究 成 果 为 先 验 分 
布 的 客观 性 提供 了 某 种 基础 . 费 希 尔 (R.A.Fisher) 的 似 然 推理 促进 了 贝 时 斯 学 派 
的 或 长 . 但 然 丽 数 是 贝 叶 斯 学 派 的 基点 和 支柱 ,从 最 大 似 然 估计 到 最 大 后 验 合计 ， 
从 他 然 比 到 后 验 优 比 , 等 等 ,使 贝 叶 斯 的 估计 、 推 断 方 法 和 理论 被 系统 化 了 , 杰 弗 
菜 在 无 信息 先 验 分 布 上 的 重要 突破 , 则 形成 了 后 米 称 为 杰 弗 莱 准 则 的 方法 (具体 内 
容 见 2.1 节 ), 态 弗 莱 号 一 本 《概率 论 六 名 文 献 [2]), 这 本 书 的 出 版 标志 着 贝 叶 斯 
学 派 的 形成 . 后 来 , 古 特 对 证 观 概率 的 研究 , 萨 几 奇 对 效用 隐 数 .主观 概 率 以 及 
们 之 间 存 在 的 诬 刻 联系 的 研究 ,是 很 有 上 成效 的 工作 ,被 公认 为 是 把 贝 叶 斯 党 深 推 进 
到 了 一 个 新 的 阶段 . 条 德 莱 也 做 了 不 少 土 作 , 把 - 些 经 典 学 派 的 成 案 给 出 了 傣 叶 
斯 学 派 的 推导 和 解释 ,他 写 了 很 多 书 利 论文 ,十 分 明确 而 尖锐 地 捍卫 了 员 叶 斯 学 
派 . 由 于 中 时 斯 方法 在 实际 工作 中 的 明显 的 成 荔 , 又 由 于 经 典 学 诬 的 一 些 工 作 从 
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理论 上 也 要 借助 于 页 叶 斯 方法 才能 论证 优 具 性 ,如 序 吐 分析, 因此 , 贝 叶 斯 学 派 的 
以 伍 日 送 六 大 起 来 . 尽管 统计 学 中 有 涉 少 学 派 ,但 无 疑 地 ,经 典 学 派 和 见 叶 斯 学 派 
是 两 大 主要 的 学 请 . 


1.4 贝 叶 斯 学 派 与 经 暴 学 派 的 比较 


经 典 学 派 也 称 为 频 府 学 诬 、 抽 样 党派, 由 皮尔 各 (K. Pearson) 等 人 在 加 地 纪 初 
JF 创 ,经 费 希 尔 、 这 最 (J. Neyman) 等 人 人 的 努力 ,在 加 0 世纪 可 年 代 形成 系统 的 理论 . 
日 及 者 国 出 版 的 统计 教材 中 ,这 -部 分 年 往 后 有 主要 的 篇 幅 , 实 贼 证 明 经 红 学 深 
的 理论 和 方法 是 有 意 关 的 , 它 指导 人 们 在 许久 领域 取得 了 重要 的 成 果 . 但 这 并 涉 
意味 着 它 是 独 - :无 一 的 .完全 正确 的 .对 任何 问题 都 能 适用 的 . 下面 举 便 说明 见 叶 
斯 学 派 和 婚典 学 派 的 比较 ,从 中 可 以 看 出 共和 月 的 特点 和 亲征 ， 

设 x x2 一 ;x 独立 同 分 布 和 (8,o) , 取 均 值 


1 


Tr 
一 i-] 
和 一 ”一 


1 一 ， 
十 性 的 分 布 是 和 8,giAn). 当 避 已 知 时 ,可 以 纵 出 8 的 区 辣 千 计 , 妈 有 
Px- Ol RE) = 1- 0, (1-3) 

其 中 < a < 1 ,wn 是 和 NO0,1) 的 上 分 位 数 . 

对 -二 式 (1-3) ,两 派 有 各 自 的 解释 . 只 是 斯 学 派 认 为 ,这 表明 参数 8 藩 在 [x - 
人 ,+ 1 的 可 能 性 为 1 - a; 经 典 学 派 认 为 6 不 着 随机 变量 ,不 能 谈 9 洲 在 
ww 有 i 
某 一 区 癌 的 概率 ,只 能 谈 区 间 [x - ,二 A 次 住 点 实 8 的 概率 是 1 - a. 


经 典 学 派 尝 持 ,概率 只 能 理解 为 频率 的 稳定 值 ,因此 难以 确定 参数 的 先 验 分 
布 ; 见 叶 斯 学 派 认为 概 府 可 以 反 暴 人 们 的 信念 ,人 人 们 的 信念 是 由 概率 转化 而 来 的 . 
经 典 学 派 认 为 不 存在 无 信息 先 验 分 布 , 只 存在 样本 给 出 的 统计 其 所 具有 的 抽样 分 
布 ,所 以 经 典 学 小 又 称 为 频 举 学 派 或 抽样 学 派 . 中叶 斯 学派 认为 ,可 以 从 无 信息 先 
验 分 布 的 贝 叶 斯 假设 导出 式 {1-3) ,就 说 明 虽 然 经 典 学 派 不 基 认 有 人 先 验 分 布 ,但 实 
际 二 却 是 用 了 无 信息 先 验 分 布 . 

有 关 两 学 派 的 种 种 争论 不 可 能 在 这 里 详细 介绍 ,但 需 坚 特别 指出 的 是 ,这 些 争 
论 使 双方 都 努力 于 解决 各 自 存 在 的 问题 ,大 大 地 推动 了 学 术 上 的 进展 ,生动 地 体现 
了 学 科 内 部 的 学 术 讨论 是 推动 学 科 发 展 的 动力 .20 岂 纪 多 年 代 中 一 系列 的 研究 成 
果 充 分 说 明了 这 - -点 . 
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2 贝 叶 斯 统计 分 析 
2.1 ”人 先 验 分 布 的 判定 


2.1.1 记号 和 术语 

用 区 1] 十 2” ”3 并 rm 表示 样本 ,有 了 时 也 表示 样本 值 ;用 希腊 字母 EE 表示 
参数 ;用 xt9) 表示 日 的 先 验 分 布 密度 ,p(xi, x ,… ,x 10) 表示 样本 对 #8 的 条 什 密 
度 ,At za yx) 表示 日 对 样本 的 条 件 密度 , 也 就 是 8 的 后 验 密 诬 ; 用 


| Ka)dx( 不 守 积 分 区 威 ) 表示 在 全 域 上 积分 . 即 


[fax = [x x dx, 


用 ”we” 表 示 左 右 两 端 凡 差 一 个 常数 因子 ,4 ee 旦 表示 存 件 清 数 上 使 #4 = 凯 , 这 样 在 
书写 分 布 密度 时 吕 以 略 去 与 演 量 无 关 的 常数 , 邵 正 态 Na ,ec 的 馈 度 可 与 为 
| 式 右 端 称 为 密度 Nia,o?) 的 核 . 
有 了 这 些 记 号 和 和 规定 后 ,车 给 定 样 本 密度 为 pfx 12) 生 验 分 布 询 ft, 则 由 
叶 斯 公民 可 表示 为 
ht | x)} = 7 Fe)PtE TB) oe xiiptx | 8). 2-1) 
nag)p(x | dp 


2.1.2 贝 叶 斯 极 设 


决定 先 验 分 布 的 一 种 方式 是 采用 见 叶 斯 惟 设 . 下 和 面 以 正和 态 分 布 为 例 说 明 这 一 
点 . 设 iop 时 Al) 的 样本 ,于是 均值 


> 1 
x = ~ ~ ND i 
考虑 到 总 可 能 取 (! - % ,wm) 上 的 任何 值 ,内 此 吕 采 用 内 叶 斯 假设 
TO) x 1] 


作为 先 验 分 布 . 根据 式 (2-1), 有 _ 
hd | x) oc pix |B) ce exp{ — tx — AQAAR)}+, (2-2) 
即 91x) 是 N(x ,1An) 的 密度 .从 这 个 结论 可 以 得 到 式 (]-3). 
尽管 xf8) zc 1 不 是 一 个 密度 ,但 由 它 导出 的 后 验 分 布 式 (2-2) 却 是 -个 密度 ， 
因此 人 们 感到 再 理 引 人 广 立 密度 的 概念 . 若 
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fx) = 0, | fx)ds = 铝 ， 


则 称 站 x) 为 广 愉 密度 . 由 此 可 知 , 由 时 斯 做 说 和 月 然 引 出 了 上 义 密 度 . 下 叶 斯 假 恋 
屋 与 无 信息 先 蛤 相 详 系 的 ,所 以 下 面 先 讨论 无 信息 先 验 分 布 的 判定 方法 ,然后 再 谈 
有 先 验 信 息 时 先 验 分 布 的 判定 方法 . 


2.1.3 杰 弗 某 准 则 


贝 叶 斯 候 设 中 隐 含 着 -一 个 政 盾 :如 果 有用 均匀 分 布 , 则 将 参数 换 成 9 的 单调 也 
数 gt0) 时 ,由 于 问题 是 不 变 的 ,因此 按 贝 叶 斯 假设 ,gt9) 由 应 该 用 均匀 分 布 ,这 就 
导致 了 不 协调 ,因为 8 是 均匀 分 布 时 ,g(9) 一 般 不 再 是 均 引 分布 ,反之 亦 然 . 
杰 弗 芋 为 了 克服 这 一 子 盾 ,提出 了 下 述 准 则 : 先 验 分 布 密度 x(68) 应 满 忠 
no) oe (detT(0))®, (2-3) 
夫 中 (8) 是 费 希 尔 信 息 矩 阵 , 它 是 非 负 定 的 ;记号 det 表 示 上 其 后 年 阵 的 行列 式 . 如 
果 纪 是 P 维 向 野 , 则 天 的 是 xp 邱 阵 , 其 (7) 元 素 为 


1(0) =- Bl ra 1 9)). (2-4) 
当 参 数 8 变换 为 1 = 2(0) 时 , 则 相应 于 了 的 信息 滤 阵 为 
38. 本 站 
rm = [a zo [OR 
此 中 [ay] 是 以 a 为 (i, 让 元 素 的 p x 类 阵 ， AT 表示 拭 阵 4 的 转 置 . 这 里 假定 所 


涉及 的 所 有 首 隔 数 和 导数 都 存在 .于 -是 ,如 果 用 | a | 记 答 阵 [L oy |] 的 行列 趟 的 弧 对 
值 , 则 有 


(delf( 9 = | 3 ] {detT(0)). 


上 式 意 味 着 拓 用 (detT(9)) 中 作为 8 的 先 验 密度 的 核 , 则 通过 变换 和 = 证 的 后 ,新 
参数 和 的 先 验 密度 的 校正 好 是 (detT(99)) 人 ,这样 , 杰 弗 莱 准 则 就 解决 了 贝 叶 斯 假 
设 中 所 隐 舍 的 矛盾 . 

就 正 态 分 布 NC ,ez) 而 言 ,使 用 杰 弗 莱 准 则 ,可 得 N(& ec) 的 似 然 函数 


不 难 算出 


an 1 Hx- 
Do = a ™ od - 
于 是 ,对 汪 参数 的 不 同情 沈 , 可 分 别 根据 杰 厚 莱 淮 则 得 到 光 恰 密度 : 
当 z 已 知 时 ， 开放 a 4, 忆 二 (m,nm); 


加 2 见 叶 斯 统计 分 析 365 ， 
汪 扩 玫 己基 时 ,afay ce lo, oT EE (0,m): 
当 ,a 均 未 若 时 ,因为 


故 
mt er loa’, AEC- wm),o EE (Om). 
通常 假定 & 与 独立 ,因而 (na) 的 先 验 和 分 布 密度 也 可 起 交 为 ; 


wal to) = mlp) mala) ee 二 ， HEl- m.%j,o EE (0, wm). 


2.1.4 其 他 无 信息 先 验 分 布 的 判定 准则 


无 信息 先 验 分 布 的 判定 ,可 以 从 不 间 的 观点 去 看 待 中 川 斯 假设 . 除了 使 用 杰 
弗 莱 准则 外 ,从 信息 论 的 角度 来 看 ,无 信息 意味 普 不 确定 性 最 大 ,而 焙 居 度量 不 
定性 的 ,因此 人 先 验 分 布 应 具有 最 大 炉 才 能 是 无 信息 的 ， 
六 的 定义 是 : 当 x ~ p(x) 时 ， 
-joinp(adr 或 Dpilnp:(x 离散 ). 


和 


在 (ea;5) 区 间 上 , 当 - m < a < < %m 时 , 炉 最 大 的 分 布 是 均匀 分 布 ,因此 无 信息 先 
验 分 布 采用 最 大 粹 的 分 布 是 贝 叶 斯 候 没 的 白 然 推 广 ,最 大 准 则 就 成 了 确定 先 验 分 
布 的 一 -个 重要 的 工具 , 它 在 时 间 序 列 分 析 和 其 他 分 支 中 痢 太 很 好 的 应 用 . 最 大 毁 准 
则 还 适用 于 有 部 分 的 先 验 信 息 的 情况 ,尤其 是 当 对 先 验 分 布 的 矩 或 某 些 特征 有 所 了 
解 时 ,用 最 大 炳 就 能 很 容易 确定 先 验 分 布 的 表达 式 , 这 体现 件 下 面 的 定理 中 . 

定理 1 设 随机 变量 & 对 于 已 知 的 (58) 和 jp; 满足 关系 式 


Ft) 三 上 5 (i 二 1,2,-… ,点 )， 
则 它 的 炉 最 大 的 密度 
exp( Dj Ait)) 
ND) = =- 一 人 一 ， (2-5) 
[os Das) 
+=L 


千 四 A ,Ar A 使 等 式 
| iC)fCx) ds 一 歧 【 二 1 2 


都 成 立 . 

这 条 定理 提供 了 利用 部 分 先 验 信息 的 可 能 性 . 例如 己 知 先 验 分 布 的 短 、 分 位 
数 , 它 的 已 知 铺 数 的 某 些 特征 ,就 可 以 确定 相应 的 先 验 分 币 . 这 条 定理 的 “个 有 有 趣 
的 推论 是 :在 (- om ,%) 上 的 分 布 密度 ,如果 已 知 “、. 二 足 算 , 则 最 大 焙 的 分 布 一 定 
是 正 态 的 ,这 从 定理 1 的 x) 表达 式 就 可 看 册 ， 
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对 贝 叶 斯 假设 的 男 … 种 理解 是 参数 8 在 它 的 变化 范围 内 ,各 个 点 的 地 位 是 相 
同 的 ,具有 某 种 对 称 性 ,上 或 者 说 在 其 一 群 的 作用 下 具 石 不 变性 ,于 是 与 变换 群 相 联 
系 的 本 和 测度 就 成 广 自 热 的 先 验 分 布 . 这 一 忠 想 在 理论 | 和 实用 上 都 是 有 意义 
的 ,但 要 求 对 会 数 的 变化 范围 所 在 的 空间 结构 有 相 半 深入 的 了 解 . 解决 这 一 类 间 
题 的 丁 具 尼 险 永 ( 太 , Haar) 测度 . 


2.1.5 共 罗 分 布 


共 亏 分 布 是 贝 叶 斯 方法 中 常 几 的 一 种 判定 先 验 分 布 的 方法 , 它 的 恩 想 基础 呈 
先 验 的 规律 与 后 验 的 规律 应 具有 -一致 性 , 这 一 要 求 的 具体 化 就 是 先 验 分 布 与 后 验 
分 布 变 属 于 同一 类 型 . 更 确切 地 说 , 设 样本 x 对 于 参数 9 的 条 件 分 布 是 p(x 1 8) ,2 
为 9 的 一 个 分 布 族 , 全 到 r E 作为 先 验 分 布 ,如 果 对 二 任意 样本 x, 后 验 分 布 
4(8 | x) 仍 在 族 y 和 内, 则 称 是 p(x19) 的 共 轩 分 布 族 .下 库 用 一 项 分 布 作为 例子 
来 说 明 这 一 点 ， 

在 次 独立 试验 中 ,事件 4 发 生 的 次 数 为 r, 4 发 生 的 概率 9 是 未 知 参数 ,于 是 ， 
;的 分 布 是 二 项 分 布 [ “(1 - 0)*-". 如 果 选 用 贝塔 分 布 6(a,6) 作为 先 验 分 布 ， 


则 后 验 分 布 
boO| x) oe xtpipltw | 0}. 
此 处 ,样本 * 的 值 就 是 r, 因 此 ， 


AD oe 1 Os( P00) oe trl Ob, (2-6) 


也 即 h(8 1 r) 是 贝塔 分 布 Ba + rm+5- 站 ,与 先 验 分 布 BLa,8) 属于 同一 类 型 ， 
所 以 Ba,5) 与 一 项 分 布 是 共 思 的 . 

对 于 共 斩 分 布 ,每 个 具体 的 密度 是 可 以 寻找 到 的 ,但 没有 个-…- 般 性 的 公式 . 
有 了 此 饮 分 布 后 难点 就 转 为 如 何 确 定 共 孝 分 布 中 的 参数 . 


2.1.6 其 他 方法 


判定 先 验 分 布 的 方法 这 时 无 法 一 一 列举 , 最 重要 的 是 具体 问题 要 具体 分 析 . 例 
如 T 厂 牛 产 某 种 慰 准 件 , 上 只 有 长 期 积累 的 数据 ,出 可 由 这 些 已 史 数 据 佑 计 出 先 验 分 
布 . 又 如 ,样本 分 布 的 未 知 参 数 8 取 值 于 实 直 线 的 一 个 有 限 区 问 , 则 可 将 该 区 间 划 分 
为 : 些 不 相交 的 小 区 间 ,然后 请 专家 对 8 属于 各 小 区 问 的 概率 发 表 看 法 ,根据 这 些 
在 法 做 出 概率 直方 图 ,再 由 此 画 出 -条 平滑 的 密度 曲线 ,作为 对 先 验 密度 的 估计 . 

页 叶 斯 方法 的 一 人 优点 是 利用 了 先 验 信息 , 先 验 是 指 进行 统计 试验 之 前 ,后 验 
是 指 进行 统计 试验 ,取得 样本 , 见 到 了 样本 值 之 后 . 把 先 验 信息 种 样本 信息 综合 在 
一 起 ,就 是 后 验 分 布 ,所 以 后 验 分布 吓 以 看 成 是 人 人们 在 获得 样本 信息 之 后 ,调整 人 
们 先 验 认识 的 “个 合理 的 推断 . 如 果 没 有 先 验 信息 可 以 利用 ,到 由 叶 斯 方法 的 长 
处 就 难以 发 挥 . 在 实际 工作 中 ,人 们 总 是 有 和 完 验 信息 可 以 利用 的 ,所 以 只 叶 斯 方法 
很 受 实际 工作 者 的 欢迎 . 但 是 无 信息 时 如 何 判 污 先 验 分 布 ,是 别 的 学 沽 批评 内 叶 
斯 学 诉 的 个 重 握 ,为 了 理论 上 的 完整 , 就 作 须 处 理 好 这 - - 冲 题 . 
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2.2 人 由 计 


2.2.1 点 恬 计 


通常 点 帖 计 基 用 后 验 分 布 的 期 望 来 合计 的 .2 | xy 的 期 扇 实 际 上 屿 是 条 件 
期 望 刀 121x1, 从 均 方 误 营 的 观点 来 看 ,把 样本 # 和 参数 0 部 看 成 随机 变 基 时 ,使 得 
E(8 - 六 x)》 达 到 最 小 值 的 入 x) 就 是 条 件 期 望 志 1 1 = 


另 -种 考虑 是 用 后 验 分 布 阁 度 的 最 太 值 点 来 估计 0. 即 他 使 等 式 
(Hl x} = maxk( 9 | x) (2-7) 
成 立 ,下 存在 最 大 值 时 ,将 marx 收成 sup. 注意 ,hC0 | x sreerptx | ,因此 使 


h(t01x) 达到 最 大 值 的 仿 ,-- 定 也 使 x(9)pfx 10) 达到 蝴 大 值 ,这 -估计 称 为 最 大 
后 验 密 魔 估计 . 如 和 困 先 验 分 布 采用 贝 叶 斯 很 浸 , 靶 x(8) < 1, 此 时 就 有 
ROO Tr) oc ptx | 8) = LO, 
最 大 后 验 密度 估计 就 是 咸 太 似 然 估 计 .下面 用 二 项 分 布 作为 例子 来 说 明 这 一 点 . 
设 先 验 分 布 是 共 粥 分 布 8Ca, 旨 ,十 是 从 2.1 节 已 各 后 验 分 布 是 Bla + r,n+ 8 
-了 ,内 塔 分 布 8{ a,5) 的 期 看 慎 是 已 知 的 , 它 是 aA/ta+ 站, 因此 ,二 项 分 布 中 事件 
4 发 生 的 概率 站 的 由 是 新 估计 屁 


分 - tat rr+ ti+ 4b). (2-8) 


特别 地 ,及 用 贝 叶 斯 假设 时 ,就 有 a = 5 = 1, 于 是 式 (2-8) 就 给 出 估计 全 = (r+ 
DA(n + 2). 采用 员 叶 斯 假设 时 ,最 大 后 验 密度 估计 就 是 最 大 似 然 估计 , 它 用 频率 
r/n 去 估计 概率 日 ,与 经 典 学 派 的 结论 相同 . 从 这 蜂 也 可 以 着 到 贝 叶 斯 学 诬 与 经 典 
和 学派 的 联系 与 区 别 . 


2.2.2 区间 估计 


已 知 参 数 8 的 后 验 分 布 为 9 1 x), 对 下 纵 定 的 登 信 役 率 1 一 a,0 < a <1, 如 
果 存 在 区 域 PP 浪 足 下 面 两 个 茶 忻 : 


te plgE Diz -| he1zadg = 1- 0, 


x 性 给 页 毛 上,8, EDD, 总 有 不 等 式 
hia | x) 2 hi | x), 
则 称 D 是 8 的 最 高 后 验 区 域 估 计 . DD 这 个 区 城 集中 了 使 行 验 分 布 密 度 取 值 尽 可 能 
大 {高 ) 的 点 .下面 用 一 个 正 洛 分 布 的 例子 来 说 明 . 
设 xi 如 是 来 自 入 (0,o2) 的 一 个 样本 ,未 知 参数 是 忆 , 求 王 的 区 间 估 计 . 
采用 中 叶 斯 俱 设 ,此 时 
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exp( — > x2/{202)) 


h(a hx) ce 7 


于 是 of 遵从 依 后 验 分 布 足 道人 彻 玛 分布 ,为 了 方便 ,将 其 密度 与 为 如 下 形式 : 


yaoia,b) = Fe yr exp( ~ b/g ), 


> 
其 中 sa= (了 Db- 与- 
注意 到 yte? 1a,b) 的 密度 吡 非 对 称 的 ,因此 对 称 弛 截取 分 位 点 并 椒 能 得 到 景 
商 后 验 密 度 区 域 . 浊 十 置信 概率 1 - ,该 区 域 为 由 满足 下 别 等 式 的 cl 和 和 6 构成 的 
区 间 [ei, ez]: 


‘]) Pei 二 时 过后) = |?y(o 1 a,b)do? = ] - a, 
中 


(2) Yio aoa) = fceo a, 6). 
这 : 结 扣 与 经 屿 方法 常见 的 置信 区 间 是 不 完全 相同 的 . 


2.3 ”假设 检验 和 判别 


对 于 统计 中 的 假 滩 检验 问题 ,由 时 斯 力 法 也 是 采用 后 验 分 布 . 设 样本 x 遵从 
分 布 密度 pfz 1 站,6 的 变化 范围 是 加 ,Bo CH 是 :个 真子 集 , 侍 检 验 的 零 假设 是 
有 :人 Bo ,对 立 假设 是 #1:8 E€ 和 日 \ 680. 若 已 知 先 验 分 布 r(0) ,及 观察 到 样本 x， 
则 从 后 验 概率 PIPE B14) 与 P(8 EB'Y Bo 1 x) 的 大 小 就 可 以 判断 而 是否 成 
站 当 POE Bol rx) > P(E | 7T) 时, 就 认为 击 成 并 , 窒 则 就 认为 不 成 并 .从 
后 验 密度 C0 | x) 的 表达 碟 可 知 PC(8 € Bo |x) > P(t98€ Bo | x) 的 充分 必要 条 
件 是 

j re)plz 1 8)d6 > | aC ps 1 gd. 


按 先 验 分 布 来 计算 , 二 与 名 相应 的 概率 分 别 是 
(9 € Bo) = | «(0)a0 


十 [ 


r(gEBo) - | zx(g)d9， 


由 于 观察 色 样 本 x 之 后 ,人 们 的 认识 调整 为 P(BE Blz) PEBolz) ,从 比 
值 米 看 ,有 
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P(9 € Bo17) 
PIOE HB, | x) _ (OE PIOEOo | *) 
PIOEBIx) recao) td Bo) 
XK 亡 生 |,) 


def (0 EE Boipgrr 
x = (7 
其 中 B(x}) 是 在 疯 察 到 样本 x 后 , 凋 整 先 验 认识 的 一 项 因 式 , 称 之 为 贝 叶 斯 因子 . 


由 时 斯 因 了 用 xt 9) 和 积分 表示 就 是 


| xfgjp(xz18)d9 | , zx(63d8 
B(x) = oo 
| 号 | Atodo 

必 总 


特别 地 , 丰 果 四 = | 页 ,而 Bo = i861, 则 
plx | Oo) 
pixl 8) 
它 就 是 做 乓 比 ,所 以 在 贡 叶 斯 分 析 中 ,用 比值 来 反 肌 比 差 作 下 方 便 ， 

假 谈 检验 可 以 看 成 是 两 类 判别 ,所 以 当 类 判别 是 假 党 检验 的 一 种 月 然 推 上 . 
客 类 判 删 的 问题 和 处 理 方 法 如 下 ; 

设 有 类 侦 设 检验 问题 ,第 i 类 的 分 布 密度 是 p(x} ,i = 1,2,…, 大 .那么 ,观察 
到 样本 x 之 后 ,应 将 * 归于 哪 -类 ? 设 先 验 分 布 已 知 , 展 上 第 i 类 的 先 验 概率 是 x,， 
i = 1,2,… ,上 ,于 是 由 Bayes 公式 知道 ,“x 记 G(x 属 上 -第 i 类) 的 后 验 概率 是 

htxEGlx)= Pits》 (人 二 11,2, ,ky, 


yp(s) 
因此 可 根据 后 验 概率 的 大 小 来 判定 * 的 类 别 ,将 “归于 xm(x) = maupj(x) 的 这 
现在 以 正 态 分 布 为 例 来 说 明 这 - -点 . 设 有 个 总 体 ,第 i 个 总 体 G 相应 的 密 
度 是 p 锥 多 元 正 态 WA 五), 先 验 概率 是 Tis i = 1 之， 下， 于 是 ,在 观察 到 样本 站 
之 后 ,后 验 概率 之 比 就 是 


9-( 轩 “(外 (3 


BT x) = 


其 中 
B= tx- Br) (ri B(x pi). 
因此 ,可 得 
apt) 
T(x) > 


的 充分 必要 条 件 是 nn ees >0, 即 
了 
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也 即 
(x Er (rH) Er 下) >2ci， 

容易 在 出 ,当天 均 相 等 时 ,问题 就 简化 为 x 的 线性 阴 数 足 丰 大 于 0. 当 大 =2 时 ,就 
是 似 然 比 屋 否 大 于 其 个 确定 的 值 . 因此 用 内 叶 拱 方法 来 处 理 时 ,假设 检验 与 多 类 
判别 可 以 纳入 :个 检 架 . 

当 总 体 密 度 p(x) 中 的 参数 是 未 知 的 时 ,判别 问题 六 该 如 何 钼 理 呢 ? 这 时 需 
荣 有 训练 样本 , 即 已 知 归 人 各 类 的 各 种 样本 萌 . 首先 利用 训练 样本 估计 参数 ,然后 
再 将 佑 计 了 的 参数 作为 已 知 纪 数 , 代 人 密度 来 作出 判别 . 


3 贝 叶 斯 决策 


3.1 决策 问题 


闫 策 问题 是 人 人 们 经 常 遇 到 的 , 它 不 一 定 与 统计 试验 有 闫 ,这 里 只 谈 与 统计 试验 
有 关 的 决策 问题 ,所 以 也 称 为 统计 决策 . 册 叶 斯 方法 的 - -个 重要 影响 就 是 滩 人 到 
非 统计 的 次 策 问题 ,这 也 不 是 这 里 讨论 的 内 容 ， 

统计 次 策 问题 有 二 个 要 束 :参数 空间 ,样本 空间 和 行动 空间 . 统计 决策 可 视 为 
人 与 白 然 界 的 一 种 博 究 ,参数 空间 反映 自然 界 的 客观 状态 ,也 称 为 状态 空间 ,参数 
空间 中 每 个 点 ( 一 个 状态 ) 称 为 自然 界 的 纯 策略 , 委 数 空间 上 的 先 验 分 布 称 为 日 
然 界 的 混合 策略 . 样本 空间 友 映 统计 试验 ,通过 取样 了 解 和 参数 的 信息 ,所 以 样本 空 
可 是 -一 个 概率 空间 ,但 它 的 概率 测度 不 是 一 个 ,而 是 与 参数 人 美的 一 族 测 度 . 行动 
空间 是 大 们 采取 的 措施 ,通常 用 ( 几 ,. 训 xz) 描述 参数 空间 ,zt 是 先 验 分 布 ;用 (于,. 关 
P,) 拱 述 样本 空间 ,对 于 每 个 wEn,P, 是 一 个 概率 测度; 村 4 表示 行动 空间 . 如 
何 从 4 中 选择 行动 a 呢 ? 这 与 损失 明 数 有 关 . 损失 男 数 是 让 浆 企 由 xx4 上 的 函数 
ia 人 它 表 本 当月 然 界 钼 于 状态 四 时 ,大 们 采取 行动 < 所 道 受 的 损失 . 

假定 Ltw ,a) 旺 韭 负 的 .由 于 大 们 是 根据 统计 试验 的 结果 xfzE 下来 选择 白 
中 的 行动 的 ,所 以 行动 < 依 町 于 样本 , 记 为 afxz), 称 光大 们 的 :个 策略 ,也 称 为 
决策 函数 . 它 是 个 统计 其 . 因而 L(tw,alx)) 是 个 随机 变量 , 它 的 期 望 


Rose(z)) = |L(a, ol))p(s 1 w)d 


称 为 风险 函数 ,此 处 ptx | w) 是 P, 的 密度 .如 用 考虑 到 犁 然 界 的 混合 策略 tt)， 
则 大 们 的 于 向 风险 是 风 验 尊 数 对 rtw) 求 平均 ， 


Rtr,a(z)) = |R(o,a(z))x(ojdw， 
称 它 为 对 xx 的 贝 叶 斯 风险 ,其 中 x(w) 是 的 密度 .一 个 先 验 分 布 <Cw) 与 一 个 决 
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策 国 数 er xy) 就 快 定 了 由 上 时 斯 风险 REx, et x)) 的 什 . 对 于 给 定 的 先 验 分 布 了 , 划 
果 决 策 郴 数 a (x) 使 得 
R(x,a,. (x)) 二 mnR(r, ata)), (3-1) 
则 称 a , (x) 是 针对 x 的 贝 叶 斯 解 ,或 简称 we (x)} 尽 贝 时 斯 解 . 很 明显 ,对 上 给 定 
的 先 验 分 布 ,决策 问题 的 核心 便 是 寻求 内 叶 斯 解 ， 
贝 叶 斯 方法 的 惰 点 足 很 容易 求 得 相应 的 贝 叶 斯 解 ,此 关键 是 利用 后 验 分 布 
htwlx). 称 损 失明 数 对 后 验 分 布 的 期 望 


RExs atx) 1 x) = [LCs a x)) hl | ado (3-2) 
为 后 验 风险 . 容易 石 出 , 沁 
gs) = J)pls | wdo 
后 ,就 有 
Rlrsae(z)) = | resa(s))p(z1o)rto)drda 


= | Co)dz| LCw, a) ho 1 xdew, 
把 gtx) 看 成 x 的 边缘 分 布 , 则 贝 叶 斯 风险 就 是 后 验 风 聊 所 各 az) | x) 对 q(x 
的 半 均 . 于 是 可 得 到 下 面 的 定量 ， 

定理 1 若 对 于 每 一 个 x,alx) 使 R(x,alx) | x*) 达到 最 小 , 则 atx) 就 是 外 
对 r 的 内 | 斯 解 . 

在 这 里 不 去 细致 计 论 - 些 与 可 油性 .可 积 性 有 关 的 条 但 .定理 1 给 出 了 许多 问 
题 的 .种 普遍 性 的 解法 , 它 的 个 特例 就 是 在 估计 问题 中 , 培 失 也 数 选 用 平方 误差 
时 , 贝 叶 斯 解 就 是 条 件 期 望 Eiw | x|. 住 假设 检验 问题 中 ,0 = jwo,wr| 时 ,损失 
站 数 

Lim, ty) = Bi {i = 0Q,1), 
其 中 so 天 示 拒 缩 珊 :ww = ao， an 表示 接受 丙 :m = wo. 汪 ， = 7 时 ,5v = 0, 和 否则 6 
= 1. 由 式 {3-2) 及 定理 1 导出 的 检验 方法 就 是 经 典 学 派 中 有 的 宗 坚 - 皮 水 撑 引 于 的 
结果 . 很 容易 将 这 个 方法 推广 到 多 类 判别 中 . 只 叶 斯 决策 用 -个 框架 可 以 处 理 各 
种 类 型 的 问题 . 


3.2 优良 性 准则 
有 了 度 基 损失 的 风险 ,就 可 以 从 史 险 的 太 小 米 确 定 兢 策 明 数 的 好 坏 , 这 就 钙 左 
有 比较 决策 函数 优 步 的 一 些 准 则 .下 面 只 能 介绍 一 些 重要 而 基本 的 概念 . 
3.2.1 容许 性 与 完全 类 


一 个 决策 是 数 afx) 的 风险 聘 数 Riw,alx)) 是 参数 w 的 函数 . 如果 
Riwalz)) a Rm ex) (FE 
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部 成 立 ,并 且 至 少 对 于 -个 四 不 等 导 成 立 , 则 称 aifz 一 至 优 十 mx 如 果 对 于 
afxl, 丰 存在 一 致 优 于 它 的 决策 晒 数 , 则 称 afxz) 是 容许 的 ,否则 就 称 它 为 不 容许 
的 . 很 明显 ,不 希望 所 采用 的 策略 是 不 和 容许 的 . 然而 ,有 可 能 所 有 的 策略 都 是 不 容 
许 的 ， 

如 果 对 于 不 属于 给 冠 站 策 两 数 类 的 任 一 决策 函数 ,在 该 类 中 都 能 找到 一 个 决 
策 画 数 - : 致 优 上 它 , 则 称 这 个 决策 明 数 类 为 完全 类 . 显然 ,如 果 存 在 -个 完全 类 ， 
就 不 必 考 虑 这 个 类 以 外 的 任何 策略 ,从 而 第 小 了 必须 考虑 的 范围 . 所 以 寻找 一 个 
完全 类 ,万 至 一 个 及 可 能 小 的 完全 类 是 很 重要 的 ， 刘 果 一 个 完全 类 , 它 的 任何 真子 
集 痢 不 再 是 完全 党 , 则 称 这 个 完全 类 为 最 小 完全 类 . 


3.2.2 极 小 化 极 大 准则 


极 小 化 极 天 准则 洛 英 误 表 示 足 minimax 准则 ,这 是 从 博弈 论 引用 来 的 . 如 果 - 
个 决策 函数 一 殖 优 于 其 他 任 -决策 函数 , 则 称 该 决策 一 数 是 - 臻 最 优 的 . 但 是 ,这 
种 法 策 两 数 : 般 都 不 存在 . 有 时 ,人 们 最 关心 的 是 最 大 风险 sup R(w, at x)). 

如 果 a, (x} 使 得 

sup RAw ,ax (x)) = infsup R(w, al x)), (3-3} 
则 称 a (x) 是 一 个 极 小 化 极 大 解 . 

很 明显 ,最 大 拟 失 达到 最 小 无 疑 基 一 种 优良 性 质 . 如 何 去 获得 极 小 化 极 大 解 
昵 ? 在 中叶 斯 方法 中 ,有 直 述 和 定理 . 

定理 2 若 afz) 基 -个 册 呈 斯 角 ,并 出 

天 feelfsh) = 0 (ywtEn) 
都 成 立 , 则 atxw) 一 定 是 -- 个 概 小 化 概 大 解 . 

下 面 用 二 上 项 分 布 作为 例子 来 说 明 , 设 未 知 参 数 是 事件 B 发 生 的 概率 ,人 2 = 
[0,1],n 次 试验 中 8 发 生 的 次 数 x 遵从 (“oA(1 - wo)"*, 则 当 行动 空间 4 = 
[0,1], 参数 为 w, 行 动 为 a 时 ,相应 的 损失 函数 可 选用 (ww - a)?. 当先 验 分 布 选用 
(二, 去) 时 ,其 中叶 斯 解 5，《z) = 《x + Ya/2)ACn + Vn) 的 风险 函数 为 


1 
Riw,ax (x)}) = 4 
它 与 名 无 甘 , 内 此 ,a, (x) 是 ww 的 极 小 化 极 大 估计 . 


3.2.3 贝 叶 斯 解 的 容许 性 和 完全 类 


责 叶 斯 解 与 决策 肖 数 的 容许 性 和 完全 类 有 很 密切 的 关系 . 这 主要 体现 在 下 向 
几 杀 定理 中 ，. 

定理 3 ”如 单一 个 决策 问题 的 贝 叶 斯 解 是 唯一 的 , 则 此 解 一 定 是 容许 的 . 

定理 4 证 参数 空间 只 = | oa , 先 验 分 布 Te ) 3» DQ,i 二 1.2，…- , 刚 re 
相应 的 内 叶 斯 解 是 容许 的 . 

定理 5 设 参 数 空间 只 = ER? ,0 即 为 p 维 欧 氏 空间 , 比 任 意 决 策 疯 数 的 风 验 攻 
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数 都 是 e 的 连续 函数 . 若 先 验 分 布 x 在 吕 的 任 -- 正 半径 的 款 上 上 都 脾 开 的 概率 . 则 
r 相应 的 中叶 斯 解 是 容许 的 . 
定理 6 没 4 与 已 均 为 欧 帮 空间 的 有 界 闭 集 ,损失 两 数 L(w,&a) 是 a 的 连续 省 
数 ,日 任意 决策 函数 的 风险 函数 也 都 是 连续 的 , 则 全 体内 01 斯 解 形成 一 个 完全 类 . 
这 些 定 奋 急 示 丁 贝 半 斯 解 的 种 种 优良 性 和 它 企 决策 中 的 重 刘 地 位 . 


3.3 ”对 近代 统计 的 作用 


岁 叶 斯 学派 的 士 作对 经 典 学 派 的 理论 和 方法 的 发 展 入 很 好 的 促进 作用 , 既 典 
学 派对 贝 叶 斯 学 派 的 赋 究 也 起 了 同样 的 促进 作用 . 由 时 斯 学 派 的 优点 是 比较 容易 
结合 实际 ,启发 人 们 去 总 结 经 验 ,这 就 很 好 地 促进 了 统计 的 应 用 ; 反 过 来 ,将 推动 
统计 的 发 展 . 统计 在 其 种 意义 上 就 是 从 经 验 .实验 .实际 悄 总 中 归纳 .总 结 、 寻找 规 
律 的 - 门 方 法 论 、 工 具 性 的 学 科 , 见 叶 斯 方法 与 这 一 特点 入 党 吻合 ,因而 得 到 实 称 
工作 者 的 ) 污 支持 . 正 旦 在 统计 中 有 几 个 不 町 学 派 的 争论 ,使 得 统计 学 科比 眠 他 
学 科 有 更 好 的 学 术 争 论 的 气氛 和 传统 ,一 些 杂 志 公 开 刊 [ji 注 沦 的 论文 ,发 言 ,不同 
学 派 有 自己 的 学 术 剧 物 , 又 互相 兴 透 ,这 无 锋 大 大 地 推动 了 吏 个 统计 的 发 展 . 

经 典 学 派 把 统计 问题 引 向 一 个 决策 问题 是 十 分 自然 的 ,而 且 也 是 必然 的 趋势 . 
央 此 研究 容许 性 . 完 件 类 就 成 为 一 些 重要 的 理论 课题 ,从 上 | 上， - 节 的 介绍 赋 可 以 看 
婴 , 贝 叶 斯 解 在 其 中 扮演 了 个 非常 重要 的 角色 . 经典 学 派 可 以 不 庆 认 贝 叶 斯 学 
派 的 观点 ,得 不 排除 川 贝 叶 斯 方法 去 寻找 他 们 想 杰 的 和解 , 计 明 某 些 方法 的 优良 性 ， 

在 经 典 统 计 中 ,UNMP( 一 致 最 强 ) 检验 被 认 为 是 一 种 好 的 检验 方法 ,但 如 何 去 寻 
找 这 一 类 检验 , 却 并 不 是 容易 的 . 然而 ,在 贝 叶 斯 统计 中 ,可 以 通过 最 不 利 先 驻 分 
布 构造 出 相应 的 UMP 检验 . 

考虑 三:8 € 可 用:0 = ,x 是 在 Bo 上 的 先 验 分 机, 样本 x 的 边缘 分 布 为 


me X) = | fp | 8)d8, 


于 是 检验 问题 转 几 为 
Ho:xX ~ mr Hx ~ pC | #1). 
二 此 ,用 奈 上 总 - 皮尔 途 引 理 , 有 UMP 检验; 
1 mx) > pls | 0 ))s 
tl) = {0 Re). 
共 中 让 由 水 平 a 确定 ， 


{x dx = - 
[ge ) ~ ” 


该 检验 具有 功效 六 = Ps [gtx) = 01， 于 是 ,上 舱 不 利 先 验 分 布 就 是 使 B 达到 最 大 
的 二 

以 | 斯 方法 的 一 个 重要 方面 是 如 何 计算 后 验 分 布 .后 验 损 失 ,后 验 分 布 涉 肥 
到 积分 的 表达 式 ,有 时 ,即使 有 一 个 精确 的 表达 式 ,但 实际 上 却 无 法 使 用 ;相反 ,一 
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个 近似 的 公式 却 用 起 来 效果 不 错 . 所 以 在 计算 方面 ,只 时 斯 方法 本 二 就 需要 深入 
由 探讨 算法 .20 贡 纪 色 千代 发 展 起 来 的 吉 布 斯 1J. 束 .Cibh>) 抽样 ,就 是 一 个 明 最 的 
例子 . 它 起 源 于 :个 简单 的 选 代 算法 : 
设 后 验 分 布 zi(81x,4) 依 环 本 及 ,是 zf | x, 站 依赖 二 x,8, 十 是 从 随 
便 给 定 的 .个 1 名 开始 ， 
成 zr | x ,AD) 中 生成 810; 
从 Wi | x ,849) 中 六 成 A190; 


这 样 循 环 下 去 ,5 只 要 次 数 相当 大 ， 8 可 以 看 成 星 xft6 | x) 的 观 察 值 而 与 初 值 4240 
无 闫 . 换 名 话说 ,序列 ;289| 是 过 万 的 ,已 上 共有 极限 分 布 x(01 x) ,所 需 的 条 件 是 一 
般 性 的 正则 茶 件 ,例如 有 如 下 的 定理 . 

定理 7 设 8 和 4 分别 取 值 于 紧 空间 日 和 A ,省 (01x,4) 在 日 上 便 为 涉 ， 
xa(A1%,9) 在 A 上 恒 为 玉 , 则 序列 1059| 与 4 和 | 均 为 遍历 的 蕊 尔 可 大 链 , 且 分 别 
共有 极限 分 布 x(8 | x) 和 x(a | *). 

F 而 用 :个 例 来 说 明 这 :算法 的 特点 . 在 经 典 方法 中 ,混合 分 布 的 参数 钻 让 
是 非 常 困难 的 ,现在 几 吉 布 斯 抽样 的 算法 来 考察 一 下 . 

例 1] 设 

x~ plxld) = Zip | PE 
其 中 pj,0, 均 为 未 知 参数 
日 = {pi ps ol Pes pks Ghd 
现 有 -组 样本 x11X21 rn! 将 每 个 | 对 应 于 -个 向 量 zi; 5 三 (zi19 zi 
fi ( 当 志 来 自 N(p,07) ,j= 1.2.)， 
” 10 《其 他 ). 
Da = 1. 

注意 ,pfz15o) 是 wo 的 密度 师 数 ,因此 ,估计 2 是 一 个 典型 的 混合 总 
体 估 计 门 题 . 

先 验 分 布 采用 共 驾 分 布 , 即 卢 对 e 的 条 件 分 布 和 tx | oj) 蕊 正 态 分 布 Ni, 
aa ,7 的 分 布 x(o?) 是 道 徊 玛 分 布 下 ( 由 [2 942 ,rt pispa,' ,Pr) 是 犹 利 殉 雷 
(P.O.L. Dirichlet) 分 布 DLar ,a2 一, 1) ,其 中 辣 ,Ri 部 如 已 知 常 娄 , 于 是 后 
验 分 布 戌 是 

Zi | x 8 ~ PR | 8), "A | #1), 
其 中 ja 为 万 项 分 布 ; 
pp | | 


让 


Dp | Her di) Pp, 


Fx | 9) 一 
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py | KZ,0, ~ N(E(X,Z), 


本 _ ) 
ni os : 


nn Zr (2) 一 和 


| 
] 


Ca 


， + (天 + 


rn 
2 
pl RE Dkart 用 作用 eg 十 ml WB)). 


= 【下 


y+ mg) 


Vo EZ "| 


ZF = (21 


mt{2) = yy 


_ 1 ”3 . 
3 = (2 


2) 


(KX, 2) = Da 一 2 


从 上 述 后 验 分 布 ,可 以 导出 很 方便 的 咨 布 斯 抽样 ,并 且 获 得 估计 . 
岂 j 斯 方法 在 各 方面 的 应 用 将 在 最 后 意 中 给 以 介绍 . 


4 ”经 验 贝 叶 斯 方法 


4.1 经 验 内 叶 斯 的 思想 


由 性 斯 六 法 的 难点 越 如 何 选 择 合适 的 先 验 分 布 .在 趟 少 实际 场合 ,存在 计 包 
以 往 的 试验 数据 (历史 样本 ) ,它们 蕴含 着 有 关 先 验 分 布 的 信息 . 因此 可 以 利用 这 
些 历 史 样 本 ,连同 当前 样本 一 起 ,去 估计 先 验 分 布 ,或 者 区 二 选择 先 验 分 布 这 一 难 
点 ,直接 去 估计 所 论 决 策 问题 的 贝 叶 斯 解 . 

F 而 先 川 丙 个 创 子 来 说 明 这 一 方法 ,然后 要 将 它 -版 化 . 

例 1 设 总 体 的 分 布 是 泊 松 (S.D. Poisson) 分 布 , 驳 数 为 8, 了 是 密度 耳 数 


-如 
ptxl8) = Ce - (x = 0,1,2,.}, 


损失 函数 LC0,6) = (0 -a)?, 对 先 验 分 布 x(9) 而 诗 , 下 川 斯 解 尾 估 计量 (观察 到 
x 之后) 


1 亲人 
的 二 天 ?让 | x| 一 my) 
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其 中 
| ee 人 (8)d0 
m{xry 三 4 x] + 
mlx) 是 样本 x 的 边缘 分 布 .于 是 人 x) 可 以 用 边缘 分 布 mtx) 表示 成 : 
Bx) = + Det (4-0) 


这 … 事 实说 册 , 为 获得 8 的 估计 量 , 可 以 不 去 管 先 验 分 布 ff 全 , 具 要 舍 计 出 mtx + 
DZzmtxz) 就 足够 了 . 
例 2 设 样 木 x 服从 二 项 分 布 ,参数 为 ,于 是 


plx | w) = (ard wo) 
先 验 分 布 采用 Ba, 的 ,因此 = 的 边缘 分 布 


mn _| _ 
re (l ent 工 lle 
We (4-21 


Ba 
咱 iw,d) = fo -di 作为 损失 靖 数 .oa 的 出 WF 斯 导 计 丰 条 任期 望 Elw ] x| ,所 以 
估计 其 


( "| | wl bli 
m{x)Pla,b) 


为 计算 出 多, 遇 需 知道 完 恰 分 布 中 的 师 个 参数 a 与 请 即 可 . 
值得 注意 的 是 , m(x) 中 也 含有 两 个 参数 mn 和 5. 如 凡 有 态 中 样本 x , x2，…， 


x ,就 可 使 昨 算 居 计 或 坡 大 似 和 的 估计 去 求 m(x) 中 的 参数 a,5, 然 后 天 代入 名 的 表 


村 式 中 求 出 名 . 丁 是 , 先 验 学 布 中 的 参数 是 用 经 典 方法 估计 ,估计 w 用 的 是 内 叶 斯 
方法 ,这样 果 种 方法 部 用 上 了 . 

至 此 ,经 验 由 时 斯 方法 可 总 结 如 下 : 

设 样本 * 遵从 条 件 分 布 pfxr | w) ,参数 鳞 的 先 验 分 布 i(w) 未 知 , 于 是 x 的 边 
绿 分 布 mmfx) 也 未 知 . 没有 历 忠 样本 x sp 和 对 于 | = 上 2 5， 

x ~ pi | a), ow ~ XR), 

Hz eol fa ,ww} 相互 独立 . 丁 是 ,oJ 将 x = (ri sa 上 双生 二 《2 
x) 在 作 取 自 mx) 的 ii.d. 样本 ,它们 间接 地 提供 了 关 + 先 验 分 布 的 信息 . 所 以 ， 
在 构造 雇 策 明 数 时 ,除了 利用 当前 样本 * 外 ,还 可 以 利 盯 历史 样本 . 这 种 决策 国 数 
称 为 经 验 贝 呈 斯 决策 函数 . 值得 注意 的 是 ,构造 经 验 由 中 | 斯 决策 肾 数 尚 无 通州 的 
方法 . 

如 果 w 的 先 验 分 布 属 于 :已 知 参数 族 , 记 上 先 验 分 布 为 xtw,9) ,x 的 边缘 分 布 
为 mfxz, 区 ,此 处 9 称 为 超 参 数 , 于 足 ,可 根据 mm 的 id 样本 x, 用 经 典 统计 上 方法 ， 


如 极 太 位 然 法 .天 法 等 ,得 到 8 的 知 计 全 从 而 可 用 x(w, 介 作为 先 验 分 布 的 估计 ， 


\4-3) 


-~ 
a 二 
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并 以 其 由 时 斯 解 为 经 验 由 叶 斯 决策 函数 (如 例 2). 这 种 方法 称 为 参数 经 验 贝 叶 斯 
方法 . 
如 果 决 策 问 题 的 中 叶 斯 解 可 以 表 泵 为 Wo 用 ,让 中 区 和 和 许晴 个 已 知 的 


丽 数 ,例如 或 (4-1), 则 可用 取 自 于 的 让 id. 样本 < 去 估计 ofmm) , 记 情 计量 为 字 (mm) 
然后 用 wx ,etm)) 直接 估计 贝 时 斯 解 g(x ,Cm)) ,作为 决策 问题 的 经 验 由 时 斯 
决策 函数 . 这 种 方法 称 为 非 参 数 经 验 风 叶 斯 方法 . 因为 它 出 罗 宣 斯 首先 提出 来 ,所 
以 也 称 为 罗 宾 斯 经 验 帷 叶 斯 方法 . 

当然 ,也 可 以 由 ii.d. 样 本 x 构成 经 验 分 布 丽 数 所? (x) ,因为 x 的 边 红 分 布 晴 
数 F(x) 与 先 恰 分 布 x(w) 应 有 如 下 关系 式 : 

Fr) = | mm)dy = [jypo Ew}rtw}dwdy. 
所 以 用 F* (x) 代 人 上 式 的 F(x) ,就 有 
Fritx) = | yoy | ew rw Yeew. 


和 二 pty1w) 是 已 知 的 ,所 以 应 选 x(w) 使 上 式 两 端 尽 林 能 接近 ,以 判别 信息 景 作 
为 一 者 的 差距 , 即 要 选 xtw) 使 


[Re | w(tw) dw} dE; (x) 
达到 最 大 ,也 就 是 密使 
Pin pla wr Cw)do 
过 到 最 大 . 当 x(w) 由 它 的 参数 8 决定 时 , 记 
ms 10) = |p ontw | 0)de 


后 ,就 成 为 要 选 9 使 》 lnm(% 16) 达到 最 大 ,这 就 是 最 天 似 然 合计 ， 


当然 可以 有 各 种 方法 通过 历史 样本 去 求 出 先 验 分 布 ,所 以 经 验 贝 叶 斯 方法 的 
个 关键 之 处 ,就 是 要 有 历史 样本 . 


4.2 优 民 性 


讨论 经 验 内 叶 斯 犀 计 的 优良 性 时 ,还 是 应 从 中 时 斯 风险 出 发 . 当先 验 分 布 
Xx(0) 已 知 时 ,针对 风 叶 斯 解 n(x) 的 只 时 斯 网 险 是 
RIx,a, Cx)) er Rtax(x)). 
对 于 经 验 贝 中 斯 估计 6t{x) 而 言 , 它 不 仅 依 赖 于 当前 样本 x ,还 依赖 于 历史 样本 x， 
x2as' ,xa; 因 此 ,决策 函数 58(x) 实际 上 是 B(x |]; 划 ;…, xa), 相应 的 贝 叶 斯 风险 
RR (OCx | x x2 Ni)) 就 与 历史 样本 x1 ,x2,… ,的 值 存 关 ,用 司 表 示 对 xi，, xz， 
…, x, 求 期 望 ,十 是 它 的 平均 由 时 斯 风险 就 是 启 (RCBCx 1 rz 和 和) 和 .这 总 
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引出 如 下 定义 
定义 1 具 对 十 给 定 的 p(x 1 8) 和 先 验 分 布 r, 经验 贝 叶 斯 估计 你 (z) = 
x xyx vs) 入 足 
RRA) Ra (nn %), (4-4) 
即 忆 ( 全 Cx)) 依 概率 收 化 于 本 (a (xz)), 则 称 如 (xy 依 概 率 渐 近 最 优 , 记 为 售 (zx) 
是 a.o0.( 训 ). 如 果 广 (xz) 满足 
E(R(O(Cx))) — Ro, (x)) (ra— wm), (4-5) 


则 称 仿 (zx) 基 半 元 渐 近 最 优 , 记 为 分 (x) 是 a.0.(CE). 

很 明显 , 沪 义 1 中 的 渐 近 最 优 性 是 对 一 -个 其 体 的 先 验 分 布 x 而 言 的 ,但 实际 上 
使 用 经 验 员 叶 斯 估计 时 ,并 不 知道 先 验 分 布 x 是 什么 ,所 以 ,如 果 优 良性 对 于 一 类 
先 验 分 名 如 能 成 六 , 则 这 种 优良 性 就 有 意义 ,分 布 族 越 广 江 , 该 优良 性 的 意义 就 越 


”要 建立 这 - 一 类 优良 性 的 定 埋 是 不 容易 的 ,下 而 定理 给 出 了 一 些 可 以 判断 的 方 
法 . 
定理 ] 设 存 在 常数 BB 使 | 人 (x) 1 日, 目 
| | as tx) [Tmtxdx < %, 
其 中 
mtz) = |p(z16)z(6)d0. 
如 果 对 于 全 | a (x) 1 专 B 的 每 个 x, 有 
D(x) Da, (x), 
则 当 w 一 ,有 
lim (E(R(OCx)) - Ra (x)))) 
过 zj | 总 | 2 本 < 二 本 天 (| Ga. (x)| 8)) 


从 定理 结论 可 以 春 出 ,只 要 BB 足 能 大 ,a ,tx) 的 高 阶 抽 存在 , 打 a.o.tE) 还 是 
可 以 建立 的 . 
对 本 离散 指数 族 
pex | 0) 二 hiexj {oe {x = 0 .1,2,..…)， 
在 二 次 报 撩 下 ,8 的 由 时 斯 侦 计 为 
(x) = h(x) mix+l) 
" 一 (+ mix)y ， 
可 椅 造 经 验 内 叶 斯 估计 如 下: 
全 (x) = 兵 [ 元 mntx + 1) 
nt h(x +1) m{x) ， 
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其 中 mm (站 为 xa,… ,x 利 * 中 等 于 的 个 数 .于 是 它 的 a.0.(E) 就 依赖 于 
> | antax) DY < m 
对 于 多 大 付 fr 万 并. 洲 于 几 和 分布, 很 容易 验证 它 是 否 a.0.4E). 更 一般 些 ,有 下 克 
的 定理 . 
定理 2 设 存在 正 整 数 庆 ,使 


站 fx < 下) ， 
h(x) = {从 (x 3 有， 
且 有 常数 4 使 
hi xr) 过 21) (YT) 


成 立 , 于 是 对 先 验 分 布 族 
7 {x(0):|er(0) do < =} 


而 言 ,经验 贝 叶 斯 估计 合 (xz) 是 a.o.(5) 的 . 
4.3 ”线性 经 验 贝 叶 斯 估计 


从 以 上 所 述 可 看 到 ,对 于 非 参 数 情 形 ,要 得 到 参数 串 的 经 验 册 叶 斯 估计 ,并 证 
明 它 的 渐 近 最 优 性 ,不 是 - 件 很 容易 的 事情 , 并 卫 设 有 一 个 统一 的 方法 ,必须 对 不 
同 的 概率 分 布 p(x 1 9) 逐个 地 去 做 . 
罗 宾 斯 在 1983 年 提出 :将 对 8 的 佑 计 限 制 在 x 的 线性 岗 数 类 中 ,这 样 ,对 于 平 
方 误 状 损失 哨 数 和 给 定 的 先 验 分 布 ,不 难 求 得 使 册 叶 斯 风险 认 到 最小 的 线性 函数 
d(x) = EC(O) + Cov 2) px)), (4-6) 


var( x) 
不 妨 称 它 为 8 的 线性 贝 叶 斯 佑 计 . 当先 验 分 布 未 知 时 ,可 用 历史 样本 zi ,zzz 
去 估计 E10) ,ElxY varfxy 各 cose .将 这 些 合 计 代 入 臣 (4-6 ,得 到 的 估计 


(x), 称 为 8 的 强 性 经 验 贝 叶 斯 估计 (1. e.B.), 记 为 Gr3(x) .为 了 区 别 , 将 上 述 讨 论 
的 不 限于 线性 沙 数 类 前 经 验 由 叶 捧 知 计 称 汶 一 般 经 验 贝 叶 斯 估计 tg.e.B.). 

对 于 问 -- 个 pfx | 9), 求 1.e.B. 要 比 求 g.e.B. 容 易 得 多 . 当然 ,线性 见 叶 斯 全 
计 旦 在 * 的 线性 函数 这 一 小 范围 内 晤 优 , 它 的 见 叶 斯 风险 一 - 般 地 应 大 于 愉 叶 斯 估 
计 的 员 叶 斯 风险 ,如果 它们 都 具有 渐 近 最 优 忻 , 当 nm 一 oa 时 .pg.e.B. 应 当 优 于 1.6. 
B.. 但 是 , 岁 宾 斯 猜测 ,1.e.B. 的 渐 近 最 优 性 式 (4-4 或 式 (4-5) 有 上 比 g.e.B. 更 快 的 
收 语 速 洲 ,从 而 对 于 中 等 天 小 的 rn,1.e.B. 将 有 可 能 优 于 收敛 速度 更 慢 的 g.e.3B,， 
罗 宾 斯 的 这 一 猜测 对 于 某 些 重 要 的 分 布 类 型 已 被 语 来 的 作 才 证实， 

罗 宾 斯 进一步 假定 

Elxr| 0| = 8, 
varl x | 如 | = + 好 ++ a 

其 中 a ,b,c 为 己 知 常数 ,十 柜 ,8 的 线性 页 叶 斯 和信 计 为 
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， Cvart x 好 十 bElx 的 
Bx) = g(x) + (1- a 2) Cx - EC) 


用 
x Es, 
和 = 一 i -x), 
分 别人 居 计 E(x) 和 var(x}, 则 得 到 9 的 1 £.B.,: _， 
人 c+ ot beter 
(x) = x+ (1- ts ) (x -#). {4-7) 
在 (4-7) 式 中 ,将 换 为 乓 ,得 到 
MB -为 醒 - e+ ot bret ex 
0 = (x) = z+ (1- (e+ 1)8: ) (#7), {8 


它 是 目的 一 个 1.e.8B. .这样 , 可 同时 得 到 对 页, 由,…:0 的 估计 . 这 与 著名 的 斯 组 
CC. Stein} 估计 密切 相关 . 

设 二 是 ma 个 独立 的 观 潮 ,ai 二 NUO.,1),: 二 1,2，……,m, 诸 a; 是 固定 
的 未 知 参 数 ,它们 之 问 可 以 没有 任何 关系 . 那么 ,如何 求 在 平方 误差 损失 


£9,0) = 0 全) 
之 下 情 计 这 些 此 呢 ? 此 处 8 = (0 ,0 = (全 ,家 人 7 
1951 年 ,斯 坦 首 先 发 现 , 对 于 上 述 估计 问题 , 当 a > 3 时 ,通常 的 估计 (MLE 


全 = ( 命 , 免 ,…, 钢 )? 是 不 容许 的 ,此 处 傅 = % ,i = 1,2,…,n, 事 实 上 ,对 于 n 汪 3， 
分 量 为 


名 = (1 -让 a (4-9) 
人 


的 入 旭 斯 - 斯 坦 (James Sicin) 估计 人 -- 致 优 了 全 ,其 中 S? = >》 只，e 是 满足 不 等 
式 0 < 。 < 20 _ 2) 的 任意 常数 (c = 4 -2 时 最 优 ). 听 户 刀 斯 - 斯 坦 估 计 也 不 是 
容许 的 ,其 正 部 人 = ( 命 , 集 ,… ,全 ) 更 优 于 人 5, 此 处 

B+ = 0 - 末 ) x (i = 1,2.-…,n), (4-10) 


而 (0), = maxl0,C*)!. 

乍 -看 来 ,斯 坦 的 这 一 发 现 似乎 是 荡 雇 的 一 一 怎么 能 利用 华盛顿 的 苹果 价格 
和 巴黎 的 时 压价 格 的 信息 , 去 改进 对 广州 彩电 价格 的 估计 1 天 此 被 称 为 斯 坦 奇 论 
(Stein’ s paradox). 

如 果 说 估计 式 (4-9) 和 式 (4-10) 是 将 x 向 0 压 弧 ,此 么 , 形 如 


名 1 (4-11) 
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的 埃 弛 朗 - 葛 里 斯 (Efron-Morris) 估计 便 是 将 x, 向 男 -个 自然 的 中 心 * 庄 缩 , 此 处 
5 = > (22. 所 以 ,也 称 这 些 估计 为 压缩 估计 . 可 以 让 明 , 当 ma4,0< ec < 


2(n - 3) 时 , 埃 弗 朗 - 英里 斯 估计 6 = (人 NN, 人 "人 也 一 致 优 丁 合 ( 当 c= 
n -3 时 最 优 )， 

对 于 上 面 这 些 奇 性 的 现象 ,通过 经 验 员 叶 斯 方法 ,得 到 了 -种 被 认为 是 迄今 最 
好 的 解释 : 如 果 诸 8 独立 地 遵从 -个 共同 的 先 验 分 布 Ar0,r), 则 可 以 用 x1， 

2，… ,nm 去 估计 未 知 的 趟 参数 ?, 于 是 9. 的 后 验 期 望 恒基 有 式 (4-9) 或 式 (4-10) 的 

形式 ;而 1.e.B. 式 {4-8) 正好 具有 式 (4-11) 的 形式 ， 

当然 ,这 于 未 完全 解释 清楚 斯 坦 奇 沦 , 因 为 后 者 并 没有 假定 对 于 诸 义 , 有 任何 
先 验 信息 ,而 且 后 米 在 线性 模型 中 也 出 现 了 詹姆斯 - 斯 坦 估 计 ,对 于 泊 松 分 布 以 及 
其 他 的 分 布 ,也 都 出 现 了 类 似 的 结果 . 这 就 开创 了 一 个 新 的 研究 方向 ,并 且 对 统计 
的 折 学 思想 基础 提出 了 新 闻 古 .这 一 研究 方向 今后 的 发 展 臣 否 将 与 经 验 由 叶 斯 方 
法 密切 相关 ,或 者 甚 双 殊途同归 ,希望 读者 拭 日 以 待 . 


4.4 “与 其 使 方法 的 比较 


经 验 册 叶 斯 方法 与 经 典 方 法 .上 贝 时 斯 方法 之 问 的 区 别 是 则 显 的 ,它们 的 主要 区 
别 和 共同 之 处 由 表 4-1 可 以 看 出 . 


考 4-1 
对 旬 由 时 斯 学 派 看 法 。 经验 内 时 斯 学 派 看 法 
参数 8 木 知 常 数 术 知 随机 变 盟 。 ” ” 术 知 随机 变 基 
沈 验 分 布 : 己 知 未 知 
样本 分 布 是 条 件 分 布 ,已 知 | 是 条 御 分 布 ,已 知 
后 验 分 布 己基 未 知 


己 知 来 六 


边缘 分 布 


实际 上 ,与 经 验 风 叶 斯 方法 比较 接近 的 是 逐 级 贝 叶 斯 分 析 .一 个 逐 级 由 叶 斯 
模型 {hierarehical Bayes model) 是 : 

样本 >x 5 参数 9 之 间 的 关系 为 x ~ pt% | 0) , 洁 验 分 仙 rt = xi(d | ,而 
和 对 趋 参数 科 处 再 
方法 还 是 占 引 人 它 的 先 验 分 布 , 即 逐 级 地 使 用 内 叶 斯 方法 . 

经 验 贝 叶 斯 方法 也 3 引入 了 超 参 数 , 先 验 分 布 中 可 以 有 木 知 参数 ,但 处 理 起 参数 

的 方法 是 经 典 方法 ， 这 是 二 者 的 区 别 所 在 . 

实际 上 ,在 经 典 学 派 的 模型 中 ,也 有 逐 级 模型 与 逐 级 贝 叶 斯 模型 相仿 , 怒 线 性 
模型 中 的 随机 效应 模型 , 在 这 种 横 型 中 ,观察 值 y 可 以 对 -1 部 分 因子 有 轩 定 效 
应 ,如 年 份 .品种 对 植物 繁殖 生长 的 影响 ;而 对 于 另 一 部 分 央 了 是 随机 效应 ,如 动物 
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后 代 的 件 别 . 这 样 , 模 则 可 表 下 为 
~ 和 [全 ,五 1 ， 
二 中 用 可 和 分 为 两 部 分 :8 = 【8 全 证 和 ~- 五 ,本 此 ,实际 上 上 性 了 180) -~ 
(6 ,五 ) ,或 者 
J | 8 人 N{8,E), 


sl 让 
这 则 是 -种 逐 级 的 模型 ， 


区 如 ,一 种 昆虫 一 次 产 肌 的 个 数 NW 遵从 泊 松 分 布 PC4) ,每 个 卵 存活 发 育 的 概 
座 是 p. 于 是 入 个 旷 沾 长 成 昆虫 的 个 数 x 遵从 一 项 分 布 ,这 就 是 一 个 逐 级 模型 ， 


xlNsp~ (Sep) 


A 
N ~ trexpl {N=0,1,2,.…). 


这 时 ,对 p 的 处 理 就 会 有 涉 同 的 羞 法 ,不 同 的 学 派 就 会 有 沾 由 同 的 处 理 办 法 . 

过 级 由 叶 斯 模型 的 计 论 在 统计 中 日 益 受 到 重视 ,原因 臣 方面 一 些 实际 问题 
确实 有 这 种 分 级 的 层次 结构 ; 另 -片面 ,近代 统计 中 的 集成 分 析 (meta-analysis) 也 需 
要 这 种 逐 级 由 叶 斯 模型 . 这 就 要 求 在 应 用 贝 叶 斯 分 析 方 法 之 前 ,要 考 碟 一 下 哪些 
是 实际 问题 数据 结构 中 己 有 的 先 验 信息 ,哪些 不 是 与 结构 有 关 的 先 验 信息 . 例如 
海浪 是 密 种 频率 , 振 师 的 波 混 侣 而 成 的 , 它 是 - -个 混合 的 总 体 , 这 个 结构 就 提供 了 
先 验 信息 ,而 振幅 会 是 什么 分 布 ? 频率 又 会 是 什么 分 布 ” 这 就 需要 用 实测 资料 来 
分 析 , 尝 先 从 结构 上 是 不 好 淹 断 的 . 

对 于 逐 级 贝 叶 斯 模型 ,在 鄂 一 级 上 或 哪些 级 上 使 用 经 典 方法 居 计 参数 ,这 也 是 
是 以 考 外 的, 这样 就 把 经 验 贝 叶 斯 方法 扩展 到 了 过 级 的 由 中 斯 模型 . 

总 之 ,经典 学 派 的 方法 .中叶 斯 学 派 的 方法 .经 验 贝 叶 斯 方法 ,都 是 处 理 实际 资 
料 的 -- 种 手段 ,从 什 公 观点 去 考虑 才 合 适 , 是 随 实际 问题 市 变 的 .因此 ,用 不 同 的 
方法 去 处 理 ,比较 分 析 它 们 ,然后 再 下 结论 , 才 是 比较 科学 的 态度 ， 
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5.1 在 可 靠 性 技术 中 的 应 川 


员 叶 斯 方法 芭 统 地 用 -上 可靠 性 技术 ,在 20 世纪 80 年 代 就 已 有 专门 的 著作 . 
可 靠 性 技术 处 理 的 对 象 - - 般 能 做 的 试验 少 ,数据 得 来 不 多 ,如何 利用 经 验 知识 米 减 
少 试验 的 数量 正 是 人 们 所 关心 的 ,这 就 推动 了 贝 时 斯 方法 在 可 靠 性 靶 术 中 的 应 用 . 
可 靠 性 试验 效 得 的 往往 是 不 完全 样本 ,因为 试验 的 时 间 不 可 能 无 限 地 延续 ,到 
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某 - 一 时 刻 必须 终 小 ;好 一 方面 样本 的 分 布 椒 是正 态 的 ,往往 是 指数 分 布 、 书 布尔 
(Waibul) 分 布 役 信 大 分 布 . 上 下面 以 二 项 分 布 ,指数 分 布 为 例 介绍 有 关 的 应 用 结 
果 , 进 - 步 的 内 容 可 以 参阅 区 门 的 著作 . 


5.1.1 二 项 分 布 情形 成 败 型 试验 


每 次 试验 的 成 功 概率 8 是 一 个 参数 ,n 次 独立 试验 中 的 成 功 次 数 * 服从 二 项 
分 布 , 怡 好 成 切 > 次 的 慨 兴 是 


有 fr 一 )=| ?oo 


如 采用 具 思 先 验 分 布 8(a,5), 则 的 后 验 分 布 是 Bla+t+r.b1+n-r). 求 8 的 置信 
区 间 , 这 需要 用 下 述 定 理 . 

定理 1 没 9~ B(a,6),24,2b 是 自然 数 , 则 也 x 人 ,~ F(2e,26)， 

这 就 可 以 利用 中 分 布 来 回答 上 面 的 问题 . 没 先 验 分 布 的 超人 参数 a = kw, 上 b= 
£ ,x=r 时, 

th 0 FQ + bo),2(n -r+ hi)), 
记 ni 一 了 (十 ko), n=2{n— rT 十 并 nn) 表示 自由 度 为 Ry 的 下 分 布 的 a 
分 位 数 , 则 8 的 置信 水 平 1-a 的 上 .下 上限 分 别 为 ， 
mn Ma) 


一 ” ”ma 十 id RL (5-1) 
Dr* = RF on nz) 本 
Pa 十 ni Fi_alnl , fea) 
例如 ,对 于 某 .部 件 , 设 从 历 虫 资料 算得 =3,&1 =2, 日 前 区 进行 10 深 试验 ,9 
次 成 功 ,1 次 失败 ,那么 成 功 概率 { 可 靠 度 )8 的 0.95 的 置信 和 良品 计算 如 下 : 
岂 甚 疝 =3,5 =2,2=10,r=9, 故 有 n=24, R=6, 查 下 表 ,得 
Foost24,6) =3.84, foo(24,6) = 1/2.508. 

将 上 式 代 大 式 (5-1) ,得 

8, =0.6146, 8* =0.9389. 


5.1,2 指数 分 布 情形 
电子 产品 的 使 用 寿命 往往 遵从 指数 分 布 , 它 的 分 布 陋 数 
F(t)=1— exp(— At. 
1 F(t 是 寿命 大于! 的 概率 . 如 果 希 望 这 个 产品 在 时 刻 了 之 内 不 失效 , 则 e 
就 是 相应 的 可 靠 度 尺 . 如 和 何 从 试验 数据 中 求 出 R 的 置信 限 ?” 这 是 可 靠 性 统计 的 上 典 
型 问题 . 注意 到 寿命 试验 往往 难以 观察 到 全 体 试 验 样品 的 失效 数据 ,如 果 上 内 能 间 
于 给 定 的 r 获得 前 r 个 失效 的 时 肇 
了 


则 这 类 试验 称 为 定数 截 尾 试 验 , 4,1,… ,就 是 样本 中 的 脐 : 个 次 序 统 计量 , 似 然 
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晒 数 
LAist ) = 0 Top (只 ) (5-2) 
其 中 


上 一 > + (Rn rt, 


使 用 不 同 的 先 验 分 布 , 可 以 得 到 不 同 的 后 验 分 布 ,用 杰 弗 菜 原则 ,可 以 求 出 信 
息 量 
I(A)= 3 . 
于 是 若 扼 验 分 布 x(A) cx 172 , 则 后 验 分 布 为 
ROATEIs ta tb) oA lexp( — Ar). (353-3) 
闭 采 用 未 锯 分 布 , 则 相应 的 先 验 分 布 是 Yta,4), 妈 
rlA}oc A lexp( -AMM), 
此 时 ,后 验 分 市 
下 (ex — Att t 5)). (3-4) 
很 明显 , 式 (5-3) 是 式 (5-4) 的 特例 ,相应 于 a = 8=0. 
从 式 (5- 习 出 发 ,A 的 愉 叶 斯 竺 计 
好 十 节 


R= ElAln, t,t = pr 


注意 到 R=exp( 一 A7), 即 InR = -AT, 它 是 4 的 线性 晒 数 ,很 容易 求 得 R 的 后 验 
分 布 


ln 
pa | fst th) 


| exp( ALt + bdA. 
利用 这 个 公示 ,就 可 以 求 出 置信 很 . 如 果 要 求 下 的 贝 咱 斯 估计 , 则 直接 从 式 (5-4) 
求 吕 的 后 验 期 望 即 可 得 到 
一 人 Te) ’ 
其 中 -= 


四 = ElRIt, ta," 
TT 
r 的 实际 意 疼 非常 明显 ,分 子 :+ 上 表示 样本 能 完成 的 时 间 :t 和 先 验 信息 中 能 
完成 任务 的 时 间 & 的 总 和 ,分母 是 任务 规定 应 完成 的 时 间 , 眉 的 值 在 0 与 1 之 
间 , 因 为 *>0,z<1+r, 如 果 r+ 息 小 , 即 实际 完成 的 与 任务 要 求 的 相差 太 远 , 则 可 


靠 度 伪 就 趋向 于 0; 如果 * 很 大 , 即 实际 完成 的 大 大 超过 任务 规定 的 ,那么 所 就 会 
趋向 于 1 

除了 上 面 的 晤 种 情形 之 外 ,对 寸 双 和 参数 的 指数 分 布 , 问 样 可 以 引 人 共 二 分 布 ， 
但 情况 复杂 得 多 ,后 验 分 布 的 计算 也 相当 麻 炭 . 对 于 市 布尔 分 布 ,如 果 对 形状 参数 


PiRexltists", t= P(A> — 


"| 
十 由 
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有 办 法 估计 ,就 可 以 化 成 指数 分 布 来 处 理 . 极 秆 型 分 布 也 有 类似 的 性 质 ,这 里 就 不 
逐一 介绍 了 . 


5.2 在 人 工 智 能 中 的 应 用 


综合 各 种 信息 是 人 工 智能 的 - … 个 关键 问题 . 贝 叶 斯 方法 用 于 处 理 信息 的 综合 
是 有 特点 的 , 它 在 不 确定 性 的 推理 中 提供 了 一 种 模式 和 处 理 的 方法 . 首先 把 贝 叶 
斯 公式 的 表达 方式 稍 作 改 变 , 愉 考虑 有 限 个 互 斥 事件 ,为 了 简单 明了 ,以 两 个 所 逆 
事件 4 与 4 为 例 . 于 是 ,只 叶 斯 公式 可 以 写成 


PIAIB) _ P(A) PiIBIA) [5.5 
POAIBY) YY PAY PCBIAY) . 


P(A1B)AP(41 上 8) 实际 上 是 后 验 概率 的 比 人 入; P(A)x P(A4) 是 先 验 概率 的 比值 ; 

PLB1A)AP(B14) 是 贝 叶 斯 因子 , 它 反 映 了 由 于 事件 B 的 发 咎 ,对 先 验 概率 比值 
应 如 何 亩 整 的 部 分 ,也 就 是 事件 B 发 生 这 一 信息 提供 给 4 的 有 关内 容 . 

如 果 从 信息 与 概率 比值 之 间 的 关系 来 理解 式 (5-5), 原 有 的 信息 记 为 五 ,事件 

8 发生 提 供 的 信息 记 为 上 , 则 后 验 概率 是 基于 后, 五 这 两 个 独立 情 息 基础 上 汐 概 

率 .以 已 (41 人 表示 在 信息 1 基础 上 的 概率 , 则 式 (5-5) 就 可 以 改写 为 如 下 的 形式 : 

P(AII, 1) P(AIID) PAE) 


PATTID) PAAIN) PC (5-6) 
相 难 看 出 ,如 果 信 息 集 站, ,…, 玉 相互 独立 ， 那么 就 应 
PA TH,! PC41 
CA 118 PIATLY {5-7) 


如 果 用 LCA1 了 记 PiA 1 YP(A | DY, 它 表示 六 发 生 的 优势 ,他 是 统计 中 常用 的 
位 然 比 ,上 式 就 是 


上 
LIAN NT, E) = |[ cat 4). (5-8) 


这 样 ,对 于 不 独立 的 信息 就 可 表示 为 条 件 似 然 比 LCA: [14) , 它 的 定义 是 


LCAIT,L) 
LA: IE)= Ay 


于 是 
{41 A AA), 
LAIDID= LA ELA: |). 
值得 注意 的 是 ,在 人 们 的 认识 过 程 中 ,信息 到 来 的 先后 顺序 ,会 对 人 的 信念 产生 重 
要 印象 , “ 先 人 为 主 " 就 是 这 一 事实 的 反映 . 因此 ,-- 般 说 来 ,5 站 五) 天 下 4 号， 
了) , 这 一 等 式 成 立 的 一 个 充分 必要 条 件 正 好 是 关于 工 (41 门 的 一 个 贝 叶 斯 公式 : 
LA = 下 个 全 (5-9) 


上 面 这 些 公 式 的 含义 可 通过 下 面 一 个 简单 的 例子 来 加 以 说 明 , 从 中 可 认识 到 
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它们 的 作用 . 

一 个 上 | 有 其 个 报警 器 五 ,天 -五 啊 了 ,事故 发 生 的 概 康 是 0.9: 瑟 啊 了 ,事故 发 

生 的 概率 是 0.8, 岗 在 师 个 报警 部 都 响 了 , 问 此 时 工厂 发 后 沁 故 的 概率 是 禾 少 ? 
这 是 人 于 智能 中 不 确定 性 推理 的 一 个 典型 问题 . 设 课件 4 表示 工厂 发 生 事 
故 . 从 概率 的 观点 米 看 ,这 个 问题 就 是 已 知 两 个 条 件 概率 PfdI5D) =0.9, P(A 上 上) 
=0.8, 求 PCA1D ,五 ). 概率 论 中 没有 处 理 过 (人 凤 上 两 个 慨 率 测度 Pi 和 P; 给 定 
后 ,如 何 从 , 疡 去 给 出 (和 字 上 的 另 一 个 概 宰 调 度 的 问题 . 在 统计 中 通常 用 的 
如 权 平 均 . 取 最 大 值 . 取 最 小 值 等 ,又 都 不 能 合乎 人 们 的 直觉 认识 ， 直觉 认识 是 两 
个 警报 器 都 响 时 事故 发 生 的 概率 应 该 比 每 -个 报警 器 单独 响 时 事故 发 生 的 概率 都 
要 人 . 式 (5-7) 能 很 好 地 处 理 这 .问题 : 
P(AIT,E) P(AIN) P(ALL) 
Pd PIPE) 
0.9 0.8 356 
70.1”*0.2™ 1 
因此 ， PCANN, 1) - 当 -0.973 >0.9. 


如 果 在 设计 报警 器 时 ,已 经 知道 P141Dn 疡 ) =0.95, 遇 必 可 以 得 到 ( 太 式 (5- 
9)): 


= 3 拘 ， 


LCA:D EL) -本 - 1.1875， 
A TOE 1.0556. 
实际 上 , 式 {5-8) 给 出 了 从 定性 推理 到 定量 推理 的 一 个 过 渡 手 段 和 形成 .信息 
[提供 的 LCA1E) > 1, 只 是 表明 4 发 生 的 可 能 性 较 大 . 如 果 有 下 个 都 是 这 样 判 
断 , 则 从 式 {5- 吕 就 知道 ， 
LALIT ,bs > (+te)t>1+K, 

其 中 = 可 以 旺 2415)= 1+ &, 中 最 小 的 那个 si . 这 样 ,从 定 件 的 推理 就 可 导出 个 
定量 的 推理 : 
PLAID ,Dh) > 1+e 


+ 本 
当下 相当 太 时 , 它 就 很 接近 1. 
5.3 在 经 济 研究 中 的 应 用 


贝 叶 斯 方法 在 经 济 领 域 中 的 应 用 ,可 以 参看 文献 [5' ,这 是 一 本 著名 的 著作 . 
这 里 ,内 是 通过 一 些 例子 敬一 点 简单 的 介绍 . 经 莘 研究 牛 诺 用 较 多 的 是 三 归 分 析 
和 时 间 序 列 分 析 . 这 些 研 究 既 可 以 探讨 经 济 变量 之 间 的 关系 , 叉 可 以 利用 这 些 关 
系 来 作 顶 测 . 下 面 以 回归 分 析 为 例 ,说 明 贝 叶 斯 方法 应 用 的 特点 和 进展 ,其 内 容 是 
20 世纪 色 年 代 中 期 的 成 采 . 

一 般 说 来 ,回归 的 模型 可 以 写成 
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= + uw. {5-10) 
现在 不 殷 定 先 验 分 布 足 什 么 ,只 假定 革 是 出 满 秩 的 ,因此 (XX'X) -1 存在 . 对 式 {5- 


1D) 两 端 洪 CXTX) 1X 后 , 取 后 验 期 经 ( 用 符号 必 表 示 ) ,得 他 
(KR Xp BCP) + CRUX NTE a). 
因此 ,如 果 假 定 天 于 (w) = 0, 则 立即 得 到 多 的 估计 为 


B= (DD = (XIX XY. 
冉 从 式 (5- 10) 册 边 取 后 验 期 望 ,就 有 
Etu}=y- XECR = yy- B= {1 - K(XIX) LIXT)Y, 
这 就 给 出 了 残 差 的 咎 计 太 = 其 (4) = 0- X( XX) -TXT)y. 为 了 预测 新 的 y 值 , 设 
它 相应 的 x 是 zx. , 则 预测 值 少 ,应 该 是 
Y= Ey) = x EB) = x FB. 
它 就 是 通常 的 回归 预测 值 . 
现在 来 看 的 后 验 沙 方差 阵 , 记 作 六 (有 阳 . 因为 
BP- ECB)= — (XIX)-' XTCu -WW). 
注意 到 
XH= X(T KCOXTK) -ET = 
于 是 假定 WC(w) = 下 (让 ' 久 ) -1XTo? 后 ,就 得 
VR = (CXR 1, EC gy = HN/AR = 


这 样 就 可 以 利用 最 大 篇 原 理 给 出 有 关 的 结论 . 因为 已 知 在 验 期 望 和 方差 { 或 堵 方 
差 阵 ) ,所 以 炉 最 大 的 分 布 就 是 正 态 分 布 , 是 就 有 : 


b 给 定 中 后 下 的 后 验 分 布 是 N( 下 ,og*(XTX) 1); 

> 纵 定 于 后 ,对 应 于 x, 的 预测 值 y, 的 分 布 是 NC(Y, ,go2(Cl+ x xTx) 
Lr»)); 

也 a2 的 后 验 期 户 情 计 守 = 着 (o2) = 音 , 且 用 有 指数 分 布 密度 

皇 
hta |y}= (em 人 - 0 > 0 
人 和 与 of 的 联合 后 验 密度 是 
NCBIB, oCXTE)- Yh(o ly). 

这 . -种 处 理 问题 的 方法 对 于 考虑 - - 般 的 统计 问题 是 很 有 好 发 揭 . 可 以 从 观察 值 1 


参数 之 问 的 甘 系 出 发 , 先 求 后 验 期 望 与 协 方差 阵 ,然后 出 它 知 后 验 期 户 .方差 的 最 
大 精 分 布 一 止 态 分 布 来 处 理 . 这 已 成 了 一 个 般 性 的 异 戌 ,上 医 常 方便 ， 


5.4 其 他 应 用 


只 时 斯 分 析 方 法 的 应 用 范围 是 广泛 的 ,不 仅 与 统计 , 'j 先 验 信 息 有 关 的 领域 会 
用 到 它 , 就 是 与 统计 无 关 的 决策 问题 ,与 先 验 信息 无 关 的 些 和 实际 同 题 也 会 用 
它 , 所 以 要 穷 举 各 种 用 法 是 做 木 到 的 ,从 金融 保险 到 神经 网 络 ,混沌 学 涪 ,都 可 以 
山 到 应 用 由 叶 斯 方法 的 文章 利 著作 . 这 里 用 … 些 例子 来 作 -点 说 明 . 

例 1 有 胃 电 和 车 总 数 的 估计 ， 

杰 弗 药 在 他 的 著作 中 ( 见 文 献 [2]) 提 出 了 这 样 的 问题 ;一 个 人 在 国外 的 一 个 城 
中 旅游 ,他 对 城市 的 大 小 豪 无 所 知 , 看 了 一 个 有 轨 电 车 的 号 码 是 100, 那 么 ,他 对 这 
个 城市 有 轨 电 车 总 数 的 个 计 会 是 多 少 ? 最 保守 的 估计 是 1. 

考虑 这 个 问题 时 ,设想 总 数 是 六 ,观察 到 的 续 袜 是 了 ,于是 mtIAW) = P(T= 


1N)= 方 ,=1,2,…,N. 注意 的 取 值 是 全 体 自然 数 , 与 (0, w) 上 先 验 分 布 在 无 
信息 情况 下 是 1/e(c >0) 相 仿 , 此 时 先 验 分 布 是 
x(N) cc 入 (N= 1,2,"). 
因此 后 验 分 布 
h(NIT) ~ 


其 中 Ins n 是 --- 示 性 了 沙 数 , 当 NW 了 时 为 1, 否 则 为 0. 这 就 得 到 后 验 概率 ,对 于 no 
庆 了 ,有 
-1 
ep 
PWN 宇 Mn | 7) = 1 。 


是 = 下 Re 

此 时 ,后 验 分 布 的 中 位 数 近似 为 27T, 这 就 是 用 中 时 斯 方法 估计 的 有 轨 电 车 总 数 ， 

值得 注意 的 是 ,看 到 一 个 标 导 为 100 的 样本 ,用 经 典 学 派 的 方法 ,无 法 得 到 多 
于 400 的 估计 值 . 注意 到 这 一 问题 与 一 些 偶然 事故 .灾害 性 事件 发 生 的 概率 有 相 
似 之 处 ,所 以 处 理 这 一 问题 的 方法 也 是 值得 借鉴 的 . 

例 2 捕获 一 再 捕获 的 调查 数据 分 析 

某 一 撤 区 的 野生 谭 群 总数 N 是 未 知 的 , 想 了 和 解 NW 的 大 小 , 需 进 行 捕获 一 标记 
放 回 一 冉 捕获 的 抽样 调查 . 假定 两 次 捕 提 间 总 数 N 没有 变化 ,每 个 个 体 被 捕获 的 
概率 都 是 同一 个 值 p, 则 可 得 到 如 表 5-1 所 示 的 数据 . 


第 -次 捕 效 总 数 为 ni ,其 中 mi 个 第 次 又 被 捕获 ,nz 个 趟 被 捕获 ,第 -次 新 捕获 
的 是 na 个 ,总数 尾 nl. 于 是 似 然 函数 可 以 写成 


LeN.pl )-| 机 
四 PINRn Tz N= Ri 


其中 此 二 27111 十 lz 十 ml 十 总 的 桶 歼 数 ， 


"一 J 
上 pn 


nn A fal Rn! ml nat CN- mL- nt2 一 201 
是 多 项 系数 . 先 验 分 布 
x{N,p)= rx(N) xtp), 
其 中 xtp} 是 Bla,B6);xCN)ccl,r(N,p) 是 自然 数 二 的 均匀 分 布 . 这 样 就 得 到 后 
验 分 布 
htplN,n}= Btatnbtrt2N- an), 


N ) Blat nb+2N- n) 


及 十 i 
(Nine pa,b) 


其 中 nm, = my+ np + ma 是 捕 歼 的 不 问 个 体 总 数 ， 

更 直接 计算 .上述 后 验 分 布 的 期 理 和 其 他 的 统计 特 御 数 是 困难 的 ,但 可 以 采取 
近似 方法 ,包括 前 别 扣 划 过 的 十 布 斯 抽 样 来 求 取 , 这 可 以 得 到 较 好 的 结 尺 . 与 这 种 
方法 相对 比 ,又 典 方 法 把 n，, rn 看 成 固定 的 值 ,nu 是 叭 -的 随机 变 基 , 于 是 ,得 到 
N 的 最 大 似 然 依 计 为 


从 A 凡 | 对! 
aR nr 


很 明显 , 当 n=0 时 ,家 就 无 法 应 用 . 见于 斯 方法 就 不 会 出 现 这 类 问题 . 
这 个 例子 中 的 方法 在 20 世 纪 中 年 代 被 成 功 地 用 | 美国 历史 上 一 些 重 要 文件 
的 著作 权 的 识别 ,取得 了 很 好 的 效果 . 
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引 襄 


稳健 统计 研究 具有 稳健 性 的 统计 方法 , 即 当 观测 数据 符合 假定 模型 , 砖 至 与 供 
定 模型 有 侦 离 时 ,性 质 都 较 好 或 至 少 性 质 不 会 很 坏 的 统计 方法 

尽管 早 在 8 世纪 就 出 现 了 最 简单 .直观 的 稳健 统计 方法 ,但 直到 加 世纪 双 
年 代 前 后 基于 正 态 分 布 理 论 的 统计 方法 的 不 稳健 性 才 引 也 统计 学 家 的 广汉 注意 . 
此 从 (P.J.Huber) 于 1964 千 创 六 的 产 近 极 小 极 太 理 论 ,以 及 汉 韦 (LF.R.Hampel) 于 20 
世纪 名 0 年 代 末 提出 的 崩 湿 点 等 概念 利 有 界 影响 方法 莫 定 了 稳健 统计 的 理论 基础 . 
共 后 ,稳健 检验 .多 元 位 置 和 散布 阵 的 多 种 稳健 个 计 、. 线 性 回归 的 三 估计 、 有 界 影 
啊 居 计 , 以 及 高 凯 壮 点 高 效率 帖 计 等 许多 方法 和 理论 相继 提出 利 建 立 , 这 不 公使 稳 
健 统 计 呈 本 完善 ,而 用 为 统计 诊断 所 供 了 更 可 徘 的 工具 . 

由 于 观测 数据 偏离 假定 模型 是 普 迪 存在 的 问题 ,因此 ,稳健 统计 方法 已 被 ) 证 
应 用 于 经 济 .金融 ,气象 .环境 .生物 .医学 .地 质 期 探 . 图 像 和 信号 处 理 等 等 许多 领 
域 的 建 模 .预测 .推断 和 数据 分 析 . 


1 稳健 性 概念 


1.1 概 述 


1.1.1 数据 、 模型 和 统计 方法 

统计 学 在 我 国 常 被 称 为 数理 统计 学 , 它 证 要 是 研究 怎样 有 效 地 获取 ,分析 利 解 
轰 数 据 , 如何 从 数据 中 提取 信息 .寻找 规律 的 方法 和 理论 . 它 是 人 们 进行 推断 ,决策 
利 预 测 的 重要 工具 .数据 并 非 来 自 数学 或 统计 学 ,而 基 对 客观 事物 进行 观测 .试验 
或 调查 得 到 的 ,几乎 所 有 的 实际 部 门 和 研究 领 三 都 有 太 量 的 问题 入 要 通过 分 析 各 
研究 数据 来 解 块 ,因此 统计 学 是 应 用 性 和 净 台 性 非常 焉 的 学 科 . 

统计 学 提 贷 了 丰富 的 分 析 数 据 的 方法 ,这 些 方 法 在 数据 满足 一 定 的 基本 假 供 
{ 即 统计 模型} 的 条 件 下 上 其 有 优良 的 性 质 ,其 中 有 许多 方法 在 茶 准 则 下 还 是 最 优 
的 .应 用 统计 方法 分 析 实 际 数 据 时 需要 考 虚 两 个 问题 :第 - ,数据 与 所 用 方法 背后 
的 统计 模型 (以 下 称 之 为 假定 模型 ) 时 否 一 致 ;第 二 ., 当 数 据 妨 离 假 定 模 型 时 该 片 
法 是 否 还 具有 优良 性 . 

太 械 的 实践 表明 , 数 所 与 假定 模型 一 致 的 情况 很 少 . 首先 ,实际 中 的 数据 - 般 
都 不 那么 “于 兆 ", 因 为 在 数据 的 观测 、 记 录 、 整 理科 传送 的 过 各 中 ,难免 出 现 这 样 那 
样 的 错误 ,使 数据 中 或 多 或 少 地 合 有 一 些 与 所 研究 的 问题 无 关 的 数值 ,这 称 之 为 


:394 ， 第 9 篇 稳健 统计 


“过 失 慎 ”经验 表明 数据 中 一般 售 有 1 史 ~ 1 名 的 过 失 仁 . 仁 次 ,统计 模 弄 一 般 呈 
一 些 经 过 简化 的 .统计 下 能 够 处 理 的 假定 模型 . 然而 实际 门 题 往往 荐 复杂 的 , 邯 使 
是 干 靖 ”的 数 捧 …-* 段 也 很 蕉 出 一 个 相对 简单 的 统计 模型 准确 描述 ,也 就 必 说 模 
型 只 能 是 对 实际 问题 的 近似 描述 . 遗 同 的 是 , 许 儿 在 惧 定 柑 异 下 最 优 的 统计 方法 ， 
当 数 揣 偶 离 假定 模型 时 就 不 再 明 最 优 的 了 ,有 的 还 会 变 得 很 辩 ,其 鱼 可 能 学 致 不 人 
晨 的 分 析 结 乐 . 


1.1.2 信 亢 正和 态 分 布 时 的 样本 列 值 


样本 均值 是 使 用 最 多 的 一 个 统计 量 , 而 朋 统 计 理 论 早已 证 明 , 当 数 据 基 来 自 下 
态 分 布 的 独立 同 分 布 样本 时 ,样本 均 慎 在 多 种 准则 下 都 是 总 体 期 思 的 最 优 估计 .如 
果 数 据 妨 离 了 正 态 模 型 会 怎样 呢 ? 先 看 -下 下 面 的 例子 

表 1-1 给 出 了 菜 新 品种 的 十 头子 猪 在 出 生 后 第 一 周 所 增 吉 的 体重 ,更 谷 估计 
该 品种 新 生子 猪 第 - - 周 的 增 重 . 


表 1-1 


了 4 5 6 7 入 9 10 
1.45 1 L190 1.20 I8. 1. 怕 


对 二 称 重 一 类 的 浏 量 数据 ,一 般 都 用 正 态 分 布 米 描述 , 即 可 和 八 定 大 ,和 2,…， 
Xo Anasci( 即 请 大 独立 同 分 布 ,其 分 布 是 期 望 为 哺 , 方差 为 0 的 正 态 分 布 
mwfaeao)) . 现 要 求 期 望 上 的 估计 ,这 自然 就 会 用 最 优 佰 计 一 样 下 均值 奈 来 估计 


它 ,但 也 有 另 一 个 可 以 考虑 的 估计 , 这 就 是 样本 中 位 数 nx 一 med( 丰 ,和 
Xi 苦 记 于) 之 有 2 区 说 为 和 ,大 ,… 一 ,着 的 次 序 统 计 其 , 则 
天 fm Cm = (nF 1}/2,n 为 奇数 )， 


1 (Kim)y + 三 cm (Cm = nn 是 偶数 ). 


这 两 种 方法 计算 的 结果 分 别 屋 症 = 3.2， mx = 1.55. 

一 者 哪个 好 呢 ? 对 上 这 一 简单 情况 ,根据 常识 可 以 判断 厂 = 18.0 不 合理 ,很 可 
能 是 小 数 点 放 错 了 所 致 :六 且 由 于 它 的 出 现 造 成 了 天 过 大 ,不 切实 际 .如 果 把 加 去 
掉 , 用 其 余 九 个 观测 值 重新 计算 , 则 有 

xX - 1.5%, mx = 1.50, 

这 两 个 估计 值 与 上 面 的 my = 1.55 都 较 接近 ,也 比较 可 位 . 这 就 是 说 ,由 十 该 组 数 
据 中 含有 一 个 远离 数据 群体 的 过 失 值 , 即 高 群 值 ,从 而 情 遍 了 正 态 总 体 .这 时 ,样本 
的 值 就 失去 了 其 优良 性 .于 面 从 理论 上 作 进 一 步 的 分 析 . 

对 二 含有 过 失 秆 的 数据 , 尤 伯 (1981) 等 人 用“ 污染” 模 贡 来 摘 述 它 , 记 下 1 为 
标准 正 态 分 布 沙 数 , 污 染 模 型 性 形 如 

号 -上 


= (1 + ern(¥) 
的 分 布 ,其 小 HCXI 足 一 个 重 尾 ( 即 | 天 1 大 的 松 浴 比 正念 分 布下 的 大 ) 的 分 布 丙 


mr = med(¥) = | 
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数 ,直观 上 可 以 将 e 解释 为 过 失 值 的 比例 ， 
现 以 o = 1,H(X) = 更 (二 人)，r > 1 为 例 . 这 时 样 相 均值 和 样本 中 位 数 都 是 
8 的 无 仿 估 计 , 而 且 
(部 0 NO VY), films 0) > NO, Wa), 


Wi= 1+({r 1}e, = (1+(r De)™, {1-1) 


其 中 -上 > 表示 依 分 布 收敛 .样本 中 位 数 对 于 样本 均值 的 渐 近 根 对 效率 为 
e 二 ef mr) = AF, 
当 r = 4 时 有 如 表 1-2 所 示 的 数值 结果 . 
表 1-2 


可 见 , 当 过 失 值 比例 为 5 % 时 ,样本 均值 的 渐 近 方差 就 大 于 样本 中 位 数 的 渐 近 
方差 了 ; 当 过 失 值 比例 为 I0 怠 时 ,样本 均值 的 估计 效果 更 美 ; 当 过 失 值 比例 增加 
时 ,样本 均值 的 渐 近 方差 变化 较 大 ,而 样本 中 位 数 的 狐 近 方 益 变 化 较 小 .由 式 人 -1U 


可 知 ,对 于 任何 e > 0, 举 f 加 时 ,看 一 凡人 -后 ,一 0 这 表明 , 当 
AH(X) 的 尾部 很 重 ( 这 时 有 较 大 可 能 出 现 离 群 值 ) 时 ,样本 均值 的 估计 效果 会 变 得 
很 差 


1.1.3 稳健 性 和 稳健 性 统计 浅 释 


由 于 数据 中 常 含有 过 失 值 等 ,因此 ,数据 常会 偏离 悍 几 的 假定 模型 ,由 这 种 情 
况 所 带 来 的 统计 问题 在 加 0 世纪 50.60 年 代 中 引发 了 一 些 新 的 统计 分 支 ,稳健 统计 
就 用 共 中 之 “, 它 解决 这 类 问题 的 基本 途径 是 使 用 具有 稳 条 性 的 统计 方法 

简单 好 说 ,稳健 性 是 指 统计 方法 的 性 质 关 二 统计 模型 的 稳定 性 .例如 ,从 王 
小 节 的 讨论 可 以 看 出 ,样本 均值 并 不 稳健 ,而 样本 中 位 数 浊 统计 异型 的 变化 不 大 敏 
感 , 它 比 样本 均值 稳健 得 多 . 由 于 数据 与 假定 模型 总 有 或 多 或 少 的 差距 ,因此 ,日 然 
希望 所 用 的 统计 方法 应 具有 以 下 性 质 : 

1? 当 仆 定 模型 正确 时 ,该 方法 具有 良好 的 性 质 ; 

2 当 数 据 与 修 定 模型 相差 较 小 时 ,该 方法 的 性 质变 化 不 大 ,是 比较 好 的 ; 

3 当 数 据 与 假定 模型 相差 较 大 时 ,该 方法 的 性 质 不 会 太 坏 , 仍 然 是 可 用 的 . 

稳健 统计 的 任务 就 是 研究 和 寻找 这 样 的 统计 方法 . 到 日 前 为 止 ,研究 较 多 的 是 
关于 总 体 分 布 的 稳健 性 ,特别 是 关于 数据 中 含有 过 失 值 这 种 偏离 时 的 稳健 性 . 近 半 
个 昨 纪 以 来 ,稳健 统计 从 产生 到 发 展 , 已 经 有 了 让 富 的 理 沦 结果 ,给 出 了 许多 各 种 
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各 样 的 稳健 方法 .但 总 的 米 说 , “稳健 性 ”还 不 能 算是 一 个 有 严格 数学 定 多 的 概念 ， 
而 是 人 们 和 希望 的 统计 方法 应 具备 的 一 种 性 质 , 即 和 希望 由 二 各 种 不 可 避免 的 原因 ,，" 
关于 数据 的 假定 模型 不 能 完全 成 立时 ,仍然 能 给 出 有 意 立 的 分 析 结 果 . 

由 于 客观 世界 中 的 数据 干 奇 百 怪 ,统计 楚 增 也 是 多 种 多 样 , 而 且 还 在 不 断 发 
展 ,稳健 统计 已 经 解决 的 还 只 是 一 部 分 问题 ,而 旦 还 水 远 会 在 新 问题 产生 ,因此 ,在 
这 个 意 艾 上 说 ,除了 研究 和 提供 具有 稳健 性 的 统计 方法 以 外 ,稳健 统计 还 应 该 是 一 
种 思想 , 即 应 内 统计 方法 时 ,应 该 根据 实际 问题 和 数据 情况 ,充分 考虑 到 数据 对 假 
定 模 型 串 能 出 现 的 仿 离 , 当 出 现 售 离 时 所 用 的 统计 方法 可 能 出 现 的 问题 ,以 及 可 能 
采取 的 措施 . 


1.2 ”稳健 性 的 数学 描述 


1.2.1 统计 泛 函 与 统计 量 

许多 常用 的 统计 量 都 可 以 表示 为 经 验 分 布 的 泛 两 . 例如 , 设 入 ,各 ,…， 
名 ,到 是 分 布 责 数 , 玉 是 相应 的 经 验 分 布 ( 即 在 每 个 处 有 概率 la 的 分 
布 ), 则 样本 均值 可 以 表示 为 

X= TP,) = zd,, (1-2) 

其 中 TCF,) 为 统计 泛 函 . 

泛 活 了 的 定义 域 可 以 扩大 到 [G:C 是 分 布 ,| zdc < ~! |:,7(G) = |xdG 是 分 
布 6 的 期 望 , 称 之 为 样本 均值 的 统计 泛 对 .又 如 ,样本 中 位 数 的 统计 泛 函 是 站 
= FP-1( 放 ), 它 是 分 布 两 数 的 中 位 数 ,其 定义 域 是 1 G:C 足 分 布 函 数 ,其 中 位 数 只 
一 } .更 一 般 地 ,统计 泛 涵 是 定义 在 分 布 函 数 空间 或 其 子 集 1 的 泛 阴 .统计 泛 蚂 在 
经 验 分 布 处 的 值 7( ,) 就 是 一 个 统计 量 . 

统计 泛 函 也 可 以 用 泛 函 方程 来 定义 .例如 , 设 /x,9) 大 密度 函数 ,其 分 布 丙 数 
是 F(x,8); 则 6 的 极 大 似 然 情 计 的 统 讨 汪 汕 T( 下 ) 出 方术 

Jinflx, TOFYYdF( x, TCF)) = mex Inf( x, 0)d F(x, 0) 
来 定 广 .如 下 x,8) 满足 一 定 的 正则 条 件 , 则 TC(F) 也 可 以 山 方程 
| R40 ap(x,9) = 0 


的 解 9* = TCA) 米 定 文 . 

相 舍 性 是 统计 鞭 的 一 个 基本 忻 质 , 对 于 用 经 验 分 布 泾 阴 表 未 的 统计 量 来 说 , 相 
合 特 吕 是 TER) TOF)(R -+ %). 

当然 ,不 是 所 有 的 统计 量 都 可 以 用 统计 泛 霄 米 表 示 的 ,例如 , 记 Xe 和 XX， 分 
别 是 样本 |, 大,… ,的 最 小 和 最 大 的 次 序 统 计量 , 则 极 基 R= Xs) - X01 就 不 
能 用 径 验 分 布 的 这 晒 来 表示 ， 


] ”稳健 性 概念 :397 . 


1.2.2 定性 稳健 性 
定性 稳健 性 描述 “数据 的 分 布 模 增 变 化 较 小 时 ,统计 上 的 性 质变 化 也 轻 小 ”这 


没 ,和 ,起 p 维 的 独立 问 分 布 样 下 ,TT = 1 是 大 维 统 
计量 . 记 马 ~ 下 时 工 的 分 布 为 . 吕 F( TD) ps 为 d 维 分 布 症 数 室 间 , 则 时 也 决 
定 了 一 个 由 . 属 , 色 . 的 映像 六 (F) = .各 5(T) .如 果 映 像 序列 1 六. 在 fw 处 是 关 
于 n 等 度 弱 连续 的 , 则 统计 晤 序列 {| 叫 仙 在 而 处 定性 稳健 . 

该 定义 虽然 直观 ,但 不 好 验证 .下 面 的 定理 为 用 统计 汉 消 表示 的 统计 其 提供 了 

-个 简便 的 验证 方法 。 

定理 1 设 p 维 样本 ,于 , 攻 独立 回 分 布 , 户 中 相应 的 经 验 分 布 , 了 旦 
- 疡 上 吧 值 于 了 的 泛 琴 ,下 = FT) 

(1) 车 泛 图 了 在 而 处 弱 连 续 , 则 | 和 | 在 癌 处 对 相合 , 且 在 瑟 处 定性 稳健 ; 

{2) 车 1T,| 在 i 处 定性 稳健 , 旦 在 古 的 一 个 令 域 中 如 相 合 , 则 了 泛 辆 在 所 相 
弱 连 续 . 

定性 稳健 是 稳健 性 的 一 个 起 码 要 求 ,然而 ,一 些 常用 的 统计 量 ,例如 样本 均值 、 
样本 方差 ,+ 统计 其 等 ,者 不 是 定性 稳健 的 . 相反 ,如 果 下 的 中 位 数 唯 -…, 则 样本 中 
位 数 在 下 人 处 定性 稳健 . 


1.2.3 影响 消 数 


影响 水 数 措 述 在 样本 空间 中 每 一 点 处 的 过 失 值 对 统 让 星 的 影响 ,用 (x) 表示 
以 概率 为 1 取 什 x 的 赔 化 分 布 ,车 统计 量 = T( 8,) 逢 .Fo 处 相合 , 则 | Tsoi 在 所 
处 的 影响 函数 定义 为 
ICx , 工 , 忆 ) = lim( 
影响 晒 数 有 鼻 昨 稳健 性 的 一 种 表现 ,因此 称 
7 ”= 7y (和 Fo) = sup | x, TP, Fn) | 
为 过 失 牧 感度 ,其 中 |.1 表示 向 量 的 欧 氏 模 , 当 了 是 实 值 活 机 时 就 是 绝对 值 , 知 
y*(CTP, Fo) < aa, 则 称 统计 量 | 人 在 Fo 处 B 稳 刍 . 
样 丰 均值 的 影响 函数 无 界 , 不 是 稳健 的 ;样本 中 位 数 的 影响 淆 数 有 界 , 是 B 
稳健 的 { 见 本 篇 2.1.2 小 节 )， 
影响 函数 是 用 统计 泛 清 定义 的 . 图 戈 贫 (. 克 ,Tukey) 直接 考虑 单个 过 和 失 值 对 
统计 量 了 = 了 (和 的 影响 ,定义 了 敏感 度 册 线 
SCCx;, Ks, Ks, EY,) = nt TE 一 
Tt KE Ky). 


T(tl 一 el + Ed( a }) Te) 


氏 


{1-3) 


1.2.4 前 渍 可 
前 汗 点 有 统计 斌 范 形 式 和 样本 形式 两 类 ,分 别称 为 部 近 毅 澧 点 已 渐 近 ” 一 他 
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常 被 省 去 ) 和 样本 南座 点 . 

1. 渐 近 南 溃 点 

攻 近 山内 点 区 有 映 统 计 证 困 所 能 环 受 的 实际 分 布 对 盘 定 分 布 的 偏离 程度 . 通常 
用 污染 “* 邻 域 " 来 描述 由 过 失 值 引起 的 总 体 分 布 的 偏离 .分 布 博 数 集合 

GFE) -于 上- E)E + 为 任 分布) 
害 称 为 而 的 污染 " 邻 域 了 志 盯 < 过失 “ 邻 域 " ,这 不 是 拓扑 总 兰 下 的 邻 域 ). 统 计量 
= TCR) 在 和 处 的 (高 近 》 导演 点 定 立 为 
= ”= ef(T,Ao) = suple > 0: eyp, | FE) TORI < ml}. 

如 硬是 棚 十 分 布 , 财 当 E < ee* 于 ,对 于 天 EE 芝 (CFo), 均 和 有 | TERY < wT 了 秽 可 
以 用 ; 当 s > se" 时 ,存在 部 喀 (10) 使 | T(E ) 1 一 % ,这 时 了 就 不 能 用 了 . 

开 述 的 是 关于 污染 部 域 的 月 省 点 .也 可 以 用 其 他 孝 域 束 摘 述 总 体 分 布 的 偏离 ， 
何如 几 某 维 (P.Levy) 邻 域 等 定 交 相应 的 骨 焉 点 (参见 文献 21)， 

2. 样 本 前 注 点 

样本 崩 训 点 是 指 直 接 从 数据 出 发 ,考虑 统计 量 所 能 奉 受 的 过 失 值 的 比例 . 它 有 
三 种 类 型 :添加 地 .替换 型 和 简化 替换 型 . 

给 定 样 杰 瑟 =【 瑟 到， 了 = (不 ) 是 统计 其. 记 襄 = (于 (kK 
宝 nh 是 下 的 前 个 元 素 . 对 于 YY = (pip) 一 {zi C2 , 令 

YZ = Cy ya YZ Ts 2 ). 

当 s = t 时 , 记 了 们 2 是 Y 利 2 作为 有 序 集 合 的 交 , 即 YY 门 ZZ = (ia 
车 = 2 在 样 本 关 处 ) 的 
湛 加 型 样本 央 社 点 定义 为 


EA = = EA{ rT,, 大) = min| 一 人 : Sup | 了 = 的 
YER 
T.( 在 样本 三 处 ) 的 蔡 搁 型 样本 崩溃 点 定 放 为 
En = 人 (了 ,) = minl 二 eh IT TIX)I= %), 


Ra - 9 


由 于 禁 换 型 样本 月 社 点 有 只 很 准 计算 ， ,页 定义 简化 替换 型 样 不 出 油 点 为 
ER = = gon( T,, 下) = minj 二 : Sup. | TE TRI= wl|, 


上 上 述 定 文 都 是 为 保持 统计 泛 函 和 统计 基 的 值 有 穷 这 一 性 质 而 设 定 的 ,有 些 统 
计量 可 能 还 需要 保持 其 他 方面 的 性 质 ,因此 也 可 纹 定 六 其 他 六 六 的 央视 点 (参见 文 
献 [5]), 

前 谈 点 为 正 值 是 稳健 性 的 重 昌 方 面 .具有 高 崩 祝 点 的 统计 方法 在 进行 探索 性 
数据 分 析 时 更 有 实用 价 佑 . 

当 扒 ,统计 方 法 仅 有 具有 稳健 性 是 不 驶 的 ,还 必须 具有 其 他 好 的 性 质 ,而 日 对 于 
同 -一 类 统计 问 利 ,稳健 的 统计 方法 有 很 多 ,因此 ,需要 把 其 稳健 性 与 其 他 性 质 结合 
起 来 考虑 ,从 稳健 方法 和 十: 找 出 好 的 或 “最 优 ” 的 三 法 . 


2 位 沉 与 刻度 估计 .399 . 


1.3 ” 优 民 性 准则 


1.3.1] 极 小 化 极 太 准则 


尤 怕 把 稳健 性 与 统计 方法 的 草 基 本 性 质 结 侣 ,提出 了 概 小 化 朴 太 准则 , 如 称 为 
万 拍 浴 则 , 即 在 一 类 稳健 方法 中 寻找 一 种 能 使 统计 时 在 般 定 分 布 附近 的 一 个 分 布 
疯 数 集合 (例如 污染 邻 域 ) 上 的 最 差 性 质 达 到 最 好 的 方法 .例如 ,假定 满足 … 定 条 
件 前 位 置 再 升 计 类 . 宁 是 估计 位 置 参 数 的 一 类 稳健 估计 , 很 定 分 布 是 mm, 澳 = 
受 ! 1 是 的 污染 邻 域 , 乔 虚 的 统计 性 质 是 合计 的 潭 近 广 差 , 元 伯 的 极 小 化 棋 太 
准则 就 是 要 找 --- 个 ML 估计 二 所 宣 使 得 它 在 后 的 污染 邹 威 所 中 的 城 大 独 近 方 天 
是 所 有 下 生 .8 委 中 的 最 太 盎 近 方 差 的 最 小 慢 , 即 芷 这 F(T,F) 是 当 总 体 分 布 为 
严 时 了 的 新 近 方 差 . 划 上 上述 四 满足 

supVt TT, FF} = in sup VEOT, FY). 


1.3.2 ”假定 模型 下 最 优 的 准则 


汉 甫 提出 了 另 “个 优良 性 准则 .他 用 影响 菠 数 有 界 作为 稳健 性 的 要 求 ,将 之 呈 
统计 方法 在 假定 模型 下 的 性 质 结合 起 来 ,在 过 失 敏 感度 不 刀 过 给 定常 数 的 统 汗 方 
法 中 了 号 找 在 假定 分 布 卜 某 性 质 最 优 的 方法 ,这 准则 称 为 假定 模 者 下 最 优 准 则 ,又 
称 为 汉 骨 准则 .例如 , 若 过 失 敏 感度 y” < c 的 某 位 置 估计 类 为 玫 , 假 定 模型 为 6， 
要 考虑 的 统计 性 盾 为 估计 的 渐 近 方差 , 则 汉 甫 准则 是 要 在 . 苍 中 找 出 在 台 钼 的 潮 近 
方差 达到 晤 小 的 估计 . 

- 般 地 说 ,要 在 上 面 两 个 准则 下 找到 域 优 解 是 相当 内 奴 的 ,目前 只 对 -- 些 比较 
简单 的 统计 问题 找 钙 了 答案 ,而 及 对 些 较 复杂 的 问题 , 邮 使 能 按 上 述 准 则 找到 
“最 优 ” 方法, 这些 方法 在 其 方 馈 的 稳健 性 也 不 那么 好 ( 人参 此 本 篇 3.1.2 小 他 让， 

总 之 ,稳健 统计 {实际 上 共 他 统计 分 支 也 一 桩 ) 的 研究 不 能 拘泥 于 某 种 优良 性 
准则 ,重要 的 旦 根据 实际 问题 的 需要 ,选择 尽 呆 能 好 的 统计 方法 .构造 具有 实际 需 
要 的 稳健 性 和 其 他 好 性 质 的 统计 方法 是 稳健 统计 的 重 此 内容- 


2 ”位置 与 刻度 估计 


2.1.1 住 置 渤 赴 和 位 置 参 数 
设 所 .六 0p 维 分 布 国 数 空间 ) ,分 布 族 i Potx -日 ) : 8 € Rr?| 是 (由 本 个 成 
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的 ) 位 称 分 布 族 . 通 常 把 分 布 族 中 的 参数 日 作为 位 置 参 数 . 目 实 二 以 用 许 委 不同 的 
旺 来 描述 分 布 的 "位 置 ”. 

没 .FC ,局 ,定义 在 .| 取 值 于 Rr? 的 泛 丙 了 叫做 位 置 这 两 .如 果 它 其 有 位移 呵 
让 性 ， 即 对 于 任何 ELE RA 有 TCF a) = T(E) + a. 这 时 称 TF) 为 
扬 的 位 置 参 数 ( 注 :下 ~- 下 时 ,种 + 有 -人 -人 .本 据 上 述 定 这 ,有 如 下 年 
理 . 

定理 起 本 所 ,= | Fr 一 人 和 ,证 有 

bb 由 7LEF -人 = 9 定 疼 的 TT 是 .上 的 位 置 汉 隔 ; 

六 于 全 何 定 兰 在 .六 下 的 位 置 江 明了 ,在 症 6 己 .区 使 刘 于 任何 天 入 ,六 有 

下 = Gx- TF; 

j 如 于 和 TT 寺 杆 .FF 的 位 惫 江阴, 则 (本 - 到 (8 在 .多 上 是 与 不 无关 的 
常数 向 芋 . 

该 定 埋 表明 :由 位 置 花 两 定 尽 的 位 置 参 数 与 通常 的 位 置 参 数 是 - -发 的 :分 布 的 
位 置 吕 以 用 不 辐 的 位 置 泛 困 描述 ,问题 是 如 何 选择 具有 妇 好 性 质 的 位置 证 晒 ? 

月 些 分 布 的 倍 般 存 共 特 定 的 含 立 ,例如 对 称 由 心 . 对 上 5 维 随机 向 量 下 ,如 果 
存在 jE R?, 使 得 针 - J 与 pp -天 有 相同 的 分 布 ( 记 为 一 -pp - 了 ), 则 称 
主 甘 J 中心 对 称 ,p 称 为 的 (对称) fF 心 .这 时 用 对 称 中 小 来 代表 半 的 位 置 更 为 
适合 .如 果 对 于 和 在 何 革 于 原点 中 心 对 称 的 分 布 上 ,有 T(EF) = 0, 册 位置 泛 果 开 称 为 
中 心 位置 泛 困 . 易 知 ,如 果 辣 美 于 原点 中 心 对 称 , 肥 = j (x -和 :8ER,T 是 
中 心 倍 置 泛 男 , 则 对 于 任何 Fo(x) = At 一 的 ;有 了 40 = 全. 

常见 的 位 置 汉 了 贤 有 : : 维 分 布 的 e 分 位 数 FI(olt0 < a < 1) 是 售 置 活 换 :中 
位 数 medt 六 ) 是 中 心 位 星 江 畏 ;p 维 分 布 的 期 望 | xdF 是 小 心 位 置 泛 函 ， 它们 都 可 以 
性 :为 分 布 的 位 置 参 数 . 

如 1.2.1 小 节 所 述 ,车 后 是 8 维 由 样本 襄 上 天 定 的 经 验 分 布 ,了 
起 信 时 汉 明 ; 则 [ 了 .= 了 是 | ,十 2 机 X) -于 二 三 ) 是 你 省 和 参数 Tt F) 的 合计 . 易 


知 TT, 在 位 移 同 变性 , 即 对 于 任意 a c Re ， 
TEX + a K+ a + = T+ 


2.1.2 也 合计 及 其 性 质 


MM 售 订 是 " 极 大 似 然 型 估计 ”的 简称 ,由 尤 信 最 早 提出 ， 
定义 1 设 6@ 大 及 工 前 实 值 咀 数 , 员 ,入 ,六 是 … 维 翌 本 , 旭 位 置 M 估 计 定 
义 为 极 小 化 问题 


Ps 一 和 ) = min> yo 一 1 {2-1) 
的 解 TT = TCX, Et). M 秸 计 的 田 - .形式 是 定义 为 


Sy -日 = (2-2) 


2 ”位置 与 刻度 入 让 * A401 : 


的 根 . 当 gp 为 可 导 的 隙 数 , 交 = p'tp 的 导数 ) 时 ,定义 式 (2-1) 5 式 12-2) 等 价 . 
样本 均值 和 样本 是 位 数 都 属 -F- MM 知 计 .常用 的 MM 估计 点 相应 的 v6 和 和 汪 本数 如 
表 2-!1 所 未 ,由 中 sgnt 足 符 写 阴 数 , 寻 


1 tt» 0, 
agnt = E {t= Di， 
-1 {ut < 0)}: 
玉生 起 常数 , 通 带 上 息 1 2, 4aBa6e. 
故 2-1 


(LS 悄 i | 


样本 中 位 数 | 
(5 知 计 ) lt 


i 人 i 上 1 itl 二 下 
世 怕 所 信和 计 (人 1 | > 区 { go 11l> 下 


| 


2 
图 训 相 可 估计 {i - (Cp )2j i118 和 (er 1 
Pe [Itl= 心 | 上 |> 8 


由 式 (2-1) 定义 的 M 估计 的 统计 证 冰 F(F) 是 
nin px - tdF(x)} =0 (2-3) 
的 解 . 为 了 避免 上 式 左边 积分 出 现 励 穷 的 情况 , 常 将 之 改 守成 等 价 的 极 小 化 问题 ， 
min| Cox ~ 站- pz - tw)) dtr), 
其 中 各 是 其 已 知 的 实数 ,由 式 (2.2) 定义 的 M 估计 的 统计 汉 丽 PCP) 为 
wx- Dar(z) = 0 (2.4) 


的 根 . 

实际 应 用 中 一般 使 用 定 头 式 (2-2) 和 式 (2-4) ,下 面料 下 要 考虑 由 式 (2-2) 完 义 
的 位 置 本 估计 富 和 由 式 (2-4) 定 革 的 位 置 克 证 扼 了 . 

命题 1 出 式 (2-4) 定 习 的 肖 函 T(F) 是 位 置 泛 画 ; "i 光 是 奇 崩 数 ( 即 中 -~ 昌 
= 一 (0) 时 ,TCF) 是 中 心 位 置 渗 隔 ， 

对 实际 中 使 用 的 位 置 估计 来 说 ,其 耳 数 都 是 冶 归 数 . 

MM 合计 上 共有 如 下 性 质 ， 

le 渐 近 性 质 。” 在 相当 琵 的 笨 件 下 就 可 以 得 到 位 管 M 估计 的 相合 性 和 溺 近 正 
态 性 . 设 站， 三, 和 二 上 天 ,了 是 由 式 (2-2) 定义 的 位 党 Mt 估计, 记 
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At = A(t,F) = | as — tdF(x}, 


册 有 如 下 算 环 . 
定理 2 {相合 性 】 在 上 述 记 导 下 ,如 部 是 非 降 晤 数 ,af = 0 的 要 存在 匡 唯 
- 记 为 TOF), 习 琐 数 在 TI 的 一 个 邻 域 中 有 穷 , 则 机 人 策 计 (序列 )1 克 | 屋 强 相 
合 的 , 印 以 概率 1 有 丰 一 TCRTIn 一 w). 
定理 3 ( 泌 近 生态 性 )” 设 定 香 2 中 的 条 件 成 立 , 姑 没 在 在 TCF) 的 一 个 邻 域 


珍 , 司 4 晴 数 在 绢 上 连续 ， se 下) - 《4(1))* 在 咒 上 连续 月 取 正 值 ， 


CAH) = | 


SRT TOE) (OCT FY), 
其 中 W(T 了 ,请 ) 六 新近 方差 ， 
人 
VCT,F) = 并 CT ) dF x). 
之 稳健 性 
定理 4 【定性 稳健 性) 设 吕 有 愉 非 降 ,40,F) = 0 的 根 天 ) 存在 旦 瞧 - -， 
唱 了 在 所 处 萌 连 续 ,从 而 { 合 第 1 查 定 理 fi 在 天 处 定性 稳健 . 
由 定义 的 位 置 估计 的 影响 了 汝 数 为 
TF)) 
IF(x, wp, F) 二 一 A 天 " (2-5) 
有 关 此 , 当 汪 有 界 时 ,相应 对 慷 计 的 过 失格 域 度 yy (6 < %w ,是 B 稳 健 的 . 
定理 $ (崩溃 点 】 设 训 ,名 训 于 = 由 和 
这 的 位 置 病人 居 计 . 
(中 车 汪 非 降 ,y(- = ) < 0 < wm), 则 gy 有 异 时 工 ,的 渐 近 朋 视 点 和 三 种 样 
下 的 裔 省 点 相等 ,它们 戌 
. ~ ~ ~ in 区 光一 -| 
£ (Hp) = En = ER = ER = dm) jt om) < 本 ， 
是 于 铀 艇 太 值 1 的 充分 必要 条 件 是 站 mm) = 一 yp( 一 ww) ,由 元 寞 时 ， 
sf) = 0, ea = i © 


三 日 三 Eo 一 1” ， 
(洒落 世 = p,minot t) 一 of 人 = 0, 日 上 < 0 时 ,> 非 增 ，,: > 0 时 ,w 非 降 ,0 < 
t 


limp(l1) = MM< %,ia= olF) = ni px -和 dF) ,好 i 1 的 渐 近 者 省 点 为 


这 种 情况 下 的 样本 骨 淄 点 比较 复杂 { 见 文献 [6]). 

注意 :定理 5 中 (i) 对 应 的 p 昆 砧 画 数 ,这 时 前 产 近 前 小 点 只 与 攻 有 关 , 与 总 蛋 
分 布下 到 关 ,样本 月 注 点 也 与 样本 无 关 ; 在 [让 的 情况 下 洛 过 岂 演 点 e* 与 玫 和 下 部 
有 有关, 而 有 旦 总 有 #8”< 122. 
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例 1 和 样本 均值 的 不 稳健 性 . 
本 篇 1.2.2 小 节 已 指出 样本 均值 不 是 定性 稳健 的 .机 式 (2-5) 和 和 定理 5 可 知 , 样 
木 均值 的 影响 孙 数 无 界 , 即 yY”= m ,也 林 是 3 稳健 的 ; 阁 近 出 装点 E ”= 0. 样 水 鹿 


溃 点 分 别 为 ,全 = Un sn = Bon = Ln, 因此 ,样本 均值 森 具 有 稳健 性 . 
例 2 样本 中 手数 的 稳健 性 ， 
在 1.2.2 小 节 齐 过 样本 中 和 位 数 的 定性 稳健 性 . 首 分 布 疡 有 密度 f, 且 


LE 二) > 0. 则 由 式 (2-5) 知 ,样本 中 位 数 mx 的 影响 两 数 为 


显然 y (mr < o, 即 样本 中 位 数 是 天 稳健 的 , 而 用 日 赴 理 5 知 ,e ”fnr) = 
全 (myx) = En(mr) = 全 (mr) = 方 , 郁 达到 了 最 大 信 , 央 此 ,样本 中 位 数 具有 稳健 
性 . 

由 定 埋 4, 定 奋 5 和 式 (2-5) 可 知 , 业 有 和 异 时 相 庙 的 半 估 计 上 有 具有 铸 方 向 的 稳健 
性 ,由 例 2 知 ,样本 中 拉 数 有 很 好 的 稳健 性 ,内 此 已 们 是 比较 常用 的 位 置 估计 ,无 其 
昆 在 探索 性 数据 分析 小 经 党 用 它 介 ]， 


2.1.3 ” 盛 伯 也 估 计 和 中 和 位 数 竟 优良 性 


t. 尤 伯 M 情 计 的 优良 性 

套 2-1 给 出 了 龙 们 得 佑 计 的 音 困 煞 , 记 作 9 ,项 
pls) = (Cit | 各 此 )， 

Kapnt (|l+|»> Kk). 

它 是 连续 . 非 降 、 有 界 的 奇 函 数 .由 2.1.2 小 节 串 知 , 具 需 对 分 布 FF 稍 加 条 件 , 相 应 

的 站 汪 函 谣 有 验 连续 性 ,从 而 苞 伯 区 估计 是 定性 稳健 的 ;显然 它 还 是 了 稳健 的 , 巧 

的 靳 近 和 导语 点 和 .= 种 样本 前半 点 与 正和 样本 无 闫 ,并 达到 了 最 大 值 的 1Z2. 尤 人 还 

证 明了 交代 革 佑 计 存 极 小 化 极 大 准则 下 的 最 优 性 . 

记 标准 正 态 分 布 更 的 ef 对称) 污染 邻 域 为 


(2-6) 


P= {(1 -中 + ef: 昌 为 关于 原点 刘 称 的 分 机 3}. (2-7) 
假定 儿 扼 数 集合 为 


= |: 业 是 有 办 连续 明 非 际 的 奇 耳 数 ,yw 此 乎 处 处 存在 , 且 有 异 i. 
记 总 体 分 布 为 症 时 ,由 交 定 义 的 人 怕人 和 售 计 的 潭 近 方 差 为 ,站 , 则 有 如 下 定 友 . 
定理 在 上 述 记 守 下 ,对 十 给 定 的 8 (0,172)." 式 (2-5) 中 的 天 满 正 
2¢(K) i 
大 — 2p 天) = rm <- 计 ， 
Vipar FY = a A Vw, Fa. 


共 中 上 是 标准 堪 态 第 度 冰 数 . 
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万 们 M 知 计 在 激 十 准则 上 世 是 最 优 的 , 即 在 满足 y” 过 e 的 由 和 更 时 ,上 尤 俏 车 
估计 在 正 态 分 布下 的 渐 近 方差 达到 最 小 { 见 文 献 [2]). 

在 yu 中 常用 的 下 值 在 1 与 2 之 间 , 对 说 于 污染 比例 在 1 和 % ~ 10% 的 情况 ;8 
大 时 ,站 应 该 取 小 些 的 值 . 

注意 : "过 "四 ) 中 的 西 卉 成 满 星 一 定 条 件 的 分 布 上 时 ,也 有 类 科 的 结 沦 { 风 
文献 [2])， 

2. 样 本 中 位 数 的 优良 性 

除了 上 述 俩 2 中 所 述 的 稳健 性 外 , 龙 箔 还 证 明了 样本 让 位 数 直接 极 小 化 权 太 
准则 的 .种 最 优 估 计 . 

设 崇 度 画 数 gg 关于 原点 对 称 , 单 中 ,gf0) > 0, 其 分 布 国 数 为 有 ,GE 的 < 污染 邻 


域 
骂 = (eC+ EH: 8 为 分 布 哟 数 +， 
则 有 如 下 定 租 . 
定理 7 证 .8 为 - 绯 位 置 汉 明 的 全 体 ,med(') 表示 路 位 数 对 应 的 统计 泛 函 ， 


则 对 十 任 意 e@ E (0, 1 )， 
sup | medt F}— med(t0) 1= inf aop | OOF) THEE) 1. 
FE TE .FFE 过 


由 于 当 0< s < 说 时 ,任何 FE 扣 的 中 位 数 都 唯一 确定 ,从 而 med(") 在 天 处 
弱 连 续 , 翌 本 中 位 数 在 F 处 相合 .可 见 | medf F) - med( G) 1 就 是 在 用 样本 中 位 数 
倘 计 med( 6) 时 ,由 数据 小 的 过 失 值 (从 而 实际 分 布 为 F) 所 产生 的 渐 近 偏差. 

定 霸 ?表明 ,在 … 轨 位 置 估计 中 ,样本 中 位 数 使 在 C 的 污染 邻 域 器 中 的 最 天 
渐 近 编 差 达到 最 小 . 

注意 到 ,在 经 中 上 求 吾 是 对 称 分 布 的 , 理 中 的 交 扑 丰 函数 ,从 面相 应 的 M 佑 
计 在 发" 上 都 是 匠 近 到 仿 的 ,因此 由 定理 6 和 定理 7 可 知 , 若 假定 模 弄 C 对称, 当 过 
失 值 也 对 称 时 ,应 选用 类 似 于 尤 伯 估计 的 方法 ,以 减 小 估计 方差 .但 当 过 失 值 不 
对 称 ,而 可 能 产生 较 大 系统 偏差 时 , 则 应 该 使 用 样本 中 位 数 ,以 避免 造成 大 的 凡 卷 


2.1.4 其 他 常用 的 估计 


1.W 稍 计 
W 悄 计 实际 旺 电信 计 的 届 一 种 拱 式 . 记 四 (0 = gl7)74, 则 定 文 外 估计 的 式 
(2-2) 可 以 改 乞 为 


有 三 > wx 十， {2-8) 


满足 式 (2_-8) 的 T= 下 (站 ,大 ) 称 为 WW 司 计 . 它 作 形 式 上 是 入 ,| 的 加 权 
和 . 式 {2-8) 也 提供 了 一 种 选 代 计 算 了 的 方法 :给 - 一 个 初 人 于 实 ,村 大 式 代 -区 有 
边 , 即 可 得 到 左边 的 .中 
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2. 工 估计 

工人 怖 计 是 次 序 统 计量 线性 给 合 (inear combinalion of order statisties} 的 简称 . 深 
序 统 计量 是 将 样本 下， 史 ，: 互 撤 从 小 到 支 的 殉 序 排列 得 到 的 统计 量 { , 12)， 
中 二 0- 星 然 样本 中 和 位 数 


ek) Cn 


1 ， 
> 【是 + Rd 区 下 


2 起 - 1}, 


med{ | 天 二 三 medt 着 ,Ta = | 2 天 ] 


起 于 统计 基 . 
除 med( 读 1 之 外 , 切 尾 均值 是 1. 统 计量 中 男 一 个 各 千 放 的 位 置 估计 . 记 1x1* 
为 x 的 小 数 部 分 ,x]” 为 x 的 整数 部 分 ,对 于 0 < a < ; .a 切 尾 均值 定义 为 
nr- [en -1 
Xs 一 47 2 anal” UXGonl’ + + ian 1) + 之 Key]. 
[am ”+2 
记 5 = inflr (x) > 4 , 则 与 时 ?相应 的 统计 汉 晴 忆 
TF) = 7) Pdr. 
' 世 星 中 心 位 置 放 了 画 , 商 且 人 (已 ) = XX ( 古 是 相应 于 样本 证 五 高 的 经 验 分 
布 ;) .通常 将 了 简化 为 


Tan 

] AS 
是 二 一 去 。 
可 n- 2anl’ .< iry 


二 痊 和 证 去 样本 兰 立 下 足 等 挤 的 . 

t# 轩 尾 均值 有 以 上 性 质 : 

le 对 于 任意 0 < a < 12, 开 在 整个 诽 分 布 国 数 空 间 .. 湛 上 红 连 续 , 从 而 切 
届 均 值 在 丘 -EC .两 处 定 恬 称 人 他. 

区 刘 久 下 = atk-ita) + Fl- a)) + | F704, 则 & 急 民 均值 在 fF 站 


的 影响 师 数 丰 界 ,因此 是 上 移 健 的 .影响 函数 的 表达 或 为 


人 Fe - WF)) -0 
(20) Cx < 下 
F(T) = 1 (Flo) ss P11 a), 
Pl- a) WF 
和 (x > FL- oe)). 


a 印 尾 向 值 世 的 训 近 毅 纤 点 ge” ( 开 ] = a 与 总 体 分 但 无关; 样本 前 注 点 上 与 
样本 大 小 有 有关 ,与 样 林 中 的 观测 值 无 天， 分 细 为 
~ ~ ~ dnl + 
所 二 让 全 和， En 二 EsR = 2 1 


扶 中 天 = mi 可 下 :可 > [ofa+m)] ,下 洗 昌 然 数 | 
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中 考 错 由 式 {2-7) 定 广 的 止 态 分 布 的 污染 邻 城 全 河上 作 结 eE (0,172) ,六 

上 满足 定理 6 中 的 条 件 时 , 取 a = (1 -es) 王 (- 大 ) + sx, 则 a 切 必 均 值 在 六 ”于 的 
以太 新 近 方 差 存 位 置 上 合计 类 中 达到 极 小 . 

3.R 导 计 

民 和 估计 是 指 由 秩 (rank) 检验 导出 的 估计 .FR 估计 和 BB 检验 昨 韭 参数 统计 研究 的 
内 容 之 一 ,作为 秘 健 位 痢 佑 计 , 用 得 比较 多 的 是 册 维 尔 柯 所 过 (FF. Wileoxon) 检验 周 
和 出 的 答 奇 斯 - 某 曼 (Todges-Tehmann) 估计 ,简称 HL 合计 .这 站 
是 对 称 分 布 , 则 对 称 中 心 的 TLT 估 计 为 


1 = med| 广 (+) a je 
玫 相 应 的 统计 斌 图 TE 了 FY) 由 如 下 的 等 式 外 必 ， 
| PE) ~ Fi(s))ds = 2 
"四 


它 量 帆 心 位 置 沱 请, 习 展 上 将 EL 怖 计 表示 为 
了 了 。= med|-( 艺 + 区 :1 二 了 和 过， 
尼 和 上 而 的 元 是 新 这 等 价 的 . 
H-L 估计 1 和 | 其 有 以 下 稳健 性 ;: 
lb 当 于 天) 瞧 -: 傅 定 时 , 丽 数 条 在 天 证 坝 连续, 从 而 | 世上 在 二 处 定性 稳健 ; 
2 当 对 称 分 布 二 和 密度 了 时 ,H-L 估计 的 影响 晒 数 
rx) -了 了 
[Fix,T,F})= = 
| yt) yay 


有 异 , 礁 HL 人 逢 计 屁 B 稳 健 的 . 
PH 估计 的 渐 近 出 溃 点 是 
1 


E” 二 上 一 万 = 1. 293， 
"| 
条 总 体 分 布 尤 关 ; 样 本 册 演 成 
~ kK 
ea Th) = Cnt ky’ 
其 由 
2 
Ko minlm.2nm+ me Cm 0 :由 1 热 数 |; 


entl 了 ) 二 Eapt 了 ) 一 Ts 1 
= minim2Cn -mmt Am 为 日 然 数 二 
尼 下 ] 表 呈 与 样本 大 5 在 闫 ,与 样本 强 测 什 无 关 . 
作 二 类 稳健 太 置 全 ;FP《 玉 估 计 和 有 忆 估 计 本 质 上 是 一 酝 的 ) ,MM 估计 最 浓 用 ,内 
为 它 有 多 方面 的 稳健 往 , 身 二 有 较 高 的 效率 ; 圭 点 缺点 应 治 休 红 式 表达 ,需要 适 代 
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计算 .e 切 尾 均值 的 最 大 优点 是 计算 简单 重 二 谋 用 ,地税 征 观 ,得 它 不 能 新 若 商 崩 
窝点 和 个 计 的 厕 效率 : 切 尾 比 韦 x 小 时 , 央 省 点 性 ,a 大 时 估计 效率 低 .HL 个 计 的 
计算 比较 简单 , 衣 泪 点 也 较 商 , 世 它 不 是 极 小 尼 极 大 淮 则 下 的 最 优 居 计 ， 

MM 估计 的 男 一 个 优点 荐 容 易 推 ) 惠 凶 维 情况 .| 由 于 包 纹 向 量 不 尽 全 序 的 ,不 能 
像 ” 维 情况 那样 对 样本 中 的 观测 值 排序 而 得 到 次 序 统 让 外科 秩 统 计 巧 ,因此 给 于 
估计 和 R 个 计 向 多 维 捧 六 带 来 了 几 难 . 

作为 “: 维 位 置 崎 计 ,a 切 尾 均值 和 H-L0 估计 述 有 一 个 优 于 出 咎 让 的 地 记 , 印 它 
他] 都 昆 诗 度 同 变 的 . 如 果 对 于 任何 ea > 0 Tox ai 二， 
3 则 了 (2 叫 柚 刻度 同 变 的 ) ,而 W 估计 ! 站 倍数 和 样本 均值 除外 》 
没有 记 度 同 密 性 .办 此 , 当 肇 度 末 知 时 ,过 预先 或 呵 有 时 个 计 刻 度 参 数 ( 和 参见 2.2.2.3 
六). 


除 这 :类 个 计 外 ,还 有 一 些 其 他 上 燃 型 的 稳健 位置 怖 计 . 读者 可 以 参阅 文献 [1]. 
2.2 刻度 估计 


2.2.1 刻度 活 函 和 刻度 参数 


刻度 参数 其 用 米 衡 苦 随机 灾 基 分布 分 散 { 集 中 ) 程度 的 三 ,在 实际 中 表 弄 为数 
据 的 分 散 ! 集 中 ) 程度 , 时 热 , 它 与 随 矶 变量 和 数据 的 单 人 fr[ 颂 标 轴 二 的 刻度 ) 有 基 . 
例如 , 茶 琉 座 泽 生 的 身高 ,如 用 米 为 单位 ,身高 数据 就 比较 华中 ,如 用 厘米 为 单 人 i， 
数据 就 显得 分 散 . 

道 党 称 | Fx ,ao): Fix,o) = Gl)ia > | 悔 ( 由 多 布 尼 生成 的 ) 刻度 分 布 
族 ,z 叫做 刻度 参数 . 与 "个 置 " 类似 ,“ 记 座 "” 也 可 以 用 不 由 的 遇 表 示 . 

设 S56) 是 宇 义 在 .Cc .- 痪 | 的 非 负 泛 明 ,如 果 St) 在 刻 度 同 变性 ,期 对 王仁 
人 条 六 万 实权 > 0 和 有 

SEC )) = astF) CX Fx) Ha Ft 二 ， 


日 对 于 怀 准 生态 分 布 更 ,在 5( 于 ) = 二 则 称 人 为 ,有 的 刻度 溢 画 , 称 S 为 天 
的 刻度 参数 . 

有 些 学 者 在 定 兴 刻度 泛 盟 时 不 要 求 8 和) = 1. 这 虫 当 求 这 一 条 件 是 考虑 到 疯 
个 因素 :一 是 因为 刻度 同 襟 泛 函 亲生 以 一 个 正 数 仍 是 证 度 同 变 的 ,有 很 大 的 任 
意 性 ;是 考虑 到 "标准 益 " 是 最 常用 的 刻度 参数 , 正 态 分 布 是 最 常用 的 分 布 ,因此 
希望 性 “刻度 泛 枉 在 正 态 分 布 处 的 值 与 标 准 基 一致. 

由 刻 诬 泛 活 好 可 得 到 相应 刻度 参数 的 慷 计 量 . 共 计生, 训 于 5 丰 忆 .六 古 
是 其 经 验 分 布 ,5 是 .FE 上 刻 度 泛 隧 , 则 5S, = SC #5) 是 刻度 参数 S 5 的 估计 , 易 知 ， 
以 上 定义 的 5 = (Xi 各; 训 )】 有 刻度 同 变 性 , 即 对 上 十 任何 a > 0， 

Sk AT], AN, , I) = dS, 站 
除了 疡 度 同 变性 外 ,许多 刻度 话 昌 { 及 相应 的 刻度 估计 ; 还 有 位 移 不 变性 和 符 
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号 不 变性 等 性 质 . 这 对 "刻度 "来 说 ,也 是 比较 重要 的 性 质 ,这 说 明 ,随机 变量 和 数 
据 经 过 仿 称 或 变 号 后 ,其 分 散 ( 集 中 ) 程度 并 没有 改变 . 

如 果 半 于 任何 m 后 不 ,3 人) = SCF , 则 堪 交 在 .六 CC 才 上 的 证 遇 5 
町 玻 是 位 称 不 变 的 ;如 果 SCF) = SCF 中 ,这 里 训导 x) =1- Fx-00,(X~ 下 
即 tx) = P(X 时 ,一 于 ~ 下 人 #)), 列 汉 陋 5S 岂 敌 直 符 导 不 栾 的 ,如果 对 于 
任意 @E RSQ 统计 量 5S, XX， 
万 ,一 ;高 册 做 是 位 称 不 变 的 ;如果 下 训 襄 , 一 半 】= 人 (一 ,一 训 ,……， 
一 , 则 统计 量 S.C, 语 ,-…, 矶 ,叫做 是 符号 不 变 的 . 类似 地 ,可 以 定义 启 度 不 
变性 ,符号 同 变性 等 . 

例 3 标准 着 a(F) = 【| 2aF (|xdF)?) ”是 刻 肥 泛 函 , 它 的 定义 域 是 

= |F:FE ,| dF < mi). 
ot Fn) 还 有 有 人世 移 不 变 忻 利 符 异 不 变性 等 性 质 . 

例 4 分 位 差 (0 < < 102) 训 (6 = EL- 昌 -天 区 昌 是 刻度 同 变 的 ,证 
交感 是 整个 . 形 , 它 也 有 位 称 不 变性 和 符 导 本 变 性 等 性 原 , 介 妆 上 关 画 (- 0.5) 时， 
阁 ( 古 ) 六 1. 若 定义 OY = (FI 和 -DA 日 =- 更) 则 
入 (站) 不 仅 保 持 了 总 (让 的 上 述 性 质 , 而 且 和 (下 ) = 1 ,从 而 可 知 , ,是 刻度 汉 明 . 
常用 的 是 1 = 14 的 情况 . 

由 于 刻度 剖 题 -和 股 是 伴随 位 置 而 产后 的 , 故 很 少 有 单独 的 刻度 问题 .这 些 将 在 
2.3 节 讲述 .本 节 仅 对 若干 较 常 用 的 刻度 佑 计 太 其 性 质 作 了 简要 介绍 ,更 详细 的 内 
容 可 参见 文献 [2]. 

2.2.2 了 出 估计 

1. 定 党 

定 兴 2 设 &(1) 是 RR 上 偶 消 数 ,f > 0 时 ,££ 人 卡 联 ,S00) < DECm) > 9, 而 是 
sae(o = 0, 记 


2 [FE .medF() =0 有 解 ，= S(F) > 叶 ， 
则 称 3 为 图 1 的 刻度 由 泛 押 , 称 3( 下) 为 了 的 刻度 参数 . 
易 知 方程 [E( 和)dp = 0 的 解 SCF) 具有 刻度 癌变 性. 义 由 | s(z)dg(z) = 0 可 
知 ,Sf( 员 ) = 1, 故 5 确 是 刻度 泛 消 ,而 比 $ 还 是 符号 不 变 的 .但 刻度 MM 泛 函 般 设 有 
位 移 椒 变性. 若 了 ,和 Maiasd 古 ,六 是 经 验 分 布 , 则 刻度 参数 5( 下 ) 的 寻 秸 计 妇 
是 3 = 5(F) ,或 等 价 地 ,是 6 = 0 的 正 值 解 5 = 5, 各 各，… ,区 ), 易 知 


统计 坛 5, 有 刻度 辣 灾 性 和 符号 不 变性 等 性 质 ,但 般 不 是 位 移 不 变 的 . 
较 常用 的 刻度 估计 是 尤 伯 M 估计 和 中 位 "绝对 差 ” 相 应 的 名 DD 分 别 为 
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-BB tlile kK), 


这 
sD = {eh {| 11> K), (2-9) 
Smt £) = sgn(| £1- ®-1( 2 )), (2-10) 
上 其 中 再 -34) = 0.6745 是 标准 相仿 的 374 分 位 数 ， 
日 = | wdPtr) + (1 PEER) + 中 1- K}). {2-.11) 


这 上 2) 科 E(2) 痢 满 足 | &0x)dg(z) = 0. 荔 验证 由 | St( d(x) = 人 0 定义 的 
刘 度 泛 东 
Sm FY = CB UNM) medy (| |] a medy (tt 1)0.6745, 

其 中 medp{t| 中 表示 站- 下 时 1| 的 中 位 数 . 这 两 个 刻 庶 四 汉 辐 都 没有 位 移 不 
变性 ,但 有 符号 不 变 件 . 

2. 性 质 

温 Et 满足 定义 2 的 条 任 ,$ 是 由 立定 六 的 刻度 了 区 话 丽 ,其 了 
经验 分 布 , 则 5 = SC 琴 ) 是 刻度 性 估计. 全 

v{s) = |e(E)aFcs) fs > ()), 

出 有 如 下 于 理 

定理 (相合 性 与 渐 近 正 态 性 】 若 SCF) 唯一 傅 定 .fs) 在 St 所 的 -一 个 邻 
域 中 连续 , 则 8 在 天 处 是、 疆 相 侣 . 若 进 一 步 仍 证 区 SF < D0 < 


J ss) ar) - OSCEVP < wo 日 ojervoyae(n - 
Cv 六 在 5S(F) 的 一 个 分 城中 连续 , 则 


VTS — SCF)}) 一 NO, VEE, FF)), 
其 中 渐 近 方 益 


， ‘(sth) + F(z) 
WUé, F) -| vy (SCFY) 一 

定理 9 {定性 稳健 性 ) 设 帮 1) 有 和 异 上 且 在 1 = 0 处 连 盆 , 羡 5S{ 下 唯 :确定 ,出 
当天 连续 .或 过 连续 时 ,3 在 严 处 盟 连 续 , 从 而 六 在 下 处 生性 稳健 ， 

没 刻 度 M 泛 函 5 在 证 佬 满足 0 < SP < mw, 的 2 污染 潮 域 为 

= RM) = il -ero+ elflid € |， 
则 对 于 刻度 而 言 ,除了 希望 过 拓 值 的 出 声 不 破坏 5 有) 的 有 鹤 性 外 ,还 希望 中 的) 
> 0 的 性 质 也 不 被 彼 坏 .由 此 可 定义 两 种 渐 近 骨 演 点 : 
e&" = &E (CE, FF) = supjs: 对 于 任意 上 后 .多 ,和 史上 
sr = = suplg: 对 于 任 莫 下 扎实,0 < S(tF) < wml. 

定理 功 ( 渐 近 骨 泪 点 ) 设 Fotx) 在 x = 0 处 连 统 .0 < 5S( Fo0) < oa , 刚 当 上 

百 界 时 ， 
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关 1 eCD) _, 
ee (bt0) = Km) AO) 
证 入 # - min| 一 站 , 疗 i 
< oe (fH) = atm) 0) 


水 


当 E 无 界 时 人” (5 Fo) = E ”fo) = 0. 

最 然 , 闻 冯 有 办 时 ,ss ”> 00cE” "e172. Hw. A0) = 2{w} 了 时， 

已 “ 二 请“ “二 172. 
5 在 严 处 的 影响 顺 数 为 
LRCX ES 三) = A (2-12) 

3. 巨 伯 ML 估计 

由 丁 龙 怕 轩 知 计 对 应 的 台式 人 2- 电 ) 是 有 界 连 续 的 , 根 撕 和 定理 8 积 起 理 9 可 
得 到 如 下 要 论 . 

定理 11 如 分 布 两 数 中 满足 FfO) - FIO-) < 1- 87 辽 , 则 尤 伯 前 刻度 MM 证 
冰 3 在 中 证 的 值 Sif 下) 唯 -确定 ,Su 在 和 处 弱 连 续 , 相 应 的 朵 帖 计 Su 在 地 处 定 
性 稳健 , 有 弹 . 强 相 合 . 若 进一步 假定 FCF) - F(- 大) > 0. 则 


Vn Sus — SH(P)) -> WO,FCE AD)， 
靶 中 YES) 可 由 定 备 8 得 A 到. 
尤 伯 刻度 民 估 计 的 影响 聘 数 可 出 式 介 -12) 得 到 , 它 是 有 界 郴 数 , 故 ; Shas1B 稳 
健 . 特 草地 ,如 内 下 着 原 点 对 称 , 昌 有 所 度 也 Kr = KN 下) :Wy 
tut EP FS 


下 /Su FPAFCE) + 28A Ke) 
TF 


元 伯 刻 度 可 信 计 的 渐 近 崩 澳 点 为 
oi 
EK 


IF{ x, én, F} 二 


4. 中 位 绝对 差 
中 位 疙 对 盖 是 由 Srfeof 见 式 (2-10)) 定义 的 刻度 岂 位 计 . 共 沁 郴 形 忒 为 
SEE) = mcdpfl E |)0.6745. 
设 辣 ,第 sd 下, 天 是 经 验 分 布 , 则 样本 中 位 第 对 疼 为 
Su = Su( Fs) = mm 着 a hd 

Su 利 总 Mn 有 以 上 性质 ， 

1° 忆 f 利 局 具有 符号 不 变性 ; 

忆 若 守 -下 | 于 | 的 中 位 数 唯一 确定 , 则 5h 在 下 处 弱 连 续 , 从 而 Syn| 在 下 
处 证 性 稳健 

3 对 于 给 定 的 严 , 记 pr = -1(374) Sy( 下 ), 若 下 有 密度 f, 且 A rr) > 0, 则 
Sw 的 影响 孙 数 为 
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J mlxrl- we) 
x Sw) = Tf fi) ef pl 


中 Sw 的 浙 近 崩 湛 点 e”- e** 一 17/2, 达 到 了 最 大 信 . 
2.2.3 工 估计 


较 常 用 的 间 度 世 和 估计 是 四 分 位 差 和 切 尾 “标准 老 ”. 

1. 四 分 位 差 

四 分 位 益 是 2.2,1 小节 倒 4 中 t= 44 的 情况 .省 走 下 标 174, 定 尺 
J{F) = 人 人 = OT4C FRA — FLA ), (2-13) 
其 中 标准 正 态 四 分 位 莽 ( 别 -1034) -A4))】 (0.74)71 对 于 有， 了， 
六 点 7 + 过 [2 | 二 fa 为 次 序 统 计时 ， Fa 为 经 验 人 分 布 , 则 可 以 取 


rll) = | + 只 (ndrDDx2 fn = 4 起 )， 
是 (| 1) in 4 ; 
Fl34) = { ng) 十 4) 2 1 二 4 入)， 
" ni 1 【mr 六 4 二). 
于 是 样本 四 分 位 差 为 
QO, = OCF) = 0.74( F751(3/4) — Fa (14)). (2-14) 


四 分 位 差 0 和 ,具有 位 称 不 变性 和 符 导 不 变性 , 共 税 健 性 如 上 上 : 
阁下 的 1A4 和 和 34 分 位 数 均 唯一 确定 , 则 日 辣 下 姓 竺 连续, 亿 而 1 蚊 ,1 定性 稳 


之 0, 的 浙 近 月 浪 点 e* = 6* “= 1/4; 
六 车 下 有 密度 ff, 日 FTA4)) > 0 有 -13 > 0, 则 
. . lB(F(3A)) td(F I (1A) 
r(x.0.7) = 0.74l FRNAY) AF)) ) 
其 中 Ca) 是 以 概 兴 1 取 傅 为 a 的 分 布 孙 数 ,如 


0 (x < a), 
6.(0) = 几 (x a), 


显然 0, 的 影响 函数 有 界 , 即 8, 是 稳健 的 ， 
2. 切 尾 * 标 准 差 
切 尾 比例 为 =(0 < a < 1/2) 的 切 必 “标准 差 " 泛 函 定义 为 
SP) = (ba) CYat) 


寺中 (0) = 位 -20+ 21fa)$( 吕 -1(a))- 1. 易 验 证 $5,{ 呈 ) = 1, 5 歼 度 同 变 , 故 
5, 是 刻度 泛 函 .此 外 ,当下 在 Re 和 天 1 - a) 处 连续 时 ,5,( 了 下) 具有 符号 不 变 
性 ,但 5.(F) 没有 位 称 同 变性 ,与 切 尾 均 值 类 似 , 若 训 ， 和 …, 古寺 下 ,下 ,是 经 验 
分 布 , 则 5S,(F) 的 估计 5.(F,) 就 是 样本 切 尾 “ 标 准 产 " 
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-Lan] -41 
= (1 - je [an] ?十 >， RO)). 
[ow]™ +2 
实际 应 用 时 将 其 简 估 为 
ne、 
3S = 全 人 2 RR 
切 尼 “ 标 准 差 ”" 有 以 下 稳 体 性， ” 
lo 5, 在 整个 分 布 图 数 空 间 .者 上 弱 和 连续, 从 而 151 人 在任 :分布 三 处 定性 稻 
健 ; 


7 Sn 的 交 近 前 装点 =E'"= 0: 


3 记 d(P) = [i F(x) Ya((F-Ua))2+(F-LL_a))2) ,又 设 下 有 窗 


度 疡 且 在 (Fa ,ET-ai 上 了 > 0, 则 5S.(560) 的 影响 陋 数 为 
bia) cn (x < FF l(tr}), 


iF 8, F) = 1 ba) Si (PH < 4 Fl- 0)), 
bla) Ce ~ (x> FF (1l-a)). 


显然 下 fx ,S55, 下 ) 有 界 , 即 5 是 了 稳健 的 . 

上 述 的 龙 伯 可 乱 计 和 中 位 绝对 差 ,以 及 这 虫 的 切 尾 "标准 差 " 均 不 上 共有 位移 不 
变性 .实际 于 它们 只 能 用 于 * 存 置 " 已 知 { 丰 业 竟 之 为 原点 ,否则 将 之 平移 到 原点 ， 
即位 管 为 0) 的 情形 . 妆 位 置 也 未 知 时 , 则 需要 估计 位 置 ,于 将 之 改变 为 位 移 不 变 的 
刻度 和 估计. 详 见 下 一 小 节 和 2.3 节 . 


2.2.4 位 移 不 变 的 刻度 估计 
车 5 是 -个 刻度 证 冰 ,S, 是 相应 的 刻度 个 让. 不 难 验 让 ,对 于 和 在 -位 置 汉 隐 
利 征 一 位 置 居 计 工 , 记 
Ftx) = Fe FY, 人 站 -2 Sm， 


让 A SN 人 1 
则 和 革 和 总 具有 位 称 不 变性 :而且 当 王 是 中 心 位 置 泛 图. 刀具 有 符号 向 变性 4 邯 
了 《一 二 1 其 2 一 ) 一 一 了 时 ， 人 中 可 相册 其 有 符号 不 室 
性 , 则 妆 和 名 仍 保 留 符 导 不 变性 . 
等 和 总 实质 皇 是 先 将 随机 变量 和 数据 “中心 化 ,再 对 中心 化 后 的 随机 灾 坛 和 和 
数据 求 刻 度 , 问题 在 于 不要 因为 "位置 ”的 各 人 而 改变 震 来 刻度 的 好 性 质 .因此 ,要 
求 位 置 了 和 了 的 性质 ,特别 是 稳健 性 至 少 不 能 比 原 米 的 刻度 SC) 和 名 的 性 质 六. 


2 位 置 与 刻度 司 计 - 413 : 


1. 中 位 绝对 差 
中 位 绝对 差 medrf 站 1)70.6745 的 杨 大 特点 是 骨 江 点 达到 了 暴 大 值 (1 这 ) .四 
此 用 来 使 之 位 移 不 谈 的 位 置 足 中 位 数 . 定义 新 的 中 位 绝对 差 , 记 作 MAD(medan 
abaolute deviation) ， 
medr (| 是 一 medrf X) ] 
0.6745 


M, = MAIN F) = (2-15) 


相应 的 司 计 量 为 
med( | % — med( X.) 1, 1 过 了 二 n) 
MM = WMAD 到) = 0 6745 {2-16) 


而 凡 讲 到 中 位 绝对 差 岂 措 村 和 ,中 位 数 med 和 中 位 绝对 盖 MAD 都 具有 高 崩 
省 点 12, 常用 于 探索 性 故 据 分 析 ,或 作 力 选 代 计 算 时 的 初 俏 . 

2. 切 尾 标 准 差 

篮 正 前 切 尾 标准 美 庶 该 先 用 切 尾 多 和 值 将 总 体 和 样本 中 心 化 , 沿用 前 厅 2.1.4 
小 节 和 本 节 的 记号 ,表示 a 切 尾 均值 泛 画 , 世 表示 样本 的 a 切 尾 多 值 , 则 = 切 尾 
标准 差 证 明 为 


1-= la 
s(t) = {Bo)] (PKD -ECPD)aai ， (2-17) 
相应 的 样本 a 切 尾 标准 其 为 
Gon = Gat fn) = (2 > (Xen — Yo PP) ， (2-18) 


由 诸位 置 恼 计 的 性 质 和 诸 知 度 估计 和 前往 质 ,容易 得 到 中 心 化 后 诸 刻度 估计 的 
性 质 . 简单 地 讲 ,中 心 化 后 刀 诬 慎 计 的 性 质 有 : 

b 中 伟 绝 对 莽 杜 、N, 以 及 切 尾 标准 差 o 各 wo 均 具 有 位 移 不 变性 和 符号 不 
变性 ; 

在 适 扫 的 条 件 下 ,MAD 和 5 都 是 媚 连 续 的 ,因此 柑 应 的 估计 iMAD,i 和 
fo 者 有 定性 稳健 性 ; 

3 1MAD,| 和 fo 的 影响 函数 均 有 界 , 央 此 都 是 了 稳健 的 ; 

中 位 绚 对 差 虐 。 的 测 近 前 镍 点 

Ee" (MADY = ENADy = 172， 

a 切 尾 标准 差 os 的 渐 近 崩溃 点 se (aa) = e "(oo) = ea. 

在 刻度 村 秸 计 HH', 队 WAD 外 ,很 少 单独 用 到 中 心 化 的 刻度 四 人知 计 . 在 位 置 、 刘 
度 均 未 知 的 情况 下 ,- - 般 关 心 的 是 位 置 .这 叶 常 将 刻度 估计 作 辅 助 佑 计 , 或 者 采用 
位 置 - 刻度 问 时 估计 的 由 佑 计 . 这 些 将 在 下 节 讨 论 . 


2.3 位置 - 刻度 估计 


前 面 关节 分 别 讨 论 了 三 位 置 和 纯 萄 度 问 题 . 但 实际 中 总 体 分 布 的 位 置 和 刻度 
往往 都 基本 知 的 ,需要 根据 实际 门 题 适当 处 理 ， 
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2.3.1 刻度 未 知 时 的 位 置 网 估计 


上 .一般 方 法 

许多 时 候 人 们 主 昌 关 心 倍 置 ,这 时 未 知 的 刻度 就 是 多余 参 数 ( 也 称 为 讨 居 乱 
数 ) .有些 位 置 泛 是 和 位 兽 估 计 具 有 刻度 癌变 性 ,例如 样 林 均值 ,中 位 数 和 切 必 均值 
等 ,刻度 是 洗 未 知 对 它们 没有 影响 . 世 在 稳健 统计 中 ,常用 的 位 置 M 估 计 不 共有 刻 
度 国 变性 ,这 就 必须 考虑 刻度 问题 . 解 尖 这 个 问题 的 较 简 单 的 办 法 是 琉 先 估计 刻度 
参数 . 称 之 为 辅助 估计 ;然后 将 随机 变量 或 数据 收成 以 辅助 刻度 为 单位 进行 位 置 作 
i|. 这 样 位 置 知 计 就 共有 刻度 同 变 性 T. 

溢 $5 是 :个 刻度 泛 明 ,3 是 刻度 估计 ,定义 位 置 M 沁 捕 了 为 方程 


E| Ft} dF) = (2-19) 
的 艇 TE 下) ,相应 的 三 置 M 和 估计 加 是 方程 
"y +t 
: -0 2-20) 
pd| 5 ) ( 


的 解 T, 则 由 S(F) 和 5 的 刻度 同 变 性 可 知 ,TCF) 和 荆 , 二 刻度 同 变 的 ， 

辅助 刻度 的 选择 应 该 尽量 保持 原 位 置 M 估计 的 好 性 质 , 特 别 是 高 月 演 点 这 - 
性 质 .因此 常用 的 辅助 刻度 是 中 位 绝对 差 MAD(MAD,). 

2. 尤 伯 位 置 M 估计 

设 $ 是 刻度 泛 函 ,3 是 刻 弃 估计 .以 S 为 辅助 刻度 泛 因 的 尤 人 位置 M 谤 旺 定 义 
为 方 醋 


[BA pt) dr) = (2-21) 
的 解 Tint 二 ) ,; 柑 庶 的 M 帖 计生 这 为 三 竹 
> 5 ‘j=0 = (2-22) 


的 解 a ,上 中 pI 如 式 (2- | 所 未， 
常用 的 辅助 刻度 是 M6 和 史 。 ,其 次 是 四 分 位 善 9 利 @,. 这 时 荡 怕 位 置 针 个 
让 有 下 的 同 变 性 和 稳健 性 : 
lo 当 3 = 时 ,或 3 = 0(0.)，3 为 相应 的 刻度 估计 时 .71 和 7 其 有 刻度 辐 变 性 
和 符号 问 变 性 . 
2 在 较 明 的 条 件 上 , Tu 绚 连 续 , 从 而 Th 定性 稳健 . 
3 当 分 布下 连续 时 ,Thu 的 影响 晒 数 为 
TF 人 加 所 一 " 
s(r)wnul 二 JR 有 | oy wn dP) 
Rx, TH = 到 避让 + RUF)) — FOT(CF) ~ KSUE)) 
雪 畏 助 刻度 3 是 虹 . 或 时 ,其 影响 销 数 下 Cx,5, 扑 邦 有 界 , 队 而 IFCx, Th, 严 ) 也 有 
鼻 , 内 此 Tm 仍 是 B 稳 健 的 . 
中 Th 的 渐 近 骨 当 点 取决 于 其 辅助 刻度 的 渐 近 崩 浇 点. 故 当 S = MM 时， 
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Et = TS = 0 时 ,ee (TH) = 1. 
2.3.2 位 置 - 刻度 同时 居 计 


1. 位 置 - 刻度 叶 信 计 的 定 交 

定 光 3 用 MM 人 秸 计 方法 对 位 置 - 刻度 同 轩 进行 合计 叶 , 称 之 为 位 置 - 刻度 网 
估计 . 

设 严 尽 非 降 厅 商 儿 ,wt w】> 0 是 价 医 数 ,Et0) < 0,Etw) > 0, 在 正 半 轴 上 
gE 上 正 降 , 则 和 位置 - 刻度 困 福 果 定 这 为 方程 组 


[的 本 dt(z) = 0， 
(dge) =0 
的 解 TCFY) 和 SCEY > 0. 相 应 的 MM 俏 计 定义 为 方程 组 


Sy( 到 =) -0, 
| 3 (2-24) 
(9)- 
的 解 耻 = TX Non 训 ) 了 和 SS = SX > 0 

文献 [2] 讨论 了 人 在 置 - 刻度 WM 估 计 的 影响 两 数 和 渐 近 山 溃 点 , 因 表 达 式 比较 复 
杂 , 这 里 从 略 ,但 对 某 些 具体 估计 有 较 简 单 的 结果 ,这 将 在 上 下面 介 绍 . 需要 指出 的 
是 , 半 加 上 的 症 和 都 居 有 界 晴 数 时 ,(T, 5,) 的 影响 明 数 才 有 界 . 

例 5 翌 本 均值 和 样本 标准 善 


苦 取 yf) = 1,&(1) = 天 -于 则 得 介 位 置 - 刻度 MM 江 葬 TCF) = | rdP(x), 


s( 1) = (|[ x -FPCP)PdP(s)) .这 衣 十 均 信和 标准 差 . 相应 的 M 估 计 是 样本 均 
值 科 样 小 标准 差 . 
2. 中 位 数 和 中 位 绝对 差 
联 0) = san ,E01) = sgo(| 半 | -加 -(374)), 则 可 得 到 位 置 - 刻度 MM 江 搬 
TEUF) = medt F), 
medat | 一 medt F) | 
0.6745 


{2-23) 


= MADC AF). 


SCF) = 
相 许 的 M 和 估计 为 


a 
= ee = MADE Na, No,). 


它 有 的 最 大 优点 是 前 涡 点 达到 了 最 大 和 值 172, 它 们 的 性 质 岂 分 别 在 2.1.2 小 节 和 和 
2.1.3 小 和 劳 以 及 2.3.4 小 节 讨 论 了 ,这 里 不 于 重复 . 

3. 尤 伯 M 估计 

此 三 位 置 - 刻度 出 估计 对 应 的 区 和 二 两 数 分 别 为 


-n 
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Ctl< 后 )， 

gt = [goes Ctl»> K), 
| {Cite 胡 )， 

su = {ee 8 (Cit1> K), 


其 中 8 为 (2-14) 式 所 水 ,相应 Dae tare 
PE 3 £)ar() 三 QQ， 
| (4 dF(x) = 0 
的 解 (THCF) ,SnD 其 中 SS > 作料 应 的 本 合计 是 六 栓 组 


的 解 (47 Sn) ,其 中 Sa > 0. 

万 伯 位 置 - 刻度 民居 计 的 证 要 性 质 有 : 

1 2 和 和 其 有 刻度 同 变 性 和 符 民 同 变性 ,Sr 和 Sis 有 位 移 不 变性 和 符号 不 
变性 . 

Tm Sa) 的 影响 基数 右 界 , 因 此 晨 BB 稳健 的 . 

PCTins Stn) 的 渐 近 崩 澡 点 se” = BB + KK ). 

文献 [21 对 不 同 的 六 计算 了 e* 的 值 (8 = BE) 由 式 (2-10 给 出 ) .例如 天 = 
tO ,ee = 0.MM0;K = 2.0HH,e” = 0.187. 


2.3.3 全 估 计 的 计算 


一 般 的 M 估计 是 非 线性 方程 (组 ) 的 解 , 击 要 迁 代 计算 . 

IE 位 置 MM 估计 的 计算 

位 置 避 估计 - - 般 都 要 有 辅助 刻度 估计 , 记 辅 助 刻度 售 计 为 5 .位 置 和 佑 计 7 
尽 方程 式 (2-20) 的 解 .计算 方法 有 如 下 几 种 . 

1) 牛顿 法 具 交 可 导 , 记 其 针 数 为 下, 则 赴 顿 迁 代 公 趟 为 


所 7， {rr} 
> 5, J 
a 区 - 一 2 tm 
2 {二 ) 
{2) 图 蕊 恨 读 该 六 法 把 7 在 形式 SR, 夺 代 公式 为 


Tmt+l) 一 Tim) 十 S 
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nm 
局 


tt 
Tm = 
A 
= 
{3) 尤 们 法 ”该 方法 仅 用 于 尤 们 区 怖 计 , 迁 代 公式 为 
A 二 长 下 | 项; 一 了 | KS,}, 
KS 
Pa 一 大 Atm 
nat my 一 # 全 : 夺 尝 Te + KS.1, 


- ns 
和 一 Xtm} + KS, mn 


其 中 # 及 表 泵 集合 4 中 元 素 的 个 数 ， 

上 述 三 种 算法 均 在 -- 定 条 件 下 收 襄 到 方程 式 届 -20) 的 解 .其 中 和 牛顿 法 收 合 较 
快 ,但 它 要 求 业 可 导 . 图 总 性 法 和 泡 伯 法 最 比 牛顿 法 收 合 慢 些 , 但 不 需要 水 可 鱼 , 溺 
完 丁 法 适用 面 最 广 , 尤 怕 法 仅 用 于 紫 人 BM 估计. 

万 始 值 的 选取 也 较 重 要 ,特别 是 对 图 芝 佣 古人 知 计 ( 岂 表 2-1), 相 应 的 方程 可 能 
在 用 个 解 .通常 选 样 本 四 位 数 作 为 初始 值 , 因 为 它 具 有 姑 度 同 变 狂 .符号 癌变 忻 和 
高 户 泪 点 . 

2. 位 置 - 刻度 M 个 计 的 计算 

这 里 上 只 讨 论 E02) =《 本 昌 于 -五 的 情况 . 区 们 位 置 - 刻 座 W 个 计 对 应 的 网 和 
$ 冰 数 注 足 

去 if 人 = (WE 一 Bb. 

(1) 牛顿 法 渤 代 公式 为 

= | Dn 


1 
在 一 


0 
i 


T mt) 一 Tm 二 


i 
n 
Da ny 
Sp ta) 
{2) 疤 怕 法 该 方法 只 适用 于 蕊 信 藤 和 舍 计 ,与 上 述 和 位 力也 和 估计 的 尤 伯 法 类 似 ， 
记 
二 | 下， | 四 Kd, 
A 二 尖 | 天: 息 Ti" 一 天 Sm 四 
ra = 大 由 {m) ， 
Ra 一 
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LE 
则 看 
fm im}) 
- 全 一 及 
Tmt 一 是 名 ) 十 开 S tm Se -， 
2 
>, (KX _ Yim 2 


Cm 
(Se = i “一 Te (m2 和 
一 一 (na rt tn ey 一 】 KR 
在 上 面 计算 5 的 夺 代 会 式 中 ,用 (Ca - 册 代 从 了 ,这 旺 为 了 与 相 态 总 体 时 方 
莽 的 坡 小 方差 无 篇 估计 . - 致 ， 
牛顿 法 在 : - 定 条 件 下 的 收 误 性 已 有 证 明 ; 龙 伯 法 的 收 钱 性 疝 没 有 证 曲 , 但 实际 
二 用 胡 明 ,在 常 儿 的 1 和 下 去 2 的 人 情况 下 , 迹 代 收 语 很 快 . 


3 多 元 位 置 和 散布 阵 佑 计 
3.1 M 估 计 


3.1.1| 多 元 位 置 的 M 信 计 及 其 合理 性 


1. 定 党 

定 沈 1 设置 ,放下 FY) 导 p 维 样 本 ,wv 和 s 基 定 久 在 【《 即 正 
半 输 } 虐 的 非 负 到 数 ， 则 FF 的 位 置 、 散 布 阵 注 商 T{F) 和 SB{F) = 
[ACFITA(F)] -1 ,由 方程 组 


网 Ar -DD Dr- DdF(z) = 1. 


js Atx AAtx tix- NA dFir) = 1 rl ACx — £1) dF x) 

(3-1) 

的 解 1= TC 下 和 六 = A( 户 给 出 ,其 中 1'1 表示 回 量 的 欧 氏 模 , 也 表示 实数 的 纪 
对 秆 ,I 是 p 阶 单位 秆 阵 .相应 的 轩 桔 计 于 和 加 = [241741]! 则 和 让 方程 组 


Dw AK LINEE-LND=0, 


SAC DDACK -OC DAT = TO A(K, -ON) 


4 = | 


的 解 
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t= T(E TK, ,N,N,) 
利 
4 A 区 4 天 
给 出 . 
显然 方 租 组 式 {13.1) 可 以 改写 成 则 下 形式 : 
| ec ACx - 0 DzdFGz) 


££ 二 + 
| aa - D DdFGzr) 
(3.3) 
Js A De Oe- Oder) 
[A'4]-! = A 
中 od A Ft{xr) 

甘于 样 本 情况 的 式 (3-2) 世 可 改写 成 类 极 于 式 (3-3) 的 形 忆 .这 种 形式 的 好 处 是 它 
握 世 了 种 进 代 算法 {网 3.1. 3 小 节 ). 通 带 地 5 二 1 上. 关于 yw 和 5s 人 的 选 联 , 岂 3.1.2 小 
入 

2. 方 程 组 解 的 存在 众 一 性 

文献 12| 分 别 讨 论 了 在 钝 位 壮 和 外 向 布 阵 情 肛 TFCT,(iX1)) 和 
EE(F)( 避 (| 时 1)) 的 存在 瞧 -性 .这 里 以 实际 中 要 用 的 式 [3-2) 为 例 加 以 说 明 . 


若 加 (让 已 知 , 木 妨 滥 于 (让 = 于 这 时 呈 壳 由 五 天 和 估计 了 .传世 
(3-2), TCF) 的 M 估计 是 方程 组 
SwullkE i =0 (3-4) 


的 能 .于 是 有 以 下 定 蜂 ， 
定理 1 苔 wirjr 寿 r > 0 时 是 降 卫 数 , 风 方程 组 克 (3- 人 0) 必 有 解 了 ;生还 存 
在 - :个 站 和 - -个 解 也 ,使 得 
wT >» 0, 
则 式 (3-4) 的 解 是 唯 - -的 . 
入 一方 面 ,车 TCA) 已 知 ,不 妨 设 它 为 0, 这 时 只 党 估 计 于 (下) ,而 它 的 轩 居 计 
i!1)] "由 方程 组 


> (| AX, 1) AXXTAT = 1 20 AX 1) 


的 解 4， (荆门 给 出 ， 这 时 , Mg 4 和 数据 芭 ， 备 >， on, 下 注 见 - - 定 条 件 时 ,方程 组 的 
解 存 在 唯一 性 .由 于 这 些 条 件 比 较 复杂 ,这 里 从 略 , 感 兴旺 的 谈 者 可 参阅 文献 [321. 

当 T(F) 和 三 f( 严 ) 都 未 知 ,而 又 需要 同时 析 计 时 ,日 前 还 只 有 在 了 是 椭 款 等 高 
分 布 的 情况 下 , 才能 在 -- 定 条 件 下 证 明 方程 组 式 43-1) 的 解 存 在 唯 - -性 (这 时 
天 (P) 与 下 的 协 方 差 阵 相 差 - -个 倍数 , 故 称 之 为 的 拟 协 方差 阵 ). 而 对 二: 方程 组 
蕊 (3-2) 来 说 ,由 于 四, 如 ,和 相应 的 经 验 分 布 只 不 机能 是 椭 球 等 高 分 布 , 因 
此 ,只 能 得 到 其 解 的 存在 性 , 尚 不 能 得 到 咱 一 性 . 
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3.1,2 主要 性 质 


关于 老 元 位 置 和 散布 阵 的 了 估计 的 性 质 ,在 文献 [H 和 [2] 中 都 有 讨论 ,下 而 
只 列 出 一 些 重要 的 性 质 ,有 些 结果 的 条 件 比较 复杂 ,这 里 设 有 一 一 列 册 ， 
1. 仿 射 则 变性 
由 式 (3- 定义 的 TCF) 和 加 (本 ,以 及 由 式 (3-2) 定 义 的 租 估 计 (无 站 和 
马 (f 下 目 均 具有 仿 射 同 变性 . 实际 中 要 用 的 是 碍 估计 , 故 这 中 仅 叙 述 TT, 和 古 , 的 仿 
射 癌变 性 , 即 对 上 任何 非 奇 异 的 p 阶 方 际 B 和 向 量 # € Rr? ,有 
T, (| BE + bl) = BT (IKEI)+ Bb, 
号 (再 下) = BE (| YI)B'. (3.5) 
2. 影响 函数 
对 于 上 述 定 闵 的 TCF) 和 (所 ,当下 为 球 对 称 分 布 { 基 在 在 及 * 上 的 非 贡 消 数 
,使 下 的 密度 玉 x) = h(x 1 时 ,条 5, 和 w 满 是- 些 较 器 的 条 忻 , 刚 可 以 得 到 
TLF} 和 训 ( 玉 ) 的 影响 商 数 
[FCxrsT,F) = 下 1 wlri)r 一， (3.6) 
iw (Diyidrcy) 
{ptr2ountlx Dmx {x - Hp) 
uly DD) +ly llyl/pdF(y) 


(Cutl xr/p— vtlx lj) (3-7) 
ly iw tty lp -vil y Tr y) 

其 中 必 tr) = rs(7). 因 此 ,swtrry wlr) ,vtr) 部 有 界 , HH. 上 | 面 的 两 个 影响 哨 数 中 
的 三 个 分 车 部 不 是 0 时 ,这 两 个 影响 史 数 有 异 . 

3. 渐 近 性 质 

频 下 是 椭 球 等 高 分 布 ,而 有 是 下 ,ww,w 和 sw 雍 足 一 定 的 亲人 和 件 ,刚果 生计 TT( 革 1) 
和 囊 ({ 无 |) 县 在 强 相合 性 ,而 有 Yn(T 一 TCF)) 和 wa - 王 (P) 斯 近 狼 立 , 分 
别人 六 分 布 政 人 笋 于 老死 正 态 分 布 , 湖 近 方 差分 别 为 

VET, F) = | er， T, PYLEFCx, T, FYjIdF x), 


TIMCY Ss, = 


VE = | cx, PFex, EFY]dr rx), 


此 中 矿 嘛 明 数 [FCx ,了 ,所 和 [F(x, 正 ,让 ) 可 以 由 了 和 瑟 的 仿 射 同 变性 和 式 (3-56)， 
式 (3-7) 得 到 .用 经 验 分 布 霹 代 共 六 则 可 得 到 更, 下) 和 后 五, 天) 的 近似 值 . 

学. 渐 近 极 小 化 极 天 性 及 w 和 s 的 选择 

交 献 [2] 证 明 ; 如 下 十 多 元 (标准 ) 让 态 分 布 ,考虑 球 半 你 的 污染 分 布 , 则 和 皇 
选取 ww,u 和 s, 相 应 的 民情 计 就 是 按照 渐 近 方差 的 渐 近 极 小 化 极 大 属 计 , 即 (TT,， 
名 ,在 二 的 8 的 污染 邹 域 中 的 景 大 新 近 方 差 在 一 切 M 估 让! 中 达到 最 小 . 其中 ， :个 
滑 数 的 选取 分 别 为 


3 儿 元 位 置 种 散布 阵 倩 计 - 421 ， 


人 
qr tr 
0) = (过 
站 Ar {hb as rs 


而 w 划 难以 给 出 精确 的 显 式 表达 .由 于 在 多 元 问题 中 人 人 王 关 心 的 是 散布 知 阵 ,可 
以 说 位 置 是 多 余 参 数 , 因 此 , 尤 们 建议 取 


i (rE ro) 
wiery) 一 ja 


r tr» ro). 
上 而 的 a ,8,1 都 起 与 污染 比例 e 太 维 数 p 有 关 的 常数 ,无 伯 给 出 了 一 些 有 天 的 数 
值 结果 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [2] 
5. 崩 省 点 
上述 允 佑 计 的 骨 夸 点 不 易 直 接 计算 ,但 可 以 证 明 : 芯 六 是 中 心 对 称 分 布 { 邵 天 
~ 焉 满足 :存在 丘 使 广 - 正 与 丘 - 考 同 分 布 }), 则 由 式 43-1) 定义 的 《了 交 ) (下 }) 
的 渐 近 骨 溃 点 se” < 1A(p + 1). 因 此 当 针 的 维 数 p 较 高 由 ,其 崩 竹 点 较 低 . 


3,1.3 艇 估计 的 计算 
多 元 位 置 利 敬 布 短 阵 的 册 估 计 可 用 下 面 的 基本 达 代 会 式 计 算 ; 


> 
TD = 一 ~- 一 一 -一 ， (3-8) 
.wd A Jr 1} 


Ss 和 = TOV) DOE TK, - TY 
m+ 一 = 一 一 一 -一 一 一 一 _ 
jet A Tem) 1}) 

1 


j= 


(3-9) 


(1) 确定 初始 值 ( T 侣 ,2 个}. 例如 ,用 样本 均值 和 样本 肉 方 莽 阵 性 为 初始 值 ， 


x Sx TP) TO 
TD - Zn EO = SH 一 
(2) 在 有 了 (CT, 昂 GO) (Cm = 0,1,2, 之后, 先 求 上 = 打下 隆 B84" ,使 BB" 
= Bm BT, 半 计算 AL = 【县 Sm )7. 
(3) 用 式 (3-8). 式 (3-9) 和 上 面 的 74D .4 计算 (CT 耳语 11). 
(4) 及 化 进行 (2) 和 (3), 直 到 某 个 使 1 TI 一 TWD | 和 中 -三 
都 不 超过 预先 给 定 的 小 数 e{ 出 如 = 1023) 时 为 涉 ; 盐 中 短 阵 下 的 网 民 柑 是 有 
可 了 到 为 上 Al = (ri 4A DD) 
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t) 服 四 人 四 = TD ,DE = Dt. 
本 节 的 出 相 计 虽然 在 比较 完美 的 理论 ,但 当 维 数 p 较 疝 | 时 ,其 出 淄 点 较 柳 .下 
六 将 介绍 几 种 应 用 较 和 区 的 商 谣 息 点 的 禾 元 位 置 利 戎 布 答 上 任 拓 计 . 


3.2 ”上 蚁 崩溃 点 个 计 


3,2,1 最 小 体积 椭 球 估计 (MYVF 估计 】 


1. 定 兴 和 计算 

汕 轩 ), 训 ,下 是 一 个 样本 量 为 n 的 p 维 样本 ,i 症 = 二 于 第 大 
中 由 该 样本 给 成 的 5 点 集 , 现 徐 茹 于 至 村 计 下 的 位 置 和 上 小 相当 降 . 令 

K= [nA2]* +1, 
出 
E(wHV) = IxE Rx -HV x pel 
足以 为 中 心 由 正二 撼 阵 下 确定 的 椭 球 .用 del 4] 表示 方 也 由 的 行列 式 , 求 约 束 
极 小 化 问题 
min 二 et WV), 
Bip WV) 
(7 kt, 2 
的 解 于 = 是 所 有 人 至少 亿 人 语 于 的 必 个 点 的 p 维 椭 球 
EO, 中 体积 起 小 的 (EC Y) 的 体积 e detl Wj ) .所谓 大 的 位 置 和 散布 禾 阵 的 
撤 小 体积 椭 球 估计 ( 简 记 为 MYE 估计 ) , 址 指 
7 = TR) = B= TX) = eh, 

寺中 必 蚌 于 当选 取 的 常数 ( 见 后 ) ,使 得 当下 是 p 锥 正 访 分 布 时 , 书 , 是 产 的 协 太 闫 阵 
的 相合 悄 计 .该 估 计 基 由 户 巧 至 (Roussceuw) 提出 的 ( 见 文献 [3]). 

fa 较 大 时 ,实际 上 不 可 能 对 ( %) 个 K 点 集中 的 每 个 米 计算 包含 该 集 的 
Bt, 的 体积 ,证 进行 比较 ,而 是 采用 种 近似 算法 . 

和 没 下 具有 一般 柱 竹 , 即 任何 一 个 tp - 1) 维 超 平面 后 坡 多 大臣 中 的 p 个 点 ， 
朋 堆 , 当 六 连续 时 ,该 盆 放 以 概率 1 成 立 , 因 此 天 中 的 任何 :个 (+1) 点 集 的 样本 
协 疗 关 阵 都 是 不 定 的 . 详 献 [3] 建议 采用 刀 下 的 近似 计算 章法 ; 

fl 从 正中 随 担 抽取 Cp 二 站 个 点 , 记 作 着 (12 ,Xtp + 1). 

{2) 计算 这 (p+ 1 个 点 的 样本 均值 和 样本 协 方 差 阵 | 和 TF;， 


Sri) 
p+ 
SK — KOCKCD - KT 


品 


慎 ; = 


时 


Vi = 
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(3} 计算 至 中 所 有 点 美 填 CE, 互 ) 的 乌 氏 让 次 的 证 信 数 ml， 
mr 二 Ined |f 下 一 KT Vr 一 I) 二 1] .2 | 2 ， 
于 皇 
# | XE RV Kem -和 
(4) 计算 是 杯 珊 数值 901)， 
Qt1) = mCdell | 全. 

(5) 重复 1 -~ 14) 的 计算 ,得 到 第 .个 (p+ 上 碟 集 的 样本 均值 至 ;样本 协 方 
差 阵 Y 和 盏 中 点 英语; 和 Wy) 的 马 氏 眶 离 的 中 位 数 m; ,以 及 相应 的 日 标 耳 数值 
(2). 

16) 比较 GD 和 0(2) ,将 其 中 较 小 的 一 个 记 为 8062), 机 应 的 样本 均值 等 记 
HE) VI2*) 和 mt{2* ). 

(7) 反复 进行 (5) 和 (16) 的 计算 , 直到 算得 第 个 00 和"), 满 中 | 9{W*)- 
QFN -了 1") | 不 矿 开 村 先 争 定 的 小 上 类 af 例 如 8 = 40 下 村 涩 下 .下 是 基 大 
二 的 位 置 各 散布 乐 阵 悄 计 可 近似 地 取 为 


ys CC 
1, 二 m{( 1, X210Q.5) 4 
其 中 好 (0.5) 是 自由 度 为 p 的 卡 方 分 布 的 中 位 数 ， 


2. 主 要 性 质 

客 死 作 置 和 散布 阵 的 YE 估计 有 以 下 性 质 ; 

1 仿 射 同 变性 ( 见 3.1.2 小 节 的 式 (3-5)). 

源 近 收 斧 性, 若 玉 是 单 峰 的 球 对 称 分 布 ,是 密度 , 则 在 较 驳 的 条 御 下 可 以 
证 有 明 ， 

(Ci) 人 存 芷 (pn , 王 ) ,使 由 时 ,以 概率 1 有 (TZ) ™ (Ho To); 

{Cn 人 也) 依 分 布 收 化 到 个 非 企 态 分 布 . 这 说 明 (T, ,了 ,) 的 弱 收 
铝 速 度量 上 

3 菩 王 只 和 有 -- 般 位置 , 则 (了 , 瑟 ) 的 替换 型 样本 贿 演 以 x = ([n72]” 一 p+ 


1)xm ,显然 ,给 定 p, 当 m 一 oe 时 ,sg >172， 

由 于 MYE 估计 具有 仿 射 癌变 性 和 较 高 的 崩 澳 点 , 实 也 小 有 较 泛 的 庶 用 ,并 山 
被 疏 采 在 诺 用 较 广 的 统计 软件 包 SASAUMLt6.12) 中 、 

3.2.2 基于 投影 的 司 计 

误 是 -- 个 p 维 样 本, 徐 本 计 玉 的 位 办 和 散布 年 阵 .下 向 介 
绍 两 种 基于 投影 的 高 崩 演 点 个 i-. 

1. 仿 射 同 变 的 知 计 

对 于 每 个 规 调 点 下 ,证实 

ap LE ved aK 


a MAD,(iary| 
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川 来 衡 导 该 点 的 离 寿 程度 ,nr 越 大 ,无 越 离 群 . 又 w 是 R' 上 的 连续 减 咀 数 , 避 
wr)r 在 Rr? 上 有 和 界 .于 明 , 玉 的 位 置 各 散布 全 阵 的 估计 分 别 定义 为 


jwtn) 
了 。 一 本 间 
wt) 
" 人 PT rr1 下 
=e) [tn 和 《年 一 TY; 一 了 
4 St 中] 


共 中 ce 用 来 保证 当下 足 sp 维 让 态 分 布 时 ,人 千 计 其 互相 合 色 天 的 协 方差 阵 , 该 估计 和 
条 庶 志 (Donoho) 3 1982 年 提 山 , 它 并 日 研究 了 (了 ,五 ,) 的 仿 射 同 变 性 和 崩溃 点 : 渐 
近 上 崩溃 点 e。”= -> ;样本 出 溃 点 与 p 有 关 , 省 p > 3 时 ， 
~ np+1) 
SR 7 CSR 一 {2n 一 之 圭 1 
李 国 贡 给 出 了 它 的 统计 泛 贤 ,并 讶 明了 夫 丁 性 稳健 性 . 由 F 这 是 最 早 的 才 元 体 置 
和 和 散布 阵 的 疝 衣 省 点 估计 ,文献 中 引用 蓉 入. 但 因为 计算 量 志 上 太 , 主 今 未 见 有 应 用 . 
2. 正 变 隔 变 的 合计 
如 3.1.2 节 指出 ,在 多 元 数据 分 析 中 ,大 们 更 关心 的 是 散布 矩阵 ,位 置 可 以 说 
导 多 余 滞 数 . 相国 英和 陈 忠 连 ( 广 献 [4]) 基于 盘 影 提出 的 估计 主要 是 针对 散布 是 
阵 的 . 
设 抽 是 一 个 刻度 同 变 的 - - 维 位 置 稳 健 估 计 , 首 常用 样本 中 位 数 ,co 是 -个 : 维 
的 刻度 稳健 估计 ,通常 用 区 伯 的 册 估 ;它们 的 构造 散布 奸 阵 俏 计 的 方法 是 先 求 稳 
健 士 成 人 苏 , 记 不 = 【8 站 是 ) 是 本 节 开 状 所 设 的 求 站 达 的 独立 网 分 布 样本 ， 
维 数 方 p. 烛 于 e 生 本, 记 


m{a) = medf a Kl, a NK, ,ql NX, ). 
da) = oa KX- mila), ,ak, - m(a)). 
定义 
XX) = mot a), 
a (xX) 二 1 后 | 立 | | 二 1 ,A XY) = on); 


NX) = mx gla), 


Isl=iir .5 


ql KE) 二 如: 行 | ra |= 1 | a A X) = oC); 


A cv 
六 以 加) 一 ot{ da,), | 在 | 一 l,a, | ys, p—l' 


~ 
如) = di,. 
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芍 布 算 阵 的 悄 计 定 估 为 
BR) (GCT 


t=1 
该 忆 ! 开 ) 是 正 交 同 变 的 , 即 对 于 任何 p 阶 趟 交 征 血 避 ， 
五 (人 CD OF) = QE KI Ks KN, 

但 二 是 仿 射 回 变 的 , 共 新 近 崩 溃 点 ae”= 172. 样 木 贿 泪 点 三维 数 P 无 关 , 是 下 和 
# 的 样本 骨 注 点 中 较 小 者 . 当 王 是 椭 球 等 高 分 布 时 ,j 五 1 在 下 处 定性 稳健 ,经 相合 ， 
而 十 有 渐 近 卡 访 性 , 收 锅 速度 为 m 

刻度 性 恪 计 的 计算 并 不 难 ( 铺 见 2.3.3 汕 入 ,计算 上 述 生计 红 的 难 戌 让 于 求 
出 单位 球面 上 的 极点 .这 可 用 以 下 两 种 近似 计算 方法 : 

(1) 随机 抽样 法 ” 即 从 单位 球面 上 的 均匀 分 布 中 由 坡 一 个 较 天 的 样本 加， 

…, bw, 则 近似 地 有 max ol a) = ts, | 有) 顺便 # 攻 中 ， WE 二 一 RD， TCR 

人 态 分 布 ), 则 U = ZZAi Z1 服 以 攻 维 单位 球面 上 的 具名 分 布 .应 该 指出 , 求 
和 人 时 ,是 在 p 维 单位 球面 三 求 极 慎 ; 面 在 有 上 RA(KXYI a XI, = 1 


2 之 后 ,求人 (aani(X) 时 ,实际 居 在 p - d 维 单位 球面 上 求 极 值 

(2) 数论 布点 法 “” 即 用 数论 方法 在 单位 球面 上 均 你 布 所 ,给 出 B41, Ba,… ,Bw. 
歼 论 布点 的 广 法 是 谷 岂 上 广 开 磁 、 上 元 (993) 纺 雪 的 Nummber-Theoretic Methods in 
Statisties. 该 居 计 方法 同时 给 出 了 稳健 主 成 分 的 估计 和 稳健 的 散布 算 阵 慷 计 ,有 既 可 
以 用 于 主 成 分 分 析 , 也 可 以 用 于 其 他 基于 散布 币 阵 的 多 所 数据 分 析 ,在 我 国生 要 和 
医疗 等 领域 有 较 多 应 用 . 


3.2.3 ”最 小 体积 袜 球 估计 及 基于 投影 的 估计 的 应 用 


上 . 用 于 离 群 点 剔 出 
在 .维和 .一 维 傅 况 ,很 疗 易 用 图 形 方 法 找 出 离 群 点 . 维 才 较 商 时 ,无 法 作 图 , 通 
常用 乌 开 中 离 来 间断 离 群 点 ,但 由 于 样本 均值 天 和 样本 协 方差 阵 品 稳健 件 很 差 ， 
由 此 ,由 此 构 闭 和 独 己 狼 旺 离 [ 基 -天 TS 下 -天 ) 也 不 稳健 .用 弓 氏 上 距离 的 大 小 作 
为 判断 离 群 点 的 依据 并 本 可 案 . 用 全 样本 的 马 氏 诈 离 与 王 抽 :点 后 的 马 反 虐 离 的 
亚 化 大 小 由 难以 较 叭 痛 昌 判断 离 寿 值 .因为 当 有 禾 个 彼此 二 分 接近 的 腐 群 点 时 ,下 
控 目 中 个 后 马 氏 趾 离 的 变化 很 小 . 这 与 四 内 问题 中 的 岗 群 值 苛 题 类 似 , 吕 参阅 
二 .1 和 节 . 

如 采用 高 岂 溃 点 和 的 咎 计 方 法 , 则 少 世 离 群 点 对 位 宇和 获 布 短 隆 估计 基本 个 上 起 
作 败 ,估计 工 (7,, 允 ,) 十 要 由 多 数 非 离 群 的 样本 观测 秆 六 及 和 .因此 对 离 群 战 天” 向 
宫 , 自 然 有 (到 ” 一 Tt( 和 ”的 们 大 ,从 击 很 容 饭 将 之 识别 出 来 

2. 用 于 稳健 多 元 分 析 

许多 东 于 协 方 凑 阵 的 狗 元 分 析 广 法 ,可 以 通过 用 获 布 年 阵 的 稳健 合计 代 雷 协 
方 基 阵 的 方法 击 使 其 榴 健 化 ,例如 主 或 分 分 析 、 判 别 分 析 、 轩 于 分 析 、 起 大 相关 分 析 
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等 . 当 状 ,3.2.2 小 节 的 2. 的 方法 是 先 求 出 主 成 分 的 知 计 . 蚊 可 直接 用 于 主 成 分 分 
村 fF. 

虽然 在 上 述 的 三 各 上访 册 汝 点 升 计 中 , 散 小 体积 策 球 估计 和 基于 投影 的 止 交 回 
变 估计 应 用 较 多 ,但 最 近 的 研究 表明 ,最 小 体积 栅 款 估计 虽 然 上 其 有 篇 前 洽 点 ,但 它 
在 盆 定 模型 的 污染 邻 城中 的 侦 羡 较 大 ,特别 是 污染 比例 较 大 ( 例 站 20 名) 时 ,因此 
合用 时 需 要 注 益 这 - 氮 . 而 基于 投影 的 估计 在 污染 邻 域 中 的 偏差 要 小 得 多 ,但 共 缺 
点 是 只 在 正 交 阳 变 性 ,证 有 仿 射 同 变性 ， 

总 之 , 包 元 位 置 和 蕴 布 答 阵 的 稳健 居 讨 还 存 竺 十 发 展 , 定 善 . 


4 稳健 回归 


4.1 “ 节 小 二 科 估 计 污 部 群 什 


4.1.1 最 小 二 磁 估 计 
y= x+e， {4-1) 
其 中 x 和 是 p 维 向 荐 ;T 表示 向 量 或 矩阵 的 转 置 ;随机 深 屿 6 的 方差 有 穷 , 密 提 汪 
数 f 曙 对称, 单 峰 的 ,分 布 晴 数 汐 ;解释 变量 x 可 能 是 随机 的 , 协 上 方差 阵 正 炬 有 穷 ， 
日 与 独立 ,出 串 能 是 括 随 机 的 , 设 有 观测 数据 (x ,YC pa) xn > 
p) 使 得 e,， = 六 -YY 了 = 4,2, 独立 同 分 布 , 现 窜 合计 未 知 参 数 请 
设 天 = [ryxo ,Ko] 是 nxp 夭 阵 , 了 了 = (Cy,Y4) 是 维和 启 最 , 讨 仿 
定 久 是 满 秩 簿 阵 , 则 表 的 训 小 - 乘 知 让 ( 简 记 为 1S 居 计 ) 为 
傅 ,。 = [XXIIXTY. 
响应 变革 了 的 拟 合 贡 (了 世 称 回归 值 ) 为 
A es ref 
P= Xprs = X[KXIRIAXY—- HY, 


其 跨 = XLR fy],s 称 为 帖子 冠 阵 ,由 它 是 投影 矩阵 , 故 有 0 < 各 
三 1, 局 近 号 . 残 差 问 斌 为 
r = 了 一 全 = (了 - HY= (rrr,)", 


其 中 了 是 单位 距 阵 . 通 玫 用 的 大 小 衡量 点 tu ,六 ) 到 加 小 | 直线 了 = x 人 his 的 远近 程 
度 ,并 判断 该 点 是 否 离 群 值 .这 神 方法 有 时 会 产生 误导 , 详 见 下 : 节 . 


4.1.2 成 差 与 离 群 慎 
啊 雇 值 x 的 回族 值 为 
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Yi = -ET = > 
相应 的 贱 差 为 一 
产 = 丰 -=( 人 1- 二)J -之 Ai ‘4-2) 


如 有 果 有 一 个 响应 秆 {例如 y1) 是 离 群 值 , 即 本 应 时 y ,但 进行 回归 合计 时 用 了 站， = 
总 + A, 设 其 他 诸 观 测 值 均 无 变化 ,这 时 吾 没 有 任何 变化 . 仙 由 于 六 变 了 , 诸 残 养 上 


也 随 之 变化 ,从 i 宇 到 ， 三 所 十 8.. 控 照 式 (4- 2) 可 阁 |， 
ri = {1- hr) Ys 一 Dj hy, 二 Tl 十 (1 一 自 iD 写 ， 


ri = (1 hy hh — hy, = 7 ti 1). 
因此 , 诸 5 的 改 癸 分 则 为 
= (1 一 不 1) 友 ， 
= (i 1). 
可 网 ,如 果 i 比较 接近 1,(1 _ 和) 较 小 , 则 有 可 能 1 名 | > (1 训 1). 这 时 语 较 
小 , 且 
i |» 11 1. 

这 说 明 , 泊 | 是 响应 变量 的 离 群 值 时 , 它 相 应 的 线 差 mn 并 不 见得 大 ,有 可 能 另外 的 
内 芙 zti 关 1) 皮 而 比 r 大 ,因此 用 残 差 大 作为 离 样 值 的 判断 标准 是 不 可 虞 的 . 

上 述 的 大 小 太 映 了 % 与 诸 久 的 “路 离 ”, ,大 时 ,x, 9 其 他 x (jz 癌 相 路 较 
过 .在 回归 浴 源 中 , 称 玉 ,大 的 点 (x, ) 为 杜 杆 点 (leverage pnint). 下 一 节 , 将 进一步 
讲述 的 作用 ,以 此 基 LS 和 估计 和 作 回 归 诊 断 的 缺点 . 


4.1.3 单 点 对 TS 回归 的 影响 
可 以 用 丢掉 一 个 点 (yi) 时 回归 结果 的 改变 情况 , 米 衡量 该 点 邓 岂 归 的 影 
响 . 用 请。( 轨 表示 丢掉 {x ,和 ) 后 外 的 JS 和 帖 计 ,7 (5 表示 和 点 的 六 的 回归 值 ,经 过 
代数 运算 ,可 得 
Bs — Psti) = 1 天 [和 和 


La ,六 
FW) = rt 
以 中 的 估计 为 例 , 上 上面 的 结果 可 知 ,已 朗 近 1 时 ,丢掉 (x ,my 有 可 能 使 了 的 倘 计 
发 生 较 大 的 变化 ,特别 是 当 = 大 时 . 回归 诊断 中 常用 祝 。_ 会 :0 来 判断 * 离 样 
值 "(这 里 常 称 为 "影响 点 "), 这 虽然 比 只 用 残 差 判 断 进 了 步 , 但 其 实 也 不 - 定 可 
靠 .图 4-1 所 示 的 示意 图 可 以 很 直观 地 说 明 这 个 问题 ,在 图 4.1fa) 中 ,4 点 是 杠杆 
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点 ;但 4 与 其 他 各 点 几乎 在 局 一 直线 上 , 因 几 它 的 残 差 括 平 是 0 豆 掉 4 点 ,时 的 个 
计 变 化 很 小 ,在 图 4-1(b 中 , 5 点 是 杠杆 点 ,也 古 离 群 点 ,而 及 以 外 的 各 点 几乎 在 
- 茶 十 离 该 点 的 直线 上 ;81 的 残 差 并 不 大 ,和 家 友 训 点 的 妖 凑 结 相 对 比较 大 ;但 如 
录 玉 掉 点 , 划 明 的 估计 会 有 大 的 玻 挛 ,由 此 本 以 判 渐 8 二 离 群 点 .图 4-1tc) 所 
求 的 情况 与 图 4-1(bh) 所 示 的 相似 ,但 由 于 有 两 个 离 群 的 杜 村 点 C 和 C;, 天 掉 直 中 
:个 点 时 ,的 生计 空 化 不 会 大 ,因此 无 法 根据 天 掉 一 个 点 后 外 估 计 值 的 空 化 来 判 
断 这 商 个 点 的 离 群 性 .这 种 现象 在 上 归 诊 断 中 叫做 “中 掩 ”(masking) 


了 了 r 


图 4-1 
监 之 ,在 1S 相 计 的 基础 上 来 判断 所 建立 的 模 出 与 数 折 的 符合 情况 和 寻找 离 群 
值 有 时 全 出 错 . 储 概 木 序 内 在 上 ES 和 估计 率 身 不 稳健 ,少数 于 月 天 或 > 的 亢 群 点 对 它 
的 凡 响 吾 很 大 . 


4.1.4 [1S 估计 的 不 稳健 性 
F 而 通过 1S 帖 计 的 影响 函数 和 贿 狂 点 来 说 明 IS 向 计 的 不 稳健 性 . 
没完) 人 介 布 明 数 )， 著 方 关 昧 本 定 HH 有 穷 ,e1, es ， 
sd EC 半天 三 和 其 他 假定 如 4.1.1 小节 所 述 . 于 于 在 模型 式 (4-1D 下 , (i， 
yD) 分布 ,其 联合 分 布 为 
Cry} = Fy ~- x PI). 
易 知 色 s 的 统计 兴国 ( 记 为 Bs) 是 方程 | (7 - xp)rdcetry) = 0 的 解 ,Brs = 
Be 世相 不 外 的 影响 丙 数 为 
MU vy) ,Bs CG = Cy — x BG)) Hlx, 
ls = | Tdi x) 是 中 证 振 阵 . 虽然 这 个 影响 遇 数 是 无 办 的 ,而 且 残 次 部 分 
(Cy -x Brst 0)) 和 吊 解 释 变 基 x 确定 的 部分 Bix 郁 丰 起 办 的 ,因此 ,万 论 是 啊 应 
变 届 还 中 解释 变 二 的 观测 数据 受到 牛人 染 . 郁 可 能 对 15 合计 有 很 大 影响 . 针 s 的 
训 近 崩 襄 点 
已 Cpls) = 0， 
“种 样本 导 滥 点 外 别 力 
eBis) = et ep Bis) 二 esa{ Pi.) 二 
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4.2 估计 和 CM 估计 


4.2.1 误差 刻度 已 知 时 的 着 情 计 和 玉 信 计 
定义 。 沾 用 上 节 中 的 记号 .模型 式 (4-1) 中 用 的 M 合计 定义 为 极 小 化 问题 
> or ~ HB) = wn oy ~ rtp) 
的 解雇 ，: 般 地 ,p 是 对 称 的 则 两 数 , 除 个 别 点 寻 处 处 可 导 . 常 用 的 o 函数 如 第 2 章 
小 表 2-1 所 示 . 令 多 = p( 见 表 2-1), 则 上 面 的 定义 等 价 二 
Sy — rlB)x, = 0， (4-3) 

以 后 主要 川 这 个 定义 ， 

沿用 4.1.4 小 节 中 的 记号 , 则 全 的 统计 沁 函 是 方程 组 | yg(y - x 人 TB)xdG(x,y) 
= 和 0 的 解 By = By 507). 与 三 姓 MM 合计 类 似 , 令 


w(1) = OD, 
per 一 XP) 
(FA) 一 太一 xip 3 


则 式 (4-3) 可 改写 为 
Py x Wx = 0. 
1=1 
定义 对 角 年 阵 五 = diagl (内 ,两 ( 阳 ,一 现 ( 妈 ), 则 | 式 变 成 
WEB = KIWY. (4-41 
| 工 形 式 上 是 加 权 最 小 一 乘 的 正规 方程 , 忆 权 W 尾 依 顿 ] 参数 用 的 .由 式 (4-4) 定 
六 的 外 的 合计 称 为 千 计 , 记 为 久 ,. 它 实际 上 是 人 人 千 计 ,好 全 ( = 本 .但 允 知 计 提 
殿 了 -种 计算 方法 ( 见 后 ). 
2. 其 估计 的 主要 性 质 
在 较 弱 的 条 件 下 ,可 以 证 明 卢 的 区 街 计 富有 以 下 性 质 : 
1° 若 解 释 变 考 * 是 非 随 机 的 , 则 有 
[XTX BP) > CO,AT) (nn >) 
其 中 由 = EEy(e (Ey te) 六 | ,4 基 单 位 人造 阵 .车 x 是 随机 的 ( 见 4.1.4 小 节 ), 则 
VB NOO, V), 
类 中 = Bi'QB;!; 
B, = | 7 — XB CG)) rx dG x, y) 
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是 止 定年 阵 ; 
Os = | gy xBy( 0)) errde(x, r) 
也 丰 让 害 垂 阵 . 太 多 数 时 异 Brt 就 是 页 但 亚 , 这 时 


本 


p, -= Ey (e)| xxidH(r), 
Qs = gp | errdm(z)， 
v = 4[| xr'ancx)] . 
2 ML 估计 启 ; 的 影响 函数 
I (Cx, :Bu; CC) = pir 一 x puto) Bilr. 
3 的 浙 近 前 演 点 e”= 0. 
利用 性 质 ,9 以 六 玫 的 置信 域 或 对 进行 检验 ,但 人 各 党 估计 委 . 半 为 随机 向 


几时 ,还 要 估计 | zzrdm(z) 一 C" .显然 可 取 


个 - 二 al = XX. 
有 争 估计 的 大 差 , 则 可 用 下 面 的 个 作为 4 的 估计 : 
工 > (gt 
:=| _ 
(二 2) 
于 是 6 较 大 时 ,无 论 是 在 随 机 都 可 以 近似 地 认为 
Bu Be- NO,Lx'x]-'A), 
从 而 本 以 构造 镍 的 置信 域 或 进行 检验 . 

由 性 质 可 知 , 久 i 的 影响 汞 数 翅 界 .因为 即使 yy 是 有 办 函数 ,能 使 残 差 决定 的 
部 分 y(y - xtBw) 有 界 , 但 由 xx 沁 定 的 部 分 仍然 无 界 .这 就 是 说 ,如 果 对 数据 的 污 
淮 只 发 牛 在 响 席 变量 y 上 于, 则 时 有 和 办 时 机 估 计 不 会 受 大 的 形 响 ,但 如 果 发 生 在 解释 
谈 攻 二 上 上 , 则 区 估计 全 会 受到 很 大 影响 ,性 质 包 和子 表明 ,加 归 的 时 估计 稳健 性 候 
然 不 够 好 ,|- 述 内 容 部 假定 误差 刻度 已 知 ,但 实际 上 误 产 刻度 - - 般 是 末 知 的 ,也 常 
蝎 稍 计 ; 市 且 除 IS 估计 和 上 生计 ( 敌 见 表 2-1 中 相应 的 间 函 数 ) 世 寻 ,加 由 的 
枯 寺 一 般 没 有 人 们 所 希望 的 刻度 ,符号 、 仿 射 和 加 归 的 同 变 性 ,通过 估计 误差 刻 度 
叫 以 装 得 这 些 问 变性 ， 

4.2,2 误差 刻度 未 知 时 的 民居 计 

要 误 辩 碾 认 本 知 时 , 阳 估 计 有 上 里 种 办 法 :， :十 戎 先 估计 误 芙 刻 广 ,进而 佑 计 月 ; 
二 是 同时 千 计 育种 误 益 刻 度 . 


A 
二 = 
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预先 估计 误差 刻度 足 指 先 初 步 居 计 是 , 记 作 遍 , 庙 由 该 划 始 估计 得 到 的 并 其 给 
出 误 兰 刻 度 的 估计 ,进而 估计 用 .常用 的 有 的 初始 估计 足 不 受 刻度 影响 又 有 --- 定 的 


稳健 性 的 Ti 估计 (yy(4) = sgnf 0) 时 的 回首 估计 ), 邑 让 请 9 = 请 , 然 后 由 关于 


BB 的 残 状 加 = 入 - xT 用 MAD 米 估 计谋 基 刻 度 =. 邯 
med{ [ ri 一 nud; rn | 1} 
一 -一 


$= 0.6745 (4-5) 
有 了 佑 计量 =, 再 炒 解 方程 组 
nt LT 
> i) = 必 ， {4-6) 
t= [3 


得 到 的 针 枯 计 译 .这 时 
B, 二 Bx yO) ep) ) :x,y )1) 

县 右 和 究 = 宝 Ci(x, 7)1) 一 样 的 辕 变 性 ; 

1* 刻度 同 变性 ”对 于 任何 e 演 0， 

Bt 1 x, ey,}:) 二 Bl 人 3 
2 符号 癌变 性 (Cx 一 1)1) = -By( f(r, Di 
入 仿 射 上 困 变 性 ”对 十 仁 何 5p x p 非 奇 短 阵 A， 
Bul |x 1) 二 A-'But i(k ) ) $ 
回归 同 变性 。 对 于 任何 gE BR? ,有 
Bul Eki, + x )|) = Bt FOR) )j+w. 


求解 方程 组 式 {4-6) 的 方法 有 如 上 一 种 : 
牛顿 法 。 从 第 m 步 到 第 tm + 1) 步 的 选 代 公 式 足 


加 Tm -1 加 
站 | > Ei jz (Ss). 
+—1 -1 本 
万 人 法 。 迁 代 公式 是 


卫 el Ri 
Piet 二 所 站 + TI[ TT] "| > Ef 人 | x] 
i Ee 
疼 龙 覆 法 。 由 M 居 计 的 等 价 形式 玉 合计 可 以 得 到 如 下 送 居 算法 . 记 
二) 
(%, 一 xT Bm) 
Wi'™) = diagt WI"™, WS"™ ,WA }. 


Wi™ 


则 近代 公式 为 


” 432 ， ”第 9 晒 稳健 统计 


Bm = [xTW OY XW my. 
里 献 中 也 称 该 方 裤 为 “和 渴 代 变 权 起 小 一 . 刁 iteratively reweighted least squareay 法 . 
显然 ,站 顿 法 要 求 站 可 导 , 共 他 商 种 方法 不 要 求 这 - :条件 . 龙 怕 法 的 优点 是 只 
须 计 算 - -次 [和 下] 而 图 玫 价 法 得 次 都 要 重新 计算 5 和 卫 呈 天 ) 18 .但 
下 了 这 “: 赴 阵 之 后 ,图 芯 价 法 可 以 利用 原 有 有 的 加 权 最 小 “来 的 计算 程序 . 
此 外 ,在 求 解 外 0 = 镶 时 ,也 可 用 上 而 的 龙 伯 法 利 疼 :区 雪 法 ,只 是 在 上 述 相 应 


公 蕊 中 有 包间 = sgn(e) ,= 1 有 了 了 宗 0 即 可 直 式 (4.5) 求 出 信 . 
四 中 系数 B 和 误 闪 刻度 a 的 同时 W 估计 可 以 通过 求解 如 下 方程 组 得 到 ， 


其 中 世 两 数 和 相应 的 p 两 数 见 表 2-1; x 函数 通常 取 为 
xD = (DO -pe(D，a = Ca- 站 xz(Cog(z)ds， 
其 小 p 是 x 和 的 维 数 ,#$ 是 标准 止 态 的 密度 孜 数 .求解 该 方程 组 的 先 代 公式 为 


rTAm) 
[sm]? + >)x( je 


加 1 m} 
Bm) = Bi + Fm)- ‘>? -+ A xk, 
下 们 等 已经 让 明 : 如 取 革 和 P 孙 数 为 龙 伯 的 #n 和 on; 则 在 贸 暗 的 条 忻 下 上 【 式 过 民 
公式 收 合 到 方程 组 式 (4-7) 的 解 ,而 且 与 初始 值 无 关 . 二 此 原 则 上 说 ,TS 和 合计 或 
秆 让 志 可 和 作为 茵 着 值 . 


4.2.3 ”有 界 影响 回归 (CM 估计 】 


如 前 所 述 , 央 呈 的 出 佑 订 稳 健 性 仍 不 够 好 , 故 仍 需 阳 稳健 性 更 好 的 方法 ,首先 
是 影响 晴 粕 有 界 的 方法 ,文献 中 有 好 儿 种 右 界 影响 回归 法 ,这 时 只 介 针 以 后 点 用 到 
的 种. 

回 下 全 村 计 的 影响 明 数 无 界 , 主 要 问题 出 在 解释 变 it x 部 分 , 国 此 要 得 到 右 界 
能 啊 的 加 内 估计 就 要 守 荆 也 各 上 适当 的 权 , 即 当 二 离 其 他 较 捞 时 ,给 它 一 个 小 
权 . 为 简单 起 见 , 仍 先 老 嵌 谋 蕉 刻 度 己 知 因 1 的 生 况 .有 界 涝 响 回 归 的 一般 形式 咏 
求解 方程 组 


> (ny tiB)x, 一 0, 


得 到 的 入 计 Bem, 授 常 称 之 为 广 芯 钥 千 计 , 简 记 作 GM 合计 .其 中 » 是 定义 在 Rr 
x 只 工 的 实 值 两 数 .GM 售 计 的 统计 竹 耳 是 方程 组 
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| zy - xzrp)zdctx,y) = 0 


的 解 ( 同 脐 ,CG 是 (x,y) 的 联合 分 布 ). 记 玉 (x,r) = 六 7x, 让, 则 则 上 而 的 汉 两 方 
程 可 以 得 到 GM 估计 的 有 影响 是 数 为 

了 IE {x,y) Bem, G) 三 一 x Bnt 1) Haux , {4-8) 
其 中 Bow = |7(ry 一 iow( 6)) wrdC(x,y) .在 较 册 的 条 件 下 ,一 般 能 合 Bow 


是 本 定 知 阵 ,因此 和 过半 选 习 7, 使 n(x,Y - x 是 )x 是 有 界 的 , 划 影 响 尔 数 式 (4-8) 号 
有 和 异 柱 .例如 , 取 业 为 有 寞 胃 数 , 取 
nx 


V(X 入 一 xX 盟 ) = VT hy 2 


其 中 局 尽 4.4.1 小 节 中 幅 了 矩阵 五 的 对 解 元 ,不 难 验 训 v1- 各 本 在 天 所 R* 上 其 
有 上 界 的 ,从 市 山 访 必 定义 的 GM 悄 计 的 影响 明 数 有 界 . 

问 扑 GM 估计 的 上 圭 点 性 质 如 下 ; 

b 在 一 定 条 件 下 估计 量 是 相合 的 ,并 有 渐 近 正 态 性 , 由 体 地 说 ,沿用 4.1.4 小 
节 的 记 苇 , 令 


,= |¥ x sy — KB 0)) IC 7 
V = BaudBim: 
则 Vn Bom - PB) NCO, V). 
2 影响 两 数 如 式 (4-8) 所 给 出 . 
3 关于 回归 GM 估计 的 前 汗 点 ,情况 比较 复杂 ,但 关于 此 淅 近 岂 汝 点 有 以 下 绍 
C1) 在 sup sop | n(x r) I= , 则 ee” = 0; 
C11) 在 snpsup xzyryl< o 则 ee” > 0; 


fi E” 芝 1zp 一 0 tp %). 

可 以 说 , 同 归 G 估 计 的 十 要 缺点 是 骨 溃 点 抵 ,特别 正当 参数 肥 的 维 数 较 疝 时 - 

还 应 说 明 ,由 上 于 误 盖 刻 度  - 般 都 是 未 知 的 ,因此 在 Io | 的 GM 估计 中 也 需 估 
计 = ,一 盘 有 果 取 独 先 估计 的 方法 ,具体 做 法 与 求 抽 估计 时 的 做 法 相同 ,这 蛙 从 略 . 


4.3 ”高 骨 种 点 高 效率 估计 


4.3.1 高 前 涡 点 居 计 

高 崩 演 点 是 稳健 性 的 重要 轩 容 ,在 探索 性 数据 分 析 中 此 其 重 紧 .此 外 ,作为 运 
和 检 计 算 中 的 初始 估计 或 辅助 值 计 ,高 央 汀 点 也 是 上 分 重要 的 .由 于 可 生 计 和 GH 全 
计 的 出 汪 点 都 较 低 , 交 辟 中 关于 阿 归 的 高 贿 注 点 估计 有 很 名 讨论, 这 里 仅 介 绍 比 较 
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重 昌 也 比较 实 肌 的 一 类 方法 , 即 拔 小 切 尾 平方 和 (east trinmned sum of squares) 估 
计 , 简 记 为 LTS 俩 计 . 
令 i 让 = yi 一 x 站 , 对 于 每 个 给 定 的 名 ,将 ri( 有 从 小 到 大 排列 成 (C2)) 0) 二 
Ce 一 个 自然 数 , 则 称 极 小 化 问题 


> BY) = mn (rE) (4-9) 
t=1 【= 了 
的 解 为 -个 LTS 估计 , 记 为 售 。. 
LTS 生计 的 十 此 性质 如 下 : 


LP 合十 其 有 启 度 , 符 号 、 仿 射 和 回 同 变性 ( 见 4.2. 1 小池}. 


2 适当 选取 k, 可 使 色 rs 具有 较 高 的 册 汗 点 . 例 划 当 上 = ax2]* +1 叶 , 基 样 本 
崩 汗 点 
人 -全 - LT p42, 
当天 = [ml + tp +12]* 时 ， 


~ Ee [n= p21* +! 
in 


ER 二 ESR 二 


关于 公示 的 其 他 性 质 ,文献 中 仪 讨论 了 在 位 首 参数 ( 邮 p = 由 这 一 特殊 情况 下 
J nt fs 一 有 的 新近 正 态 性 和 Bss 的 是 啊 是 数 ( 铭 见 文献 | 3] ) ,这 对 二 阿 归 问题 不 
具有 一 般 性 , 芍 这 蛙 从 略 . 

ws 的 缺点 足 稳 健 件 和 佑 计 精 度 ( 效 率 ) 不 能 兼顾 , 这 从 直观 上 也 能 看 出 : 切 必 
切 得 多 (人 较 小 ) 时 稳健 性 好 ,但 效率 不 高 ; 切 得 少 (4 较 大 ) 效率 能 提高 ,但 稳健 性 
就 空 益 六 . 

4.3.2 LTS 估计 的 计算 

计算 镶 ww, 沉 要 求 出 极 小 化 问题 式 (4-9) 的 解 . 这 要 用 公 合 -的 精确 拟 合 性 这 

-性 质 . 
1. 精确 氢 合 性 


定理 1 如 时 存在 兽人 使 得 在 (xi ss xa Ya) pT 中 有 本 > {区 二 让 一 
了 D2 个 点 满足 方程 y = x 中 ,而 捍 这 4 个 点 具有 一 般 位 置 { 见 3.2.1 小节 ) , 则 无 论 


其 他 用 一 辽 个 点 是 什么 , 菜 于 (zi ,1) (rz YY) 人 YY ) 的 TTS 知 计 育 w 三 骨 . 
2. 计算 方法 


服 上 = [na2]” + [p+ 1)/2]* ,现在 计算 式 (4-9) 的 解 色 1w. 根 据 定理 1, 当 nn 
和 p 涉 志 大 时, 果 以 精确 地 计算 仿 ww. 这 里 总 假定 Czy (x, 9),… ,x,y,) 具 


有 一 般 位 置 .显然 这 4 个 点 两 两 不 同 , 则 在 这 4 个 点 中 有 (“) -于 覆 个 p 点 集 .由 每 
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个 zp 点 集 吕 算出 一 个 肖 , 使 这 zp 个 点 满足 = x 六 .六 个 p 点 集 可 算出 肛 个 六 , 记 作 
站 (1) ,BC2),… .MY .于 是 必 有 在 j" ,使 

DB = min 之 天 (其 六 ?1 (4-19) 
则 zs = 其 产 ) 即 为 所 求 . 

当 nn 和 和 p 比较 大 时 ,好 很 大 , 卢 琶 百 等 人 (1987) 在 文献 [3] 中 建议 从 村 个 成 
集中 随机 抽取 于 个 ,计算 相应 的 其 1 其 2) ,新 半 ), 找 出 庆 产 ) 满足 式 (4-10)， 
并 取 入 Cj* ) 为 信心 的 近似 解 .确定 m 的 原则 是 使 从 这 m 个 肖 中 找 出 的 项 j* ) 以 很 
大 的 概率 等 于 精确 解 . 他 们 还 根据 不 同 的 精确 朗 分 划 提 出 三 商 组 相应 于 不 同 p 和 a 
的 贡 值 .由 寺 计 算命 @ 的 让 要 日 的 是 作为 迭代 计算 的 初 退 如 ,上 故 仅 将 对 应 十 较 低 精 
诬 ( 从 而 克 较 小 ,计算 较 快 ) 的 -组 下 值 列 于 下 表 4-1 中 , 则 详细 的 情 将 可 参阅 文献 
[3]. 


表 4-! 
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4.3.3 ”大 界 影响 、 商 崩溃 点 、 高 效 过 导 计 
这 旦 介绍 的 在 办 影响 ,高 贿 亚 点 和 高 葡 率 问 果 怖 计 足 山 科 克利 (Coakley)y 和 替 


特 尽 斯 帕 格 (Hettmansperger)f 1993) 提出 的 , 效 简 称 之 为 CH 估计 , 记 作 请 ,在 这 之 
上 脐 的 稳健 回 时 个 计 方法 都 涨 有 能 阿 时 达到 这 :种 性 质 . 
1. 性 计 方 法 


CH 估计 是 用 一 个 高 鹿 涡 点 的 估计 遍 作 初 巡 人 生计 .于 相应 的 残 差 攀 造 误 基 刻 
度 的 辅助 合计 曾 , 再 用 -个 有 界 影响 估计 进行 - 步 选 代 得 到 的 . 他们 取 
让 = Bn, 
其 小 =[ 曙 ]* [P+ 由] 名 可取 为 
nm {1 nCBo) - medir CBo): 1 
mn 6 
他 们 用 的 在 鼻 影 响 估 计 权 应 的 ? 随 数 形 为 
也 = wr yal ws) ， 


其 中 yi 是 尤 伯 的 站 也 数 ( 岂 表 2-1), Cx) 是 加 看 解释 室 寺 上 的 权 丙 数 . 设 及 利 
< 分 别 是 解释 垂 荆 的 位 置 和 散布 距 阵 此 于 rz ,x 的 MYF 估计 ( 见 第 3 章 )， 
XY 兴 7Y) 是 自由 度 为 了 的 卡 方 分 布 的 7 分 位 点 , 则 权 下 C(x) 可 取 为 

Xp 1 7) |} 


(x me I(r -mi) 


Wix) = ml ,| 


令 
ou = dog| (2) 2 
1 el Fa wn 
则 有 
es es 。 HE rh) 
Bos = B+ LX Bos] A " EE 
ft oo Wr) 


其 中 X= [x Xa, | 

这 里 还 有 几 个 常数 而 昌 阅 明 : 加 o6 中 的 常数 天 可 取 为 1.5 和 2 之 回 的 数 ; 四 7 
- -版 取 为 0.9 或 0.9%: 人 ua 层 不 小 于 1 的 正 数 . 

3. 主要 性 质 

存 不 太 交 的 条 件 下 ,可 得 到 忘 : 有 以 下 性 质 ， 

1 具有 有 刘 诺 ,符号 . 仿 射 和 回归 同 变 性 . 

2 设 as2p-2, 以 ef0 表 示 工 的 洒 近 愤 证 点 ,网 
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e* (Ber) = minle* (po) se (9),e* (CWE))!., 
以 上 选择 的 多,2o 和 琴 (z) ,其 渐 近 剧 省 点 都 尾 - ,因此 
e* (Pu) = 六 
3 在 上 述 所 定 交 的 请 记号 下 , 当 半 一 时 ,本 人 xn 依 概 率 收 伍 到 .个 下 
定 拖 阵 , 记 作 号 ,而 且 三 卫 天 /以 概 认 收 策 色 另 一 个 正定 针 阵 , 记 作 五 ,其 中 


nho) ce 


2 Ce Wr,) 


Y= sg wg 


站 全 , 有 渐 近 目 态 性 
v (由 — NIO,o PE) 
和 活 近 表达 式 
2 el 
BB = exox (TO ws) ga he ) #) + oon), 
其 中 五 = D-'HD-. 
多 售 的 影 啊 是 数 有 界 , 且 
A _ TY 了 
TFT YY YY) Be) = om | 1 ) . 
名 在 fH 中 取 去 EE 1.345, 则 在 误差 为 正 态 分 布 N{O, or:) I 时 ,ea 相亲 十 LS 估计 


的 疾 近 效率 椒 小 J- 00.95. 
3. 应 用 于 回归 诊断 


由 于 窟 ww 中 有 很 好 的 机 健 性 和 估计 精度 (效率 高 ) ,因此 基于 忘 f 作 网 归 诊断 比 
较 可 靠 .具体 做 法 是 ; 

{1) 求 出 基于 俯 ., 的 误差 刻 宏和 估计 人 和 各 类 的 标准 化 处 惧 ry ,其 计算 公 臣 为 
| Ai 让) — modj Fi 让) bi 


A 


"md 7 00 
r* _ "(ba - 《和 ~ x hen) {i - 1 了 
可 o 
{2) 计算 各 点 的 秘 健 村 村 值 : 
hr = x mx m) [二 上 2 


(3) 对 于 那些 r? 和 8h; 都 大 的 点 , 才 可 怀疑 为 亢 群 点 5 人 站 大 ,得 产 小 (例如 
rz 1 < 2) 则 不 能 认为 足 离 样 点 .另外 ,即使 从 统计 原理 | 汰 为 其 点 是 离 群 点 ,也 
应 从 实际 问题 小 找 出 原因 . 
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s 检验 及 其 他 


5.1 简单 假 谱 的 慨 小 慨 人 榨 驴 


考 汇 简单 假设 的 检验 问题 . 设 ,XX 和 下, 老 想 读 J :下 = 了 ,对 之 
假设 坟 : = 到 ,日 下 有 之 度 fi = 0,1). 


按照 泰 最 - 皮尔 带 (Neymar-Pearson) 引 理 所 给 出 的 检验 统计 其 有 (f(T RAKE)) 


旦 不 税 健 的 ,因为 只 要 有 有 “个 离 桩 值 五 ,使 所 ( 故 ) 或 (和 接近 于 零 ， 就 会 严重 影响 
整个 检验 结果 
文献 [2] 用 极 小 化 极 大 原则 构造 了 一 个 稳健 检验 . 设 .7 是 所 (i = 0,1) 的 邻 域 
me FFEx) en} Fotx)} - Bo.¥ x|, 
HE i Fr) lel) FHA) -By (Ox ed < 1,i= 0,1), 
HZ .罗布 相交 . 序 伯 找到 了 与 .6, 扩 有 美的 两 个 常数 0 < a < 5, 用 米 对 
Gx)Aptx) 作 截 断 , 则 定义 


{ ifr tol x) 0), 
Atx) = A Ca fr) hx £ b), (3-1) 
月 Chr x) > 1), 


计 证 明了 对 上 给 定 的 检验 水 平 ,检验 盯 数 
1 ‘ [| ac:) > £), 


oN 4 = e)) (5-2) 


0 CLacx) < e). 
te 和 YY 是 依 囊 于 5, 和 a 的 常数 ) 是 - -个 机 小 化 模 天 解 ， 即 BR Er = ;而 纪 
症 检 验 类 更 = 1y: Saupey < 过 el 中 ,网 x 在 六 十 的 战 小 功率 达到 最 大 ， 革 
Em = Se Eup". 尤 伯 还 指出 ,这 - -结果 不 仅 对 上 污染 今 城 是 对 的 ,而 月 


对 于 共 他 --- 些 由 常用 的 分 布 了 消 数 距离 定义 的 邻 域 也 是 对 的 ， 
若 fox) = Dlx +t) F(x) = Br- pe0 = el = erd0 = =, 则 有 
a = 十- = exp(— 2pk), 
其 中 上 由 窜 式 
exp 一 Zpk) Dep 上) 中 (- HC ky- (1 elte+rB+ 个 ex 和 【一 了 
决定 ,这 里 四 为 标准 正 态 分 布 .这 时 In4(x) 恰好 旦 尤 们 位置 如 估计 的 步 铺 数 , 季 
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InAtx) = pt . 
5.2 基 上 影响 明 数 的 单 参 数 榨 星 


志和 右 向 (Reousseenuw) 和 和风 吉 再 (Ronchetti) 拱 影 响 陋 数 排 1 到 参数 模 培 的 仇 设 
检验 小 ,利用 汉 甫 的 有 界 影 响 思 想 分 别 就 单 料 本 和 站 样本 机 种 情况 构造 了 稳健 愉 
验 . 这 里 以 单 样 本 情 部 为 例 , 介 络 他 们 的 基本 方法 . 

设 站 ,和 dr 有 人 加 ,四 为 及 中 并 上 全 ,第 协 验 两 :有 = 加, 对 于 
假 惕 是 单 边 的 或 双边 的 .到 没 和 = 了 13 和) 让 该 全 数 检 验 问 题 的 一 个 检 
验 统 计量 .对 于 给 定 的 检验 水 平 ,出 各 在 症 成 立时 的 分 市 或 渐 近 分 布 , 可 确定 - 
个 集 台 和 ,中 三 二 时 , 折 效 零 假 度 . 假 定 存 在 分 布 陋 数 的 旗 轿 了 ,使 得 汪 全， 
时 要 收 雍 到 TCG) .这些 条 件 在 一 艇 假设 
检验 中 都 是 满足 的 , 介 这 个 汉 卫 了 常常 不 具有 费 希 尔 'R.A,Fisher) 相合 性 , 其 
TT FE,0)] 二 昌 ,所 以 震 要 作 适 当 的 变化 . 

售 名 (8) = 两 (Et = TL FC ,9)1, 让 贫 定 : 

E08) 旦 严格 单调 的 连续 可 导 两 数 ; 

PEDY R&D (tn m). 

由 条 和 件 下 可 知 ,208) 有 反 函 数 8&1 今 4tG) = LPGD 门 -并 定义 上 述 由 了 构造 
的 检验 的 影响 明 数 为 
IFy x, T, FY = EX x, wo PY, 
位 验 的 过 失 谋 差 繁 感度 为 
7 商 CT ,= sup | IFEw (x, ,FD | = ”Ts 
卢 杷 昔 和 罗 克 莫 证 明 ,在 上 述 茶 件 下 ,该 答 验 的 渐 近 效能 (efficacy) 为 
et T,F) = (reg ts, 7, FY?dF(s)) . 
由 于 在 -… 江 条件 下 ,检验 的 浙 近 功效 8 与 效能 。 = elT, 让 ) 之 间 有 关系 
B= 1- BP -a) - $ye). 
其 中 8 > 上 0 是 常数 , 因 下 , 当 二 成 立时 ,在 检验 的 过 失误 其 乌 域 度 Y 站 (TT, Ft , 007) 
三 c 的 条件 下 , 概 天 化 渐 近 功效 8 = PC 站. 就 等 价 于 在 7 名 (us ,80)) 二" 的 条 
件 F, 杰 小 化 | ECx,a;F( ,90))?dx, 这 止 是 汉 甫 关上 估 计 站 题 的 优良 性 准则 (对 
风 1.3.2 小节}. 二 是 可 以 利用 汉 甫 的 结果 , 求 出 生 述 条 件 估 化 问题 的 解 &, 进 而 得 
到 统计 证 两 T 和 相应 的 检验 统计 量 7 = T( FF ) .如 前 所 述 , 记 ,是 经 验 分 布 . 

然而 ,与 估计 问题 光 仿 ,对 于 常 更 的 革 样 本 和 双 样 本 位 尝 成 刻度 检验 而 百 , 上 
述 有 和 瞄 影 啊 方 法 纵 出 的 榨 验 统计 世 与 5.1 节 中 极 小 化 极 大 力 法 给 出 的 检验 统计 沪 
类 仆 , 均 具有 式 15- 1 的 形式 .因此 ,可以 直接 从 做 热 引 出 发 ,用 式 15-1) 和 成 (5-2) 
米 构 造 稳 健 检 验 . 这 里 的 难点 在 十 如 何 从 检验 类 更 中 找 出 蕊 小 化 扒 大 解约 . 
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5.3 ”关于 秘 健 检验 的 补充 说 明 


穴 献 中 关于 和 梯 健 检验 的 讨论 ,特别 是 理论 性 的 讨论 ,引入 健 估 计 和 回归 的 讨论 
少 得 多 .例如 ,在 估计 和 岂 归 中 有 很 多 关于 怖 斌 点 痢 题 和 各 情 访 点 方法 的 讨论 , 而 
在 检验 门 题 中 ,可 以 说 关于 表 泪 点 概念 至 今 沿 滞 右 能 被 首 般 接受 的 定 交 ,上 民 管 文献 
由 已 经 出 现 过 三 四 种 定 尽 , 抽 昌 ,更 证 整 的 是 ,这 些 定 久 基 本 上 都 基 用 米 计 算 利 比 
较 忆 有 方法 的 月 首 点 性 质 , 并 说 有 产生 新 的 好 检验 方法 .这 上 右面 的 情况 可 参见 文献 
[6] 及 所 引 交 献 . 

舅 一 六 而 , 原 右 主 名 检验 ,包括 1 检验 和 下 检验 等 都 有 不 同 程度 的 稳健 性 , 特 
别 是 基于 秩 统计 牙 的 检验 ,例如 符号 检验 、 秩 和 检验 等 表 有 有 很 好 的 稳健 性 ,这 在 许 
密 丰 熏 数 方法 的 书 币 郁 有 讨论 .也 许 正 因为 如 此 ,检验 的 科 健 性 问题 不 像 居 让. 冉 
归 等 问题 那么 产 重 ,因而 讨论 较 少 吧 . 


5.4 ”关于 秘 健 方法 的 人 王 补 完 


5.4.1 数据 分 析 与 稳健 方法 


在 进行 数据 分 析 时 ，- 般 郁 是 完 用 个 槛 型 来 描述 玫 据 (这 里 称 之 汶 候 定 模 
型 ) ;再 彬 执 数 扫 对 模型 中 的 林 知 部 分 进行 推断 (估计 .、 径 惟 等 .因此 ,假定 模型 与 
数据 中 和 否 相 符 对 统计 推 疡 而 言 是 非常 重要 的 ,然而 ,如 【1.1 节 所 述 , 尾 向 模型 都 最 
移 只 能 是 划 数 据 的 近似 描述 .稳健 统计 方法 所 适用 的 旦 数据 中 多 煞 观 测 值 与 企 定 
模型 相符 , 少 煞 观 测 值 叮 能 与 假定 模型 有 和 较 大 的 盖 上 的 必 癌 .所 谓 稳 笛 统 计 广 法 ， 
也 就 是 使 得 那些 与 假定 摸 型 不 符 的 少数 观测 俏 不 起 多 大 作用 ,而 主要 基于 对 朴 定 
模型 相符 的 多 数 更 调 值 进行 推断 的 方法 .这 就 是 应 用 稳健 统计 方法 的 前 提 人 背景 .也 
就 基 说 ,如 果 所 用 的 盆 定 展开 与 大 事 数 观测 倩 涉 符 ! 霹 如 用 直线 模型 撒 术 有 曲线 关 
系 的 数据 ), 则 即使 所 用 的 方法 基 稳 健 的 ,也 难 忆 作出 正确 的 排 断 .这 时 ,应 该 首先 
修改 模型 .和 便 如 ,在 回 几 问题 中 对 解释 变量 或 响应 变 景 作 近 当 的 变换 等 . 


5.4.2 非 稳健 方法 的 稳健 化 


尽管 日 20 世纪 如 0 年 代 以 来 稳健 统计 上 很 天 发 展 , 但 机 对 实际 需要 而 言 , 仍 远 
所 不 够 .六 于 许多 问题 来 尝 , 没有 卉 成 的 稳健 方法 时 , 中 以 考虑 将 原来 的 非 稳 刍 
方法 稳健 化 .例如 : 

(1 将 1S 知 计 改 成 而 合计 “在 一 些 非 线性 回归 . 非 爸 数 回 归 ,甚至 日 回归 等 
时 间 序 列 的 建 模 中 ,25 估计 应 用 莫 常 广泛 ,但 它 没 有 稳健 性 .这 计 , 用 二 估计 ,或 紫 
们 和 图 世人 恨 的 6 两 数 代替 局 估计 中 的 pf) = (参见 去 2-1), 即 可 使 稳健 性 得 到 

(2) 用 稳健 的 统计 纪 代 禁 不 稳健 的 统计 其 。 有 许 针 统计 方法 (例如 二 校 验 、 天 
检验 .判别 分 析 . 千 类 分 析 等 ) 年 建立 佳 样 木 的 均 人 了“ 标 闪闪 三 样本 的 均值 7 协 磊 


9" 


和 傅 荐 立 献 :44| 


其 阵 的 基础 十 的 ,这 时 咱 稳 健 的 生肖 7 刻 计 估计 和 往 红 让 布 短 阵 和 位 计 柜 桥 亿 位、 
骂 可 朗 往 到 比较 答 健 的 方法 .此 外 ,如 5.3 车 所 述 , 秋 放流 下 用 观测 御 的 怕人 民 榨 疯 
湖 担 本 于 的 六 法 , 也 旦 有 较 好 的 稳健 性 . 
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引 言 


蒙特 卡 罗 { Morte Garlo) 居 摩纳哥 的 一 个 著名 碱 市 ,以 上 峙 清 闻 名 于 | 此 ,蒙特 卡 岁 
计 俏 用 该 威 市 的 名称 来 象征 性 地 表明 该 方法 的 特点 .蒙特 下 尝 社 足 威 园 绽 CValle- 
man) 和 治 : 讲 民明 (Yon Negmare0) 在 20 紫红 和 析 计 和 中 为 研 抽 核 巧 器 而 首座 提出 来 
的 .在 此 之 前 ,作为 沪 方 法 的 央 本 思想 ,实际 上 吕 已 被 统计 泽 家 所 发 现 和 利用 . 们 
如 ,时 在 17 此 纪 的 时 候 , 人 们 就 郑 道 按 频 数 来 趴 证 概率 . 允 由 ,19 才 纪 末 , 很 多 人 曾 
利用 随机 投 针 试验 来 验证 大 数 是 律 ,并 很 搞 针 与 地 而 上 平行 线束 { 谍 离 均 为 2 悦 针 
长) 相交 的 概率 P 等 于 的 倒数 ,用 类 数 nx 替代 概率 请 ,还 而 得 到 zx= N/A/n. 

过 去 的 二 十 儿 年 ,计算 机 科学 的 发 速 发 展 己 大大 减轻 本 统计 学 中 繁 开 和 峰村 
钓 计算 ,本 时 也 促进 发 展 卫 -- 些 新 的 统计 方法 ,并 构建 了 -个 “新 的 "统计 额 域 一 一 
统计 计算 .现代 统计 计算 世 拓 数值 计算 ,半数 值 计算 .图 计算 以 及 答 号 计算 .蒙特 卡 
罗 法 山 半 将 值 计 算 ,或 称 为 随 础 模 所 .有关 睦 他 类 曙 的 计算 . 利 产 的 统计 方法 可 在 数 
值 计算 和 现代 统计 计算 的 相关 内 容 里 找到 . 

随机 和 模 氢 由 各 种 运 表 人 荔 随 机 数 来 解决 门 题 的 技术 组 成 随机 模拟 的 基本 方法 
是 “蒙特 卡 网 方法” ,蒙特 卡 轩 法 有 时 是 模拟 的 同 尺 词 . 

随机 模拟 包括 蒙特 卡 曙 法 及 此 各 种 推 ) 或 变形 .它们 的 简单 性 、 必 要 性 和 有 有效 
性 使 得 随机 模拟 在 科学 探索 中 很 流行 .虽然 解析 解 或 数 伍 币 ( 若 它们 存在 ) 优 先 十 
异 拟 解 ! 央 为 前 者 是 精 靖 的 或 可 以 散 到 尽 可 能 地 精确 的 ). 们 中 ,确实 有 太 客 太 多 重 
要 的 科学 问题 难于 成 木 可 能 进行 解析 处 理 或 数值 处 理 , 遇 且 能 进行 模拟 处 理 . 此 
外 , 模 氛 试验 始 可 以 汶 知 识 探求 提供 提示 和 方向 , 叉 是 检验 恨 设 ,理论 和 模型 是 否 
成 立 的 一 条 途径 (有 时 起 唯 -- 途 么 ). 和 随机 模拟 还 是 -- 些 重 雪 统 计 方法 的 基础 , 比 
加, 它 是 置换 检验 .自助 法 (bootstrap) .MCMGC 等 的 基础 ,蒙特 卡 罗 法 已 成 为 现代 科 
学 计算 的 重要 方法 之 一 . 


1 概 述 


1.1 随机 模拟 的 一 般 原 理 


蒙特 卡 罗 革 所 能 和 解决 的 问题 , 按 性 质 的 不 同 可 分 为 隧 机 考 问 题 与 确定 性 问题 ， 
以 及 随机 性 和 确定 性 混合 的 问题 等 二 类 .下 面 先 举例 说 曲 . 

1. 随机 性 问题 

假设 “个 射击 运动 员 的 射击 成 绩 为 8, 邻 x 表 示弱 站点 到 和 靶 心 的 距离 ,g(x*) 
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表示 得 分 ,Fx) 表示 该 运动 员 射 击 的 漳 关 点 分 布 的 密度 了 数 , 则 此 射 贞 成 绩 5 是 
g(X) 的 期 望 , 即 
6G = | gC) Flr)dx = F(atAY), 
直下 评 ~ 让 x) .如果 该 运动 员 进 行 了 实弹 射 虱 , 射 市 的 旨 关 点 依 深 为 x , xz,…， 
49, 则 这 注射 击 平 均 得 从 为 
Gr = i el). 
红 然 ,Gy 起 GE 的 :个 估计 .蒙特 卡 风 小 计 算 币 击 成 绩 和 实际 于 是 计算 积分 ) 是 用 
如 作为 如 的 值 计 ,不 同 的 足 ,蒙特 卡 野 法 不 趴 进行 实 阐 射 省 ,而 只 在 计算 机 上 并 拟 
六 婵 射 再 , 兴 则 由 分 布 天 x) 中 抽样 产生 x ;x2,… ;xn 来 计算 射 志 成 绩 ， 
上 人 婴 是 :个 与 随机 变量 有 关 的 随机 性 问题 . 蒙特 -下 时 法 对 这 上 类 问题 的 应 用 比 
畔 简单 直 现 , 它 旺 统计 模拟 最 经 营 最 成 切 的 应 用 领域 之 一 ， 
2. 确 定性 问题 
考虑 积分 
| 
9 = | Ma)dz. 
品 然 , 上述 积分 谨 二 ECFC Ln), 即 
lL 
0 = | ed = ECA DD)), 


其 中 是 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 , 服从 均匀 分 布 %t0.0). 因 此 ,和 如果 下 ,四 
av 是 米 日 ZUk0,1 的 一 个 独 并 同 分 布 的 随机 样本 的 观测 和信,8 的 一 个 简单 估计 就 是 


HF- 上 > Au)， (1-1) 
若 41, a2,…, uy 是 由 某 个 随机 数 发 生 器 在 计算 机 王 产后 的 伪 随 机 数 , 则 称 人 是 蒙特 


卡 鸭 估计. 

3. 随机 性 和 确定 性 的 混合 问题 

布 丰 {Buffon) 投 针 试验 ”在 19 挫 纪 末 , 布 卡 投 针 还 验 常 咱 来 确定 x 的 值 以 下 
检验 大 数 律 ,已 设 一 个 长 度 辩 主 的 针 被 随机 地 拂 于 加 在 冲 则 次 DD 的 平行 强 的 加 子 
1 外 中 > 于, 则 该 和 计 与 其 中 :人 茶 线 相交 的 概 浆 

p- < = ( 若 24 = 万)， (1-2) 
因此 , 芳 根 长 度 为 Dx2 的 针 确 实 随 机 地 被 毛 十 桌 上 站 次 , 念 互 ， = nzN, 其 路 
是 计 往 缆 相 交 的 开 数 , 则 由 到 大 数 律 知 , 依 概 率 有 
B= (No%). 


布 直 通过 考察 户 s 的 值 是 如 何在 PP 附近 分 布 的 , 米 答 让 弱 天 数 律 ,并 对 菜 些 大 
的 ,用 分 , 的 值 作 为 x 值 的 :个 相 略 的 近似 ， 


1 概述 * dd7 : 


在 捞 引 试验 时 , 夫 竺 的 中 心 色 与 之 最 进 的 半 行 线 而 一 茶 连 线 , 令 于 为 其 长 度 ， 
日 为 针 与 平行 线 所 点 的 最 小 让 ,如 图 1-1 所 示 . 这 里 ,可 以 合理 地 把 “随机 地 ” 弄 解 
为 下 与 由 中 相 开 独 训 的 随机 这 量 , 天 服从 区 问 人 ,六 上 [ 眶 的 均 候 分 布 , 香 报 从 0， 
rz2) 上 的 均 句 分 布 ,因此 和合 的 联合 密度 


Frsd) = frixidfatd) = 入 (DO < 二 < ? < 广 )， 
当日 向 当 主 < {上 L720)sinB 时 ， 和 日 此 事件 发 生 的 由 率 
[有 {hand 3 
P= PiXe sine) = 二 了 dxd9 = 工 让 
HT 


因此 ， :个 相应 的 蒙特 卡 迪 试验 如 下; 狸 地 从 0,DA2) 引产 生 和 独立 同 分 布 的 
六 0 re2) 中 产 咎 独立 问 分 布 的 台 1, 昌 ;Bw ;计数 
n= in 

并 用 nz 估计"p 和 用 Nn 合计. 

4. 约翰 斯 通 - 锥 莱 曼 的 莹 特 卡 鸭 试 验 

约 先 期 通 - 维 菜 晶 (jJohnstone Yelleman) 蒙特 卡 竖 试验 的 及 的 之 :是 反问 是 条 
淘 鸭 遇 个 " 抗 执 ” 佑 计 与 最 小 -一 滋 估 计 作 比较 ,解析 上 的 比较 是 转 礁 的 ,但 这 里 守 
际 感 兴趣 的 是 估计 旦 的 石 限 样 本 性 质 . 在 简单 线性 同 归 模 型 中 ， 数据 是 (x ,7 ! 
= 1.2,… ,nn, 且 (设想 ) 响 序 变 其 y 与 须 报 释 基 * 之 问 是 线性 关系 ,了 即 

=a+A+& (1-3) 


此 中 尽 均值 为 零 的 不 可 观测 误差 变量 ,8 的 最 小 乘 仙 计 i 满 是 
> 一 华 [3 一 Bsxi)? 二 = ip 2 一 立 一 Hr, 
阿 个 " 抗 扰 " 个 计 是 披 小 绝对 值 估计 (LD) 和 ' 抗 近 ， 线 倘 计 (RL). 坡 小 绝对 值 估 计 清 


用 

> | 3 
而 8 的 * 抗 扰 ” 线 估计 Bn 由 如 下 方法 得 到 ;对 x, 的 什 由 小 到 入 排序 ,并 将 其 分 成 : 
组 二 < 用 < 民 , 然 后 选取 wm 利 Pm 使 得 
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er os Te, mh 
medt YC— oR 一 BrLxi) 二 med( 7 一 下 REL 一 Pn,) = 0， 


其 中 med 表示 中 位 数 .比较 这 些 估计 的 一 个 月 然 的 准则 是 均 方 民 差 : 


MSE(B, 8) = E(B- 8)2， 
上 二 8 起 回血 举 真 值 . 表 1-1 所 示 的 居 对 各 种 情形 进行 的 交 灵 比较 . 


Fr. 
样 浅 忆 tn) 10.,22,4 相 
| 标 涝 下 坊 : 站 (0,1) 
迹 凑 分 布 [e,) 入 灌 由 坊 : NO 0 NID,9) 
Shsh: WO LD, 1) 
x = 这 间 内 i 到 
预报 分 布 夸 ;) x ~ ND,1) 


-个 实际 问题 是 ,不 论 它 是 随机 性 的 问题 还 是 殉 定 性 的 条 题 或 -- 者 兼 面 有 
之 ,大 多 数 随机 模拟 的 日 标 内 是 竹 虑 估计 一 个 概率 或 “个 矩 ,如 估计 均 方 殿 盖 , 换 
铝 放 说 ,它们 与 :个 期 型 战 - :个 积分 有 有 关 , 例 旭 ， 


PAX ee) = Elxee) = | fh, 
其 中 号 XX 的 概率 纠 度 隆 数 (简称 pdf) ;有 是 示 性 函数 ,ixE 4 时 为 二 再 则 为 0， 
MSF(B,0) = EC -OY = | Px) 0300z)dx， 
六 中 态 是 二 的 概率 密度 两 数 . 
- 般 地 ,假设 对 估计 被 舱 上 是 数 为 .积分 区 趟 为 玉民 Ra 的 积分 

{= | gC)ax (1-4} 

域 兴 趣 ,蒙特 卡 明 站 计算 或 钻 计 /的 基本 步 始 如 下 ， 
(1) 将 了 政 气 为 期 望 的 形式 : 
人 a(x) 四 
| g(x)dx 三 | ,SBA de = Etht ), 


寺中 Ex) = gizx)AACz) ,的 pdf 为 1x) ,zx) 为 适 冲 这 的 函数 ,在 g(x) 的 文 
撑 上 大 于 人 对 于 式 (1-1) 所 对 应 的 例子 .有关 xz) = 1,h(x) = gtx),D = (0,1). 
(2) 在 计算 机 荆 产 生 一 组 { 伪 ) 随机 数 ,名 ,一 ,XXy ,它们 独立 同 分 布 , 旦 来 自 
中 x) 判 应 的 分 布 . 
3) 川 


ty = 了 > (1.5) 
= | 


估计 413% 称 为 了 的 (朴素 ) 蒙特 卡 罗 佑 计 . 


1 概述 .40 ， 


1.2 ”随机 模拟 的 版 证 性 与 入 六 


1. 随机 模 氢 的 收效 性 
根基 概 举 论 中 的 颖 大 数 定理 ,随机 模拟 蒙特 上 网 括 的 布 计 值 全 , 依 概 率 收 敏 
六 芭 六 泪 中 
PClim 和 =DD=1 
的 充分 必 椒 菜 件 是 随 机 变 时 和 全 满 呈 条件 
天 | 上 1 = | htx) | /rdr < mm, 
2, 随机 模拟 的 误 善 
i 讨论 蒙特 下 时 生计 他 与 真 值 上 之 间 的 统计 误 芳 问题 .山中 心 枢 限 定理 二 
讨 , 具 避 随 机 变 得 及 CX} 的 方差 吧 有限 有 里 鹤 , 则 对 上 人 总 这 0, 者 有 
A x 了 
lm PI {fyv—7|< “| = | er I) dx. 
因此 , 当 NW 足 通 友 时 ,可 以 认为 近似 等 式 
POD HR) ep te 
成 立 , 其 小 a 为 绾 入 度 ;1 - a 为 置信 水 于 .于是 ;可 以 椒 据 门 题 的 要 求 确定 慎 信 水 
平 ,利用 正 态 分 布 表 来 确定 c ,从 而 得 到 蒙特 卡 轩 估计 富生 丰 值 7 之 间 的 误差 
[全 fl< 和 
YN 
通常 取 c, 为 0.694 5,1.%6 或 3, 相 应 的 置信 水 下 依次 为 0.5,0.95 或 0.997. 
-1 人 2 的 收 人 证 速 度 韭 常 慢 ,为 使 收 伐 精度 提高 1 和信, 在 由 将 久 增 加 到 4N1 注 音 
到 ,1! 维 数值 和 贡 分 的 偿 差 率 可 以 达到 并 或 NN 的 数量 级 .| 国 此 ，- 个 好 的 模拟 计算 
工 作者 常常 会 想 办 法 玉 压 器 方差 .这 便 导 出 将 省 第 7 了 上 介绍 的 方差 压缩 撤 术 . 


1.3 ”随机 模拟 的 基本 特点 


与 -- 般 计算 方法 相 比 ,蒙特 卡 赐 波 有 如 下 上 正常 罕 出 的 特 喜 ， 

{1) 简单 ， 

{2) 收 襄 速 度 与 问题 的 维 数 无 关 , 由 蒙特 卡 罗 斌 的 误 天 会 下 中 可 以 看 出 ,在 里 
入 水 平定 的 情况 下 ,蒙特 卡 罗 法 的 谋 关 除了 与 问题 所 确定 的 随机 变量 让 了 的 
方差 四 有 关外 ,只 上 取决 于 样本 基 点 ,而 与 样本 观测 值 中 的 x 是 多 少 维 空间 上 的 点 
汇 区 , 苑 蒙特 上 村 法 的 收敛 速度 与 问题 的 维 数 无关 .显然 .这 是 其 他 计算 方法 所 不 
常 且 有 的 .因此 ,蒙特 卡 竖 法 带 用 于 商 维 积分 和 夫人 他 复 亲 门 题 . 
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(3) 受 问 是 的 几何 系 件 影响 不 大 .例如 ,对 上 积分 
2 = | gw a dd 


( 兵 中 也 为 * 维 单位 正方 体 由 的 区 域 ) 的 计算 问题 ,不 管区 域 万 如 何 特 缚 ,都 可 以 给 
出 如 下 的 类 似 的 近似 估计 ; 
人 -= 寺 \ g(xt ,wy, 

{ran 
其 中 (#4 (= 1,2,… 入) 为 均匀 分 布 在 ， 维 单位 直方 体内 的 点 的 
次 独立 抽样 值 .显然 ,这 也 是 其 他 计算 方法 所 不 常 具有 的 . 

(4) 具有 处 理 连续 问题 的 能 力 .蒙特 卡 罗 法 不 像 其 他 计算 方法 那样 ,对 连续 问 

题 .定妆 进行 离 巩 化 .其 他 计算 方法 过 要 事先 确定 网 咎 点 ，- 划 网 格 点 确定 后, 问 
题 所 关心 的 就 必 这 此 网 格 点 于 的 值 , 而 与其 他 点 上 的 但 无 关 .例如 ,在 核 临 洽 安全 
门 题 中 党 袁 要 计算 如 下 奇 次 积分 方程 特征 值 : 

hf(z) = | $e IK -ad ， 


其 Hx’ 和 x 为 王 绯 字 间 .上 的 硬 . 半 此 问题 ，- 舱 计算 方法 点 是 需要 在 积分 区 域 D 上 
如 分 网 格 点 (这 一 步 川 计算 机 实现 比较 困难 ,而 是 涡 绕 目 川 计 算 机 的 大 量 内 在 单 
放 ) 过 特 卡 办 法 则 沾 击 要 这 样 敌 .显然 ,家 特 卡 罗 法 的 这 一 优点 ,不 仅 使 它 的 精确 
此 进步 增加 , 王 和 省 计算 村 大 复 肉 存单 匹 ;而 用 给 绪 立 副 特 下 罗 让 通用 程序 带 来 了 
很 天方 使 . 
{$5} 具有 和 接 处 理 随 机 性 问题 的 能 力 .蒙特 上 罗 法 对 上 那些 本 身 具 有 统计 性 
原 的 所 请 随机 性 问题 ,不 击 归 像 常规 方法 堵 样 间 先 将 它 转 化 成 确定 性 问题 ,如 转 攻 
成 英 方 程 的 解 ,然后 再 通过 解决 确定 性 问题 得 则 问题 的 知 案 .例如 ,粒子 进 人 研 藤 
大 与 介质 发 示 红 次 碰撞 后 可 能 被 鹃 收 ,也 可 能 二 射 回 来 或 宁 过 屏 藤 层 , 阿 题 所 关心 
的 和 芝 是 算 透 概率 . 对 于 这 样 :个 随机 性 阿 题 , 囊 规 方 法 是 首先 给 出 它 所 满足 的 方程 
个 积分 微分 方程 [ 即 转化 为 确定 性 问题 ) ,然后 川菜 和 神 计 算 方法 解 这 一 确定 
人 性 问题 ,进而 得 到 问题 的 解答 ,蒙特 卡 多 法 可 以 直接 从 随机 性 问题 出 发 ,通过 模拟 
诛 门 题 的 实际 过 程 得 到 门 题 的 解答 . 
蒙特 卡 时 法 也 存在 - 些 缺 成 , 土 开 有 ;对 于 维 数 少 的 站 是 ,一 般 是 一 维和 -i 维 
的 问题 ,由 于 作 的 政和 煞 速 度 复 , 所 以 不 如 其 他 计算 方法 好; 对 于 天 的 几何 系统 问题 
和 小 概率 计算 问题 , 它 的 计算 结果 有 时 比 实际 结果 偏 低 ; 识 大 是 概率 误差 向 小 旦 
般 启 尖 下 的 谋 闫 . 财 此 ,蒙特 卡 软 法 应 当 枉 一 个 适当 设计 的 统计 试验 结合 使 川 ,使 
得 蒙特 卡 瞧 居 寺 的 可 能 误差 变 小 .例如 ,可 在 运行 式 (1-5) 中 的 简单 步骤 之 前 , 通 
过 重要 度 盾 样 或 以 后 要 介绍 的 其 他 方 益 扑 簿 方法 ,将 :个 小 概率 门 题 转 换 为 另 
种 问题 . 
-个 横 所 试验 常常 包含 许多 部 分 ,而 且 还 可 能 包含 石 儿 种 简单 或 更 -- 般 的 蒙 
特 卡 罗 居 计 以 其 其 他 分 析 方 法 .一 个 典型 的 模拟 试验 包括 如 下 步 又 ， 
1 产生 : 些 伪 随 机 数 , 即 止 态 . 风 久 和 贡 桨 正 态 随机 数 等 . 
(2) 根据 模型 构造 , 拟 出 模拟 的 数据 , 即 选 联 (ao, B86) = (0,1), 对 于 】 = 1,2， 


2 伪 随 机 数 的 产生 -451 . 


有 
| 产生 fei 2 
计算 Y= on omt+ ery t= 1,2,.n. 
且 基 上 了 数据 【人 2 
计算 (oss Pis), Co Bn), (an PB). 
基调 用 菜 些 卫 程序 或 两 数 1. {1-6) 


(3) 分 析 数 所 ,区 通过 
1 


A A 
MSE {所 】 EJ Pe | 1 BD,) 
i=1 


来 计算 MSY: (8,80) 的 估计 ,此 中 角 标 了 表示 式 (1-6) 中 斜率 的 第 7 次 模 氢 估计 值 ， 


并 比较 允 《( 访 。p) MS (B60), MSE (Bun, by) 
这 样 ,随机 模拟 中 的 下 要 问题 是 ; 
(1) 如 何 获 得 - .个 好 的 (均匀 ) 随机 数 发 牛 器 (RNG)? 
C2) 如何 获得 一 个 杂 的 站 鬼 习 RNG? 
(3) 要 拟 次 数 六 应 该 上 忠 猴 少 1? 
(4) 有 哪些 压缩 蒙特 卡 逆 估计 方差 的 方法 1 
(5) 什么 是 好 的 应 用 问题 ? 
这 些 都 是 在 后 而 各 章 中 要 讨论 的 问题 ， 


2 伪 随 机 数 的 产生 


坪 义 随机 数 的 产生 儿科 是 所 有 模拟 方法 和 算法 的 基础 .这 由 如 下 的 译 论 作 依 
据 : 只 要 有 了 草 种 只 有 连续 分 布 的 随机 数 ,就 串 以 通过 某 利 方法 产生 其 他 件 意 分 布 
的 随机 数 . 由 村 (0,1) 区 问 上 的 均 公 分 布 是 最 简 季 .最 基本 的 还 综 分 布 , 所 以 通常 部 
成 C 人 O17 上 哲人 生 分 布 的 随机 数 为 基础 ,用 它 来 产生 上 昧 他 分 布 的 随机 数 . 对 一 个 模拟 
大 贡 米 涪 ,了 解 盯 随 机 数 发 生 青 的 好 二 起 重要 的 ,办 为 一 个 代 概 试验 最 终 旺 出 的 稍 
误 信 息 或 许 基 中 产生 的 拘 人 站 随 机 可 造成 的 ， 

而 恒 雇 表示 1,1) 上 均匀 分 布 的 庆 机 变量 ,为 寺 倪 浊 清 ,把 均匀 分 布 随 机 
数 简 称 为 随机 数 , 用 上 眶 &, 米 表示 , 活 将 数列 x20 下 坟 为 x1 于 1 而 { x;| = 
| 表示 无 兴 数 列 ， 

产 牛 随机 数 的 日 标 是 获得 一 列 启 ,wo .wn0; 舍 寺 看 电 米 像 直 米 和 白 于 wt0,1) 
的 独 半 辐 分 布 的 随机 灾 革 疯 测 值 . 


2.1 产生 随机 数 的 :和 股 广 法 
在 计算 机 上 产生 随机 数 的 方 革 , 友 致 是 分 为 类 . 
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1. 利 用 随机 数 表 

以 6,1,… 一 全 这 十 个 数 生 中 ,以 村 辐 概 冰 独 刘 地 扑 联 一 个 , 称 为 贿 机 数 池 .ll - 
系列 的 随 册 数学 组 成 的 老 称 为 随机 数 老 .由 随 秘 数 志 全 可 以 攀 成 企 记 位 数 的 随机 
数 . 和 例如 要 得 到 一 代数 全 的 随机 数 , 而 划 随 机 娄 表 的 随 村 数 汪 依次 为 86515 90795 
56155…, 央 利川 这 随机 数 才 可 盟 得 划 相 应 的 一 位 数 生 的 舱 柑 数 , 依 深 为 0.865， 
0.159.0.079,0.566,0.15,.…. 这 种 随 村 数 才 入 多 ,二 中 比 入 有 天 网 基 和 德 公司 的 
日 玉 数 正 的 随机 数 点 . 

在 让 算 机 上 使 用 随机 数 表 的 方法 足 将 廊 机 数 直 输 入 机 融 中 .这 类 方法 的 下 鉴 
据点 足 , 渭 机 数 的 窒 丰 往往 很 有 限 , 椒 能 注 是 直 野 ， 

2. 利 用 物理 随机 数 发 生 器 

在 计算 机 [上 安装 - 台 牧 产 随 和 机 数 发 牛 绒 后 就 可 以 下 接 在 计算 机 上 产生 随机 
数 , 由 于 计算 机 过 采用 进 制 , 故 以 某 种 物理 现象 的 发 人 .55 和 否 ! 也 可 以 是否 达 色 其 
种 物 昌 拔 的 界限 ) 分 别 记 为 0 和 1, 用 这 种 办 法 产 上 生前 0 和 [1 谨 满 计算 机 中 共 一 笠 儿 
数字 部 分 的 所 有 一 进 制 位 ( 阶 码 部 分 为 堆 ), 当 发 和 主 与 不 发 竺 的 概率 pp 与 4 树 问 时 ， 
吕 可 得到 00,1) 于 均 休 分 布 的 随机 数 . 这 种 物 奋 的 随机 源 吕 联 盾 点 放射 源 . 电 末 管 
成 车 体 管 的 固有 了 只 这 等 ,只 寡 采 取 措 施 保 证 PP = 9 = 172 印 可 . 

合用 物理 随机 数 改 生 器 在 计算 山上 得 到 天 昌 的 随机 茹 ,可 节 党 产生 随机 数 的 
有 时间 ,提高 航 器 的 合川 效率 ,但 随机 数 发 午 器 需要 检验 和 维修 以 保 圭 其 稳定 性 .3 
外 ,这 种 随机 数 不 能 种 复发 牛 ,从 面相 能 对 模拟 问题 进行 复 算 徐 查 ,最 重 此 的 旦 ,这 
种 随机 数列 有 有 数 拓 足 有 双 分 的 问题 ,以 及 有 偏 甘 和 相关 性 的 问题 ,这 是 - :个 好 的 独 
六 村 分 布 的 #30,1) 随机 杰 丝 所 不 应 该 有 的 ,这 此 缺陷 ,大 大 降低 了 这 类 上 广 法 在 计 
算 机 上 使 用 的 价 但 . 

3. 利用 数学 方法 

这 是 上 日 前 使 用 央 广 .发 展 最 殿 的 一 类 方法 . 当然 ,在 一 全 确定 性 的 计算 砚 [由 
其 些 数学 公 成 得 到 的 一 到 随机 数 点, zw,…, 本 是 随机 的 5 但 是 ,如 果 对 公式 或 随 
机 数 发 生路 :天 所 知 的 话 , 则 期 户 这 些 数 与 .个 独立 问 分 布 的 W(0,1 随 由 密 长 观 
测 伯 开 法 兴 乔 呈 丰 能 的 .因此 ,这 里 所 讨论 的 随机 数 被 称 为 仿 随 机 数 或 荔 随 机 关 . 


2.2 ”线性 同 余 法 


产 相 随机 数 的 数学 方法 很 多 ,如 半 方 取 中 法 、 丑 税 取 中 法 .指令 移 位 法 和 加 同 
余 法 等 等 ,位 月 前 应 用 最 多 的 是 线 尾 同 余 法 ,特别 是 菩 作法. 

用 线性 同 余 法 {lincar congruentialj{ 台 称 混 合同 余兴 fnixed congruenthaly) 广 生 
随 册 数 ,使 用 如 下 的 递 排 会 式 : 

farl At + et mod MY Cn = 0,1.2,..*), (2-.1) 

其 中 zo 为 初 但 ;a 为 铺子 ie 为 增 蝴 5 时 为 模 , 这 些 都 是 非 夺 区 数 ,而 外 Ac 太 xnka = 
0,12,…) 部 小 上 型 .于 式 的 由 是 ax +e 被 型 束 除 后 的 余数 , 称 轴 本 与 axs+ 
c 对 模 开 人 问 售 . 由 上 < 条, 从 向 
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时 
下， = a {2-2) 
就 是 区 间 [0,1， 二 的 数列 .例如 ,xs=a=e= 了 ,有 = I0| 计 ,9 以 得 钊 如 下 数列 
[x = T9076,9,0,..° 
i) = 0.7,0.6,0.9,0,0.7,0.6,0.9,0.-. 
这 足 一 个 周期 为 4 的 问 期 数列 . 
实际 上, 任 : 夺 代 全 不 
x = Xx) {2-3) 


具 要 满足 莱 件 和 过 站 过 玫 , 则 上 册 它 所 产生 的 数列 局 愉 有 周期 特性 , 即 这 个 数 
列 到 - 定 长 度 之 后 ,就 理 市 现 重 复 循 环 .循环 的 长 度 称 为 周期 , 记 为 了 , 亦 即 对 于 任 
意 的 mm < T+ 了 = 避 戌 立轴 然 ,TT 小 于 或 等 | 及 ,如 末了 = 虹 , 便 可 得 到 -个 
全 同期. 因而 划 上 -个 随机 数 发 生 器 来 说 ,只 要 其 产生 的 也 机 数 的 周期 多 分 长 , 攻 
就 能 够 吕 有 在 10,1) [均匀 分 布 及 相 开 独立 的 随机 变量 所 请 的 各 种 统计 性 质 . 这 
样 ,从 统计 柜 拟 来 在 ;可 以 把 它们 "和 作 真正 的 随机 数 使 用 . 

FF 徊 介绍 式 介 -1) 二 个 全 数 凡 及 初 值 wo 的 选取 方法. 

(1 模 季 ”选择 玫 有 两 条 厚 则 ，- 是 使 |x,,| 能 有 上 尽 可 能 长 的 周期 ,一 是 在 计 
竺 机 上 使 用 时 计算 简便 .在 一 台 尾 部 字 长 为 天 的 : 进 制 计算 向上 , 取 昌 = 六 或 时 
= 2+1, 就 串 以 满足 这 上 电 个 条 件 .如 果 虹 = 2*, 风 在 ce = 必 时 ,其 周期 最 大 可 能 为 
24-2 ,人 ec 关 0 时 为 2*, 一 般 计 算 机 的 外 在 各位 以 上 ,因此 .2* 习 已 是 -个 是 够 大 的 
数学 ft 以 上 ) 了 .在 运算 时 , 若 昌 取 以 2 为 模 的 剩余 , 划 且 和 再 在 计算 机 上 截取 观 
字 长 隧 积 中 工 于 天 位 的 数字 部 分 ,即将 二 除 以 形 = 下 得 剂 同 , 甘 对 原 数 的 阶 伍 部 
分 置 零 即 可 ,所 以 计算 | 分 简便 . 

(2) 增 甚 rc ” 当 。 取 不 为 零 的 适当 数值 时 , 嚼 有 - 些 优 眠 ,例如 和 容易 保 让 其 大 
同期 海 贱 = 2*, 但 由 于 时 = 站 的 周期 一 般 已 是 台大, 所 以 优点 开 不 突出 , 故 通常 
二 = 0, 此 时 忒 (2-1) 所 表示 的 方法 称 为 乘 同 侠 法 Cmultiplicative congruential)， 

3) 初 值 癌 在 ec = 和 0 时 ,为 了 保证 有 最 大 周期 ,xn 须 上 良言 数 ,有 时 取 1. 每 . 
个 随机 数 震 生 器 都 有 有-- 个 设 定 的 各 ,读者 在 合用 之 前 应 纵 柱 -下 . 

4) 异 子 4 研究 站 果 表 明 , 乘 子 4 对 于 获得 长 的 周期 和 较 好 的 统计 性 质 是 十 
分 重要 的 .在 ec =0 和 上 晶 = 六 时 ,要 保证 有 最 大 周期 {( 即 和 4), 乘 子 应 取 为 A = 3a 
+ 上 3 或 8a+ 上 5 的 形式 . 其 中 党 任意 选 定 的 正 整数 .在 一 进 册 计算 机 上 ，- 般 取 4 为 
= 的 奇 次 震 . 可 以 证 圳 ,这 样 的 4 一 定 可 以 表 具 成 8a -3 的 形式 , 即 1 = - mod8). 

若 c = 0H WW 为 素数 . 旭 有 乘 同 余 发 咎 器 的 最 长 可 能 周期 星 前 - 1. 这 个 周期 可 
以 达到 ,只 党 是 一 个 庆 根 , 亦 即 4 震 0. 避 若 素 数 p 束 有 除 和 1, 则 a0’P 关 
l{mod MW). 

时 然 , 对 于 民 = 2* 的 情 粮 ,有 很 多 能 满 旺 最 人 可 能 冉 划 要 求 的 随机 数 发 午 紫 . 
例如 ,英名 的 IBM 的 随机 数 发 生 器 RANDU, 取 亲 = li,e = 0.4 = 20+3 = 3(mod8), 
因此 ,RANPU 在 最 大 周期 时 /4 二 5 x I, 这 是 一 个 相当 长 的 周期 .但 如 此 得 谦和 的 “ 随 
相 L” 数列 破坏 了 一 个 独立 问 分 布 的 &(0,1) 样本 所 具有 的 均 习 性 和 独立 性 ， 
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随机 糙 发 后 此 的 "入 林 ”在 于 妆 开间 期 不 是 个子 名 要 安生 喜 哗 一 所 续 的 性 

质 . 好 的 伪 随 机 数 必 市 和 看 个 个 让 和 的 DO, 随机 样 不 的 规 测 和信.” 撞 各 话说 ， 
-个 好 的 随机 数 发 于 各 必须 后 时 和 件 理 论 了 顷 构 上 和 经 驻 统计 下 部 能 遂 过 所 有 检 
玉 计 对 天 机: 堪 才 显 必须 的 让 昊 欧 吓 检查 卜 与 拘 人 性 上 或 独 基 性 旺 均 名 性 独立 性 的 全 
关 . 记 于 上 , 随 站 新 的 检验 方法 的 提出 “被 推荐 的 随机 数 委 生病 ”因为 不 能 通过 这 
此 恰 验 而 相继 被 朗 了 绪 , 继 而 新 的 随机 数 发 生 句 被 提出 ;是 新 的 检验 帮 法 的 提出 ,区 
村 新 的 随机 类 爱 生 带 拱 出 捧 战 ,如 此 所 有 ， 
个 严 漠 的 模拟 工作 者 的 八条 是 :时 世贸 心 你 计算 托 用 (1 抠 费 ) 装 太 的 随机 数 
发 证 骨 . 为 了 你 的 模拟 问题 , 姓 划 你 不 知道 其 性 招 的 证 , 克 点 检 骆 :下 你 于 过 的 随 
ee 若 它 遂 木 过 检验 ,就 亚 找 - :个 虽 好 的 发 竺 惠 , 或 通过 湿 兴 tshufHing) 村 

- 意 特 要 计 论 的 方法 来 改进 已 有 的 发 汪峰. 

战 优 钱 性 阿 余 随机 数 发 下 疮 【以 后 记 为 LCC) 或 计 秆 帕克 (Park) 和 米黄 
CMiler) 委 让 最 概 标 淮 ” 改 证 症 , 普 千 斯 (Press) 等 大 119961 村 之 为 ”ran0”. 旦 眼 法 如 
下 : 

A=7= 87 HM=2 -1=247486067，r = 0. 
一 然 它 由 刘 曙 断 fTewis) ,而 德 此 Le 各 米 基 了 4363 年 :首次 提出 ,但 该 发 和 :能 
通过 了 所 有 有 新 的 检验 , 击 唱 更 汶 重 要 的 是 , 它 已 积累 了 大生 的 万 功德 用 的 鲍 王 . 最 
然 , 虹 = 231 .| 品 素 数 . 

当然 ,rang 不 足 --- 个 "十 爹 | 甘 ” 的 发 和 十 喘 . 没 人 人 宜 称 过 全 和 何 发 生 咒 是 “十 全 干 
苹 ” 的 一 :一 最 接近 的 横 述 足 1994 咎 忆 萨 格 利 娅 (C. Marsaglin) 为 其 著作 "Mother of 
all RNG st mrg}” 在 网 站 scimathnumanalysis | 所 微 的 广 生 之 他 宜 称 发 现 了 - - 
个 长 约 为 23 的 周期 ,于 称 它 能 通过 所 有 常规 的 检验 .-- 些 用 户 竟 轧 去 确定 他 的 说 
法 的 合理 性 . 

几 年 来 , 忆 萨 格 利 姬 推 册子 洗 条 广 为 大 们 接 学 的 随和 机 数 发 征 器 .mrg 是 免费 
的 ,用 户 合 由 时 要 自 姐 风险 ， 

普 雷 斯 等 人 (1996) 推荐 的 随机 数 发 生 器 ,还 有 其 他 儿 种 ,它们 或 是 由 TCCG 推 镶 
的 发 十 舟 ,或 是 用 一 个 蚂 两 个 发 册 缚 祭 混 全 或 灾 必 上 盛 数据 次 倘 太 法 而 连接 的 随机 
梁 发 千 器 ,从 这 个 意 久 上 说 ,它们 慎 由 ran0 改进 的 随机 数 发 生 蜗 .人 必 者 推荐 表 2-1 
所 未 的 随机 数 发 生 髓 . 


表 2-1 
随机 燥 活 二 路 rant) rml ran2 ran? ramt 
ey -1.0 = 1.2 = 2.0 =0.6 = .0 
= 


对 许多 用 途 而 后 ,ran0 忆 下 铝 好 了 了 .如果 对 模拟 的 最 终 站 保 胡 天 直 疑 的 话 , 刚 

可 试用 ran] 代 埋 ra ,看 : 者 铺 果 是 合 相 个 .ranl 在 rann 的 此 础 老子- 个 沪 谷 
fshuffle) , 因 调 使 用 三 使. 如果 在 次 计算 中 电 产 持 儿 于 0 000 000 个 随机 数 ， 则 可 
活 于 mm2, 它 机 canl 只 其 耐 上 妆 安 了 一 个 混合 . 郊区 特 1 mn3, 当 运 算 速 应 总 
得 特别 重要 ,而 交 怀 颖 其 他 发 生 玫 在 计算 中 引入 了 所 。 机 中 的 机 关怀 时 ， 吓 选 几 
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ram3,; 它 件 记 算 时 | 则 上 有 优势 ,但 使 用 时 过 小 心 .随机 数 业 未 器 rand 能 后 成 要 好 的 
伪 随 机 数 一 模 氢 要求 精 细 时 拿 它 作为 着 川 ， 
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伪 阴 检 数 的 压 各 到 林 , 同 忆 的 性 夺 究 况 刁 时 二 的 iD.[ 二 均匀 分 布 的 随机 人 
仁 的 和 陪 音 随机 样本 的 性 夺 有 巷 显 萤 闫 车 ,是 一 个 很 量 娄 甩 问 题 ,如 有 量 此 养生 .加 
以 这 种 伯 随 机 数 为 坡 础 对 给 直 随 机 灾 基 所 扫 得 的 样本 ,实际 上 将 不 能 上 反映 该 随 提 
和 芷 起 的 性 质 ,从 而 所 得 陋 册 模拟 揭 最 后 络 末 也 将 直 丰 可 息 的 .因此 对 伪 随 机 数 进 行 
从 验 , 址 有 重要 意 兴 . 

如 上 且 所 述 ,现代 的 统计 述 验 工作 , 缉 是 在 训 竺 机 开 壬 虹 胸 , 哩 计 算 机 的 软件 人 
只 ,在 编制 年 成 伪 随 机 数 的 了 了 和 柏 序 时 ,一般 都 辟 经 这 了 证 的 棕 验 的 .就 这 :方面 
米 说 ,随机 数 的 检验 问题 ,在 很 大 程度 下 是 研究 牛 成 伪 随 担 数 新 算法 的 数 生 工作 才 
的 任 擂 .和 但 是 上 述 的 检验 , 通 营 都 是 _ 般 件 的 检验 , 节 并 站 外 于 菜 种 基体 的 雇用 情 
况 而 进行 的 检验 ,因而 对 于 上 县 体 应 用 来 说 ,还 存 伯 着 根据 吉 用 问题 的 具体 瞎 六 进行 
内 蛤 的 问题 ,由 于 一 个 随机 娄 别 (或 一 种 僵 险 机 数 的 生成 六法) 即使 通过 了 7. 
和 和 检验 ,但 并 不 意 奈 着 一直 能够 通过 于 ,的 检验 ,因而 对 于 诬 用 学 特 
卡 风 站 的 大 来 次 ,了 解 并 掌 手 随 栅 数 检验 的 基本 虎 埋 利 产 法 是 些 昌 的 ， 

随机 数 的 检验 有 两 类 廊 法 :经 验 “统计 的 六 法 和 理 沧 ”结构 的 方法 .前 并 采用 
导 些 统 半 检验 六 法 米 检 验 某 个 隧 机 数 发 咎 右 的 输 思 结果 (因而 也 就 是 经 验 结 果 ). 
后 并 则 吨 基 丁 菜 个 随 机 数 安 牛 器 的 一 般 第 掏 或 性 项, 对 出 旦 答 验 想得到 的 -… 个 红 
实 隐 5 随机 样本 的 结构 的 方法 进行 检验 ( 首 非 在 其 个 随机 数 发 生 器 产生 一 实数 列 ， 
然后 再 检验 它 ). 本草 上 介绍 和 最 二 要 最 有 用 的 并 有 在 计算 机 上 容易 实现 的 洗 数 儿 种 
恰 验 万 法 . 


3.1 经验/ 统计 检 恰 廊 法 


3.1.1 套数 检验 


随机 数 的 印 数 检验 ,是 检验 该 随机 分 布 的 傅 数 的 全 订 信 与 [0,1] 上 上 均 介 分 布 
的 参数 值 { 或 称 理 论 佑 ) 的 益 异 是 再 显著 . 谍 
[二 (3-1) 
是 击 上 进行 检验 的 “: 红 随机 数 ;, 其 相应 的 随机 亦 量 记 为 二 .释放 忆 是 10.1] 王 铅 3 
分 布 的 , 章 雹 的 : 阶 生 、: 阶 征 和 方差 的 居 计 址 分 别 油 


(3-2) 
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经 简单 计算 ,可 得 它 人 的 期 旨 和 方差 ; 
EC) = BC) = var(D) = Ya - -二 


l2n” 
局 [天 = 广 ， warf £72) = 4 (3-3) 
FLS*Y = 1， vart $+) = To- 
相 据 极限 定 星 可知 ,统计 量 
,UU- EW) rr 
{1 = = nt ). 
DD) " < 


D1, = 7 A45n{ th 本)， 


Us = v 10n(s: - ml 
由 渐 近 服从 正 态 NWO,1) 分 布 . 了 是 只 村 有 一 数列 式 (3-11, 苑 可 算出 上 述 诸 世人 


= 1.2.3) 的 基体 佑 计 值 , 记 为 全 (人 = 1,2,3). 如 取 显 苦水 站 we = 0.05, 则 当 | 1 
> 上 晤 出 , 表 具 益 独 闻 苦 , 席 扎 钨 局 为 [0,1] 上 均 针 分 布 的 仙 i 


3.1.2 均匀 性 检验 


均匀 性 检验 {test for uniformity) 叉 称 频率 检验 ,其 目的 芭 榨 验 式 13- 的 随机 数 
列 的 既 验 频 举 与 凰 论 烦 率 的 差异 是 作品 闭 . 

风 引 性 检验 主要 有 划 焉 方法， 

上 .直方 图 法 

从 和 直方 图 图 形 1 ,可 以 清楚 好 检验 协 贿 机 数列 | = ma 的 碍 方 图 
星 珍 均 生 ， 

可 直方 图 对 应 的 数 俏 方法 是 x 六 下 方 ) 拟 会 优 度 检验 ,下 而 介绍 用 x 所 合 优 
庶 惟 验 来 检验 此 均匀 福 的 方法 . 

拒 [0,1] 区 间 分 汶 不 相 这 的 下 个 等 了 区 癌 , 按 训 取 托 的 天 小 ,把 忒 和 -1 的 
数列 分 成 天 组 .没有 m 个 随机 数 属于 第 j 组 , 即 卜 (3-1) 下 有 而 个 本 满足 不 章 式 


cunet. (3-4) 
假设 为 [0.11 上 的 均 匀 分 布 , 则 落 在 每 个 小 区 加 的 概率 p,= 三 ,于 是 可 得 
上 
好 = sy (3-5) 


汤 近 服从 自由 六 为- 1 的 妇 分 布 < 为 了 有 效 地 使 用 X 分 布 ,一 般 要 求 式 (3- 了 中 
样本 容 忆 n > 30. 通 常 认为 4 应 使 nA% 大 5. 在 计算 机 上 实际 计算 时 ,为 使 检验 尽 
uo 能 有 效 ,n 往往 辟 往 友 , 例 如 n= 1000,10000, 基 至 100 000， 

对 上 -个 具体 数列 式 (3-1) , 按 式 (3-3 就 可 算出 好 的 值 ,将 此 数值 和 由 x 分 
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布 的 蛤 办 人 入 走 中 认得 的 临界 值 进行 比较 , 刘 果 旋 的 值 小 十 x5 和 大 于 Xe 例如 ， 
Pe - 21.67) , 则 拒绝 该 数列 ， 
大 Xi 羔 册 十 不消 是 均匀 性, 小 于 Xow 是 由 三 过 二 夫 勾 , 央 面 随机 作 不 是. 仍 
度 x! 得 看 Xi 一 5 之 各 ,或 他 Xs ~ 2 之 问 , 则 认 韦 数 到 是 "可 疑 的 ”在 
5 ~ Xe 之 间 ,或 作 X log ~ Xs 之 问 , 则 斌 为数 到 是 "几乎 可 疑 的 ". 通 带 伯 概 


x 答 验 I ， 人 全 以 该 加 四 对 :个 不 人 国 的 数列 (种 生成 广 法 ) 进行 入 检验 ， 在 - 
个 缚 巢 中 ,用 村 有 了 两 个 结果 是 可 疑 的 , 则 席 该 这 为 这 些 狼 列 ( 即 该 种 后 成 万 法 
小 静 且 分] 的 . 

2. .0 图 法 

在 QO 旭 图 上 ,可 以 把 梯 本 分 位 点 ( 亦 轩 ,wow 的 次 序 统计 出) 与 基期 四 
分 位 点 ( 赤 芭 Cn 二 127 二 中 yaA(at 1 有) 对 应 作为 民 下 的 点 机 给 出 米 . 居 
这 此 点 郁 恬 紧 地 落 在 由 原点 出 发 的 4 射线 附近 , 则 随机 笋 发 生 器 通过 此 均匀 性 人 
答 ( 和 9 图 ). 

5 0.0 图 对 应 的 数值 方法 是 科 尔 莫 总 罗 大 . 斯 米 保 进 大 (Kolmogoror-Smimov) 
检 恰 , 基 

T= J | Fr) -FCx) |, 


其 中 (x) = #1 < 直 是 经 验 分 布 . 此 了 的 观测 信人 天 上 临 洽 值 , 则 随机 数 人 发 
小 净 通 下 过 检验 . 

3. 上 重量 法 

检验 万 重量 -ivples) (yt), (pl tr nt 
其 二 在 在 二 维 芝 位 泣 方 体 [0,1]* 中 均 和 名 分 布 
屁 很 重 缀 的 .上 的 肥 法 有 2.3,4,5 等 ,这 取决 于 旺 休 的 应 用 门 题 .例如 ,= 3 对 3 维 
积分 很 重要 .检验 点 重 册 ,在 图 形 睹 可 以 由 检验 2 维 直 方 儿 和 3 锥 或 更 高 维 的 散布 
图 宝 成 .与 之 对 应 的 数值 方法 是 :将 [0.1i1 分 宪 成 小 区 戚 , 数 出 点 剂 (oo 
2 在 每 个 区 三 里 的 点 数 , 然 厂 进行 x 氢 合 优 度 检 零 . 


3.1.3 ”独立 性 检验 


独立 性 检验 {est for independence) 主 昌 检验 式 (3-1) 数列 前 后 各 项 的 统计 机关 
足 举 如 芝 不 为 过 . 
独立 人 性 检 验 主 要 有 旭 下 方法 ， 
1. 相关 系数 检验 
从 图 上 ,可 以 检查 1 的 自 相 关 图 ,看 数列 中 是 理 有 有 沉 后 1,2,… 相关. 
从 数值 ,可以 计算 式 03-1) 的 数列 斋 后 相遇 为 六 的 虽 的 科大 系数 
1 
站 一 了 全 
i = a 


us, - (u) 


(fj -1.2,.…)， {3.6) 
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其 由 果 骨 世 全 -2 给 出 ,对 充分 天 的 如 -> 和 0), 取 去 供 设 :p = 0( 即 式 (3-1) 
的 数列 是 对 安 的 独立 抽样 得 到 的 ),w 为 村 关系 烙 ,出 统计 这 
= vn i 
渐 扩 服从 生态 N{0,1) 分 布 , 由 此 就 中 进行 检验 . 
2. 列 联 表 检验 
列 联 表 检验 足 在 二 平 库 上 ,将 单位 正方 形 分 为 大 个 相等 的 小 下 方形, 把 式 
13-1) 的 随机 数列 按 出 现 的 先后 顺序 两 两 分 组 ,站 服 


人 


人 = 2 (3-7) 
进行 检验 , 记 滥 入 小 正方 彩 (7, 让 内 的 观测 次 数 为 m (7 = 1,2,…, 榴 , 令 
ho 2 Da 2 i, (3.8) 
根据 独立 件 候 设 , 统 计 荆 类 和 
太 = (人 > -1) (3-9) 
疡 近 服 从 让 征服 为 (# ?的 姑 分 大 十 此 四 可 进行 检验， 


3. 古 特 检验 

古 特 (Good) 检验 下 虚 检 验 式 (3-1) 的 随机 数列 梓 邻 癌 项 的 序列 相关 是 从 显 
葡 . 其 方法 如 下 ; 国 均 名 性 检验 - 样 ,将 (0,1) 分 为 友 个 相等 的 小 区 间 ,以 nm 表示 前 
项 落 在 第 宇 个 区 阳 ,后 项 落 在 第 7 个 区 间 的 项 数 , 它 相 节 于 列 懂 表 检 验 中 上 = 【时 的 
zy ,如 吕 计算 如 下 的 统计 其: 

了 上 
xz3 = Em, - 六) (3-10) 

占 特 让 明 ,和 3 - x? 渐 近 服从 月 中 度 为 上 Ck 一 的 分布 . 

除 上 . 述 最 常用 的 检验 之 外 ,还 有 许 儿 其 他 检验 ,如 绀 合 风 于 性 的 检验 (上 肤 中 又 
世 括 距离 性 验 、 扑 克 (Poker) 检验 、 配 盔 检 验 等 ), 连 检验 (下 ' 关 有 赴 负 连 和 检验、 天 
降 连 检验 等 ) .间断 检验 、 广 序 列 检 验 , 等 等 . 男 外 ,所 有 .上述 内 检验 部 属于 "经验 检 
蛤 ”或 * 先 验 丛 验 ”, 妈 通过 对 式 (3-1) 的 数列 牛 碾 方法 的 理论 分 析 , 可 以 车 先 (在 算 
出 生体 数列 之 前 ) 知道 这 些 检 验 的 结 妇 如 何 ， 


3.1.4 均匀 性 和 独立 性 同时 检验 


这 主 归 有 概 大 区 paximnum 呈 榨 恰 

极 大 + 检验 同时 使 用 均匀 性 利 独立 性 愧 造 共 检验 统计 .其 方法 如 下 : 

六 zo 是 0D,1) 的 独立 同 分 布 的 随机 样本 ,中 Y= max{ Di, U2,…. 
5 是 ADD 分布, 因此 , 铬 定 一 个 很 大 的 随机 数列 ;43.…, 则 极 大 1 检验 是 钊 
对 有 = ma 1 的 x 检验 (而 此 3.1.2 小 节 的 1 小 针对 jm 
的 检验 ). 
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3.2 理 兴 7 结构 检验 方法 


埋 论 ” 结 构 检 验方 法 比 经 难 7 统 计 检 验方 法 更 有 有效. 而 者 提供 的 有 关 生 成 方法 
的 内 和 容 昌 出 后 并 多 得 多 .很 多 差 的 随 机 数 发 生 器 能 通过 统计 检验 ,但 不 能 通过 结构 
恰 验 .由 十 倘 然 性 ,有 些 斌 验 数 州 可 能 通过 结构 检验 ,但 不 了 能 通过 统计 检验 .在 这 种 
情况 下 .试验 点 该 重复 ,而 芋 庶 该 对 问 一 个 随机 数 发 牛 崔 产 牛 的 男 一 试验 数列 进 
行 检验 ， 

理论 /结构 检验 方法 卡 记 有 如 下 防 种 方法 . 

1. 检验 上 重量 的 结构 

这 里 的 想法 古 从 民 数 上 研究 个 随机 数 发 千 郝 的 基 均 .这 先世 求 把 :0.1 上 由 
不 利 实 的 吉 的 到 重重 丙 出 米 . 例 如 , 记 a = A 表 , 营 省 [的 BANDU 指证 

Xa = 65 SI mod2l) = (2 3) x (mod?") > 

rar = {2 4 3 mod) = (2 6x2 +9) x (mood) 

= (Hx (2 4 3) 9) x {nu } = 41 一 x, (mod? ). 
i x a + x 二 开光 全 (3-11) 
对 此 ，- 旱 本 (x, ,rp 2) 入 为 柜上 的 碟 古 员 来 , 落 在 下行 的 平面 上 .而 然 有 
Hx ex Brrr F Yr < I0 x 21, 

所 以 式 {3-11) 中 的 鉴 数 大 满 中 -6 < 下 < 10, 撞 和 外语 记 ,RANDU 只 在 15 个 平和 上 
请 和 后 荆 ! 

上 实 下 ,所 有 的 晓 优 缆 性 加 余 发 生 左 (CG) 者 被 眼 定 在 数 肯 契 限 的 平面 上 如 
困 个 1EC 的 直 重 是 看 作 足 表 点 前 从 标 , 开 从 它们 都 桨 浅 在 数 晶 育 限 的 地 半 而 
|. 对 上 每 个 ,这 种 入 面 数 日 的 个 上 界 是 (1 于 币 = 2 不 = 3 村 ,这 
个 下界 是 23594 1 RANDC 的 5 比较 ) .对 一 个 给 位 的 机 砷 米 说 ,2 959 个 平面 ( 巷 能 
达 审 ) 在 本 T 可 能 好 是 够 好 的 了 . 查 对 某 些 商 维 庆 用 问题 .好 使 旺 蓄 好 的 16C 也 可 
能 不 够 好 .总 之 ,对 于 其 体 的 点 用 问题 , 庆 该 检验 随机 数 汉 小 占 , 如 昔 它 设 能 通过 棕 
验 , 就 用 损 合 的 随机 数 慨 壬 器 , 册 ranl ,特别 是 表 接 求 [9,1 上 位 查分 . 

2. 谱 检验 

对 于 TCGC 尖 重 最 落 在 下 5 中 的 -- 有 有 撒 族 超 末 而 上 .这 用 平行 平面 村 于 阿 的 最 小 
虹 亢 是 R* 上 该 随 冉 数 发 条 明 " 师 粒 慎 ”的 度量 之 一 . 谱 迷 验 要 计算 


pe = mniy s? 十 8 十 二 mod MT) ， 


j= 一 (k= 2,3, 0 


车 ww 2204 或 由 0.1 或 更 好 , 则 LCGC 通过 谱 恰 验 .1L4NDU 相当 难 通 过 湾 丛 
验 . 
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3.3 - 检 恰 的 局 限 履 


述 统计 检验 郁 丰 十 的 局 限 性 .首先 山 记 述 检验 内 容 [ 如 频率 检验 , 培 州 由 
其 检 验 等 ) 本 T 红 于 出 ,这些 检验 部 是 对 一般 性 问题 的 检验 . 开 卡 呈 体 地 联系 到 这 用 
阿 题 的 县 体 监 求 进行 核 上 验 . 对 上 不休 的 度 用 司 癌 ,用 然 庆 该 对 检验 提出 未 同 的 监 
求 , 如 在 求 交 统 计 昌 ,在 研究 有 关 直 年 难 避 的 涝 求 问题 时 ,小 慨 率 发 生 的 情况 就 县 
全 重 杰 意 多 ,因此 , 刘 沾 概率 的 性 古 ,就 谱 敌 必 归 的 检验 ,其次 ,从 有 理论 下 说 ,对 上 - 
个 数 到 ,图 使 已 通过 多 种 检验 ,位 癸 三 在 姐 下 可 能 ; 它 实际 上 在 作 果 种 不 吉 理 想 的 
统计 性 质 ,全 术 外 榨 验 出 采 . 


3.4 ”改善 随机 数 爱 本 如 


由 前 有 轴 种 方法 可 牙关 随 砚 数 发 生 器 :第 一 种 起 使 川 反馈 移 位 - 记录 {focdbark 
shift-rogister) 恬 生 器 (和 倍 株 FSRG 竹 上 器) 和 星 :种 吕 草 合 的 挨 机 数 发 和 后 齿 . 出 疾 狼 下 
器 部 是 1CG 的 推广 . 


3.4.! 反馈 移 仁 - 记录 发 生 串 


占 馈 移 栋 - 记 尖 发 生 眼 和 宕 实 为 
和 一 他 raodiiy ， (3-12) 
上 诗 iigg 兰 人 .者 然 ,这 个 恬 业 具 恒 如 下 的 多 项 式 有 有 大: 
Hr = 
其 不 可 公 , 则 此 发 千 器 的 周期 为 型- 1 在 计算 世人 -1 时 , 关 斯 水 特 
fauswortho) | 建 说 在 条 个 入 五 上 要 时 = 2 因而 类 二 = 12 了 -mW = 人 0 或 
a 二 为 人 Tx! 中 得 色 [0,1] 上 的 数 , 可 以 选 湛 一个 整数 工 , 然 后 把 jxi 分 成 
和 再 访 , 计 邻 
| x Tr 
二 一 了 十 2 十 “”” ”十 FE 
通常 服 节 = 31 或 天 计算 机 的 亲 半 证. FSRG 发 生 句 的 好 钼 在 于 它 能 产生 乌 维 的 坪 
分布 (9 TO 比较 ) .为 简单 且 克 ,大 才 数 FSRGC 发 生 髓 郁 寺 十 二 项 式 ; 
fx =1l++ ee, 
J < p= 儿 诬 选取 (p,q) 使 得 了 不 可 药 . 例 如 ,三 Cp: 人 = (31,D, 则 
不 可 欧 . 有 关 {p.9) 的 续 他 琶 法 ,十 参 阿 文 上 蚜 [7] . 
3.4.2 ” 宰 合 随 抽 数 发 生 器 
相合 随机 数 发 后 器 可 以 通过 用 :个 发 年 器 与 和 前 过 或 上 :个 家 和牛 器 混合 或 父 用 
得 色 ， 
1. 混合 方法 
-个 简单 的 混合 计时 模 j ww1 的 每 个 二 和 玫 .这 个 广泛 和 解决 了 RNADU 中 的 问 
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题 . 另 -个 芝 用 的 混合 方法 旭 上 . 
令 1u 和 in! 分 六 中 来 白 同 个 随机 数 发 必 : 器 的 输 坦 ,给 一 个 上 元 表 同 初 值 : 
= 1 


循环 :1 产生 下 .一 个 ww ,w 
念 了 = | 各， 站 = 了 了 = ， 
其 中 [1 是 塘 整 函数 ,对 于 虹 有 -个 随机 数 发 年 本 的 日 j 世 合 {self-shuffling) 六 法 ,只 
须 在 上面 斩 第 法 中 联 w= a 芭 可 . 
2. 交叉 方法 
给 定 输 出 1x1, iyi( 这 里 ww = x 于, 二) 直立 - -个 新 输出 
rm = TRORY,, 
其 中 XOR 起 二 进 制 数 人 (fbit) 兽 交 下 的 * 异 或 CRORI 算 了 .上 邮 丰 二 和 7 的 一 进 制 数 舍 
甸 别 沪 吕 和 5. 则 xzXORyr = EOR = Ca 二 了 Cmod2). 此 算法 用 已 诸 言 容 盟 执行 ， 
但 用 Forran 语 记 旨 困 难 些 . 
- 役 来 说 ,对 英 的 随机 数 发 竺 本 进 行 混 侣 有 有 长 请 作 放 5 对 好 的 随机 数 发 生 髓 进 
行 混 台 ,可 能 站 改善 作用 ， 也 可 能 起 损 符 作 川 ， 但 此 党 能 如 长 基 出. 
总 之 ,孙子 上 述 介 绍 的 ran0,ranl ,rard 外 ,手边 的 :个 随机 数 发 入眼 是 再 合 
适 取 决 于 所 上 缆 求 的 应 用 问题 . 例 旭 ,对 了 -个 大 的 维 数 才 . 玉 果 模拟 集中 于 Ra ] 的 
:个 小 区 成 ,那么 TCG 的 平 而 性质 就 会 是 很 六 乎 的 问题 , 册 果 怀疑 一 个 随机 数 发 年 
器 的 结果 , 展 么 用 源 合 或 化 习 方 法 来 改善 之 . 战 用 另 - 个 随机 数 发 生 齿 .对 系统 提 
忆 的 随机 数 发 生 器 要 时 记 狠 心 ,即使 它们 是 得 到 改善 广 的 .数值 讨 算 程 央 和 南川 数 
值 计算 软件 庆 , 如 NAG 和 IMSL, 通 常 部 有 权 当 好 的 不 断 呈 祈 的 随机 数 发 千 屁 . 选 算 
-个 随机 覆 发 生 肯 后 , 模 氢 攻 的 大 小 不 应 该 下 计 该 发 牛 可 周期 的 平 卢 根 . 


4 随机 变量 或 随机 向 量 的 抽样 


有 了 |L0,1 上 铅 色 分布 的 随机 数 序 刻 jl 之 后, 还 必须 给 出 其 性 方法 ,以 便 能 
利用 这 - -序列 得 到 指定 分 布 的 随 仙 变 量 或 随 册 向量 的 独立 随机 样本 ， 


4.1 随机 变量 的 抽样 


随机 安 量 的 抽样 方法 有 很 多 ,有 些 是 - 般 性 的 方法 ,下 些 是 针 半 各 种 应 败 冉 鹏 
的 特殊 疗法 .三 种 一 般 性 的 方法 夺 ; 变 换 、 舍 弃 和 均匀 比 . 妇 钙 , 在 下 面 的 讨论 中 ,和 除 
特 草 注 骨 为 离 贡 随 机变 基 的 抽样 外 ,者 是 对 连续 随机 亚 基 诉 襄 的 ， 


4.1.1 变换 方法 


变 摘 方 法 ftransformation method) 把 所 研究 的 随机 芷 埠 碟 与 帮 - -个 (或 多 个 机 
所 独立 的 ) 随机 变 世 4 建立 某 种 函数 关 厅 ,利用 这 种 关系 绒 可 由 & 得 到 zx. 
1. 利用 单一 随机 数 的 变换 
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殿 连 续 有 出 随机 变 括 工 的 分 布 果 对 为 风 Crc) 易 知 站 = (各 是 [0 于 均 名 分 
布 | 的 随机 村 大. 根 定 天 fa 是 疙 格 单调 的 , 则 有 
= F(t), 
关中 关 ” 为 二 的 度 申 数 , 因此 ,村 于 任意 分 布 要, 如果 到 有 多 析 琢 达 式 , 则 可 以 授 
过 计 千 x = FT 求 站 和 全 而 服从 产 的 随机 空 起 于 .对 王 : 些 简 单 分 布 , 连 续 随 
要 变革 和 考 的 :至 捕 样 全 忒 姐 大 4-1 所 省， 
此 4-1 


; 他 布 卫 下 | 于 的 第 度 晴 数 | 其 样 公 大 rp 3 
允 和 | px) fa) x pn) 的 度 值 这 间 | 着 省 
的 二 和 一 办 l nf 1 otal 磋 2 
[全 他 市 pe | aa 他 十 | |] 站 
特 儿 下 培 分 布 | 。 
竺 史册 塔 分 布 x" 
| 
指数 分 布 lI-e* 
| 
tnx 1 ， 
Ia 5 A 
2 
renins sint nt) 


柯 册 他 看 


于 Fx) 的 如 数 形 世上 比较 复杂 ,FF-' 不 能 用 显 蕊 表达 时 , 串 以 用 数值 方法 求 出 x 
= FF- if 2) + 
这 种 抽样 坟 法 区 称 地 方法 .通常 人 在 天 有 有 简单 确定 的 彤 式 下 使 用 ， 
2. 利用 多 个 随机 数 的 变换 
没 ,为 是 个 相左 独 字 的 诺 是 启 公 分 布 的 随机 变 纺 . 攻 虚 四 太 的 如 下 十 
昭 : 


1 二 | ti, Lo) 4 
Y= gil Ui Ua). 
得 这 了 畏 数 gi ,ez 的 道 变 换 存 在 , 记 轴 大, ， 即 


(4-1) 
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人 二 丰 革 和 ， 和 是) ， 

i 二 天 区 省) 

用 g 和 的 联合 分 布 密度 ,如 由 概 率 理 沦 
村 | 与 g 有 旭 下 燃 系 ， 


‘4-2) 


是 TY) = Hit) | 1. (4-3) 
此 中 
du du 
| dx A 
= | J, (4-4) 
ax dy 
办 变换 风雅 可 比 Cacoli) 行列 式 . 由 于 不 zs) 请 中 
! teri10 nu 1), 
Fs 一 1。 (其他) (4-5) 


1 是 glx yy) = 上 |. 利用 这 一 关系 ,有 了 时 可 以 得 到 很 并 全 的 抽样 片 法 . 
例 1 利用 当 换 方法 生成 标准 生态 分 布 的 随机 变 久 , 进 对 随机 数 上 ,ti 做 下 
询 溉 换 : 
NI = -2InUicos(2rt}. 


{4-6} 
Ny = vw 2nt sin(2rU,), 
证 明 癌 , A 为 相互 独立 的 服 了 大 NE0.1) 分 布 的 随机 蛮 拓 . 
证 ”是 式 (4-6) ,得 道 变 换 ， 
Ul = expi-— CN + 1, 
{4-7) 
。 ] NY 
fi = | art ne) + i!. 
上 是 可 得 
订 ， 1 过 ， 
Ie = 一 Nexpi— Fa + nzy!, gn, = — rtp 一 ) (nt + n3}i, 
da 
dn 2 ny 十 mi dn 2x mr 十 m3 
由 
| | = ex i n2} 
= xb 7 ! 2 = 
上 是 
2 2 
gC) =171= pp De (4_8) 


所 以 加 加 村 下 独立 服从 林 准 开 仿 分 布 . 
由 成 (4- 铬 出 的 生成 方法 是 苦 各 的 博克 斯 - 蕊 刘 1Dpx-Yiiller 方法 . 有 了 均 
色 随 届 数 的 发 生 瞻 ,就 很 竺 易 纳 程 计 算 了 了 
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吨 儿 ,利用 糊 栅 变 让 和 . 积 、 商 的 分 布 , 还 可 以 得 出 以 上 于 个 有 用 的 结果 
六 个 随机 变性 总 之 和 = 如 的 密度 姐 数 为 
~ 1 As 二 :nm | 
天 了 二 (1 人 人 1 ) Cx,— i) 
(人 (4-0) 
6 个 随机 安 迁 局 之 要 j = | | 5 的 密度 蚜 数 为 


【一 lnrya-1 


hr) = 1 (0 <x 1}. (4-10) 
字 了 哺 个 随机 蛮 且 站 矶 之 商 二 = Lad 的 密度 明 数 为 
0 (x 二 人) 
f(x) = 1 (0 < (4-11) 
[ 
了 (1< F< 加). 


个 个 陋 栅 变 汪 4 的 对 数 之 和 XX = ->inU = - In | | 太 的 密度 两 数 为 


Lx) = Ra ma er {x = 0}. 
此 中 rn) = tn 1)!. 
村 时 岂 上 二 结 暴 本 得 到 -已 知 分 而 的 要 利信 枫 如 ,这 | 4 旭 王 服从 式 14-9) , 则 


"= > 4 来 得 到 的 抽样 信 . 要 产 生 竺 入 两 数 为 


tx) = RE le Cx > 站 | 
的 超 玛 外 布 , 则 紧 仿 


Y= 全 = pL 
于 中 4 称 为 刻度 天 数 ;r 浆 为 形状 参数 
4.1.2 ”会 迁 抽 样 方法 


产生 随机 变 基 的 舍 选 抽样 方法 frejeetionaceepance melhod) ,是 根据 满 是 一 入 : 
的 检验 茶 件 进行 售 选 .以 得 到 所 震 区 随机 变 盘 的 抽样 值 的 方法 .由 上 上 售 选 扼 样 方法 
并 酒 .计算 简单 ,使 用 方便 ,所 以 得 到 较为 1 论 的 详 咱 |. 

1, 最 简单 的 舍 选 抽样 方法 

般 设 了 ~- pdftfaz), 革 As e, 卫 了 共有 有 办 支撑 , 记 为 ab- 合 选 朱 样 的 机 
法 是 :产生 Tabi x 10,e] 下 的 均 勺 随机 向 匡 , 然 后 只 接受 在 出 责 数 记 x) 确定 的 曲 
线 以 下 的 点 :该 六 法 的 步 酸 如 下: 
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fi 独立 地 产生 证 g8] 和 2 Wi0,el; 

62) 在 基 过 天 让: 则 取 和 作为 到 的 输出 , 即 全 半 = 开机 出 ,转贴 第 人 1) 步 . 

穿 区 让 明 , 半 的 帘 庶 隐 数 确 襟 是 郑 x)， 

外 然 .在 年 撒 区 域 [ 5z,58] x [or] 内 : 遇 线 次 车 避 二 的 向 积 城 大 , 则 售 奔 率 战 
名 . 因 此 ,于 有 效 的 合 选 抽样 方法 在 ,二 十 贡 个 拱 制 汕 数 ,生得 控制 晴 数 科 锻 度 汕 数 
并 x) 之 问 的 面积 积 小 .这 便 引 出 下 面 故 广 妾 会 选 抽样 方 沪 ， 

2. 广 久 舍 选 抽样 方法 

今 g 是 男 一 慨 浆 密 度 国 数 , 计 > 0 ,使 得 了 二 Ng, Wz 半 控 所 明 数 . 睦 计 算 止 又 
则 下 : 

1 生产 外 了 ~ 然后 对 ce = Wg 人) 产 咎 ZA D0.e] ,依次 进行; 

[2) 首部 过 天门 , 则 取 了 作为 革 的 输出 ,否则 , 转 加 和 11) 步 . 
此 广 委 合 选 抽样 方法 小 要 求 了 有 有 异 空 撑 , 也 趟 虽 求 站 让 宪 . 此 外 ,六 上 训 公 不 必 钙 算 
化 为 栅 闪 密度 卫 数 ,这 样 ,合用 者 就 可 避免 在 计算 中 求 出 革 些 发 杂 的 常数 ,对 于 
个 适当 的 上 g, 售 选 方法 的 效率 可 以 非常 辣 . 该 效 妆 为 

PZ < AD = 责 ， 

症 gg 舍 开 时, 它 趋 捞 于. 在 简单 舍 选 抽样 :gtx) = 17 一 a) ,Mgtx) = c; 国 
此 效率 为 7 有 = 1 ef- a) .在 实际 应 用 中 ,除了 要 选 鼎 靠近 fF 外 ,gg 也 J 民 该 呆 
以 很 快 很 容易 产生 

便 2 { 庚 霸 分 布 】 称 于 服从 Bia,B) 分 布 , 熙 三 县 六 顾 率 密度 晒 数 ， 


Ax) = Be Bj I x! re 0.1), 


其 中 Bta .8) = -1 x)8 tdx, 即 参数 为 ec.8 汪 0 的 由 卉 两 数 ,为 简单 起 见 , 概 


-由 
设 户 1 这 中 混用 记 民 ,去掉 常数 Bia 让, 联 x) = Tx)81 则 
Fx) a x €E (0,1)). 

令 etx = 玉 , 则 为 使 g 的 积分 为 1, 玫 必须 上 取 为 la. 因为 g 的 分 布 晴 数 为 ((24) 
= 六 ,可 以 由 定 袜 Y= GT 站 = UY 产生 ,上 灶 中 避 一 A10,1). 一 个 简单 的 算法 
如 下 : 

引产 咎 ~ M0,1], 令 Y= 2 产生 了 -Dr ee = = 站 
(2) 具名 和 (了!, 则 取 了 作为 于 的 输出 .全 则 , 转 由 第 中 沙 ， 


4.1.3 均匀 比方 法 


对 于 任 夺 下 关 0,| Cr) d(x) < 器, 令 


ati, 


C= lnm:0suey 


导 笃 , 共 C, 耻 在 让 上 均匀 分 布 , 划 VU 具有 概 认 甸 届 8 数 h(x)/ h(a)dx， 
这 一 结 代 在 CG [0,a] x ,Bi 时 非常 有 用 .均匀 比方 法 tratio of unilorm) 
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有 好 下 算法 : 
{DD 独 半 二 产生 -0,8] 和 和 一 窜 ] 让 到 (CE Gs 
{2) 输出 * = fA 
例 3 《 柯 丁 {Canchy) 分 布 ) 联 为 Cx) = 1501+ x, 则 


Ci = a eu ea A+t | = nn = 

在 上 而 的 算法 路 取 wa = ] ,5 一 一 | ,8 一 1 即 可 . 

上 下面 要 但 如 的 方法 属于 特 不 方法 类 型 ,它们 在 风 度 上 明 数 存 特 骂 缮 叶 有 川 ， 

4.1.4 离散 方法 

令 计 为 -… 离 散 随机 灾 量 ,有 PCY = aa) = 产 =1,2,… 日 之 jpi = 1. 牛 战 这 
样 的 随机 室 基 的 一 个 简单 方法 屁 ， 

【1) 疡 : 咎 玉 - wD,1]; 

襄 | 四 

(2) 若 之 jp < 这 ,pr, 则 输出 点 = a; 

这 种 方法 称 为 离散 方法 . 


4.1.5 混 含 方法 


若 立 米 自 二 个 密度 为 ACx) = Dpj(x) 的 混合 分 布 ,其 中 扩 是 概率 密度 上 


数 ,、 = 4, 则 针 可 出 如 下 方式 户 生 : 


{1) 基于 fps pz 人 (1,2,… ,rr 中 随机 抽取 整数 1; 
(2) 从 中 抽样 ,将 之 定 必 为 输出 展 羡 ， 
这 种 方法 称 为 混合 方法 . 
例 4 计算 两 个 正 态 的 混合 . 
要 产 牛 
x ~ Br) tp), 


由 中 是 标准 正 态 密度 随 数 ,可 用 志 下 算法 : 
(1) 独立 地 产生 NATO, ,0 天 (0,1)， 
(2) 若 可 三 172, 则 今 庆 = 从 > 172, 则 令 六 = +p. 


4.1.6 连续 随机 变量 的 抽样 公式 表 

对 天 连续 随机 窑 量 ,除去 4-1 所 列 前 一 些 简单 情况 外 .根据 上 面 介绍 的 方法 ， 
还 订 世 到 出 若 上 抽样 公式 ,如 表 4-2 所 示 , 下 中 ,r,s 分别 表 未 [0,1] 上 均 汪 分 
证 标准 正 态 分 布 态 有 = 1 的 指数 分 布 的 随机 数 ， 


4 随机 释 量 或 随机 而 昌 的 抽样 ，467 ， 


下 4-2 


,| 慨 率 项 数 P(X = x) 
分布 名 隐 抽样 公 
全 和 儿科 或 带 度 两 数 J(x) 
指数 分 布 Acxpt— 由 《二 = £1) fx) ix = nidt 
区 | E20 i = A : 2hnricos{2n uw) 或 
外 态 分 机 2 exp 《一 2 ma = 2Ingsin(2rus) 
1 _ 二 | TT 二 二 人 > 
说 分布 ， TY ep (- 2 1 (x > 自 7 下 # 
2 m = 2 ant [Ta) = 2 6 
， . |  - 
呈 9 了 
三 站 而 Fe Ax) { » 0 nT 为 其 着 1] ,，= - 2, ae 二 一 机 


Tt ef2o9 
对 数目 态 分 他 | [1 tx 民 十 由 ”25 | 


tag - a) =n = 下 


Tre+B)_ | 本 | 2 ， 2 了 + 了 
WaS NB OT /a So 


r=1 1 +=2m+1 
{D0D< x<1) ‘or; 自生 为 融和 数 


‘rt 


此 a -1 ， 可 
书 布 尔 分 布 Cae | op (7 x = (8 Inet 
(x 2) 
泊 秘 分 布 ep A) < = 吉 丰 是 满 是 | < exp(- 4) 


的 最 小 整数 


一 项 分 布 | 


4.2 ”随机 向 其 的 抽样 


设 随机 呵 夺 绊 = 《54 加) 具有 联合 密度 荡 数 x ,x23,… ,x6) ,着 随机 
向 最 名 的 省 个 分 其 机 互 独立 , 则 可 利用 前 向 给 出 的 各 种 抽样 方法 , 对 分 最 9， 
区, 一, 加 分 别 地 进行 抽样 .但 在 实际 应 用 中 ,有 的 各 个 分 各 区 是 相关 的 ,它们 的 抽 
样 方法 比较 起 来 相对 要 复杂 : 些 . 下 面 简单 说 时 随 机 辣 才 鸭 一 般 质 样 方法 和 正 态 
随机 向 诬 的 抽样 方法 . 
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4.2.1 随机 向 量 的 一 般 斥 样 方 法 


卫 机 订 晤 括 样 中, 管用 的 一 般 抽 样 坟 法 有 菜 件 密 庶 计 .他 选 法 和 卫 数 空 换 守 
守 . 官 们 大 副 是 脐 述 了 机 室 民 抽样 方法 向 多 维 的 扒 广 ,为 季 单 计 , 上 下面 以 “ 维 或 一 
维 陋 机 于 国 为 例 , 计 论 随 机 向 避 的 一 租 抽 样 并 法 .证 和 击 师 维护 户 时 ,疗法 居 类 航 的 . 

1. 条 件 密度 法 

长 随和 本 问 蛙 习 = 19 有 二 的 习 合 千 度 上 茹 为 由 cr: 时 六, 次, 及 分 名 
于 在 这 绿 审 讶 了 叮 数 得 条 件 密度 晒 娄 : 


fx) = [ya) dy (4.12) 
f(y lx) = | (4-13) 
tz lx) = re {4-14) 


x 
Mr) = Ta ay {4-15) 
随机 向 呈 儿 的 抽样 过 程 是 通过 串 随 机 变 训 的 币 样 玉 室 钢 的 . 币 样 过 程 是 ; 先 由 边 
缘分 布 站 xz) 瑚 生 随 机 变 上 六 的 抽样 值 x; 固 定 x ,出 条 作 之 度 六 (7 1 xz) 产生 随机 
变星 刺 的 博 样 厢 世 半 定 xy, 由 条 件 钳 度 Cz 4435) 产生 随机 变 是 页 的 抽样 全 
x; 这样 得 天 的 x,y,20)" 就 中 随 机 | 占 虹 习 的 一 个 抽样 但 ,这 申 候 条 性 密度 法 .在 实际 
应 用 由 ,要 得 全 一 纽 吻 于 产生 随机 向 拓 全 的 抽样 值 的 条 件 常 度 函 数组 式 (4- 14) 电 
比较 转 难 的 . 
酌 5 设 ({ 久 ,了 了) 为 .二 元 对 数 正 态 分布 . 利 用 莱 件 密度 法 (CX,Y) 进行 抽样 . 
解 出 概 闵 论 弄 ,一 抱 对 数 正 态 分 布 的 密度 山 数 为 
1 j Intx ~ 有 -Al : 
A = aor {2 (x BY "ud 2(1-— a ?1 ) 
lIntxw — B81) ~ infy- Bp niy 一 记 )》 一 pe 
和 (多 
(x > By > Ba |lr le), (4- 16) 
革 填 manypayoosr 为 参数 . 
由 此 易 知 天 .了 的 边缘 分 布 为 三 参数 的 对 煞 止 态 分 布 : 


1 ftir BD)- ， 
Nx) ” 1 Vax x- A (- 2 | | ) ) (x ”> EE 
1 ny 一 六 一 
hr) 一 as Tt Cy _ | 7 ( os | | ‘Cy 六 遍 J. 


膨 个 条 件 分 布 分 别 为 
l Ll Inf x 一 六 一 
7 【一 ji op - 2 ( 7 ) }. 
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1 17Ingr Bp 
| 
ly (y -及 Ja wa exp 2 了 
上 中 |= SI” I 2 owl : {44- 17) 
HL= A++ 局 (mt - 总) -ja (4-18) 
Ta 
Faz = p+ ra tt - BI) -pa1), (4-19) 
仿 < - Intx ~ 8) -— a 7 = lnty - Bai -- 2 (4_20) 
TF] 呆 2 

世 虽 足 4 = Cxpl oat+ A++ 癌 ， 【4-211 
y = exployn + po + 应. [4-221 


出 楼 率 论 妃 知 ,(E,7) 为 相关 系数 ,中 rf 的 .元 标准 本 态 分 布 ,由 些 订 得 到 生 城 CY 
7?) 样本 的 步 虞 如 上 上 : 

1 守 给 眉 或 用 实 袖 资料 秆 计 出 式 (4-16) 中 的 上 个 衬 数 ， 

[2) 生成 一 对 随机 数 ,01， 

(3) HIE, se.) 利用 表 4-2 中 ni = A Dn enn mn) 和 于 成 标准 中 访 fnr， 
5 分 布 ， 

上 4 Bn 代 禁 式 (4-20) 中 的 二 ,得 和 到 ， 

(5) 将 x 代 人 人 式 (4-19) ,得 庆 j'; ,市 式 {4-17) 得 到 = ，,， 

(6) 局 is 2190'7 分 别人 代替 式 {4-22) 中 的 gy 种- 得 到 的 六 就 是 在 区 
= 条件 下 了 的 生成 值 .十 二 {x,,y,) 即 为 (X,Y 的 一 对 站 成 值 . 

谨 访 指出 ,以 上 举例 主要 在 十 说 晨 如 何 使 用 繁 件 分 侣 .对 于 对 数 正 态 分 布 的 小 
成 ,利用 上 下面 3, 中 介 妆 韵 方法 ,将 主 为 简 机 . 

2. 舍 选 抽样 

随 术 问 量 的 舍 选 抽样 方法 是 一 维 的 最 简单 的 舍 选 败 梓 六 被 揭 直 接 推 广 , 其 证 
明 的 方式 由 完全 类 似 . 

设 随机 向 其 9 在 平行 多 面体 过 和 雪人 = 1,2 nm) |- 具有 氢 讼 少数 
Fra yn 上 异 


fo= ， sup , AU Xl Wao ,) (4-23) 
取 有 限 值 .产生 随机 数 mi ,可 ,其 
foug < FAB aDur +t qth, — ant an) {4-24) 
成 立 , 删 
= Cb aut eh ou, + tr}. 《4-25) 
售 选 抽样 的 效率 为 
np ! [4-26) 


机 | | (bh, 1 ) 
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随 着 向 旦 维 数 的 增加 ,p 急速 下 降 , 所 以 考 维 分 布 的 介 选 六 法 一 般 尽 低 效 阐 的 ， 
4.2.2 正 态 随机 向 革 的 抽样 
共 随 各 问 诚 四 = {x x2 了 
Fa = oF | MIexpt- F(x a M(x -ol (4-27) 


为 密度 是 数 , 邮 于 为 nn 维 卜 态 随机 向 量 , 上 中 
怪 二 E(x) 二 【Ga 
下 站 的 数学 贿 组 :4 址 天 的 协 方 苦 阵 , 即 


RI OA A 
Hl HD 2n 

M=| ， ， ， | ， 《4-28) 
1 Fir2 四 Hnn 


了 我 [ye = | 为 在 定 协 放 关 阵 的 行 剂 式 . 
首 @ = 0,M 为 nz 阶 单位 算 阵 时 ,随机 向 呈 苹 的 兴 个 分 戌 由 互 独立 地 版 从 十 态 
At0i) 分 布 .这 时 的 天 ,用 闻 表 机 之 ,用 前 述 的 有 关 方 法 可 以 产后 工 的 抽样 值 .在 
: 般 司 让 下 ,天 和 人 存 仁 如 下 变换 关系 ， 
畦 = 岂 了 了 十 在 . 《4-29) 
线性 变换 症 阵 4 和 本 的 关系 是 441 = 时 .下 所 给 出 一 种 洗 摘 . 取 宏 搞 拖 阵 4 为 下 
.丰年 阵 


他 上 0 0 0 
性 3 得 -2 0 

站 二 自 引 本 -要 总 ~" 0 3 {4-30) 
让] 好 nm2 ny 轩 汪 din 


这 样 计算 比较 简单 .这 村 447 = 用 是 有 和 的 Cholesky 分 和 ,元 素 可 按 列 依次 进 


Pi ip 
1 


时 二， nn fy = 1 ,2 《4-31) 
(1 -之 
Ih 六 
站 中 人 auak = 0; > = 几 . 


k=1| £-l 
求 晤 定 阵 4 = Ly] 之 后 , 即 可 出 式 (4-29) 得 出 竺 的 抽样 值 .为 清楚 起 岂 , 叫 把 
式 (4-29) 写成 普通 此 式 . 即 


4 ”随机 变 基 或 随机 向 其 的 抽样 . 471 ， 
区 二 + 2+ 
2 二 好 如 了 1 十 如 了 十 
X13 二 A + + Ws， 


{4-32) 


w= 全 tl Yt， 


Tn = 1 + ny 十 + Qnrn 十 


例 6 模拟 数学 期 望 为 0, 协 方差 阵 为 


Me [和 | 
Hl HR 
的 二 维 止 态 随机 启 量 无. 
根据 式 (4-31) ,线性 变换 矩阵 4 的 元 素 为 ; 
立 || 三 VMs ez = 0, 


Hl Pad 


02| 二 = -1 
1 w Al 


《PP — ia 
本 17 二 (fin 一 ”一 LA 2 2 , 
Hl 


由 式 {4-32) ,得 到 下 的 措 样 公式 : 
谍 | = VAY, 
| = -at ty HUE ~- pb ¥2), 
211 
其 中 对 ,多 为 相 叶 独立 的 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变 最 ,本 咱 前 述 的 任何 方法 , 例 


如 用 nm = ww - 2moaieosft2ruy 来 生成 ， 
例 ? 设 n 元 三 态 随机 向量 于 的 相关 抱 阵 出 下 戈 给 出: 


Re 二 oexpt 一 BIli-j 1) (o> 0.8 > 0) ， (4-33) 
为 简便 计 , 先 设 5 = 1, 此 时 由 式 t4-33) ,可 得 
全 计 二 expl — {fj 1) By CF 一 ] ,二 {4-34) 


再 由 数学 归纳 法 ,可 得 
ar = exp(— (jf -0B) V1- exp(- 28) (Ff = 2,3,,)). (4-35) 
将 上 式 代 大 式 (4-32), 即 有 x1 = YI1， 
za = exp(— Py + vi- exp(~ 2B)y = expl— Pxt + 1- exp(- 28)y,, 
x = expt— Blexpt— BYr+ wl - exp( — 28) y2) + vl — expt — 28) ys 
= exp{— Bx + v1 - exp(— 28) %,. 
- 般 地 ,有 
x = expt— Bw t+ vl-exp-28)y (= 2,3,,.n). 《4-36) 
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对 于 : 般 的 z > 0, 易 得 
{ = HY; 
x = expl— PIX,_1+ gv | — exp(— 28) 7 [1 = 2.3 ,1). 4-37) 
因此 ,只 要 生成 标准 正 态 随 机 数 yy2,… ,3% , 即 可 由 上 式 得 到 x ,x3,…, x. 上: 式 
是 递 推 公式 ,在 计算 机 上 计算 很 方便 . 


4.2.3 给 定 一 维 分 布 和 相关 系数 时 的 随机 向 量 的 抽样 


在 许 允 实际 问题 中 ,要 人 葵 出 随机 向 量 区 的 联合 密 庶 闲 数 是 比较 困难 的 .但 通 
这 实际 观测 资料 ,常常 可 以 给 出 分 基 下 的 密度 晒 数 值 FA ) ,以 及 各 个 分 展 之 间 的 
相关 系数 of = 1…a) 的 估计 和 值 .这 时 ,如 果 生 是正 态 分 布 ,由 式 (4-27) 知 , 它 
的 联合 密度 函数 是 唯 :确定 的 .在 其 他 情况 下 , 常 不 存在 这 种 唯 性, 邵 可 以 从 许 
多 不 同 的 联合 密度 中 抽样 ,使 其 民 右 给 定 的 边 妇 分布 密 度 f(x) 和 协 方差 jx;. 现在 
的 问题 是 如 何 由 这 许多 不 同 的 联合 密度 中 选取 - -种 ,其 栅 应 的 抽样 方法 简便 可 行 ， 
并 利用 它 给 出 随机 向 量 区 的 抽样 序列 . 

由 于 -… 维 分 布 的 确定 仍 基 根据 实际 资料 所 作 的 统计 推断 ,所 以 在 确定 一 维 分 
布 时 就 应 该 考虑 随 册 向 量 抽样 简 使 易 行 的 要 求 .下 面 给 山 5 维 对 数 正 态 随机 向 其 
的 抽样 方法 . 

没 随 机 向 量 政和 分 量 充 服从 对 数 正 坊 分 布 : 


flxi) = 7 i | 一 1 (ms ) (Ni > i) 


{4-38) 
其 中 参数 a ,Bo; 以 及 随机 变量 瑟 , 瑟 间 的 相关 系数 py(ti,7 = 1,2,…,n) 都 是 已 类 
的 .由 上 式 易 得 
In{ XX, - a} + b. 


Y = 
为 标准 正 态 分 布 , 即 了 的 密度 函数 为 
1 2 
总 fy = -el 一 艺 } ， 


由 于 服从 正 态 NC0,1) 分 布 , 所 以 贡 ,世间 的 据 方 差 4; 等 于 其 相关 系数 5, 基 
as = EC(RY) = ry (j= 1,2,..,n). {4-40) 


(4-39) 


i 


由 式 (4-39), 有 
X= + exploT — bi). (4-41) 
经 积分 计算 ,可 得 
2 
F(X) = a;+ exp( 一 加 ， 
var( XY) = expfa - 2b.){ exptoi) — 1), 
2 


2 
ECEE) = a + wexp( 到 一 5 十 aexp[ 子 一 5) + 
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2 2 
exp( 全 + ri — b; — 8) . 
根据 以 上 式 了 ,可 得 到 了,Y 问 的 相关 系数 与 总, 间 的 相关 系数 间 的 关系 为 


_ expl opr) — 1 
fy ((exp(ol) - (erpfe -DJ 


或 
ony ee Nr ) (4-42) 
y oo or 一 Te 一 1 十 ]， 


狂 钙 ,经 推 好 ,还 可 得 到 蕊 的 帆 态 系数 

expf3e3)y — 3exp(l oi) + 2 
Cs = (exp{l gos} -la (4-43) 
以 下 诸 式 ,适合 于 采用 极 太 和 似 然 估 计 法 先 和 估计 a ,5,0 ,然后 再 计算 ECT)， 
zx ,Cxx 的 情况 . 如 果 要 采用 先 用 矩 估计 法 求 出 (so ,Cxe( Cm = “成 全 
趣 扎 的 变异 系数 ) ,Csx 的 估计 值 ,然后 骨 推 算 a ,6b;,5, 的 方法 , 则 可 采用 如 下 步 
又 : 
先 将 Csx 估计 和 值 代 入 下 不， 


1 1 
1 ri il 
he 二 | + Co + + | 一 - Cax, + Vv | 1 { 才 -44) 


2 2 
求 得 加 后 ,本 由 
i 
a = gC - | ， 0g, = nfl + 刘 )， (4-45) 

算得 a.,0,, 最 后 由 算得 4: 

5 = ti , + Wn (4-46) 

2 EY) a) 
很 定 = 了 , 久 , 一 ,)T 为 n 元 标准 在 正 态 随 机 启用 .由 般 是 其 联合 密谋 为 

SUV Y2 yn) = (2x) -2 | RR [$exp{ - 十 YrR-IY|， 

其 中 员 = Er 为 了 的 相关 矩阵 , 则 由 式 (4-42) 求 出 所 之 后 ,Ci 交加 人 恒 被 
定 全 给 定 . 利用 前 述 正 态 随 机 向 量 的 抽样 方法 , 即 可 得 Y 的 抽样 值 关 ,= 1,2,…， 
n. 再 出 式 人 4-41) , 即 得 出 区 的 抽样 值 xw ,i = 1,2,……,n. 这 村 当 于 概 定 天 = 【7 六， 
2 为 二 维 对 数 正 态 随 机 向 量 . 

对 于 一 个 特定 的 分 布 , 道 常会 有 很 多 抽样 方法 . -: 个 选取 非 均匀 随机 数 发 生 
器 的 -- 般 性 建议 性.{1) 使 用 简单 而 且 快 速 的 生成 方法 ;(2) 选用 能 满足 旧 求 的 串 
用 的 程序 ;(3) 如 果 结 柴 看 起 米 有 疑问 的 话 , 则 可 检查 非 均 分 随 机 数 爱 生 器 中 所 川 
的 均匀 随机 数 发 和 牛 凡 . 
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5 蒙特 卡 罗 法 在 抽样 和 分 析 中 的 应 用 


5.1 用 合 选 抽样 方法 估计 积分 


令 上 是 p 维 随机 向量 五 的 概率 密度 闲 数 . 设 对 于 基 * > 0, 有 < <, 则 
0 = | 8 Of ed 
= ECgt INA) = El(gtE)) 
(下 Fx), ~ RD0,11). 
# 的 两 个 强 特 卡 罗 估 计 和 如 下 . 
算法 1 
(1) 抽取 UVa Ui R011?. 


my Yn 
(2) 用 全 = We Uf) = Bg( Uw 合计， 
+-1 i=] 
其 路 0]， 二 A tA ND. 
算法 2 
(1) 利用 舍 选 抽样 鼎 法 抽取 LE CE 了 ,使 得 对 于 每 个 1, 有 
2. 独立 地 产生 了 ~ 0o,1]* 和 UW 一 2 0,1); 
5. 攻 了 了 = ti 划 仿古 = 了 ,否则 , 转 加 a. 步 ). 


‘2} 用 
命 _ 1 La Sa A .Sat 
> wen 
估计 ,其 中 是 示 性 明 数 ，; a: = 1 注意 
[a 
Elw, lH) ~ pa 二 EH caf 0) = = Wm 站 下 = Wl 


由 拉 筑 - 布 列 上 页 威 尔 (RaoBlackwell) 不 等 式 知 ,var( CX 1 了) 过 var( 天)， 则 有 
var( ui ) < var(w2,). 因 此，- 般 来 说 ,推荐 算法 1. 


5.2 随机 抽样 


1. 有 放 回 随机 抽样 

从 一 个 及 个 东西 的 盒 了 中 有 放 回 地 随 极 抽样 ( 抽 n 次 } 常用 于 生 勒 
(bootstrap) 重 抽 样 方 法 , 它 假 定 每 次 都 是 独立 地 和 等 可 能 地 , 半 以 LN 的 概率 ,从 
NN 个 东西 中 抽取 一 个 样本 ,记得 到 的 样本 为 01,0,,…, DO; ,这 种 抽样 方法 的 简单 算 
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法 为 : 
对 于 让 = 1,2,…,n， 
| 产生 忆 -20 ,Hi 
各 六 = [NU] + 1, 则 选 Di. 
2. 不 帮 加 随机 抽样 
从 -个 有 个 东 凸 的 盒子 中 不 放 回 地 随机 抽样 ( 抽 = 次 ) 常用 于 抽样 调查 . 它 


仆 定 性“ 特定 输出 ( 亦 苑 机 出 的 n 个 东西 0 都 不 相 问 ) 的 直率 为 1/( “>] .这 种 抽 
样 的 -个 序 员 方 法 是 不 断 地 不 放 回 抽样 ,直到 得 到 "个 个 同 的 台 娄 为止: 
对 = 于 ,2 及 
1 中 产生 本 0.1]， 
他 了 = [NG|+1, 
到 到 jE {Ow O01 
他 选 O 


5.3 置换 方法 


兽 换 个 物品 等 价 | 将 这 些 物 蝇 随 机 进行 组 台 ,使 得 出 现 每 种 组 合 鱼 果 是 等 

可 能 的 , 即 出 现 的 概率 为 17a1 .摩西 (Moses) 和 奥 克 福 德 (Oakford)(1963) 的 置换 方 
法 是 很 容易 操作 的 ,其 置 模 算 法 如下: 

7 三 

当局 > 1) 时 ,运行 如 下 步 又 : 

产生 ~ [0,1]， 

令 记 = Ei]+1; 

将 中 与 0; 交 措 ， 

了 < 了 一 上 
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除 一 维和 多 维 随 机 变量 之 外 ,经 带 还 会 遇 到 随机 过 程 Tb 在 离散 时 刻 i < 
t2 < … 上 取 什 的 随机 序列 汪 (t0) ,XE),… 显然 ,一 个 给 定 的 随机 过 程 ,经 截断 和 
数字 离散 化 处 理 后 ,可 得 一 组 随 由 变量 下 二) 后) 安 可 以 看 做 是 - 
个 六 维 随机 问 量 ,因而 串 以 利用 随机 向 量 的 抽样 方法 ,给 出 {C87 革 (12) 
tty)) "的 模拟 值 .但 是 在 许多 实际 问题 中 ,由 于 N 取 值 很 大, 利用 这 种 方法 模拟 
随机 过 程 困难 很 大 . 男 外 ,在 研究 随机 过 程 的 许多 场合 中 ,并 椒 要 求 涉 及 联合 分 布 
的 间 串 .这 时 就 有 可 能 给 出 问题 的 比较 简单 的 和 解 管 . 

下 而 介绍 - - 些 随 机 过 程 统 计 模 拟 的 方法 . 
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6.1 马尔 可 夫 链 的 模拟 


马尔 冲 赤 CA, 起, Markor) 链 简 称 为 苇 开 链 . 以 下 贫 设 与 氏 链 都 足 齐 次 的 ,其 转 
移 慨 这 不 随时 间 而 变 . 
1 时间 离散 的 马 氏 链 
设 和 为 号 氏 链 ,其 状态 空间 为 五 = (0,1,2,…) ,一 步 转 穆 概 窜 年 阵 为 
P= [or (人 02 (6-1) 
HH 此 初始 分 布 为 
QQ = 0 91 42， 小. {6-2) 
恨 据 直接 抽样 的 原理 ,可 以 按 下 面 的 方式 ,规定 随机 从 斌 序列 如 ,和 ,的 
取 值 . 
(1) 取 随 机 数 m, 找 一 数 各 ,使 


-1 
Zp = Hn 二 Zp 


1 
下 这 此 0 三 a; 于 规 汪 让,p， = D0. 
一心 
看 一 ! 


所 
{2) 肪 随机 数 tt] 。 找 一 数 |， 使 二 ,pw 芯 和 | 三 pes. 


秆 六 = 1， 并 规定 之 pw = 0. 
(3) 设计 = 上 上 经 确定 ， 再 取 随 机 数 w+ , 找 一 数 总, 使 


Sp, < tl 到 5 
TD ;+ 


定 必 六 = 二 各 +1， 并 规定 py = 几 ， 


易 基 ， 这 样 生成 的 | 下 就 是 具 有 给 定性 质 式 (6-1) 与 式 (6-2) 的 马 氏 链 ， 

2, 时间 参数 连续 的 马 氏 和 链 

有 -类 重要 的 马 氏 过 程 的 运动 法 则 由 画 种 随机 因素 关 定 ,一 是 状态 间 的 跳跃， 
人 y 氏 链 - 样 , 马 氏 过 程 能 由 一 个 随机 跳跃 宅 阵 产 = [py](i,j = 0,1， 

…) 来 描述 ,不 过 这 时 总 有 所 = 0; 二 是 停留 时 间 的 分 布 为 指数 分 布 , 即 

PiTat)= -exrpf- At {t= 0). {6-3) 

上 式 的 含义 是; 在 某 时 刻 位 丁 状 态 i 的 条 件 下 ,停留 在 i 的 时 间 不 超过 1 的 亲 忻 概 
率 , 其 中 四 Di = 0,1,… 和 皆 为 已 知 常数 , 初 嫩 分 布 同 式 (6-2). 

对 上 述 过 程 的 模拟 程序 如 下 . 

(1) 如 上 述 1 的 (0), 定名 各 = 二 5 用 生成 参数 为 4m 的 指数 分 布 的 随机 数 |. 

{2) 如 上 述 1. 的 (2 ,定义 = &1; 再 生成 参数 为 4 的 指数 分 布 的 随机 数 于 
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(3) 如 上 述 1. 的 (3) ,定义 再,， = 名 ,15 再 生成 参数 为 A， 的 指数 分 布 随机 数 
1 


了 十 证 
1 t+l1 
(4) 令 而 =0. 对 于 + 上 E [> 了， 六) 开 ], 定 尽 和 = 向: 
[en | [| 
这 样 自 成 的 {| 苇 ,t+ 圭 0! 就 导 满 足 给 定 条 件 的 连 刍 电 间 八 数 的 蕊 氏 链 . 


述 模 报 程序 的 十 观 售 名 必 : 质 点 白嫩 出 发 ,停留 成 时 间 TD, 转移 到 而 ,区 
仓 留 一 段 时 间 二 ,再 转移 到 总 … 


6.2 ” 别 平 税 过 程 的 模拟 
旧 求 模 氢 一 个 皮 有 已 给 相 关 冰 束 如 (全 和 有 R) 的 蚤 平权 过 程 | 区 ,iE RR | ,1 
CX) = .在 计算 机 上 只 能 生成 过 程 在 有 限 多 个 等 距离 的 总 二 二 王 的 值 ， 
其 中 中 +1 一 i, 三 下 是 常数 ， 
假定 过 程 为 滑动 平均 模型 , 即 
Ai) = Deets) (6-4) 


其 路 |e,i 为 满 趾 条件 
Ble) = 0, varte) = BCO), Eleg) = 0 人 天 月 (6-5) 
的 任意 随机 变量 ;ic,1 为 未 知 参 数 .因为 


ECR) XCE)) 二 EC Dope sd) Soe)) 
BO) > CDRl+i+ 
而 BG) = ECX(Cs + XCs)) 已 知 , 放 可 从 5 个 方程 
号 ! 在 一 ti) 二 F(X XE)) 二 BO el er 十 TREE 十 ”十 Te 
(k= 1,2,",n) (6-6) 

中 解 出 ee- 可 以 证 明 , 式 (6-4) 所 表示 的 | 区 (Ci 十 轮 平 各 的， 

在 抽样 产生 |eit 的 过 程 中 ,|e,! 的 分 布 可 取 为 满足 式 46-5) 的 任意 分 布 .例如 ， 
可 取 为 相互 独立 的 (- ,hh) 上 的 均匀 分 布 ,此 时 ,Re = 0,Elege) = 0 3 
var(e,】 = 可/3 = Bt0) ,因此 ,只 需 取 衣 = 3 中 (0 . 当然 ,也 可 以 取 为 相互 独立 的 


N(0,Y 8(0)) 的 正 态 分 布 ， 
6.3 -于 稳 正 访 马 氏 过 程 的 模 拱 
设 空 傅 平 稿 正 态 过 程 | 让), = 0| 的 相关 辐 数 为 


Bi)y = corexpt- B11) (os > 0.7 >» 0). 56-7) 
称 X(t) 基 正 态 过 程 ,是 指 对 于 任意 4 个 旬 < 攻 用 大 (证 
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的 联合 分 布 是 5 维和 下 态 分 布 的 ,不 失 一 般 性 地 设 ECX01)) = 0. 于 是 ,这 个 nn 维 汗 
态 分 布 由 协 方 差 牌 阵 W = [vw] 唯一 决定 ,其 中 辐 = E(X{I)X(5)). 
由 式 (6-7) 知 ， 


th = BC — t) = oiexp(— Bl |}. (6-8) 
由 随机 对 各 理论 相知, BCt) 所 对 应 的 谱 密 度 为 
Ke) = 二 | ”exp(- iuc) BOdt = 9 ig (6-9) 


可 以 证 明 , 这 个 过 程 不 仅 是 平稳 的 ,而 有 日 是 蕊 氏 过 程 . 
模拟 (0 ,1 过 0 时 ,实际 上 只 能 模拟 有 限 个 随机 上 归 渤 大 = Xti- A ,i=1， 
2,…,a ,其 中 步 长 At: > 0 是 一 常数 . 内 于 过 程 的 正 态 性 , 故 可 利用 式 {4-6) 进行 搬 
样 , 并 由 第 4 章 的 例 ?了 直接 得 到 (将 那里 的 8 1 换 为 有 ,af: 
{» 一 OYl1: 
N= oxpt— PAOX Lt owl- exp- 2AY (ll< i n), 
其 中 | ,i = 1,2,…,nl 是 相互 独立 的 服从 C0,1) 分 布 的 随机 变量 . 


6.4 ”一 防 马 氏 过 程 的 模拟 


设 py) 为 随 册 变 基 三 的 上 阶 序列 相关 系数 .如 果 pxt 8) 可 以 近似 地 表示 为 
(px(1))*, 则 随机 变量 外 的 时 间 序 列 可 以 用 一 - 阶 平 稳 上 与 开 过 程 来 近似 . 当 一 阶 皮 一 
阶 以 上 的 序列 相关 对 所 醋 究 的 问题 没有 太 大 意义 (或 影响 很 小 ) 时 ,也 可 采用 这 - 
模型 . 


(6- 10) 


设 - 阶 (平稳 ) 马 氏 过 程 为 
i++1 二 Ex 十 Ox NE ~ px + Eiyiy (5-11) 
其 中 多 居 过 程 存 时 刻录 的 秆 ;yex 是 了 的 均值; wxt1} 是 工 的 一 阶 序列 相关 系数 ie 
旦 满足 Ele) = Does) = 有 ,并 与 竺 _1 记 关 的 随机 变量 .此 模型 表明 ,XxX 在 某 --- 时 
刻 的 取 值 ,只 与 其 前 一 时 刻 天 的 取 值 有 关 . 设 za3 为 了 的 方差 ,由 式 (6-11) ,得 


Ta pr = PCD RN 一 Pr + eisl. (6-12) 
对 上 式 师 端 平 瞩 后 取 期 户 , 因 ,0 与 天 无 闫 ,- 邦 是 得 go 1592 的 关系 如 上 : 
ot = gr(l - o%(1)). (6-13) 


设计 服从 正 态 Ngy,o) 分 布 , 则 由 式 (6-10 知 ,e 的 分 布 为 Ni0,o2). 因 此 ,可 
二 由 入 NC(0,o2) 分 布 中 抽样 86,1, 然后 将 si 代入 式 (6-11) ,计算 得 到 大 ,| 的 值 , 设 以 
y 表示 标准 化 正 态 随机 变量 , 则 zyw 1 - pr(1) 是 分 布 为 YI0,c2 的 随机 蛮 生 .于 
是 ,要 抽样 产 牛 服从 wxryc 二 ) 分 布 、- 阶 序列 相关 系数 为 ax(D 用 符 合 一 阶 马 氏 
模型 的 过 程 蕊 ,可 用 如 上 抽样 公式 : 

Nit = px + PT 和 pir) + Vino 1 — pA(1). (6-14) 

用 上 式 淖 成 于 ,1 ,需要 居 计 yx ,pars prt1). 计 的 初始 全 各 可 从 NEpx,o%) 中 拖 
得 .如 要 背 除 初 值 的 影响 ,可 将 这 样 得 到 的 序列 的 前 几 需 去 掉 , 例 如 将 开始 的 0 ~ 
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100 项 去 掉 . 
若 卜 态 分 布 拟 谷 不 好 , 则 可 以 假设 其 服从 其 他 分 布 ,如 条 设 庆 服 闪 对 数 正 态 分 
布 等 ,然后 再 进行 计算 . 


6.5 ”上 县 有 周期 性 的 一 阶 蕊 氏 过 程 的 模拟 


上 上 述 的 : 阶 蕊 氏 模 型 式 46-11) 又 称 为 一 阶 自 回 败 模 型 .这 一 过 程 就 其 有 三 队 
址 来 说 部 基 平 稳 的 , 即 均值 .方差 、 仿 态 系 数 以 及 序列 相关 系数 均 与 时 间 无 关 . 然 市 
有 许多 过 程 具有 明显 的 周期 往 { 为 具体 起 见 , 以 下 网 假定 同期 为 一 年 ), 上 述 模 型 不 
能 反映 这 一 重要 特性 .为 此 可 将 上 述 模型 概 型 化 ,以 研究 过 程 的 周期 性 .周期 性 灾 
化 不 仅 影 响 到 平均 值 ,而 月影 响 到 所 有 各 阶 矩 及 -和 阶 序列 相关 系数 ， 

下 面 对 一 阶 平 稳 马 氏 过 程 梳 型 化 , 记 变量 的 第 - -个 下 标 i 表示 年 份 ,i = 1,2， 
…:0, 表 未 有 年 赛 料 .第 二 个 下 标 / 了 表示 年 内 的 季节 ,， = 1,2，… 亚 :表示 考 感 地 
个 季节 ,例如 , 当 应 年 为 单位 时 , 杰 = 12. 以 py 表示 三 在 第 7 事 节 的 数学 期 望 ,可 以 
用 第 / 季节 的 多 年 平均 值 危 作为 估计 值 , 即 


五 = 1 5)s, (6-15) 
其 中 zx, 表示 第 i 年 第 j 季节 的 观测 值 .类 似 地 ,第 j 季节 方 兰 o 和 可 用 5% 来 估计 
5% = -十 : > _ (6-16) 
第 ;季节 的 偏 态 系数 vw 可 用 Cw 信 计 , 即 
2 一 ER 


Co 一 和 (6- 17) 


第 /季节 的 工 与 其 后 季节 的 天 ,1 之 间 的 序列 相关 系数 px (1) 可 用 rp(1) 来 司 计 , 即 


tn 一 ripey+ 

rutl) 二 en USrwsy il 
在 上 式 中 , 当 闻 = me 时 ,tt = Xk ml 二 SF mr 二 抱 8b 
这 样 经 过 概 型 化 后 ,具有 周期 性 的 正和 态 分 布 一 阶 马 兵 模 型 为 


好 jy 一 一 一 一 一 
Nit = KY,j#1 + 人 ront1) (xy 一 A + 后 v1 一 p 和 (1) ， {6-19) 


其 中 einl 是 服从 N(0,1) 的 随机 变量 .上 式 在 具体 应 用 时 ,其 总 体 参 数 总 是 由 相应 
的 样本 佑 计量 来 代替 , 且 当 = m 时 ,% mt = tt 

实际 应 用 中 , 正 态 分布 有 其 局 限 性 ,因此 ,在 必要 时 可 采用 对 数 正 态 分 布 . 

除 以 I 讨论 的 几 种 模型 外 ,有 时 还 会 用 到 高 阶 自 向 归 模 型 ,多 重 马 尔 可 去 模型 
等 .在 结构 的 贿 机 震动 分 析 中 ,对 平稳 随机 过 程 的 模拟 , 常 使 用 随机 过 程 的 谱 来 表 
示 生 成 过 程 ， 


6- 18) 


" 480 ， 第 10 箱 蒙特 共 轴 法 


7 降低 方差 技术 
苦 问 题 的 误差 为: ,置信 水 平 为 1 - ae, 则 由 索 特 - 攻 轴 法 的 误 盖 公式 ,有 
< 
YN 
上 其 中 ce, 由 团 依 水 平 叭 -确定 ;为 均 方 息 . 由 上 式 推 得 
N= ( g gi. (7 了 -1 


上 上 式 表 明 ,在 误差 和 置信 水 平 给 定 的 情况 上 ,蒙特 上 罗 法 的 抽样 数 完全 取决 十 
方差 中 的 大 小 ,a 值 越 小 , 则 相应 的 抽样 数 越 少 . 因此 , 妖 低 方差 是 提 商 蒙特 卡 罗 
法 效率 的 最 重要 途径 之 一 .降低 方差 的 方法 有 多 种 ,下面 介绍 主要 的 常用 的 方法 ， 


7.1 条 件 法 


令 工 , 了 为 随机 变量 或 随机 向 量 , 册 概率 论 知 识 , 有 
ECE{X 1 他》 二 ECX), 
warf X) = var( 下 和 | I) + ElvartT | YF)) w= var( ECX | DY). 
没 太 让 = ELgCX) TD, 财 要 佑 计 
0 = El(g(X)) = EC(E(g(X) FE FD)) = FLACYD), 
可 用 条 件 估 计量 


分 = a 


来 估计 . 此 方法 就 称 为 条件 法 (eonaitioc ) 其 方差 小 于 {因而 优 于 ) 如 下 朴素 估计 
的 方差 : 


页 一 et) 
这 里 ,Xi, 名 ,…, Xn 是 独立 同 分 布 的 ,与 关 同 分 布 ; ,了 2，,…,Yy 也 是 独立 同 分 布 
的 , 导 y 间 分 布 
例 1 设 X= ZA7, 其 中 2 AT0, 和 ,7 > 人 0 与 ZZ 独立 .例如 ,着 ~ 和 wo 
则 XX ~ .考虑 
0 = P(X > e) = E(x >»), 


Dra 
其 小 是 示 性 耳 数 ;= 之 6 的 林 素 舍 计 为 = = 一 一 一 ,XH 为 头 的 
第 i 个 “版 本 ". 对 3 条 件 信 计量 ,在 给 定 了 = (了 ,YY,… ,7)”= 了 下 ,有 
马 = 0) 


t=1 
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因此 , 记 G 为 标准 正 态 分 布 丽 数 ,有 
A(F)} = EL Tx se | ¥1 


Are ” A | 了 | 


|| 

_ 

| 

局 
-一 一 

a 
地 | 
Tm 

1 

ph 

1 

避 

一 | 
[ 
| 一 | 

A 


因而 条 件 估 计 为 


其 中 YD 是 了 的 第 i 个 独立 的 “版 本 " .该 估计 其 容易 计算 ,而且 不 需要 对 克拉 样 

于 述 结果 前 一 个 很 重要 启发 是 ,为 了 降低 蒙特 卡 罗 法 的 方差 ,要 找 一 个 随机 变 
量 成 随机 向 黄 了 ,使 得 了 等 易 产生 , 入 ht Y) 容易 计算 ,然后 在 估计 9 时 ,用 条 件 估 
计 售 代替 朴素 估计 


7.2 重要 度 抽样 法 


假设 有 参数 的 情 计 
0 = Eg(x)) = |g(x)f(x)dx, 
其 中 Fx) 是 的 概率 凯 度 因数 ;5 表示 存 关 汗 # 下 求 期 据 , 则 对 十 另 一 个 概 军 分 布 
函数 g(x) ,有 
EatE Shien ,f glx) fx) 
§ = | gC)FCx)ds = | qx) qtx)dx = | zf ) 
重要 度 抽样 法 就 是 :从 9fx) 而 非 f(x) 中 抽样 , 目 用 下 式 俩 计 8: 
A 1 = gt KIN) 
9, 三 六 之 又 ot xX) ? 
其 中 辣 ， 吾 ,和 是 来 自 g(x) 的 独立 同 分 布 的 样 木 . 显然 , 饼 的 方差 为 
var( gC fCX)AgCX))AN ,如 果 选 取 4 使 得 g(X)AX)Aq(X) 近似 为 常数 的 话 , 这 
一 方 善 可 以 很 小 .内 此 ,在 重要 度 抽样 中 ,要 寻找 这 样 的 eg ,使 得 9 = og/ 对 十 某 沉 
煞 成 立 , 且 9 容易 抽样 . 
例 2 《〈 柯 西 分 布 ) ”这 是 一 个 人 为 构造 的 例子 ,上 其 精 懈 解 ; 


9 = P(X ~ 2) = | na 一 一 ds 


TT 1+ 


， 1 
为 使 如 人 全】 CE 厂 ] 2 , 取 
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(x) = Nisal 评 ， 
其 中 2 是 正则 常数 ,使 得 9 为 概率 密度 因数 . 因为 9 的 概率 分 布 消 数 为 0(x) = 1- 
2xx ,来 自 gq 的 随机 数 六 可 取 汐 厂 = QUD) = 2001- 5) 或 简单 取 汐 X= 27U0 ,其 
中 ~ 0,1). 表 接 可 以 看 出 
和 玉生 二 fs >2| 元 ] 本 本 Ty»2l 1,1]， 
它 非常 接近 为 常数 .事实 上 ， 


var[ 合 ] = 


其 中 入 是 丁 素 估计 ， 


= var[ @%]， 


9.6x10 0.1258 
N 地 


7.3 ”控制 变量 法 


控制 变量 法 的 基本 轧 想 是 对 部 分 模拟 计算 采用 解析 法 战 数 值 法 来 计算 . 

假设 在 htx) ,使 得 = (Rh(CX)) 已 知 ,或 采用 分 析 方法 或 数值 方法 求 出 .由 
于 

日 = Elg(X)) = Eg(X) — hEAX)) + 
规 可 用 下 式 估 计 8: 
= Cg) RX + pe 

其 中 ,Xs,…, Xw 是 来 自 f 的 独立 辐 分 布 的 样本 , 若 g - hc,e 是 菜 常数 , 则 估计 
量 命 的 方差 可 以 很 小 , h(x) 称 为 控制 变量 . 

例 3 设 万 ,名 立 园 分 布 ,来 自 记 号 Xx) 是 下 1， 二 2 的 样本 中 位 
数 ,要 求 舍 计 = Ex(g(tX)) ,其 中 针 = 【人 0 有， 本 .0 的 精确 结果 可 以 是 非常 


复杂 的 .选取 h( 和 ) = 天 为 样本 均值 ,其 期 望 是 w. 通 党 ,2 比 样本 中 位 数 的 均值 更 
容易 精确 计算 ,那么 ， 


命 = ial) 一 XL ) ta. 
其 中 (王宫 ,ta) 是 (下 ,下 ) 的 第 :个 独立 的 版 本 .通常 有 
warf g(X.) — XN) ee var( g( XE)), 
特别 是 当 f 是 一 个 单 峰 的 密度 函数 时 .因此 ,在 这 个 例子 中 命 常 常 是 比 杆 素 估计 
更 好 的 估计 量 . 
上 面 所 提出 的 三 种 估计 都 有 客 元 的 情形 和 其 他 的 推广 .例如 ,在 自 适 应 控制 变 


量 方法 中 ,上 可 用 某 些 基 函 数 的 适当 线性 组 合 来 估计 (作为 了 的 有 逼近 ). 详 细 内 容 和 
方法 这 星 从 上 略 . 
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7.4 降低 方差 的 其 他 技术 


除 上 述 降 低 方 差 的 技术 外 ,降低 方差 的 技术 还 有 对 俏 变 数 技术 .系统 抽样 扩 
术 、 分 层 抽样 技术 和 分 裂 与 轮 盘 赌 技术 等 . 

1, 对 惕 变数 抽样 技术 

设 随 机 变 基 或 向 最 半 服 从 分 布 太 4) ,随机 变量 庆 加 样 服 从 分 布下 x ) ,所 不 网 
的 只 是 由 后 者 所 确定 的 随机 变量 gt 大 ) 同 前 者 所 确定 的 随机 变量 8 ) 是 贷 相 关 
‘对 俩 相关 ) 的 .显然 ， 


BAY = (aX) + S(T) (7-2) 


的 数学 期 望 同样 为 C = | g(x)/(x)dx, 它 的 方差 为 

2 var( g(X)), 
其 由 为 随机 变 基 gfT) 和 g(XX) 的 相关 系数 . 当 相 关系 数 n =-1 时 ,作为 对 惕 变 
数 届 样 技术 所 确定 的 随机 变量 gy, 基 方差 将 为 零 . 

以 上 结果 提供 了 降低 蒙特 卡 罗 法 的 方差 的 男 一 个 重 贤 途径 : 除 原 确定 的 随机 
变量 外 ,可 寺 找 另 一 个 具有 相同 数学 期 望 的 随机 变量 (也 可 以 是 多 个 ), 使 得 它们 之 
间 号 基 是 鱼 相关 的 ,然后 用 这 两 个 (或 多 个 } 随机 变量 的 线 人 性 组 合 ( 当 这 些 随机 变 
量具 有 相间 方差 时 ,组 合 方法 和 式 {7-2) 类 似 , 这 是 具有 等 加 权 的 组 合 方法 . 六 这 
些 随 机 变量 的 方差 不 加 时 ,最 好 的 组 合 方法 是 采用 不 等 加 权 的 组 合 方法 ,如 权 应 该 
间 其 相应 的 方差 成 反比 ) 作为 蒙特 卡 罗 法 最 终 所 确定 的 随机 变量 .例如 , 令 Z = 
gt) ,其 中 g 屋 一 单调 函数 ,U 是 (0,1) 上 均匀 随机 变 居 , 则 易 证 Zz 的 一 个 对 偶 变 
量 为 gf1 - 中. 这 一 结果 非常 有 用 一 一 对 于 任意 具有 分 布 晒 数 FF 的 连 绪 随 机 实 巧 
Zz,Z 与 F-'(U) 具有 相同 的 分 布 ,由 于 逆 分 布尔 数 F-! 是 单 阐 的 ,因此 ,天 玉 L 的 
一 个 对 惕 变量 为 fF- (1 - )， 

2, 系统 抽样 技术 

系统 抽样 技术 的 一 般 方 法 是 ,对 问题 中 所 出 现 的 某 些 随机 变 朋 不 进行 随机 抽 
样 ,而 是 按 相 应 分 布 所 确定 的 比例 进行 抽样 . 

3. 分 层 抽 样 技 术 

分 层 抽 样 技术 是 系统 抽样 技术 的 进一步 改进 , 它 对 间 题 中 所 出 现 的 菜 些 随机 
恋 量 下 进行 瑚 机 抽样 ,而 是 进行 分 层 , 尽 量 使 原 问题 所 确定 的 随机 变量 (其 数学 期 
望 是 要 计算 的 量 ) 在 各 层 中 相对 平稳 ,各 层 间 的 抽样 数 按 相应 分 布 所 确定 的 比例 
进行 ， 

4. 分 型 与 轮 盘 赌 抽样 技术 

全 面 考 虚 蒙 特 卡 罗 法 的 效率 时 ,可 使 用 隆 低 方 差 的 分 变 与 轮 盘 峙 抽样 技术 . 

考虑 积分 问题 


人 = )j gC) x, Ydsdy, 
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其 中 gz ,7) 为 这 续 鸭 数 ;Fx Y) 为 于 和 了 的 密度 函数 .将 x( 或 了) 的 积分 区 域 分 
为 酚 部 分 :重要 区 域 § 和 非 恒 要 区 域 , 于 和 必 
Mx) 
Esp 三 NU EC ys 和 人) 十 Bb Ix Ee Ru Plx)) 

的 数学 期 望 同样 为 5, 其 中 N(x) 为 取 束 丽 数 ;7 的 密 上 和 明 数 为 放 x);y'0 表示 由 
FLY | x) 中 抽样 确定 的 第 个 样本 值 ; 了 服从 分 布 PY 1 x);! 是 坟 性 明 数 ;Prx) 上 直 
示 概 率 ， 

计算 gm 的 费用 最 小 的 情况 是 ,分 裂 个 数 


CC fvaAglr, ry) i Ay | x 
N(x) -vets var( gtx, 7)) ] ， 


轮 盘 周 效 胜 概率 
po -fee 
1 varyt gx, ¥)) 
其 中 = Oo + | Cs) NC sds + | ew POA) ds; 


Co 是 出 分 布 放 x) 中 抽样 产 持 的 费用 ; Ci xs 是 对 于 确定 和 的 x, 让 分 布 太 y1%*) 中 
抽样 产生 y 和 计算 g(x,y) 的 费用 . 

分 裂 和 轮 盘 赌 抽样 技术 的 -- 般 做 法 是 ,对 于 抽样 确定 的 x, 当 它 属 上 重要 区 域 
S 时 , 则 对 相应 的 y 进行 多 抽样 ; 当 它 属于 非 重 要 区 域 R 时 ,只 有 在 轩 盘 赔 获 胜 时 
才 对 相应 的 y 进行 抽样 . 


8 ”蒙特 卡 罗 法 的 部 分 应 用 
蒙特 卡 罗 法 的 应 用 上 | 分 广泛 ,这 里 只 对 其 中 几 个 问题 作 简 单 介绍 . 
8.1 -在 回 时 分 析 方 面 的 应 用 


1. 回 归 方 程 的 模拟 检验 

在 雪 元 回归 分 析 计 算 中 ,对 所 得 到 的 回归 方程 要 进行 预报 效果 可 靠 性 和 稳定 
性 的 统计 检验 ,检验 的 -- 般 做 法 是 把 所 有 的 观测 数据 分 为 两 部 分 ，: 部 分 (多 数 观 
测 资 料 ) 用 于 建立 加 妇 方 程 ，- 部 分 (少量 观测 资料 ) 用 于 检验 加 归 方 程 .但 当 观 淹 
数据 的 样本 量 不 多 时 ,应 用 这 种 检验 方法 是 有 困难 的 . 为 了 克服 这 种 困难 ,可 以 利 
呆 模 拟 方 法 来 检验 同上 归 上 方程 预报 的 有 效 性 ， 

设 有 组 资料 

《和 (8-1) 

其 中 y 为 也 报 量 或 因 灾 试 ;x 为 与 y 有 有 关 的 一 些 自 变量 ,上 成 称 预 报 因子 . 假 没 yy 旺 
诸 x ;满足 线 福 回归 片 竹 ; 
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= 向 + pz + 6 《8 -2 1) 


其 中 s; 相互 独立 ,服从 正 态 A(0,a2) 分 布 .利用 逐步 同 归 方 法 ,在 众 因子 中 经 过 得 
选 得 到 上 式 B 的 估计 值 5, 并 给 出 复 相关 系数 只 的 知 计 什 


2 一 Yi) 
R” =|1- 所 一 一 一 ， (8-3} 
之 1 人 一 了 六 
其 中 ?表示 由 回归 方程 给 出 的 对 ;的 估计 值 ;7 = >)y,/n 是 预报 量 y 的 平均 值 ;x 


是 的 观测 什 . 
为 了 检验 用 回归 模型 式 (8-2) 硕 报 和 随机 预报 之 问 的 差 拓 是否 显 闭 , 可 用 本 
箱 第 4 音 所 述 的 任意 一 种 方法 生成 = 个 因 变 其 人 全 = 1.2，……2, 即 生成 NC, 7) 


分 布 的 卜 态 随机 数 , 上 寺中 $2 = > )2An 一 了). 用 这 样 生成 的 代替 式 (8-1) 


中 前 xy, 而 保持 诸 zy 沾 变 ， 进行 多 元 回归 计算 得 出 生成 内 汪 量 y 的 部 归 方程 ,并 求 
由 相应 的 复 相关 系数 民 什 . 多 次 重复 这 一 程序 , 即 可 得 到 在 了 与 诸 入 无 闫 的 条 件 下 
7 与 洪 % 的 复 由 关系 数 下 的 经 验 分 布 .利用 这 一 经 验 分 布 , 即 可 对 式 (8-3) 所 得 R* 
值 进行 检验 :车 对 于 给 定 的 显著 水 平 a， 
PIR> R*)>a ‘8-4) 
战 立 , 则 利用 式 {8-2) 所 得 回 时 预报 的 效果 与 随机 预报 的 效果 差异 并 不 显著 , 故 折 
绝 接受 回归 方程 式 (8-2); 反 之 , 则 名 接 受 . 
2. 利 用 回归 方程 进行 内 播 外 推 
设 有 设计 变量 了 ,通过 率 步 回归 分 析 , 建 立 起 站 与 参 室 量 计 ,各 ,3 的 同 归 方 
程 : 
FF 二 bo + BI x + baxa + bs x 十 三 。 (8-5) 
其 中 e 为 随机 误差 项 .根据 了 与 厂 , 右 , 名 的 个 观测 资料 ,由 上 式 可 得 6 的 序列 1， 
ex én: 对 这 一 序列 进行 统计 分 析 , 即 可 得 出 的 统计 特征 (通常 s 可 看 成 摧 自 
和 WC0,02) 的 独立 随机 序列 ), 然后 ,根据 的 统计 特性 ,对 汪 , 斋 ,大 剖 有 现 测 值 ,而 
Y 值 缺失 的 数据 产生 = 的 抽样 值 .最 后 利用 式 (8-5) 即 可 用 内 插 法 算出 了 的 缺失 值 . 
这 种 做 法 比 在 式 (8-5) 中 不 考虑 e 的 简单 散 法 显然 更 符合 实际 情况 (在 统计 平均 意 
义 上 ). 众 所 周知 ,不 海 虚 < 的 简单 内 插 ,会 使 了 的 计算 方差 偏 小 ,而 用 上 述 方法 则 
可 收 善 这 - -缺陷 . 当 有 较 天 ,好 回归 方程 的 复 相 关系 数 较 低 时 ,此 种 做 法 尤为 必 
要 . 


8.2 在 核 临 办 安全 计算 中 的 应 用 
在 任何 -个 舍 有 裂变 物 版 的 核 蔷 统 中 ,其 主要 现象 必 中 子 的 增殖 和 死 . 就 整 


- 486 ， 第 了 0 篇 ”蒙特 卡 罗 法 
个 核 系统 而 言 ,由 于 有 出 现 增 殖 雪 于 死亡 而 发 后 车 故 的 可 能 ,因此 ，- 征 要 考虑 核 
系统 旦 安 全 的 问题 ,这 就 是 所 谓 的 校内 界 安全 问题 , 撒 述 核 系 统 是 省 安全 的 方法 
很 案 ,其 中 最 常见 的 种 是 用 有 效 增殖 因子 Ks 求 描述 的 方法 .大 古 的 定 光 是 :在 盖 
系统 的 中 子 分 布 处 于 相对 平稳 情 并 下 ,天 fr 是 由 裂变 产 竺 的 一 个 中 村 ;在 同一 位 
绾 ,同样 用 裂变 所 产生 的 下 一 代 中 子 的 平均 数 .很 明显 , 当 Kn = 1 时 , 核 系统 的 中 
子 增 获 数 与 死 广 数 相 等 ,是 临界 安全 的 ; 当 Kw < 1 时 , 核 系 统 必 安全 的 ; 遍 在 其 他 
情况 下 材 系 统 是 不 安定 的， 

记 x 表示 中 子 的 位 首 , 一 般 为 : 维 空间 的 变量 ; 5({x)dx 表示 核 系 统 的 中 子 分 
布 处 于 相对 平稳 情况 下 ,由 于 裂变 引起 的 在 点 x 附近 dx 内 发 射 的 中 于 平均 数 ; 
K(x -> x)dx 表示 在 点 ww 发 生出 变 反 应 而 发 射 的 一 个 中 子 , 由 裂变 引起 的 在 点 x 
附近 dz 内 发 射 的 中 了 平 霉 数 , 于 是 ,根据 上 gf 的 定义 ,有 霹 临 界 安全 问题 的 基本 方 
程 为 

KaS(x) = |SCx') K(x' ~ x)dx. (8-6) 


就 是 说 .计算 Kos 的 问题 实际 上 是 计算 求解 齐 次 积分 方程 式 (8-6) 的 最 大 特征 值 问 
题 - 

蒙特 卡 罗 法 计算 &er 的 一 个 最 基本 的 方法 是 裂变 年 阵 方法 . 将 包 人 洁 裂 变 物 质 
的 合体 F 进 行 分 区 ;多 态 , 则 齐 次 积分 方程 式 (8-6) 可 以 进一步 表示 成 如 下 
形式 : 


上。 
Ka ,sodz = ,se Ks — x}dx’ dx, (8-7) 


了 = 1,2,,J 了 .引信 记号 


Ky = 
| SUCx' dex’ 
bh 


于 是 ,如 果 SCx') 为 齐 次 积分 方程 式 {8-6) 的 最 大 特征 值 Ka 所 对 谋 的 特征 函数 ， 
那么 根据 方程 式 (8-?) , 齐 次 线性 方程 组 


5 Ky Kz 7 Kr|| ss 
忆 K Kp '* KK Sd 

Ro = : 机 : (8-8) 
3 Kn Kn 7 Knj ls, 


与 方程 式 (8-6) 具有 相同 的 最 大 特征 值 . 

裂变 敌阵 法 就 是 通过 计算 齐 次 线性 方程 组 式 (8-8) 的 坡 大 特 往 骨 来 给 出 核 系 
统 的 有 效 增 殖 因 子 K 的 .具体 地 说 就 是 ,用 蛇 特 上 罗 法 计算 给 出 算 阵 元 素 三 , 然 
后 用 一 般 方 法 计算 给 出 齐 次 线性 方程 组 式 (8-8) 的 最 大 特 入 值 . 

为 了 计算 移 阵 元 素 点 ,需要 计算 
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[EE — x)dx' da 
QQ 
| ,sc: dx 
的 积分 .然而 ,由 于 其 中 药 SCx') 是 未 知 的 ,这 个 积分 实则 i 十 昆 不 能 直接 计算 的 .为 
了 和 解 呆 这 一 问题 ，- 种 办 法 是 ,很 设 小 区 域 玉 , 互 局 避 经 分 得 足 侣 小 ,使 得 在 
每 个 小 区 域 1 ,SCx) 可 以 被 视 为 是 均匀 的 ,或 者 可 以 被 视 太 是 某 个 其 他 的 山 知 分 
布 . 此 时 , 对 于 任意 的 ,k= 1.2 ,J 年 光 在 小 区 域 FV 上 的 密度 函数 
s(x)| ,St Dd 为 已 知 ,那么 用 蒙特 卡 罗 法 计算 二 使 可 行 了 . 
时 外 还 有 描述 核 系 统 状态 的 其 他 方法 ,这 电 就 不 再 入 述 了 . 


8.3 ”在 统计 物理 计算 中 的 许 川 


蒙特 卡 罗 法 时 在 20 世纪 吧 年 代 补 就 已 经 刷 应 用 到 统计 物理 的 研究 中 . 近年 
来 ,由 于 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ,蒙特 卡 罗 法 在 统计 物理 中 的 应 用 岂 达 到 了 实 崩 阶 
段 ,解决 了 不 少 统计 物理 中 过 去 难以 解决 的 计算 问题 . 

蒙特 卡 罗 法 在 统计 物理 中 的 应 用 时 ,其 中 过 到 的 最 重要 问题 之 一 是 计算 如 下 
形式 的 平均 观测 量 : 


Ja(na(r)dx 


J x) ds 

共 中 x 表示 相 空 间 中 的 点 ;x(x) 表示 物理 系统 的 分 布 ;4(x) 表示 某 个 观测 最. 
按照 物理 假设 ,系统 分 布 x(x) 只 满足 非 负 条 件 , 但 不 满足 规 一 条 件 ,因此 ,为 
了 用 一 般 蒙特 卡 罗 法 计算 积分 | 4(z)x(z)dz, 需要 将 x(x) 进行 规 -化 , 即 用 


(xj) /| (sdx 作 为 密度 函数 .可 是 ,积分 | r(z)ds 也 是 未 知 的 ,同样 需要 计算 ,市 


卓 同 积分 | 4(z)x(x)dx 的 计算 是 同等 困难 的 ,用 蒙特 卡 罗 法 计算 4 也 有 困难 . 
为 了 解决 |. 述 困难 , 即 解决 由 非 规 一 分 布 r(x) 中 实现 届 样 的 问题 ,针对 系统 
分 布 x(x) 的 特点 , 即 对 于 任意 *, 虽 然 x(z) 已 知 ,但 未 规 化 , 米 特 罗 波 利 斯 (N. 
C. Metropolis) 给 出 了 - -种 非常 巧 证 的 方法 , 即 著 名 的 米 特 驾 波 利 斯 抽样 方法 . 
米 特 罗 波 利 斯 抽样 方法 的 - 般 原理 是 ,选取 -个 转移 蝗 数 P( x ,x) ,使 满足 如 
下 条 件 ; 


{8-9) 


Pix',x) = 0, | P(x ,x)dx = 1; 


T(x) 一 [x(x J p(x 上 


+ 


lim ro 和) 一 CT YE 
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此 aa(z) = (| ro wo dxo)( i fp, sin) ds ) Pm si 


moatx) 为 wxtx) 的 性 章 初始 近 伺 ， 满足 条 件 
| oC)ds 


Tot Xi 2 0,c = TF 、 
{Cs)ds 

对 上 满足 上 述 条 人 忻 的 转移 了 峭 数 Pix ,x) ,由 分 布 xtx) 中 抽样 的 米 特 罗 波 利 斯 
方法 十 ;由 xolx) 中 抽样 产生 x0; 对 于 确定 的 mm, 由 Pixs ,rwr1) 中 抽样 产生 xm， 
外 此 产生 的 zl2-o 即 为 xtx) 的 淅 近 样 本 .在 实际 应 用 中 ,只 可 能 用 有 限 个 , 因 
此 ,实际 上 是 用 | x16 或 fxw1 玉 条 近似 看 敌 为 xtx) 的 样本 ,其 中 肛 为 趾 驶 大 的 
正 整 数 .作为 宜 特 卡 罗 法 对 于 由 式 (8-9) 所 确定 的 4 的 近似 估计 便 是 


A 放 jn) 
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引 襄 


现代 统计 计算 方法 的 研究 对 象 是 统计 中 的 计算 问题 . 

自费 希 尔 {R.A.Fishen 在 20 措 纪 初 创立 了 现代 统 让 埋 论 以 来 ,统计 计算 就 成 
为 统计 科学 的 一 个 重要 的 研究 方向 .这 里 所 谓 的 现代 统计 计算 方法 是 指 近 20 年 来 
随 着 计算 机 技术 的 发 展 和 普及 而 发 展 起 来 的 统计 计算 方法 .利用 它们 不 仅 可 以 解 
决 一 些 复杂 的 统计 计算 阿 题 , 而 且 随 着 对 它们 的 深信 研究 又 进一步 提出 了 一 些 有 
意义 的 理论 间 题 .统计 理论 的 本 质 在 于 对 现实 世界 中 那些 未 知事 物 的 探索 ,而 统计 
计算 方法 在 这 里 恰好 起 到 了 一 个 桥梁 的 作用 . 随 着 入 们 认识 的 不 断 深入 ,统计 计算 
方法 的 应 用 范围 早已 超出 了 统计 科学 本 身 ,如 今 现代 统计 方法 已 在 生物 ,化 学 , 物 
理 、. 材 料 科 学 .金融 以 及 计算 机 科学 中 获得 了 广泛 的 应 用 .因此 ,可 以 说 ,现代 统计 
计算 方法 是 认识 未 知 世 界 不 可 缺少 的 有 力 工 具 . 

本 篇 由 四 部 分 内 容 组 成 ,它们 是 EM 算法 .与 乒 链 蒙特 卡 罗 (MCMC) 方 法 ,投影 
寻 嗓 {PP) 方 法 和 自助 法 .可 以 说 ,这 四 个 统计 计算 方法 概 折 了 现代 统计 计算 的 主要 
内 容 . 


1 EM 算法 


1.1 概 述 


丹 姆 斯 特 (Dempstem , 拉 尔 德 !Iairdy 和 和 鲁 宇 (Rubin) 于 1977 年 首次 给 出 了 "期 
望 - 极 天 化 "算法 的 最--- 肯 形式 ,并 将 其 命 各 为 了 EM 算法 .对 日 前 为 止 ,EM 算法 也 许 
是 最 流行 的 统计 计算 方法 . 孟 晓 犁 和 佩 得 罗 (Pedlow) 1992 年 在 近 300 种 期 刊 中 统 
计 出 的 与 EM 算法 有 关 的 文章 超过 了 1000 篇 ,而 其 中 路 多 的 文章 是 用 于 其 他 领域 ， 
而 非 用 于 统计 .1994 和 牛 ,斯 独 格 勤 (Stigler) 在 一 篇 评 论文 章 中 将 丹 姆 斯 特等 人 的 文 
章 列 为 最 高 引用 率 的 6 篇 文章 之 -.EM 算法 广泛 流行 的 两 个 理由 是 它 的 简洁 性 和 
稳定 性 .同时 还 有 一 个 更 本 质 的 原因 , 那 就 是 通过 EM 算法 可 以 实现 在 统计 观点 下 
的 诊 焦 .好 的 统计 思想 具有 组 织 和 展开 创造 性 思维 的 能 力 ,进一步 , 它 能 够 被 用 来 
设计 更 加 有 效 的 算法 . 

EM 算法 是 在 下 述 便 子 所 展示 的 思想 激发 下 产生 出 来 的 . 

很 设 观 测 信 (x; ,yi = 11; 太 ;来自 个 一 元 正 态 分 布 AD, 五 ) , 易 知 ,五 的 


中 ”作者 在 与 重 上 晓 犁 教授 的 多 次 交谈 以 及 对 他 最 近 文 章 的 研究 中 获 玛 匪 小, 在 此 遵 致 纺 谢 . 
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皂 天 似 然 佑 计 (MLE) 是 样本 阴 方 盖 阵 
| > > 
. 二 1 和 。 
由 > > 


如 朱 现 测 员 的 某 些 分 其 随机 地 于 和 失 了 , 那 和 这 时 要 对 于 进行 信 计 料 趟 再 是 - - 忻 简 
单 的 事情 . 才 1-1 所 未 的 即 是 不 完全 二 元 正 态 观测 数据 ,如 人行 求 五 的 估计 值 呢 ? 
表 1-1 


一 站 .71 -人 .2 -1.0 一 蛤 共 关 站 关 0.21 0.26—0.15 — 1.00 

< 天 的 数 全 . 

如 果 对 天 内 的 数据 没有 其 他 辅助 信息 , 则 一 个 直观 的 其 法 是 :(1) 靖 息 五 - :个 
当前 的 千 计 ,输入 到 天数 据 的 期 望 和 值 ; C2) 在 补充 丢失 数据 后 重新 估计 五 . 通过 在 
(1) 和 {2) 两 个 步骤 之 间 的 不 断 地 达 代 , 即 可 在 所 失 数 据 情 况 下 解决 估计 五 这 样 - 
个 复 森 的 计算 问题 . 这 种 利用 期 望 值 补充 丢失 数据 和 利川 补充 天 失 数 据 得 到 的 完 
全 样本 米 更 新 参数 估计 , 半 在 这 两 个 步骤 之 间 丰 断 进 行 选 代 的 算 泛 , 正 是 EM 算法 
解决 这 种 例子 的 思想 .不 过 ，-- 般 地 ,常用 对 数 似 然 期 望 信 作为 每 -次 选 代 的 输 人 ， 
而 不 是 用 志 体 的 观测 数据 期 望 值 作为 输 和 人， 

四 :个 千代 答 汪 的 例子 可 以 在 1926 年 麦克 德里 克 (Mekendrik) 的 -篇 著名 文 
点 由 找到 .他 疼 先 兽 虑 了 个 最 简单 的 传染 病 传 播 过 程 ,他 用 极限 泊 松 分 布 来 措 述 
遭 色 * 次 区 出 的 单个 家 庭 的 数 居 .作为 :个 应 用 ,他 分 析 卫 :个 印度 村 庄 流行 性 霍 
配 传 染 的 数据 ,数据 见 表 1-2 引 的 和 前 两 行 , 其 x 代表 被 感染 家 庭 中 患者 的 个 狐 ,mm 
代 才 患者 人 人 数 为 x 的 家 庭 的 个 数 . 


埠 1-2 


中 = 1 如 32 

简单 钉 松 氢 合 [S64 58. 答 [U2 1.45 
点 克 德 日 虚拟 个 | 我 条 ”3 .9 
要 大 借 揽 拟 介 33. 333.53 15.81 5.12 


对 表 1-2 所 示 的 数据 集 , 衣 接 拟 合 泊 愉 模型 意味 着 用 样本 均值 
之 mn。 


R= -0.8 


米 估 计 泣 松 分 布 的 均值 4 ,然后 百 利川 参数 分 的 舍 计 结果 ,计算 出 w 的 所 全 结果 ， 
如 圾 1-2 中 的 第 3 行 所 志 . 显 然 利 用 简单 的 泣 松 模型 对 数据 进行 氢 合 效果 于 不 好 
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关于 上 面 的 拟 合 结果 ,麦克 德里 克 的 解释 是 ,这 种 负 卡 大概 生生 在 水 中 ,在 这 
个 村 子 中 有 许多 水 并 ,也 许 其 中 有 :个 感 业 了 首 毒 .因此 ,只 有 -部 分 村 民 喝 了 感 
染病 毒 的 半 中 的 水 ,而 其 他 村 民 喝 的 是 没有 感染 炳 毒 的 省 中 的 水 .这 般 释 了 为 什么 
华 泊 松 氢 人 台中 xx = 0 所 对 应 的 专 值 异 渍 地 大 的 原因 .基于 这 个 理由 , 寿 克 德 电 克 用 
用 了 截断 的 泣 松 分 布 米 拟 合 数据 . 


假定 m 表示 接触 病毒 但 没有 被 感染 的 家 庭 数 日 ,no 代表 没有 接触 到 病毒 的 家 
庭 数 有 目 , 显 然 no 志 168, no + Ro = 168. 才 克 德 里 克 用 算 阵 方法 解决 这 样 - -个 丢失 数 


据 问 题 .他 利用 关系 
EM- EX = Mm’ 


和 
(E>) = ra 


来 佑 讨 m-. 志 上 德里 克 的 氢 合 结果 多 表 1-2 中 的 第 4 行 . 

后 来 区 尔 文 {lrwin,1963) 改进 了 麦克 德里 克 的 方法 ,这 种 方法 恰好 就 是 后 来 的 
FM 算法 . 他 的 算法 是 :首先 基于 一 个 的 一 个 合理 的 猜测 去 估计 ,再 利用 估计 
值 修 正 no. 该 方法 的 拟 傅 结果 见 表 1-2 中 的 第 5 行 .后 面 将 给 出 用 EM 算法 解决 该 
问题 的 详细 步 又 . 


1.2 EM 算法 及 其 理论 


1. EM 算法 

EM 算法 足 一 种 三 水 完全 数据 情况 下 计算 极 大 羽 然 俩 计 或 者 后 验 分 布 的 秋 民 
算法 . 它 也 可 以 作为 计算 边缘 分 布 的 工具 ， 

这 种 算法 取 和 名 为 FM 算 法 芋 为 了 强调 兴 代 算法 的 虎 个 步骤 , 即 忆 步 和 降 步 ,一 
般 地 讲 ,EE 步 是 expectation step 的 缩写 ,表示 在 给 定 观 测 数 据 和 前 一 -次 迭代 所 得 到 
的 参数 居 计 的 情况 下 计算 完全 数据 对 应 的 对 数 似 然 丙 数 的 条 任期 侯 .M 步 是 
maximization step 移 缩写 ,表示 用 极 大 化 对 数 似 然 陋 数 以 确定 参数 的 值 ,并 用 于 目 步 
的 达 代 . 该 算法 要 求 在 房 步 和 包 步 之 间 不 断 光 代 直 至 收 艇 为 止 . 

EM 算法 的 数学 描述 如 下 : 记 L811 Fw) = logFyw |! 站 是 将 要 在 8€ 侣 上 进 
行 极 大 化 的 对 数 似 然 函 数 , 此 中 Fy 起 观测 数据 ,假定 有 ”种 扩 完 Ys 的 方法 来 得 
到 了 = [YY]; 非 观测 部 分 Yi 为 丢失 数据 , 则 称 7 为 只 全 数据 (更 精确 地 应 
该 称 之 为 扩充 后 的 数据 } .这 时 给 定 了 下 的 对 数 似 热 尔 数 可 以 表示 成 Lt8 | YF) = 
logFLY 1 6) .从 一 个 初始 的 猜测 值 9 € 如 开始 ,通过 EM 算法 的 下 步 和 M 步 ,将 获 
得 迁 代 结果 构成 的 原 列 109 ,= 0,1,2,…|. 

FE 步 ;在 假定 8 = #8? 下 计算 LC9 1 了) 的 条 件 期 望 269 1 80)， 


Og 100) = | 56 | FOFACYFS, | Fad = O00)dY,. (1-1) 
则 步 : 通 过 极 大 化 0{8 1 9 中) 求 出 Bon0 , 即 确定 尔后 ,使 得 
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上 (8 人 8) (YE 8). {1-2) 
最 后 ,在 玉 步 和 MM 步 之 问 不 凯 迁 代 直 至 收 侣 ,好 可 得 到 结果 . 
2. EM 算法 的 性 质 
1 简洁 性 ”EM 算法 的 简洁 性 依 琅 于 对 数 似 热 通 数 (8 | 了 = logf( Tp 
Ymws 1 9) 的 两 数 形 式 .在 实际 问题 中 往往 可 以 构造 出 ,个 得 fi Yo ,Ys1 其 
有 指数 族 形 式 ,这 时 L(t81 下 作为 如 的 函数 很 容 舅 求 极 值 . "ACY 1 90) 具有 指数 族 
形式 时 ,L868 | 7) 是 完全 数据 情形 下 充分 统计 其 SC1D 的 线性 函数 ,这 时 EE 步 将 简 
化 成 计算 SCY) 的 期 望 So ， 
$0 = | SCTa Ya) fC Yin | Yow = OO) de. 


上 式 内 涉及 条 件 期 望 的 常规 姓 理 .M 步 后 变 成 械 大 化 969 100) = L8159), 它 
与 光 全 数据 情形 下 极 大 化 对 数 依 热 画 数 同样 地 简单 . 

上 埋 实 上 , 正 是 在 人 们 可 以 充分 利用 完全 数据 情形 下 概 大 似 然 估计 的 简 洛 性 才 
使 得 EM 算法 得 以 广泛 流行 ,另外 ,FE 步 中 的 丢失 数据 的 输 信 (更 严格 地 讲 ,应 性 完 
全 数据 情况 下 的 似 然 ) 有 着 非常 直观 的 统计 背景 ,这 一 点 为 发 展 疏 进 算 法 提供 了 
个 非常 方便 的 舞台 .输入 的 概念 在 各 种 基于 蒙特 蒜 罗 的 计算 技术 的 爱 展 过 程 中 
也 扮演 了 关键 角 鱼 , 详 见 马 氏 链 蒙 特 卡 罗 方 法 和音 . 

2 收 伍 的 稳定 性 ”从 参数 空间 的 任意 -个 内 点 出 发 ,EM 迁 代 序列 18D ,1 = 
0,1,2,-…| 总 是 语 着 对 数 似 然 匡 数 增长 的 方向 达到 最 大 值 的 .更 精确 地 讲 , 下 面 不 
等 式 总 层 成 立 : 

MoD | Ye) 2 LO | Yim) (YE = 0,1,.). 
这 -性 质 对 村 :在 何 广 义 EM 算法 也 同样 成 并 . 坟 姆 斯 特等 人 把 满足 下 面 较 弱 条 件 
的 仁 意 算法 定义 为 广 点 EM 算法 : 
CE | 0)) :> QO | Hy {ye). (1-3} 
事实 上 ,容易 看 到 
了 (有 | 了 log 【1-4) 
对 式 (1-4) 两 边关 于 FY | ab) 取 期 望 ,可 得 
OF O00) = L(G | Ys) + | (logf( Yo | Yd) x 
了 (1-5) 
利用 往 森 {Jensen)] 相等 式 ,可 得 


| Qogf Yo | Yms OFC Yi | Yaes 0) dV 


三 | CogfCY, | Yo SOD FAC | Yo O00) dF 
对 于 任意 召 成 立 .因此 ,如 此 +0 满足 式 (1-3) , 则 有 
LA) | Ys) = L(t | Yope). 
以 上 证 明了 仁和 何 广 蔷 EM 算法 的 单调 收 雍 性 . 
另外 ,在 许巍 实例 计算 中 发 现 , 对 数位 然 丙 数 的 “ 肋 山 止 长 "LC2D | 了 一 
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EBD | 在 选 代 的 最 初 儿 步 (何如 < 5 特别 地 大 ,尤其 是 在 初始 值 远离 收 伍 
点 的 时 候 ,这 一 性 质 说 明 ,EM 算法 的 进 代 区 域 常常 会 很 快 地 转移 到 航 热 的 一 个 局 
部 极 值 的 领域 ,但 是 收 伍 到 局 部 极 值 的 速度 还 是 非常 旭 的 .在 理论 上 可 以 证 明 ,EM 
算法 收 敏 到 似 然 晤 数 的 -个 贰 点 .如 果 选 取 充 分 分 散 的 几 个 不 同 的 初 值 进行 选 代 ， 
这 问题 基 可 以 得 到 解决 的 .在 实际 使 用 EM 算法 时 ,也 常常 推荐 取 不 间 初 值 这 - 
做 法 ,因为 这 样 做 可 以 确定 似 然 函数 ,或 者 更 -… 悉 地 确定 - :个 后 验 密度 是 省 具有 多 
个 峰 , 后 首 对 于 统计 推断 灯 说 是 非常 重要 的 问题 ,因为 当 广 验 密 度 多 蜂 的 时 修 , 只 
从 一 个 初 值 出 发 常常 会 导致 错误 的 推断 . 

简洁 性 , 收 策 的 稳定 性 和 直接 检测 才 峰 的 可 能 性 ,使 得 EM 算法 成 为 对 那些 以 
计算 为 工具 的 统计 学 家 非常 有 吸引 力 的 算法 . 


1.3 EM 算法 在 计算 费 希 尔 观测 信息 中 的 应 用 


在 使 用 EM 算法 或 它 的 推广 版 本 EC 允 叶 ,有 上 几 个 补充 方法 和 算法 可 用 -了 计算 
极 值 点 8* 标的 费 希 水 疯 测 信息 
1 log/( Yo | 0) 
de 9865 和 6 
沪 友 极 大 伺 然 估计 的 渐 近 方差 - 协 方 差 . 刘易斯 (Touis, 1982) 利用 完全 数据 下 的 费 
希 尔 观 测 信 息 及 在 完全 数据 情形 下 得 分 函数 的 冬 积 ,给 出 了 Iws 的 代数 表达 式 . 当 
观测 数据 可 以 表示 成 独立 同 分 布 样本 时 , 梅 申 捷 森 (Meilijson,1989) 给 出 一 个 近似 
方法 ,贝克 { Baker, 1992) 利用 完全 数据 利 不 完全 数据 间 的 联结 矩阵 ,给 出 了 将 EM 
算法 用 上 属性 数据 情况 下 计算 I 的 方法 . 孟 浇 如 和 和 便 宾 (991) 给 出 了 -一个 补充 
EM(SEM) 算法 ,该 算法 利用 
Vn = a = DY = Tan- DMM™]!, (1-6) 
来 计算 洛 近 方 益 Fas, 其 中 
DME™ = 于 (1-7) 
表示 EM 算法 的 收敛 速度 , 更 精确 地 讲 , DM 是 EM 映 时 的 雅 可 比 短 阵 (Jacobian 
matrix)( 该 映射 通过 FM 沈 伐 :120 = MWC9' 人 站 ) 米 定 多 】 ,Ti 和 了 ow 分别 表 未 二 大 
闻 拱 和 完全 数据 篇 息 矩阵， 
[nis = | ee 人 Yhis | Yu ,Bidwis 1e-8"， 
2 
1 = | = BC OA Yin ( Yun Yd Yo lo- ， 
省 此 ,利用 式 (1-7) 大 信息 恒等式 Fe = 了 一 了 可 得 并 人- 的- 
SRM 的 好 处 主要 基于 上面 的 事实 :计算 收敛 速 度 算 隆 DM™W 仅 南 要 运行 上 上 步 
利 革 步 的 计算 程序 ,只 些 守 全 数据 下 的 费 希 尔 观 测 信息 是 没 有 观测 到 完全 数据 多 
分 统计 芋 的 线性 函数 ,就 可 直接 计算 出 Il 或 Fo = 4) ;这 种 情形 怡 好 是 EM 算 
法 最 有 效 的 时 仿 . 
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EM 算法 收 仇 速度 的 另 一 个 有 趣 的 用 途 是 估计 混合 模型 分 量 的 个 数 ， 
1.4 EM 算法 在 考 殉 德里 克 问 题 处 理 中 的 应 用 


为 了 说 明 EM 算法 的 早期 形式 ,下 而 分 析 由 麦克 德里 克 首 先 处 理 过 的 表 1-2 所 
未 的 数据 .在 这 个 例子 中 ,用 ns 表示 没有 被 传染 的 家 庭 的 个 数 ， 
Ro = > Um = 224 -168 
表示 至 少 有 - -个 成 员 感染 病毒 的 家 庭 的 个 数 , Nu 表示 零 类 家 庭 的 个 数 .这 时 完全 
数据 下 的 对 数 似 然 函 数 为 
FA ng Ne) = >)mm(IegzD + wlogtA)) -210 Ta) 
为 完成 下 震 计 算 nt '， 
nt! 二 E( MN | 记 ha ;多 三 有 一 1 Sp NH no 
内 为 在 绍 定 4 和 mu 的 条 件 下 ,wa 服从 项 一 项 分 布 , 故 
GTAD) = Dm logtxl) + xlopg(A)) -2 本 0 + pow). 
| 
在 加 步 中 ,通过 极 太 化 1 面 的 © 衣 数 可 得 到 下 面 的 迭代 公式 ，: 
> jxn, 


人 二 人 《1 一 expt 一 ACE)DY Ct 三 0,1,2,."). 


容易 看 到 ,上 面 和 的 迭代 结果 收 人 证 到 瞧 一 的 极 大 似 然 估计 .EM 算法 的 单调 性 保证 了 
+ A 

舅 外 :个 处 理 麦 克 德 里 克 数 据 的 方法 是 采用 混合 分 布 io + (1 - p)(4) 来 处 
理 , 其 中 p(X) 为 泊 松 分 布 .作为 一 个 有 价值 的 练习 ,读者 可 以 利用 EM 算法 基于 混 
合 分 布 的 观点 来 解决 这 一 问题 ， 

为 计算 极 大 似 然 估计 的 方差 ,需要 计算 完全 数据 下 的 信息 few 和 于 央 信 息 


ig. 达旦 
Tm = en 


1 ne" 
ey 


站 二 下 


四 本 
这 时 ,对 于 EM 算法 ,DM = 0.5393, 极 太 榴 然 悄 计 的 方 六 
Vp = Til DM = 0.027. 


1.5 EM 算法 的 推广 


自 丹 姆 斯 特等 人 的 研究 结果 发 表 以 来 ,推广 和 改进 EM 算法 就 成 为 “个 非常 
活跃 前 研究 方向 ,已 有 的 排 广 该 结果 的 动机 有 丙 个 方面 一 一 统计 和 计算 . 
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这 里 的 统计 是 就 按 术 和 有 的 两 个 方 而 来 进 的 , 指 礁 } 1 作 主 要 基 才 统计 上 的 
考 虚 ,而且 遵循 EM 算法 的 基本 特征 ,好 简 涪 性 和 稳定 性 ; 国 时 ,这 种 排 广 的 中 心 订 
的 是 增强 EM 算法 的 简洁 性 ,例如 对 于 那些 常规 计算 收 合 很 恬 的 声 合 , 政 进 其 收敛 

计算 一 方面 必 指 解决 EM 算法 存 实 际 使 用 由 过 到 的 在 江 全 数据 上 对 数 似 然 册 
数 的 期 望 难 二 求 极 值 的 问题 .针对 这 一 问题 ,起 晓得 和 重 实 认为 ,将 :个 多 元 极 值 
问题 拆 开 成 几 个 容易 计算 的 低 座 的 条 件 援 值 站 题 米 处 理 ,通常 可 以 解决 这 一 问题 ， 
日 计算 条 件 骸 值 的 步骤 与 极 大 化 似 然 丽 数 是 相同 的 .更 粘 傅 志 讲 , 如 果 靖 能 够 薇 分 
成 [0 ,0.) ,新 能 在 国定 多 = 下 2 下 关于 昌 进行 极 天 化 吕 19 1 人 9) , 樵 后 在 国定 外 
= 中 人 0 下 关于 ;进行 极 大 化 . 

也 上 晓 妊 和 和 鲁 灾 举 了 三 个 例子 来 涪 明 条 件 极 太 化 是 上 有 好 外 的 , 洁 为 这 样 敌 就 不 
必 为 了 消除 “省 呈 ” 选 代 徊 对 M 步 计算 进行 补充 . 

在 他 们 的 例子 中 有 -个 是 关于 对 数 线性 模型 丢失 数 操 的, 他们 所 用 的 条 件 极 
大 亿 鳅 (CMD) 步 紧 比 简单 地 对 参数 向 量 分 割 要 复杂 得 雪 . 他 们 证 明了 这 样 一 种 "期 
户 -条件 极 大 化 "ECM 算法 在 某 些 情况 下 不 仅 提 高 了 kM 算法 的 简洁 性 ,和 而且 全 
然 保持 收 和 化 性 (任何 ECM 序列 都 县 有 单调 收 敏 件 ) 

丰 算 法 的 迁 代 步 数 米 说 ，- 般 情况 下 ECM 算法 比 EM 算法 明显 地 收 敏 得 慢 些 ， 
但 也 有 例外 的 时 候 . 最 近 , 刘 军 和 人 鲁 宾 发 现 ,在 运行 的 ECM 算法 中 ,对 于 部 分 参数 
0 , 极 大 化 真实 的 (条 件 ) 对 数 似 然 函 数 L(0 1 Ys) 和 甘 丁 参数 的 概 大 化 完全 数 
据 对 数位 然 消 数 的 期 如 O69 | 90?) 都 需要 相似 的 单 安 季 报 优 化 算法 .因此 他 们 建 
说 在 运行 CN 步 时 可 以 用 极 大 化 真实 的 (5 条件) 对 数 似 热 阴 数 ,也 可 以 用 极 大 化 完 
全 数据 对 数 似 热 明 数 的 期 望 , 这 种 混合 算法 可 称 为 PCWIE 算法 . 刘 军 和 和 鲁 宾 在 理 
论 上 利 经 验 上 汪 明 了 它 的 稳 洽 性 和 快速 收 襄 性 . 

为 什么 RCWME 算 法 在 林 损 失 稳 定性 的 前 所 下 可 以 好 和 兰 肥 降低 ECM 算法 的 碗 代 
步 数 呢 ? 这 需要 明确 崩 姆 斯 特等 人 所 揭示 的 一 个 简单 关系 :在 : 般 的 王 则 条 件 ( 如 
式 (1-7) 所 未 ) 下 ,EM 算法 的 收 证 速度 等 于 丢失 信息 所 di 的 比例 ,从 直观 上 看 ,方程 
成 (1-7) 表明 ,对 数据 所 做 的 扩充 越 少 ,EM 算法 收敛 得 越 快 .因此 ,如 果 存 运行 RM 
算法 时 有 两 种 扩充 数据 的 方法 ,那么 就 应 该 采用 对 数据 扩充 少 的 那 种 方法 ,事实 
|, 在 数据 扩充 和 吉 布 斯 (J. 要 ,Cihbbs) 采样 王 也 起 如 此 .上 斯 勒 tFesslerand) 和 荷 带 
{Heroj1994 年 担 供 了 -种 更 - 般 的 空间 交替 广义 了 NM 竺 法 (他们 将 其 缩 导 为 
SAGE) ,并 将 之 应 用 十 图 像 重 构 问 题 ,该 疝 题 册 寨 地 (Shepb) 和 中 过 (Vardi)1982 年 
用 FM 算法 进行 过 处 理 . 重 噶 犁 和 汉 . 迪克 (1997) 对 “人 毕 期 起 7 茶 件 极 太 化 
{&ARCM) ”算法 的 框架 做 了 如 下 撒 还 ;该 算 法 在 不 同 的 CM 步骤 中 可 以 采用 不 同 的 
狐 招 扩充 手段 ,如 此 使 得 在 不 损 泉 类 六 RH 算法 的 简 洗 人 利 或 稳定 性 的 条 性 上 下 构造 
快速 算法 变 得 更 加 灵活 ， 

计算 的 另 一 方面 是 指 将 E 亲 算法 与 其 他 数值 计算 加速 技术 结合 ,以 期 获得 比 
原 知 EM 算法 收复 得 更 快 的 算法 .它们 包括 将 EM 算法 与 埠 特 肖 CAitken,1982) 加 速 
技术 组 合 .与 各 种 后 顿 型 旭 速 技术 组 全 ,以 站 行 其 印 磋 度 出 带 技 术 给 合 (Tange， 
1995) .这 些 加 速 技术 的 一 个 十 要 扇 点 是 不 本 能 侣 让 似 玖 的 单调 收 但 性 , 除 此 之 外 ， 
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它们 还 有 一 些 额 外 要 求 , 如 需要 他 细 地 观察 计算 过 程 是 奋 收 敛 ,而 并 也 要 求 方法 的 
使 用 者 有 很 深 的 数值 计算 和 统计 知识 .在 运行 上 步 过 程 中 使 用 蒙特 卡 餐 榄 氢 或 数 
值 积分 计算 时 也 和 带 要 对 计算 过 程 的 收 化 细心 地 观察 , 因 沥 这 些 米 自 E 步 的 随机 模 
拟 和 数值 计算 产生 的 误差 可 能 夏 怀 EM 算法 的 稳定 性 . 

EM 算法 的 应 用 范围 远 远 超出 了 状 姆 斯 特等 人 所 发 展 归来 的 EM 算法 的 一 般 
蛙 论 .例如 ,除了 包 依 埃 弗 遍 (Eifron)1967 年 提出 的 自 相合 向 这 形式 在 非 参数 估计 中 
的 应 用 之 外 , 它 还 包括 了 苦 名 的 上 普兰 - 梅 尔 (Kaplan Moier, 1958) 知 计 ,以 盈 分 组 
数据 . 删 失 数据 .截断 数据 情形 下 的 坦 博 (Turnbuh,1974) 算法 .但 是 , 除 和 参数 旅 情形 
之 是 ,EM 还 缺乏 满意 的 般 理 论 , 这 种 内 在 结构 意义 工 的 ,而 非 数 党 形式 上 的 - 股 
推广 的 理论 是 否 存 在 也 还 不 十 分 清楚 . 


2 马 氏 链 蒙 特 卡 罗 方 法 


2.1 概 述 


计算 机 模拟 技术 对 于 解决 许多 科学 领域 中 的 计算 问题 是 不 可 缺少 的 重要 工 
县 . 它 在 闸 广 泛 的 应 用 领域 ,如 生物 学 .化 学 .计算 机 科学 .财政 金融 .工程 技术 、 材 
料 科 学 ,物理 学 和 统计 学 年, 在 众多 的 模拟 方法 中 ,蒙特 卡 上 东方 法 ,尤其 是 马 氏 链 藏 
特 卡 罗 (MCMC) 方法 为 统计 建 模 提供 了 广阔 的 前 景 ,因而 引起 统计 学 家 们 的 广 污 
重视 ， 

所 有 蒙特 卡 罗 方 法 的 -个 基本 步 又 是 产生 服从 某 个 日 标 概率 分 布 隧 数 x 的 盆 
随机 样本 . 人 和 们 感 兴趣 的 变 基 x 通常 在 Rt 中 取 值 ,但 有 时 也 会 在 一 个 拓扑 空间 上 
最 值 . 在 大 雪 数 应 用 中 ,其 -个 大 们 感 兴趣 的 分 布 x 中 产 4. 独 站 样本 是 不 可 行 的 . 
通常 情况 是 , 昌 么 产生 的 样本 是 相关 的 , 监 各 产生 样本 的 分 布 异 于 所 要 求 的 ,或 
者 二 者 同时 发 牛 . 滞 :请 村 总 .Von Neumann) 采样 . 重 更 度 采 样 以 到 采样 重要 放 
重 抽样 ,都 是 其 -个 与 人 们 感 兴趣 的 分 布 x 有 所 区 草 , 介 六 比较 接近 的 试验 分 布 
ptx) 中 产生 相关 或 独 并 的 样本 , 米 特 罗 波 利 斯 - 只 斯 订 ( Metropolis-Hastings) 算法 
是 MCMC 方法 的 基本 框架 ,是 一 种 从 以 x 为 其 稳定 分 布 的 号 氏 链 中 产生 相关 样本 
的 方法 .从 这 一 点 米 看 ,MCMC 基本 上 是 一 种 通过 展开 马 氏 链 采 获 得 相关 样本 的 混 
全 型 蒙特 卡 罗 方 法 , 由 于 实际 问题 中 的 统计 模型 越 来 越 复 的, 而 MCMC 恰好 提供 了 

-个 使 许 凶 复杂 的 问题 得 以 分 析 的 统一 框架 . 

全 于 兴 数 据 或 者 有 计 大 参数 时 ,为 了 对 感 兴 直 的 参数 进行 统计 推断 或 天 报 ,内 
叶 斯 学 泊 和 频率 学 派 部 有 可 能 需要 在 -: 个 高 维 分 布 上 进行 积分 . 这样- -个 基本 的 
需求 使 得 MCMGC 方法 在 统计 建 模 和 推断 过 程 中 所 演 柱 一 个 再 要 的 角色 ,可 以 看 到 ， 
在 过 去 的 几 年 时 有 迹象 表明 , 儿 乎 所 有 统计 研究 方向 的 研 沉 背 对 MCMC 的 兴趣 有 
爆炸 式 的 增长 . 内 布 铺 克 斯 (5S.Brooks) 负 查 的 网 址 http: A www,stats,bris.ac. 
ukAMCMCA 处 可 以 获得 有 关 MCMC 的 最 新 的 研究 文章 . 
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2.2 随机 变量 的 生成 


为 了 产生 服从 概 认 分 布 男 数 的 生机 变量 ,首先 再 要 产生 [0,1] 区 间 上 的 均匀 
分 布 随机 变 其 .但 是 ,这 样 一 个 看 起 来 很 简单 的 工作 在 计算 机 上 部 是 无 法 实现 的 ， 
一 般 所 能 做 到 的 是 生成 协 随机 数 .更 确切 地 讲 , 可 以 将 :种 算法 定义 成 :个 擅 均 匀 
随机 数 发 生 妖 ,该 算法 从 一 个 要 值 af 称 之 为 种 于 ) 出 发 .在 区 问 [0,1i] 中 生成 一 个 
序列 (tw) = (DP(uo)) .对 上 所 有 的 nt ty tn) 应 启 能够 华 仿 均匀 分 布 随机 
变量 的 一 个 独立 同 分 布 样本 { 矶 ,太太 ) 的 行为 ,日 果 山 有 一 些 非常 好 的 伪 随 
机 数 发 生 器 ,推荐 读者 佑 考 玛 芝 榨 里 亚 (Masaglia) 和 扎 台 {Xaman)1993 年 的 研究 成 
果 , 以 受 肯 斯 (Knuthy1981 年 的 研究 成 果 , 下 而 总 假定 可 以 t 竺 计算 机 上 生成 注意 的 
均匀 分 布 随机 赛 量 . 这 样 可 以 有 上 下面 简单 的 结论 . 

引 理 1 假定 5 ~ BE0,1 ,是 :个 分 布 质数 , 则 芋 = 下 (2 服从 分 布 下， 
其 中 Fw) = inflx: F(x) se #|, 

上 面 引 理 为 产生 上 其 有 已 者 分 布 函 数 的 一 维 随机 变 基 提供 了 工具 .由 |- 许 儿 分 
布 [ 全 如 高 斯 分 布 } 都 没有 解析 表达 式 ,内 此 ,上 要 自 接 利 攻 上 王 和 击 方法 常常 性 困难 的 . 
六 了 克服 这 一 限制 , 洱 : 庄 俐 最 1951 年 提 供 了 著名 的 诺 仇 曼 方 法 ,该 方法 同样 也 适 
咱 丁 包 维 分 布 情形 . 

引 理 2 假定 xtx) 和 gtx) 是 定义 证 同一 个 样本 空间 上 的 两 个 分 布 姐 数 , 并 
及 存在 并 使 得 x(x) < Melx) ,对 一 切 x 成 立 , 则 由 下 亩 算计 产生 的 输出 服从 分 
布 咽 数 r; 

1 抽取 了 ~ g 和 #7 ~ V0,1]. 

PP 若 Ue x7/AWHg(Y), 取 X= 了 ;否则 加 到 步骤 1. 

对 十 -个 纵 定 的 上 月 标 分 布 图 数 ,首先 中 以 通过 利用 -个 容易 从 中 产 午 样本 
的 分 布 g ,然后 傅 定 封套 常数 到来 运行 上 面 的 诺 全 坚 算 法 . 显然 , 诺 俩 曼 算法 的 效 
率 依 顿 干 常数 时 的 大 小 . 


2.3 “有 米 特 罗 痰 利 斯 - 哈 斯 条 算法 


令 z(tx) = cexp| -htx)! 是 人 人 们 感 兴 趣 的 日 标 概 率 分 布 孙 数 (可 以 假定 所 有 
的 分 布 函 数 都 可 以 写成 这 种 形式 }. 米 特 罗 波 利 斯 (953) 雪人 引进 了 通过 展开 一 :个 
马 氏 链 米 实现 从 分 布 路 采样 这 一 基本 思想 ,后 来 , 陪 斯 汀 (1970) 给 出 了 这 种 类 型 
算法 的 更 加 - 般 的 形式 ， 

2.3.1 米 特 罗 波 利 斯 算法 

从 任意 一 -个 初 值 x 开始 , 米 特 罗 波 利 斯 算法 通过 下 上 向 上 其 个 步骤 进行 选民 . 

步骤 1 对 当前 状态 施加 一 个 随机 扰动 , 即 x 一 x ,这 里 x** 可 以 看 成 是 来 白 

-个 对 称 的 概率 转 物 疝 数 T(x ,x 站 即 TEx x) = TEx' ,1)) ;计算 改变 量 A 有 = 

R(x) - h(xtt), 
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小 又 2 抽取 一个 专 久 分 布 随 机 数 名 - [0 .状语 二 exptAh), 则 今 
= x ; 泊 央 腾 x 人 二 x 
米 牧 轩 波 利 斯 方法 在 过 去 的 和 年 中 被 广泛 谱 用 于 统 if 物 理 ,日 是 窒 统 计 学 界 
厅 用 ,并 往 到 进一步 用 展 的 所 有 有 污 氏 链 蒙 特 - 卡 各 ({MCMC) 六 法 的 基石 . 
以 模拟 下 个 蝉 性 小 球 
在 -个 [0,4] x [0,8j 盒 下 中 的 
3 (5) © 3 eo 匀 分 布 来 说 明 米 特 罗 波 利 斯 
半生 ， 人 )| 算法 的 应 用 .假定 这 些 球 有 相 辣 
的 半生 df. 令 (X,Y = (xi 7.)， 
1 个 OD 1 Se (人 i = 2. 下 | 表示 这 些 球 的 位 
0 1 寺 . 如 时 所 有 的 球 在 合子 中 并 且 
四 1 2 1 2 3 证 有 里 稼 ,目标 分 布 x(X, 了 ) 六 
图， 1 J 正常 数 , 否则 为 零 . 米 特 罗 波 
- 利 斯 算法 订 按 如 下 方式 运行 : 
中 随机 选择 :个 球 , 代 定 它 的 位 置 且 (xz ,rr) GO 将 其 移动 到 :个 暂时 位 置 (fw ， 
7 = (+TBY7Y+B) 其 中 必 -AD0ci3g 丰 果 满 号 约束 ( 即 妹 在 盒子 中 ,有 与 
其 他 球 没 有 和 里香 ) ,接受 改变 (x' 7) ,否则 重新 击 妹 . 取 上 =6,d =0.8,4=8-= 
3.5, 所 有 小 球 从 正则 作 置 开始 ,调整 53 为 0.5, 这 样 可 履 得 一 个 可 以 接受 的 速度 . 
图 2-1 所 小 为 模拟 证 在 的 两 个 快 赔 , 第 一 个 是 在 第 1000 深 进 代 时 朱 下 的 ,第 二 个 足 
在 2000 次 送 代 后 拍 上 的. 


2.3.2 哈 斯 汀 对 米 特 罗 波 利 斯 算法 的 推广 


了 吐 期 ?对 米 特 罗 流 利 斯 算法 的 推广 ,所 得 到 的 算法 即 为 米 特 罗 波 利 斯 - 哈 斯 
订 算 法 .对 十 任意 给 定 的 <(x) , 米 特 罗 波 利 斯 - 喻 斯 汀 算法 描述 了 … 个 马 氏 链 的 
转移 准则 ,使 得 其 稳定 分 布 为 x(x). 为 运行 该 算法 ,首先 而 要 主观 地 给 定 .个 容易 
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选 代 算 法 . 
给 丁 "前 状态 zx . 
由 参 昭 分 布 Txt ,y) 中 抽取 y. 
抽取 5 ~ WD0.1], 并 令 
a 了 (Ua p(x .7))， 
ce = {2 (其 他 )， (20) 
其 小 ,对 上 p 明 数 , 米 特 田 波 利 斯 等 人 和 了 只 斯 汀 建议 取 


_ ry TY x 
nx = min 1, Se Fe} 
内 此 (Baker,1965) 建议 到 


Ty, x) 
PY) = TI TY + rl) Ts) 


在外 斯 [Charles) 和 斯 全 (Stein) 则 建议 采用 -个 更 一般 的 1 遇 数 ， 
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P(x,y) = ee (2-2) 


其 路 8(x,7Y) 是 基于 x 积 y 的 任何 -个 对 称 师 数 , 并 对 于 任何 x,y, 有 p(x,y) a 
1, 

从 有 蚁 面 的 儿 个 公式 中 可 以 春 到 , 如果 按照 米 特 罗 波 利 斯 等 大 最 初 对 T(x,y) 
对 称 性 的 要 求 ,那么 公式 中 的 Ttx,Y) 将 铃 约 挥 .比值 TOy,x)ATtx ,的 直观 并 
景 旺 对 链 的 偶 流 进行 补偿 ， 

如 时 采用 式 (2-2) 形式 的 p 国 数 , 则 对 于 作 何 7 关上 ,根据 MH 淮 则 ,上 x 到 Y 
的 转 称 概 率 是 

A(xo = 和 
= Tix, 让 去 半生 全 — Xr) Bx, Y). 


由 于 S(x,y) = Sty,x) ,对 于 所 有 关 ? 有 mtsldtxzfr) = x(y)ACY,x) .这 上 筷 昧 
着 市 MLH 淮 则 所 话 蛙 出 的 切 氏 链 赴 可 道 的 , 计 且 其 不 变 分 布 为 5, 和 但 是 该 马 氏 链 的 
收 黎 速 庶 严 重 依 顿 于 Tix,yY) 和 日 标 分 布 x. 

对 于 离散 状态 空间 情形 , 娠 斯 昆 (Peakan,1973) 证 明了 在 统计 有 效 性 淮 则 下 ， 
米 特 罗 流 利 斯 等 人 的 otx,Y) 是 最 优 的 .但 是 在 所 诱导 的 1 氏 链 收 芝 速 度 奸 祥 上 
最 优 的 o 函数 还 不 清楚 . 


2.4 ” 吉 布 斯 采样 写 统计 中 的 数据 扩充 


吉 布 斯 采样 器 是 一 个 特 到 的 MCMC 方法 . 它 最 显著 的 特征 是 通过 选择 一 个 保 
持 = 不 变 的 条 件 分 布 序 列 来 构造 互 氏 链 . 因 此 , 吉 布 斯 采样 此 可 以 有 效 地 将 一 个 商 
维 的 模拟 问题 转化 成 一 系列 低 维 的 隐 题 . 

2.4.1 吉 布 斯 条 样 器 

假定 x = xj, xo x4) ,在 吉 布 斯 采样 器 中 ,随机 地 或 固定 地 选择 个 分 其， 
假定 为 x ,然后 从 条 件 分 布 x(*| x[-11) 中 产 牛 新 的 样本 x 对 x 进行 时 新 ,其 中 
x[_4] 表示 对 和 任何 下 标的 子 集 #4, 定 半 zw = 1 1 了 E 1. 

从 算法 角度 看 , 吉 布 斯 采样 器 可 描述 如 下 : 

(1) 对 丁 随 机 扫描 型 吉 布 斯 采样 器 ， A 

wt = (xt zf ) ， 

共 1 2 中 按照 给 定 的 概率 分 布 (， ,ao ) 随机 地 选择 下 标 i. 

从 条 件 分 布 zrC:1 xf9) 中 产生 zt ,并 令 

zt) = wf 
{2) 对 于 国定 打 描 型 志 布 期 来 样 器 , 设 


日 一 (wf ,xh ,ey). 
对 于 i = TI, 从 条 件 分 布 


tx, | wt ,tl 机 
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中 抽取 样 不 x:*，. 

容易 验证 ,每 - 步 条 件 更 新 都 保持 x 的 不 变 和 福 . 假 定 半 前 有 x 个 x, 则 x 人 1 
服从 r 的 边 乡 分 布 .这 时 

天 CH 有) x wxt tn) = zxt zf)， 

这 意味 着 每 一 次 茶 件 更 新 后 (x , x1?) 的 联合 分 布 仍然 是 x. 

在 正 巾 条件 下 ,可 以 证 明理 布 斯 采样 链 是 几何 疏 伍 的 ,并 且 其 收 伍 速度 依赖 于 
变 旺 之 问 的 相关 性 .将 强 相 美的 变量 分 组 在 -起 ,可 志明 显 地 提高 吉 布 斯 采样 的 速 
度 ， 

吉 布 斯 采样 器 中 的 条件 更 新 的 潜在 用 途 是 它 可 以 被 在 成 是 点 x 延 着 一 个 方 问 
移动 的 :种 方式 , 邮 

和 

其 中 上 服从 :个 适当 的 分 布 - 

容易 证 只, 如 果 e 服从 分 布 pfe) = rxtx 二 cxi_;|) ; 则 该 移动 保持 x 不 变 . 这 
一 点 是 将 古 布 斯 采样 推广 到 演 挤 群 下 的 要 点 , 它 对 丁 没 计 出 有 效 的 MCMC 采样 占 
也 是 有 才 助 的 , 详 见 2.7 节 中 的 进 . 步 计 论 . 

寺 布 斯 采样 之 所 以 得 到 统计 界 的 青睐 , 源 于 在 每 步 太 化 中 杀 件 分 布 具 有 广泛 
的 适用 性 . 盖 尔 范 德 (Gelfand) 和 时 密斯 (Smith) (1990) 指出 ,者 布 斯 采样 中 所 需要 
的 条 件 ,对 天 许 案 册 呈 斯 统计 问题 及 伺 热 计算 来 说 通常 是 林 以 满足 的 ， 


2.4.2 ”数据 扩充 :二 分 量 吉 布 斯 采样 器 


假定 随机 变量 * 能 够 被 分 成 两 部 分 , 虽 x = {x1,x2) ,当前 状态 为 {xf? ,x1?)， 
则 一 分 量 癌 布 斯 采样 器 按 下 面 方 式 更 新 : 

由 条 件 分 布 gbazf -1 42) 中 抽取 xf 六; 

由 茶 件 分 布 raaf :1xf0) 中 抽取 迪生， 

该 采样 器 足 特别 有 用 的 . 首先 , 它 对 应 着 数据 扩充 算法 ,被 设计 用 于 处 理 丢失 
数据 问题 的 丰 叶 斯 方法 .在 这 样 的 剖 题 中 ,其 中 一 个 分 证 ,比如 说 x ,常常 对 应 于 
人 们 二 兴趣 的 参数 ;另外 一 个 分 基 x; 对 应 于 五 拓 数 据 . 这 时 的 吉 布 斯 达 代 是 在 当 
前 玉 失 数据 输入 人 秆 条 件 上 下 抽取 参数 值 初 在 当前 参数 值 条 件 下 输入 备 失 数据 之 加 从 
普 进 行 的 .这 种 思想 与 EM 算法 各 重 输 人 密 鳃 相关, 而且 对 应 几 统 计 学 家 们 来 说 是 
有 很 强 的 咀 引 方 的 . 共 次 ,二 分 量 吉 布 斯 采样 有 些 优秀 的 理论 性 质 , 在 很 弱 的 条 
件 下 , 刘 军 等 人 (1994,1995) 证 明了 该 采样 从 的 各 和 何 收 仇 八 .及 单调 收 伐 性 .采样 器 
的 收 鳄 速度 等 于 两 样本 之 间 的 版 大 关系 数 , 它 与 个 统计 慨 念 ,天 和 失 数 据 的 由 吓 蔚 
方法 中 的 丢失 信息 比 有 着 密切 关系 . 

可 以 发 现 , 当 乎 稳 性 条 件 

cowf h(xtO), hx = var( Eih(Cxy) | wa!) 
对 于 任意 范 数 玉成 立时 ,可 以 推导 出 叶 步 延迟 月 协 方差 的 此 达 碟 : 
cov( #( x1 ) ,s(x1)}) = Var El El ittr) | 本 
{2-3) 


2 苇 开 链 蒙 特 下 多方 法 "503 ， 


cort sx, ss }) = var tf El "El Fstx)y | 1! i x2) 1 })}, 
(2-4) 
或 2-3) 和 成 [2-4) 的 在 边 晨 5 个 分 曾 闫 斑 x 相 x 的 笨 什 节 蜡 ， 


2.4.3 实例 


埃 此 昌 窜 和 利用 内 时 斯 太 法 在 讲 腔 中 期 分 析 广 18 新 首 名 球员 兰 二 个 书 奈 的 
有 关 数 据 ( 巷 2-1 第 2 弹 ), 基 下 访 数 据 对 18 个 天 的 命中 概 认 进 征 卫 个 让 ,并 用 防 结 
呆 来 吾 报 芭 将 到 来 的 赛 储 簿 个 大 的 平 卖命 中 妾 . 


长 2-1 
队员 | 前 生 中 命中 信和 余 命 中 率 | 电容 全 让。 聊 昌 由 - 次 下 斯 全 计 
1 0.400 0,346 | 0.290 ， 0.334 
a | 0.378 | 0,298 N.286 |! 0.313 
3 0.356 0.276 .281 0.292 
4 | 0.333 0.222 0.277 0,277 
5 | 0.311 ， .273 0.273 0.273 
6 10,311 : 0. 70 ] 0.273 0,273 
7 | {). 286 | 0.263 0.268 0.268 
8 0.267 | 0.210 | 0.204 0.264 
9 | 0.244 | 0 269 | 0.259 0.259 
10 0.244 | 0.230 | 0.259 | 0.259 
| 0.222 0.264 | 0D.254 0.254 
人 | 0.272 | 0.256 | 0.254 0.254 
3 | 0.222 | 0.303 0.254 D0.254 
14 | 0.222 0.264 0.254 0,254 
Is | 0.222 0.226 0.254 0.254 
16 0.200 0.285 0.249 |! 0.2 和 9 
17 0. 178 0. 416 0.244 1 0,233 
18 |! 0.1 和 0 0.200 0.239  ， 0. 208 


川 分 层 内 中 斯 祝 型 及 数据 扩 人 充 技 术 米 分 析 这 组 数据 . 今 表示 第 i 个 球员 前 

45 个 占 球 的 平均 命中 率 ( 表 2-1 中 第 2 列 ); 家 未 他 的 命中 衬 玄 值 . 在 埃 弗 朗 的 研 
征 中 ,首先 对 了 共用 了 VSCYariance-Slabiliging) 变换 ， 
下 = vsarcsin(2¥F — 1), 
和 = v4Sarcsint 2p, — 1). 

然后 用 正人 态 分 布 NCB ,1 通 近 区 .为 了 梅 造 分 层 模型 , 供 定 站 独立 同 分 布 ,并 服 愉 

中 . 态 分 布 ALn sa. 取 呈 和 5 的 先 粒 分 布 央 [一 ,x [6m) 上 的 均 2 分 布 , 作 
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这 样 做 是 不 熔 "的 ,作为 练 避 ,和 渤 者 可 以 尝试 用 其 他 先 验 分 布 , 介 要 注意 = 的 先 验 
分 布 在 点 不 能 是 有 异 的 . 

利用 十 布 斯 采样 器 以 及 上 上 击 嘎 个 步骤 的 夺 代 来 解决 这 个 问题 ， 

(1 在 给 是 和 天 的 条 件 下 抽取 有 = 1,2,…,18. 

(2) 对 于 给 定 的 有 = 1,2,… 13, 抽取 jx 和 oa. 

图 2-2 所 尿 为 十 于 吉 布 斯 采样 逼近 所 得 钊 的 A 的 后 监 密度 ,以 及 p,; 的 压缩 估 
计 . 叫 实 片 , 可 以 进 此 踊 进 上 面 所 用 旬 的 吉 布 断 方 法 以 提高 获 齐 . 


避 和 上 人 


Do G2 O04 O06 O08 1.0 
ih) 


图 2-2 
图 2-2(a) 所 示 的 为 的 后 验 迄 度 一 一 吉 布 斯 采样 方法 ( 实 线 ) 与 正 态 各 近 方 
法 (虚线 ) 结果 的 对 比 . 实 线 和 的 真实 后 验 密度 几乎 没有 区 别 .图 2-2(b) 所 示 的 
为 压缩 估计 与 极 大 似 然 估 计 的 示意 图 ， 


2.5 ”特殊 的 马 优 链 每 特 卡 罗 算 法 


为 了 展示 在 实际 应 用 中 如 何 采 用 来 特 罗 波 利 斯 - 啥 斯 汀 准则 和 吉 布 斯 采样 
器 ,下 面 介 绍 一 些 在 文献 中 经 常 出 现 的 算法 ， 


2.5.1 独立 链 算 法 


米 特 罗 波 利 斯 - 哈 斯 汀 算法 中 的 转移 隐 数 TCx,Y) 的 -个 特殊 选择 是 将 它 取 
成 独立 的 试验 密度 py). 也 就 是 说 从 履 度 p 中 产生 的 位 移 * 与 先前 的 状态 xft2 独 
让. 障 斯 汀 (1970) 首先 提出 的 这 种 方法 可 以 看 成 是 诺 伍 曼 采 样 和 重要 度 采 样 的 -- 
种 变通 方法 .这 种 方法 称 为 米 特 罗 波 利 斯 独立 采样 (简称 MIS). 

这 种 方法 的 步骤 如 下 : 

【1) 给 定 当 前 状态 x 中 ,抽取 ~ Pty)， 

{2) 抽取 = ~ U0,1, 并 令 


。 “ 
本 


2 习 氏 链 蒙 特 卡 多 方法 ，505 ， 

姑 阿 诺 俯 曼 方 法 : 样 ,MI 的 效率 依赖 于 试验 密度 pfx 与 日 标 不 的 接近 各 
诬 . 为 了 保 计算 法 的 稳健 性 ，- 般 取 p(x) 为 -个 重 尾 分 页 .托尼 (Ticrney,1994) ,十 
尔 上 总 {Celman) 和 得 宾 (1992) 建议 , 当 从 一 个 条 件 分 布 采样 比较 困难 时 , 吕 以 让 在 布 
斯 选 代 中 插入 一 个 MES 步骤 ,对 干 导 虑 川 高 斯 分 布 可 以 过 这 得 很 好 的 条 件 密 懂 来 
说 ,这 一 点 想 在 许 包 入 叶 斯 计算 中 是 有 川 的 . 必 了 适 拉 上 二 党 表现 非 正 由 的 情况 ， 
特 ptx) 版 成 其 有 重 必 的 1 分 布 是 在 必 虐 的 . 


2.5.2 随机 游 动 米 特 罗 波 利 斯 算法 


沪 算 法 愉 好 就 吓 前 耐用 来 模拟 盒 了 中 小 球 伍 宜 分 布 交 算法 .要 攻 目标 分 机 
xXx) 答 必 村 BRE 上 .给 定 当前 状态 x 中 ,该 算 法 按 下 面 站 式 壕 民 : 
(1) 抽 服 e ~ 总 ,并 令 y = ze 寺中 怠 是 -个 奈 对 称 分 布 ,z 可 以 被 使 用 
者 榨 制 . gs 的 一 个 通常 联 法 必 陪 三 正 态 分 布 Ni0,o7). 
(2) 抽 皮 ~ [0,11], 六 邻 
Ca 有 ~ {oe nxty)/a(tx' )), 


一 


= {0 (时 他 }. 
2.5.3 和希 特 - 表 算 法 


半 于 给 定 的 当前 状态 x' 中 ,项 特 - 朗 [Hit-Run) 算法 按 如 下 方式 运行 ; 

(1) 均匀 地 选 拌 随机 方向 et 

(2) 从 密度 起 站 x w(xtD ret) 于 扩 取 刻度 样本 王 ” 

(3) 蝎 新 状态 x+ 了 = 日 二 re 

该 算法 的 行为 很 像 一 个 随 宙 方向 吉 布 斯 采样 问 , 计 由 如许 自由 地 选择 随机 六 
问 , 它 知 起 来 对 让 算 那 种 日 标 分 布 多 峰 的 情况 是 非常 有 攻 册 的 ， 

但 是 ,在 运行 该 算法 时 的 -个 主要 困难 是 在 实际 问题 中 人 们 天 乎 不 可 能 共 
关中 抽样 .这 时 大 们 内 能 采用 一 步 米 特 罗 波 利 斯 中 新 . 

2.5.4 自 适 应 方向 采样 算法 

吉尔 克 斯 1Cilksy .罗伯特 (Robens) 和 乔治 (Ceorge)f 1994) 提出 了 一 种 多 重 链 
MCMC 方法 自 适 应 方向 采样 (ADS) 算法 , 它 允 许 不 国 链 之 问 进 行 信息 交换 .在 
ADS 算法 (也 称 樟 球 算法 :) 的 每 一 步 只 代 中 ,有 -一 族 样 本 . 记 之 为 

8 = | 

这 时 按 如 下 方 成 产 秆 ，; 

(1) 在 $9 中 随机 选择 一 个 成 员 XD; 

(2) 生成 一 个 随机 方向 et = 《于 时 一 XX -下 名 上 ,其 中 参照 点 
从 SD 4 和 瑟 ?| 中 随和 机 打 到 ; 

(3) 雁 :个 适当 的 分 布 fr) 沾 随 机 抽取 一 个 刻度 样 小 9， 

(4) 更 新 状态 ,= re 中 , 当 j 关 ce 时 ,XT = 下 .吉尔 克 斯 等 
人 (1994) ,罗伯特 和 吉尔 区 斯 (1994) 让 明了 7) 说 该 具 三 如 下 形式 ， 
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fracl r llx( 二 re) 
另外 ,他 们 也 捍 殿 了 该 算法 的 -- 般 形式 ,并 对 如 何 使 用 该 并 法 提出 一些 建议 . 主 实 
奈 中 使 用 ADS 算法 的 - -个 证 要 国难 是 在 flr) Hd 采样 党 弟 太 不 十 行 的 . 


2.5.5 切片 淋 样 器 


假定 xz) 足 -个 定妆 在 本 三 的 末 栋 分 布 , 刚 抽取 x -- xtx) 等 价 王 在 区 域 3 

抽取 均匀 分 布 样本 
2 = (sa) 

其 5 = 但 是 ,在 任意 区 域 卡 抽 到 的 分 } 分 
名 拌 本 与 蒜 他 模 和 阿 上 及 同 样 地 困难 .这 时 可 应 利 内 上 面 的 刁 布 二 夺 代 米 拙 样 ， 

(1) 抽 联 于 0, zt); 

(2) 抽取 区 域 Si = x: r(x) GD 上 的 均 休 分 布 样本 x 人 10， 

但 是 ,这 代 中 和 的 区 域 SS 仍然 难以 处 理 . 演 赤 可 以 生成 二 个 画 数 乘积 时 , 例 
如 ,rtr) = 用 zx x) x mx 下 2) 爱德华 雍和 索 上 (Edwards and Sokal,1988) 
引进 了 大 赴 畏 邯 套 居 和 ra 人 并 定 党 了 在 区 十 有 < 人 人 
1 均匀 抽样 的 在 布 斯 采样 器 ; 

(1) 抽取 yD -有 0) 一 12 大， 

(2) 捕 取 区 域 $+ = 让 ia:R(z) 证 上 的 均 人 分 布 样本 v 

裁 明 {Damien) , 瑟 训 弟 尔 德 { 多 akefield) 和 湛 殉 CWalker}1997 年 证 明 ,在 许 允 情 
况 下 可 以 找到 的 分 解 ,使 得 交集 8+ 易于 计算 ,这样 估 傈 造 了 一 个 和 容易 运行 的 
采样 器 .但 出 有 人 发 现 , 册 于 引进 了 回 助 变 世 而 使 运 行囊 上 应 党 机 

2.5.6 米 特 罗 波 利 斯 化 的 吉 布 斯 采样 闯 


当天 人 域 兴 趣 的 状态 空间 是 离 散 的 时 候 , 刘 牢 (1996) 利用 赵 松 弛 方法 改进 了 
通常 的 占 布 斯 采样 器 ,并 证 只 它 的 优越 性 . 

根 秆 大 这 【是 Na Ns, 
正中 到 有 mm 个 是 能 的 伯 ,xtx) 是 盯 标 分 布 . 在 2.4.1 小 节 中 所 措 述 的 随机 才 1 摘 寺 
布 斯 采样 器 中 , 当 第 一 个 随机 选择 的 下 标 为 i 寺 , 当 前 状态 式 更 新 为 7 ,yy 居 战 相应 
的 条 插 分 布 中 抽取 的 .这 里 对 上 而 方法 作 如 下 修 卜 :对 -在 x ,; 它 被 抽 到 的 概率 为 


3 | x ) 
有 和) = 1- xx; | x[ Fh 
然后 ,以 哈 斯 订 (1970) 接受 概率 
1 - x(x | vi, | 


PCy) = mind 1,7 x(x lx ) ， 
川 了 更 新 二 布 则 二 不 变 . 划 条 (1996) 证 明 , 在 离散 情 半 下 上 面 修改 的 二 布 斯 采样 
峰值 统计 比 随机 村 捕 训 布 斯 采样 器 更 加 有 有 效 . 
bf ni 二 2 时 ， 占有 斯 采样 器 恰好 屿 号 巴 点 斯 (Barkrrs. 1965) 方法 , 芭 之 , 修 慌 后 
的 方法 变 成 米 特 时 波 利 斯 11953) 等 人 的 算法 . 振 斯 中 (1973) 对 两 种 采样 器 做 了 灶 
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较 .内 萨 格 {Besag, 1995) 等 人 也 注意 到 ,对 于 二 进 制 系统 , 丰 . 增 加 状态 空间 的 泥 活 
性 方面 , 米 特 岁 滤 利 斯 竹 法 显示 出 它 的 优越 性 .这 一 点 被 广 江 地 应 用 玫 疏 进 古 布 斯 
采样 器 上 . 


2.6 ” 收 浆 性 诊断 


基于 月 标 分 布 ri) 的 正 态 逼近 理 沦 ,十 尔 曼 和 和 鲁 守 (1992) 握 出 了 一 个 收 伍 性 
旋 断 方法 , 沪 方 法 出 卜 面 儿 个 步骤 组 成 ， 

(1) 住 采 样 开始 之 及 , 取 一 个 叮 以 覆盖 月 标 分 布 的 试验 分 布 太 .由 记 x) 产 
生 志 个 (例如 联 mm = 10) 独立 同 分 布 样本 . 

(2) 以 步骤 (1) 中 产生 的 严 个 值 为 初 值 独立 运行 下 个 下 样 占 . 对 每 个 链 迁 民 
2n 步 ， 

13) 对 了 于- -个 感 兴 趣 的 刻度 ,比如 说 吕 ,用 基 后 详 步 达 代 产 千 的 样本 计算 平均 
链 内 地 基 惠 以 大 均值 8 与 mr 个 并 行 链 的 方差 88. 

(4} 计算 庄 缩 因子 
A nr-l] m+l 8 由 
Y ( nn pn Pj a2 
其 中 由 力 咱 分布 遂 近 日 的 经 验 分 布 时 所 对 应 的 日 由 度 . 

吉尔 曼 和 重 宾 (1992) 建议 用 8 = logx(x) 做 为 诊断 指标 :. 

芒 肿 (Geyer, 1992) 对 吉尔 曼 利 鲁 实 上 方法 提出 本 批评 意见, 斌 为 它 难 以 应 用 于 
MCMC 计算 . 诈 耶 认为 应 该 集中 所 有 资源 于 一 条 链 的 迭代 ; 丰 .- -万 次 碗 和 代 中 后 面 的 
所 千 个 采样 应 该 比 十 个 并 行 的 一 于 痊 选 代 链 更 接近 于 目标 分布 天 .另外 ,好 的 收 病 
准则 可 以 通过 单个 链 来 椅 成 ,例如 物理 学 中 所 采 几 的 自 相 关 时 间 . 

关于 MCMC 方法 的 一 般 许 用 ,建议 采用 一 些 不 同 的 诊断 工具 ,而 不 是 基 了 某 : 
个 卢 法 或 统计 振 . 伍 如 ,可 以 从 相对 分 散 的 初始 点 出 发 ,运行 3 到 于 个 并 行 链 . 这样 
可 以 从 林 问 的 角度 来 比较 这 些 链 ,如 某 些 和 参数 的 直方 图 .日 相关 图 以 及 吉水 曼 - 角 


富 的 硕 . 
2.7 ”更 有 效 的 MCMC 采样 器 下 优化 


古方 将 介绍 : 些 基 上 NMCNC 基本 要 架 的 关上 全 局 最 优化 和 说 更 有 效 的 蒙特 卡 罗 
可 所 的 新 的 思想 .它们 之 中 有 些 思 想 已 对 某 此 科学 领域 和 计算 机 工业 产 牛 于 大 的 
影 啊 . 


2.7.1 模拟 退火 算法 


在 此 固 态 物 奉 中 .退火 丘 指 通过 一 个 热 过 程 使 固体 达 芭 个 低能 量 状态 的 热 
处 理工 艺 . 该 过 程 有 陵 个 步 野 : 
(1 将 出 导 如 热 不 一 定 的 光度; 


，508 ， 禹 11 稍 现代 统计 计算 方法 

(2) 徐徐 冷却 使 其 成 为 分 子 禹 则 排列 的 周 体 . 

在 露 小 情况 下 ,国体 顷 思 将 发 生 释 化 ,这 时 所 有 分 于 能 起 流动 而 重新 排列 它们 
自 山 ;温度 降低 时 ,分 广 补 强迫 重新 排列 以 达到 一 -个 最 低能 量 状 态 .出 -于 米 特 风 
流利 斯 算 汪 可 以 用 来 模拟 符 种 调度 下 分 子 的 这 动 世 达 钊 热平衡 , 科 完 由 特 里 昂 
CRigkpatrick) , 档 榨 特 CGclat) 和 瓦 克 LVeaehi) 1983 秆 提出 了 退 炎 过 程 的 计算 机 仿 
真 , 称 之 为 模拟 退火 ( 简 记 SA) 算法 ,并 将 其 用 上 解决 组 合 城 优化 问题 . 

仆 沪 日 的 是 寻找 日 标 痪 数 Cx) 的 最 小 值 .那么 它 和 全 价 天 在 任意 给 定 的 “ 强 
度 "7 上 才 乒 expl- htx)xT| 的 最 大 但 . 令 TI > >-… > > 是 -个 单 圣 降 
的 湿度 序列 ,这 壬 7 充分 地 大 ,并 于 im 有 = 0. 在 每 一 个 温度 点 ,以 (x) x 
exp!| 一 上 Cx)A| 作为 稳 态 分 布 ,将 米 特 风波 利 斯 - 哈 斯 门 或 十 布 斯 采样 司 训 | 次 适 
代 . 随 次 天 的 增 吉 ,mx 将 越 米 越 多 的 质量 (概率 为 1 地} 集中 在 后 <) 的 全 局 最 大 值 
附近 ,如果 M-H 选 柜 章 步 数 上 充分 太 , 将 几乎 从 然 地 找到 全 局 最 优 .从 算法 角度 1 
讲 , 这 内需 按 目 曾 的 步 又 进行 . 

(1) 固定 任意 一 :个 初始 点 xo 和 和 潜 度 水 平 六 ; 

{2) 虽 于 每 个 ,以 xe(x) 为 日 标 分 布 将 MCMC 算法 让 代 高: 步 ,将 地 后 一步 选 
代 得 到 的 x 作 海 上 一步 的 起 点 ， 

(3) 上 k+l1. 

如 盯 温 度 降 低 的 速度 充分 地 慢 , 比如 其 速度 的 阶 为 0(log( 2-1) ,其 中 4 = 
和 证明:S4A 算法 以 概率 1 保证 夺 到 个 局 最 大 信和 .在 实际 中 , 没 
大 能 能 容 几 如 此 慢 的 退火 方案 . 最 党 和 拖 的 是 ,采用 -个 线性 的 ,其 至 是 指数 速度 
的 降温 方案 ,但 这 样 将 不 再 能 保证 达 刘 全 局 最 优 .然而 ,在 过 去 的 15 年 中 ,许多 研 
究 者 的 经 验 让 实 了 了 Sa 足 - :个 非常 有 了 暖 引 已 的 - 般 意 六 下 的 最 优化 工具 . 


2.7.2 ”模拟 回 火 及 并 行 回 火 算 法 


为 了 提高 MCMGC 设计 的 混和 速度 , 蕊 里 纳 型 CMarinari) 种 派 里 斯 (Parisi,1992) 
以 及 盖 隐 和 注 普 森 (Thompson,1995) 旭 出 了 模 拖 回 炎 ( 简 记 为 ST) 算法 . 它 与 模 羽 退 
火 算法 产 牛 于 同 灵感 .为 了 运行 ST, 首先 需要 通过 政 室 条 标 分 布 中 的 菜 个 参 
数 ( 称 之 为 温度 } 来 构造 - :个 分 布 族 五 = 【a(x)5i EE .>i. 分布 zx 对 应 上访 分布 族 
中 最 高 沪 度 值 所 对 应 的 分 布 ,然后 ,在 扩充 的 空间 (x ,说 芋 . 关 x 多 上 十 多 个 新 的 
日 尿 丽 妾 Tsnf x, i) 名 | x) ;应 里 Lh 基 - - 爱 探 常数 ,证 ! 的 作用 是 使 得 锯 一 :个 温度 
水 乎 都 有 机 会 被 访 阿 到 .最 后 ,利用 MCMC 采样 器 在 分 布 rsr 中 抽取 样本 ， 

隐 含 在 红 算 法 背后 的 直观 背 晤 是 速 过 芭 介 地 对 分 布 进行 加 温 ,使 得 新 的 采样 
器 有 可 能 幅 出 局 部 最 优 的 隐 阱 ,并且 提 高 此 混和 速度 . 

取 初 值 i =0 和 xy,ST 算 法 山下 面 步骤 诅 成 : 

(1) 基于 当 荫 状态 (6 10) = 《zz 站 ,抽取 二 ~ 0,11. 

(2 车 环 二 op, 取 久 0 = i 并 由 MCMC 转移 两 数 rss0) 中 抽取 车 ， 
它 保 圭 zx, 的 不 变性 . 

年 > ap: 取 x = x, 并 牛 成 -个 光度 转移 和 -六 (通常 取 - - 带 反 射 壁 的 
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近邻 随机 游 动 ), 以 币 闵 PCx) = minf 1 下; 否则 到 xm = 开 

为 了 顺利 地 运行 5ST, 相 侵 的 岗 个 分 布 区 和 zx, 需要 有 较 大 程 诬 的 重 状 ,并 由 
参数 e, 也 而 此 细 心地 调整 . 为 了 做 到 这 一 点 ,有 有 时 过 要 取 较 多 的 温度 水 半 ,但 这 样 
做 区 会 影响 算法 的 效率 ,下 一 节 介 绍 的 动态 而 权 方法 可 以 由 来 克服 温度 转移 中 尊 
刘 的 能 最 “高 局 ”. 

苦 耻 [11199511 所 提出 前 并 行 回 炎 算 法 (ET 算法 ) 可 以 看 成 显 纸 的 *“ 炎 胸腔”. 代替 
将 .区 和 充 成 党 x 实 辣 耶 建 议 将 党 书 充 成 乘积 空间 .湖广 xx, 区 , 其 中 .和 钨 是 
笋 的 找 出 棚 定 (ax 和 ,省 > 鸭 x 人 <. 对 于 分 布 族 吾 = |x,i = 1， 
2 下, 定 区 乘积 宰 间 上 上 的 悦 合 由 康 分 布 


pk NI » 1 1) = [ |,). 
[上 
人 在 每 一 个 至 间 ,皮下 并 行 运行 MCMC 算法 .通过 :个 指 椒 竺 横 算 子 来 控制 ST 中 的 
湿度 转移. 
中 算 法 的 产 档 兴 交 如 下 


(1) 代 定 当前 状态 (#0 区 |. 客 . 抽 到 1 ~ 5[0,1]. 
02) 若 4 < ao; 则 执行 并 行 步骤 ,也 就 是 ,利用 MCMC 算法 将 每 个 so0 更 新 为 


x 
看 > ao, 则 执行 交换 比 枝 , 即 随机 选择 近邻 对 ,比如 和 +1, 并 推荐 一 个 
x 利 寻 0 的 交换 .以 概率 
玉生 te] 


Pix) = min| 1， (rt 


接受 交换 . 

沪 方 法 在 模拟 复杂 系统 ,例如 分 子 结 构 时 是 非常 有 用 的 .在 好 理 统计 物理 模型 
时 ,这 个 方法 也 受到 善人 遍 欢 迎 . 与 中 算法 和 家 比较 , 民 算 法 不 天 要 仔细 地 调整 让 规 化 
常数 ,可 以 同时 利用 来 自 多 重 MCMC 采样 链 的 信息 


2.7.3 MCMC 中 的 动态 加 权 


土 烛 座 (1997) 在 控制 劝 氏 链 模 报时 引进 了 动态 加 模 室 秆 .利用 这 一 技巧 ,许多 
优化 问题 得 到 了 里 好 的 结果 ,例如 ; 贷 妇 提问 题 .神经 网 络 训练 和 高 维 积分 问题 . 
为 了 合用 动态 加 极 方 法 .首先 将 样本 空间 等 扩充 到 .,“ 守 了 上 ,使 得 它 可 以 包 
括 权 变 基 .与 米 特 罗 波 利 斯 算法 相 朴 ,了 世 需 要 空间 ,区 上 上 的 转移 画 数 7Tfxz,y). 候 秆 
第 上 蓝 的 选 代 结果 为 (xz 和 at) = 《ra), 则 一 个 及 型 运动 定义 如 下 ; 
人 从 TEx,y) 中 抽取 y 并 计算 米 特步 波 利 斯 比 
_ AI TY, x) 
”三 mtr) Tx, ry) 
(2) 选择 8 = nr) > 抽取 区- 5[0,11, 今 
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CY, wrlx,y) + 0) ( 站 WE .] ， 
[ x + 二 和 wrx, 7) + 9 
| : sy wwrt zs, YF) + 0 

(Cx! 上， wu 人 + 】 < 此 他 ) 


{2.5) 
窒 场 验证 对 天 RR 天 运 动 ,x 不 于 是 人 它 的 稳 态 分 布 .上 上 和 和 深 提 出 重 时 性 权 的 不 此 性 
(LWIWY 来 为 上 上 耐 的 算法 辩护 . 也 器 是 说 , 腿 设 (ra) 的 分 布 是 xz,ww) ;如果 
jaf) x ntz) 则 称 权 二 相对 于 是 淹 确 的 .如 果 对 上 xz) 的 联合 分 布 , 它 


你 持 焙 的 证 三 性 在 灾 ,由 称 转 移 准 则 注 是 I 吕 [W .是 然 ,RR 由 运动 满足 [WIW. 

把 亚 要 酝 术 引进 动态 丝竹 卡 此 过 委 的 日 将 必 为 条 统 担 供 个 手段 ,通过 水 特 
风波 利 断 转移 准则 来 控制 大 的 图 移 . 权 塞 旺 是 在 友和 许 双 由 玉 特 时 流利 斯 运动 所 本 | 
亚 的 偏 凑 进行 兰 整 的 方式 上 进行 更 新 的 . 


2.7.4 可 滋味 路 


在 由 下 斯 模 部 选 怪 这 样 囊 赣 跳跃 的 应 用 中 大 们 项 常 省 要 -种 可 以 在 不 同 维 
亨 间 之 辐 跳 区 的 采样 融 . 从 奈 理 上 讲 . 供 然 可 以 按 米 特 归 流利 斯 - 哈 斯 计 准 则 来 设 
计 这 样 一 个 采样 由 . 
很 没 .x 对 Iy 个 较 高 纤 的 空间 ， 史 对 部- 个 低 维 空间 为 ee 
行 通 伟 , 天 要 有 了 两 个 转移 盟 数 ,一 个 是 从 欧 到 .着 天 :个 是 从 .车 到 多 由 于 秋 是 - 
低 锥 室 间 ,任何 :个 由 兆 到 . 必 的 转移 时 数 事 直 一 个 大 厂 的 控制 测度 的 退化 的 
麻 ,这 总 味 若 开 不 是 所 及 .多 到 区 的 转移 都 中 可 道 的 为 了 克 拔 这 - :困难 ,必须 让 
个 “配偶 裸 间 "过 ,使 得 多 x 爸 与 ,各 有 相亲 的 维 数 ,以 六 :个 配偶 采样 分 布 pi: | 
7 利用 耻 偶 宁 间 ,可 以 定 站 两 个 非 退 化 的 转移 图 数 相 :多 xx 人 一 党 竹下 :一 丈 
x 之 ,并 二 按 米 特 时 波 利 斯 - 哈 斯 订 谁 则 来 设计 跳 小 . 
例如 ,为 了 从 终 睐 路 到 .和 首先 抽取 = 所 和 服从 分 布 ptz 17)， 然后 从 
x 
. Tr’,{y, x)) 
“一 min | "7 7 (fy， 2) ,x Tg jj 
接受 该 转移 .通过 五 从 .天 多 的 跳 皮 xx 一 (7 全) 按 扩 党 概率 
8 - min{ 1 TO a ) Ig | + 
” 7 


米 定 成 ， 

2.7.5 多 重 网 格 蒙 特 卡 罗 和 广 头 喜 布 斯 未 祥 

芝 重 网 桥 六 证 首先 是 在 计 算数 学 领域 为 求解 铀 微分 六 各 而 开发 网 . 它 的 二 杰 
电 想 让 在 空间 的 不 辣 网 格 点 上 和 尝 杰 地 应用 选 代 算 法 .和 攻 对 机 分 的 网 格 进行 计算 是 ， 


六 六 的 低 轿 成 分 能 进 迪 肿 暴 露出 来 ,然而 ,要 在 如 分 的 网 格 上 计算 叫 , 电 频 威 分 会 
琉 关 除 插 上 十 德 晶 {0oodmany 和 索 卡 {Sokal)1989 千 将 这 :思想 庶 用 于 统计 物理 模 
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型 的 避 特 卡 罗 计 算 , 并 将 其 合作 为 多 重 网 格 蒙 特 卡 容 ( 简 i 为 MGMO) .他 们 把 这 种 
re 想 转换 成 Ce 方式 .仿古 丰 布 斯 采样 中 鲜 目 这 


1 :个 全 时 的 方 上 二 .MGWC 建 说 清关 是 揭 子 空间 ,加 时 移动 儿 个 高度 相关 
入 分 全 | 订 和 了 荚 忆 和 革 fSahathef il9o81 失 MC MG 中 的 这 一 大 罕 目 轰 挫 | 到 统 训 hw 
MN. 


刘 军 和 吴 {1999) 发 霓 , 惠 空 上 | MOMC 是 去 布 斯 采样 前 的 :个 推广 ,并 贡 共 变换 
样 的 观点 来 看 ,MOCMC 中 的 每 步 移动 叮 以 被 推断 . 今 多 起 3 的 宇 亲 于 的 一 个 局 部 紧 
变换 群 .由 初始 点 rz 开始 ,从 x 中 到 个 新 的 点 的 群 移动 可 以 通过 如 下 并 式 充 
成: 

从 条 任 分 布 
pg) ec 站) 
中 抽取 g € 品 其 中 二 是 变换 的 雅 可 比 知 阵 ;是 的 左 哈 尔 {Haarn) 测度 . 令 sc 
= gz) 可 以 证 明 , 这 翌 - 一 个 移动 能 保持 x 不 变 . 

2.7,6 “多重 试验 米 特 罗 波 利 斯 (MEM) 算法 

MTM 是 来 特 罗 狂 利 斯 - 险 斯 订 转 移 准 则 的 个 有 超 的 折 广 .这 个 新 淮 则 熏 得 
MCMC 采样 器 便 大 步 的 跳 取 成 为 可 能 . 当 判 别 出 基 个 有 本 兴 的 方 辐 ,位 是 用 于 色 件 
分 布 原 因而 难以 使 用 吝 布 斯 采样 部 时 ,以 方 法 将 会 特别 有 盯 .因此 ,MTM 可 以 5 
特 - 朗 以 及 ADS 算法 结合 起 来 使 用 .下 面 两 个 算法 是 相似 的 ,即使 了 是 对 称 的 , 它 
们 也 不 基 等 价 的 . 

1. 算 法 1 

4D 从 分 布 Tx ,YY) 中 抽 到 ,ys ,Fh; 计 算 

ECX) = wx Tx, ), (2-6) 
et) = 1,2,.. ,Kk, 

{2) 根据 概 闪 gt ,3) ,j= 1,2,… ,此 ,选择 下 = 然而 ,从 分 布 TOw,x ”中 
抽取 x ,2 人 


(3) 以 概率 
SCY XI + + BT, :| 


= mini |, -i < 
PT ] mi BX Ht +t RAE Ye) 


接受 Fi. 
2. 算 法 2 
(1) 从 对 称 分 布 Tx,y) 中 抽取 下 个 秆 yy ,v2 
(2) 依 概率 xty)( = 1,2,…,) 册 到 站 = .然后 从 分 布 TOyy, wx'} 中 抽取 
x 
(3) 以 概 淮 
TF + ma 
At) = ni WE 二 全 本 


接受 Yi. 
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容易 证 明 上 面 两 个 转移 手数 满足 半生 条 件 ,因此 ,所 诱导 的 可 滥 切 氏 链 雇 
T(x) 为 其 不 变 分 布 ， 


3 ”投影 寻 踪 方法 


3.1 概 述 


大 类 自 活 在 信息 的 世界 时 ,市 信息 羡 常 党 隐 工 在 以 不 巾 形 式 表现 出 来 的 大 量 
数据 的 背后 ,挖掘 数 据 和 建 模 过 程 由 的 第 - 步 就 是 探索 数据 ,如 果 数 据 是 低 维 的 ， 
如 这 样 情形 下 的 探索 是 喜 接 的 ;可 以 遂 过 直方 图 对 --- 维 数据 进行 观察 ;以 通过 淫 
布 图 对 维 数 据 进行 了 解 ; 通 过 分 片 散 布 图 对 一 维 数据 进行 了 解 .但 在 许 儿 情况 下 
数据 是 尚 锥 的 ,和 而 大 类 的 视觉 却 被 限制 在 低 维 情形 ,所 以 ,人们 常常 希望 通过 低 维 
投 义 来 了 解数 据 的 高 维 结 购 .出 十 一 个 电 维 数 拓 串 以 有 元 穷 儿 的 低 维 投影 ,因此 ， 
发 展 - 和 大 能 够 在 知 时 间 里 发 地 向 维 数 据 有 趣 的 嫩 构 的 实用 技术 是 非常 重要 的 , 拱 
影 寻 踪 就 是 这 样 -种 能 赵 通 过 将 高 维 数 据 线 性 找 影 到 个 低 维 空间 来 寻找 人 们 址 
兴起 的 非 线性 结构 的 现代 统计 技术 . 这 里 所 说 的 妖 维 遂 涡 是 指 --- 维 ,一 维 或 三 维 ， 
这 种 将 投影 和 和 寻 踪 结合 起 来 的 思想 罕 少 可 追 湖 到 多 和 鲁 斯 上 尔 (KEmskaly 和 施 所 花 
[Swilzery .第 - -个 成 功 昌 应 用 这 种 思想 的 人 应 泊 是 卓 星 德 最 (Friedman) 和 图 蕊 全 
Tukey) {1974) ,他 们 给 了 这 种 思想 :个 最 恰当 的 和 名字 :投影 寻 距 (projecton pursuil) 
简称 PP. 它 作为 个 特殊 的 数学 记号 是 由 尤 伯 (Tuber,1985} 首先 引进 的 ,他 的 工作 
为 怠 人 世纪 中 年 代 尾 于 对 PP 的 这 人 研究 商定 了 是 础 . 信 得 广 意 的 是 ,在 我 同 有 大 
兵 有 影响 的 优秀 的 PE 方面 的 学 者 . 

PP 方法 所 要 寻找 的 有 意 尽 的 结构 包括 :散布 .分 制 .特定 模式 .形状 以 及 作 何 
其 他 的 非 线 性 结构 ,这 里 的 非 线性 结构 是 由 对 线性 结构 种 丫 的 ,那些 能 够 通过 对 样 
本 归 什 和 和 办 方差 阵 的 分 析 , 主 成 分 分 析 或 其 他 经 典 多 下 分 析 方 法 而 闭 得 的 结构 部 
是 级 性 结 购 ;而 非 线 性 结构 是 指 那些 晤 ] 均 仁和 协 方 差 阵 的 分 析 所 不 能 得 天 的 结 
构 . 

投影 性 峻 有 阮 种 类 型 ;机械 PP 和 手工 PP. 机械 PDP 址 指 红 里 德 曼 和 图 区 供 
{1974) 引进 的 ,后 来 侍 尤 们 正规 化 的 证 ,常常 被 简称 为 HPP. 运行 PP 中 前 两 个 楼 心 
部 分 是 PP 指标 和 PP 算法 .PP 指标 用 米 庶 其 一 -个 投影 夺 认 有意 疼 , 指 标 值 广大 表明 
相应 的 投影 越 有 意 闵 ,PP 算法 是 一 个 最 优化 的 算法 ,记分 步 缀 地 在 - :个 高 维 空 间 
FF 极 大 化 PP 指标 .已 械 PP, 是 基于 : PP 算法 的 计算 过 程 米 十 找 并 输出 一 个 投 是 序列 
{ 极 人 化 :个 PP 指标 ) 供 大 们 观察 ;相反 ,于 .1 PP 是 利用 -个 动态 图 形 系 统 ,通过 
大 的 岗 由 的 观察 来 寻找 有 意 习 的 投影 方向 ,如 果 数 据 的 绯 效 比 较 高 ,或 使 用 者 缺 蕊 
经 验 , 那 么 手工 PP 是 不 可 行 的 .一 个 实用 的 方法 或 许 就 总 控 适 当 的 方志 组 合 使 用 
机 械 PP 和 手 J PP. 下 而 介绍 的 内 容 包 会 提 影 导 踪 的 坡 术 内 容 ,以 及 自前 关于 构造 

f 合 PP 变 下 投影 斗 踪 方面 的 有 关 讨 论 . 
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3.2 探索 性 投影 好 际 


片面 所 述 的 是 探索 性 PP, 如 同 它 最 初 被 川 | 探索 性 数据 分 析 那 样 . 峙 此 ,PP 严 
术 涪 起 探索 性 机 械 PP. 后 而 将 看 到 , 捞 影 寺 踪 的 作用 远志 这 探索 性 数据 分 析 , 例 
如 ,让 用 于 同 归 耸 析 , 导 繁 产 咎 了 击 在 的 投影 了 路 同 昭 (PPR) 方法 . 

1.bb 指标 的 选择 

抹 于 , 令 天 ER 二 -个 p 绯 样本 .数据 的 个 低 维 (4 维 ) 投影 为 
ZR 个 px 在 民 N 隆 ,使 得 ro = 二 .如 
未 天 = 1, 央 克 居 一 个 单位 癌 量 ,这 时 可 称 之 为 并 辐 .PP 秆 法 的 输出 x( 龙 要 太 化 - 
个 证 指标 ) 称 之 为 拉 优 解 . 

为 定名 :个 站 指标 ,加 必 须 解 释 这 样 个 指标 的 总 交 . 在 什么 是 一 全 平 岂 
方 问 这 :点 于 是 容易 达成 共识 的 ， -个 投影 中 指 标 攻 e) 下 -个 参照 分 布 和 投影 
让 数据 的 分 布 之 问 的 菜 个 电 离 的 个 计 { 对 估计 且 和 帅 离 不 周 的 选择 ,可 以 得 惠 不 问 
PP 指标 }. 一 个 自然 的 平凡 分 布 是 标准 正 态 分 布 N(0,1). 国 为 止 态 分 布 是 最 简单 的 
出 是 第 研究 得 瞧 彻 底 的 分 布 . 

狂 半 尼斯 各 非 里 德 曼 (Diaconis and Fricdman,1983) 以 皮 其 他 芝 者 在 解释 为 什 
么 谨 让 态 分 布 足 一 个 平凡 分 布 时 讲 着 ……… 个 投影 是 时 几 的 ,如 果 找 影 结 果 足 
随机 的 或 无 结构 的 ，- 个 和 床 旦 随机 性 的 指标 昆 彤 ,如 果 说 个 投影 是 有 意 必 的 , 那 
么 和 枉 基 他 捞 影 相 比 , 它 度 刻 有 较 小 的 炳 .如 昌 周 全 刻度 ,机 朵 分 布 将 达到 极 大 炳 ,这 

-点 说 有明 …… 如 果 它 远离 癌 斯 分 布 , 虎 么 这 个 投影 就 是 有 六 交 的 .直观 二 可 以 看 
到 ,使 PP 措 标 达 最 大 的 投影 { 以 正 态 分布 人 为 参照 分 布 ) 是 明 有 意 关 的 {或 尝 吕 称 
之 为 远离 下 人 态 投 影 ). 这 样 的 指标 阿 样 适用 于 以 其 他 分 布 作 为 参照 分 布 的 情形 ， 

俩 1]( 先 计 德 (A.M.]egendre) 指标 )” 弗 里 德 蝇 (1987) 提出 的 一 维和 .维和 
= 1,2)PP 指标 的 构造 瞩 法 如 下 : 

假定 (大) = 0,eov( 奈 ) = 瑟 . 记 四 (2z) 和 更 (1z) 为 标准 诺 态 戎 机 变量 的 将 度 和 
让 布 症 数 . 

当 上 = 1 时 , 扫 影 数据 为 Z， = a! 和 民 . 在 变换 总 = 2B(z) 一 1 下 ,要 影 数据 
的 密度 图 数 被 变换 成 qf7) ,这 里 如 Cr) 是 随机 安 械 站 = 2 中 (2.) -1 的 馈 度 图 数 ， 
gz) 变换 后 为 (- 1,1) 工 的 向 多 分 布 的 密度 函数 让 和 ) = 172.g 和 f(r) 的 吕 由 离 
的 勒 计 : 德 光 项 式 展 于 为 


| Colt) - 1/2)dr ~ > Ela(R) ), (3.1) 


其 中 严 为 展开 式 的 项 数 ; 扩 足 关 于 站 = 2ofarX ) 一 1 的 分 布 意 疼 下 的 数学 期 时， 
mtr) = = tji+ 172303 臣 阶 目 交 地 项 式 ， 


| a nanar = 1 {i= 门 ， 


| atriatridr = 0 {1 1. 
-1 
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间 于 七 (- 1,1), 贡 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 如 下 1 
oir = 1, Ltr)y= r, 
I(r) = Fy Driya(r) -GG - Dy2(7)) CF = 2,3,…). 


实际 于 ,在 ) 各 eov( 无 ) 是 任意 的 , 素 的 分 布 起 未 知 的 . 睹 上 于 的 数据 总 , 弗 里 德 
总 的 m 项 维和 勒 计 : 德 指标 吓 式 (3-1) 的 简单 估计 : 


下 = TY 之 
ta) = > 有 [一 226(cX) -1 (3-2) 


来 自 玩 的 奈 化 数据 药 满足 


于 = 
1 > ,XXr = 了 了 (3-3) 
例如 , 弗 里 德 入 球 化 方法 是 
党 = 万 -TI 天) (i = 1,2,.,n), 


上 时 中 安信 7 = 克基 样本 有 小片 差 阵 
= RB, — XE -TE)! 
的 特征 值 - 特征 同和 量 分 解 ， 
= , Sx 

是 样本 均值 . | 

- 维 PP 海 太 人 提供 了 视野 ,使 信 们 可 以 沿 关 本 一统 LP 指标 达 最 大 的 于 此 方 
向 去 观察 数据 ; - 维 PP 则 可 以 使 大 们 在 由 两 个 使 二 维 PP 指标 达到 最 大 的 正身 方 
向 确定 的 平 而 |- 老 察 数 据 .通过 - 维 利 一 锥 投 环 人们 可 以 容易 发 现 菜 些 结构 .利川 
相同 前 室 换 及 名 项 成 , 绅 里 德 曼 的 一 维 币 让 德 指 标 为 


(ta.f)} -= > Ht (Toi20cY) -. 1) 
hl LOG 1) 


_ > Qt D2 + 


-1 =1 


( ! > bl2e(arX) — 11tx|2P(B'Y) - 11) 


其 中 a Si,etB = 0;1 是 与 式 (3-2) 中 相同 的 勒 让 德 多 项 式 . 

例 2 { 埃 尔 米 特 (Hermite) 捐 标 ) ” 豪 (Hal)1989 年 提出 了 一 个 与 弗 里 德 皮 不 条 
的 指标 . 他 下 接 利用 甩 = 5 的 密度 与 标准 正安 密度 癌 的 党 中 离 的 前 m 项 埃 尔 
米 特 儿 项 式 展开 构造 了 投影 指标 , 妈 


1 


也 
9 


3 投影 寻 踪 方 泪 * S515 : 


和 fa 二 > ; x ( ark) pa)) + 


jl x 2 


2 


2 2a) - Dn 4 . 


此 中 (7) = 一 -eep( 条) 是 标准 正 态 随机 变 拓 的 分 负 帝 度 丽 数 ;HH 是 埃 尔 米 特 本 
了 

六 多 项 式 ( 关 字 夫妇 
二 呈 - -1 
(OECDHDar = 全 守 全 Ci = 站， 


[mn Rr)dr = 0 (i 


埃 泵 米 特 多 项 式 有 如 下 弟 推 公式 ; 
Hotr) = 1, H(tr) = 2r, Hi(r) = ZH Cr (ff = 2,3,."). 

此 外 还 有 其 他 些 指 标 , 它 们 分 别 是 基 于 科 尔 英名 千 厂 CA.N. Kolmogorov){ 他 
国 英 和 成 平 ,1993) 的 里 度 、 斜 度 和 低 阶 多 项 式 { 药 埋 亲 种 的 萌 斯 通 (johansen and 
Johnstone) 1989) , 列 拉 时 -省 ,密斯 -斯 米尔 谤 去 (orameryon Mises-Smirnov) 统计 | 直 
(成 平 ,1998) 点 卡 方 指标 { 博 赛 { Posae) ,1995) 等 . 

参 昭 分布 选 择 的 余地 也 是 正常 大 的 , 包 岳 线性 利 非 线性 结构 的 分 布 . 对 上 特定 
的 正弘 性 结构 ,不 同类 型 指标 的 第 起 度量 不 同 的 ,甚至 相 辕 类 型 的 指标 ,对 村 不 加 
的 m 值 和 二 伞 , 共 敏感 性 也 是 不同 的 .通常 使 用 的 吓 指 机 是 证 离 ,例如 式 (3-1) 中 
的 右 式 ,而 不 是 不 (3-2) 所 示 的 球 化 数据 下 虽 启 的 生计 . 从 种 重要 的 非 线性 结构 下 
不 同 指标 的 比较 . 作 还 有 有 待 进 : 步 赋 究 . 晶 前 , 基 上 在 限 的 经 验 , 以 及 

Mt) 在 PP 的 应 用 中 ,各 项 式 迁 代 在 计算 方 而 比较 窜 纪 而 日 有 较 快 的 速度 ， 

2) 科 尔 葛 蕊 软 大 统 计 忆 证 要 用 十 检验 革 统 计 械 2 中. 态 分 布 或 均 名 分布 的 闪 
别 ; 

3) 样本 拭 , 倒 旭 峰 度 .和 疼 度 常常 难以 捕 损 刘 非 钱 作 知 构 ,如 散布 ,多 峰 虱 ,分 
离 等 ， 

可 以 认为 ,从 寻找 非 线 性 结构 这 一 前 诬 来 在, 多 现世 型 的 指标 上 电 加 吕 取 {如 
PPR 中 的 秆 让 德 指 标 和 埃 尔 米 特 孙 数 ). 

但 是 ,任何 PP 的 使 用 痊 , 龙 其 是 初 川江 ,如 果 可 能 和 的话, 应 当 党 试 不 同 的 EP 指 
标 . 

实际 上 ,在 投影 j 踪 方法 中 使 用 球 化 数据 堆 非 党 重 呈 的 . 大 多数 PP 指标 是 按 
下 面 方式 慕 得 的 :在 假定 EFC) = 0.oov( 天 ) = 天 下 ,构造 基 个 度量 的 估计, 热 后 
用 球 化 数据 代替 下 ,并 和 将 该 估计 最 做 PP 指标 ， 

之 旧 重 申 的 是.PP 的 日 的 是 发 再 有 章 交 的 王强 性 结构 . 常 岂 的 统计 量 , 如 样本 
均值 和 蔗 方 其, 只 可 以 描 示 数据 集 的 何曾、 刻度 .相关 和 鱼 构 .因此 ,一个 有 效 的 PP 指 
标点 是 企 置 .刻度 利 旋 转变 换 下 不 变 的 , 即 

| SAY + &) = 2 大) (3-4) 
对 于 尾 章 5 > 0,ERr 和 pxp 正 交 矩 阵 4 成 立 .如 果 在 证 指标 中 使 用 妹 化 数据 ， 
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那么 这 种 不 变性 自动 成 并 . 换 刁 十 说 , 球 化 可 以 除去 看 线 性 辣 的 中 的 线性 结 斧 . 同 
样 , 在 运行 :个 PP 程序 时 对 数据 进行 球 化 可 以 获得 计算 上 的 好 处 ,可 以 大 大 且 提 
重 毛 索 数 据 的 目 线 性 结构 的 效率 . 

但 足 满足 式 (3-3) 的 款 化 数据 会 使 得 蒜 让 德 . 族 水 来 特 和 此 他 对 项 式 指 株 的 
条 果 硕 比 其 他 硕 寻 量 地 小 .因此 在 多 项 式 指 标 中 , 朱 亮 阳 健 育 取 3 二 站 二 有 

2.Pb 算 法 的 选择 

选择 吓 算 法 ,重要 的 是 最 优化 算法 要 昼 实 可 以 提供 村 PP 指标 的 全 局 最 人 
值 ,或 者 最 初 的 解 可 以 提供 坡 有 上 总 关 的 投影 . 弗 里 德 问 0987) 对 他 的 一 维和 一 . 锥 
PP 指标 给 出 了 种 实用 的 PP 算法 {提供 作 STATLLB 软 件 ! 呈 ,在 他 的 上 作 中 蔷 用 

个 称 之 为 “结构 迁移 ”前 脱 明 的 想法 .结构 迁移 是 指 沿 一 个 坡 优 方向 将 数 括 代 换 

眠 标 准 止 访 分 布 ,而 使 滞 上 续 他 正 交 方向 上 的 结构 保持 森 蛮 . 它 有 如 下 的 效果 , 则 已 
经 被 发 现 的 最 优 方 加 不 会 被 重新 发 现 . 因 为 于 态 结 构 荐 半 疙 的 , 它 将 使 得 指标 最 小 
化 . 东 嘉 阳 (1993) 发 现 弗 出 德 曼 邵 算法 的 前 个 最 大 值 这 和 浓 -非常 接近 全 局 最 人 
值 .基于 这 -点 ,她 提出 了 种 更 有 效 的 搜索 算法 ,这 里 不 本 介绍 . 

PP 算法 的 解 ,可 以 住 如 下 解释 :如 果 解 & 接近 (41.0,…,0), 则 它 说 明和 第 -个 上 化 
标 或 数据 的 第 一 个 分 世 是 有 意义 的 ;如 果 & 接 近 (1A42, -4120 , 则 它 说 明 数 
括 的 第 - :个 分 证 和 第 一 个 分 工 的 莽 可 能 是 有 意 吕 的 结构 . 


3.3 显 苦 性 水 平 


投影 寻 踪 算法 的 解 芋 骆 必 能 提供 -个 有 有 意 习 的 结构 呢 ?" 尽 管 数 据 来 自 于 多元 

中 态 分 布 ,投影 桔 踪 算 尖 也 会 给 出 一 些 解 或 投影 .有关 一 个 长 面 上 的 结构 是 否 基 
上 其 实 的 讨论 最 早出 现在 米 勒 (Miller, 1985) 关于 尤 伯 {1985) 交 训 的 讨论 中 :“ 关 十 这 

-新 技术 { 指 PP) ,我 感到 在 理论 与 实际 之 间 存 在 个 分 虐 , 瞄 些 有 意义 的 撒 状 、 做 
布 和 聚 类 在 高 维 数据 情况 下 更 加 难以 发 现 ,我 们 怎样 来 评价 这 些 结 构 二 真实 的 或 
中 随 机 央 素 造成 的 吃 ?” 因 此 ,找到 个 显著 性 检验 来 兰 断 去 现 出 来 的 关 构 基于 和 实 
的 或 足 由 随机 因素 造成 的 是 非常 重要 的 .对 于 这 样 -个 显 等 忻 检验 ,其 零 假设 旦 

所 :投影 是 平凡 的 (或 数据 来 出 正 态 分 布 ) 
对 于 这 样 的 检验 ，' 个 日 然 的 检验 统计 媒 娠 
T(X) = mad( 他) ， 
其 中 人】 是 个 PP 指标 . 较 大 的 TCX) 值 将 支持 零 假设 , 即 投影 是 平凡 的 . 为 了 
发 现 F(X) 前 值 到 底 多 大 成 者 计算 个 P 值 ， 
Pan, | TIE) > | + 

人 们 可 以 在 索 供 度 下 利用 蒙特 卡 罗 方 法 去 异 报 区 下 ) 其 中 攻关) 赴 Te” 1 计 ) 
的 观测 值 ,we ”大 1(a 1 X) 的 极 大 值 点 ,P 是 相对 于 堆 假 设 下 的 概率 .不 闻 的 足 ， 
在 投影 了 由 中 的 蒙特 卡 凡 方法 中 也 含 了 复杂 的 最 优化 问题 的 重复 求解 ,而 且 在 堆 
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报 设 下 日 林 坪 数 可 能 目 常 的 椒 规 则 ,因此 它 调 要 较 大 的 订 算 量 .任何 能 够 对 蛇 特 卡 
罗 横 拟 有 帮助 的 工作 部 将 在 非常 有 用 的 . 

孙 癌 阳 (i991) 给 出 了 :个 关上 则 里 德 曼 - - 维 卫 指 标的 显著 水 平 (或 PP 值 ) 的 
理论 上 的 皖 辽 


Pr : max 下 次) a| ~ Ko ma, 2 (p + m—3))+ 


几 安 炎 = 上 | 


capl nes (p+ m ~ 3)). (3-5) 


其 中 a 是 指标 的 观测 值 iwo 和 心 是 两 个 常数 :xd = . wie "da 是 不 完全 佑 
天 图 数 . 对 于 不 同 的 p 和 下, 条 霹 阳 担 供 了 关上 癌 和 es 的 是 个 表 . 

于 na 不 太 小 的 时 各 式 各 -5) 捍 近 得 很 好. 如果 5 不 太夫 ,而 较 小 时 ,可 只 上 培 
式 (3-5) 中 的 第 一 项 .如 果 必 占 的 活 可 相 据 经 验 利 用 该 公 式 计 算 PP 值 ,上 汗 对 该 鸽 进 
调整 .可 利用 弗 荣 合 尔 {Flciseher) , 劳 德 (Leader) 和 孙 笛 阳 (1998) 所 开发 的 软件 
表 计 算 呈 值 . 孙 剖 了 所 所 供 的 计算 PP 值 的 方法 从 原理 下 讲 也 适 嘎 于 所 有 的 种 项 式 
或 客 项 上 夏 靖 数 指 慰 ， 

从 直观 上 讲 ， :个 投影 是 平凡 的 ,如 虹 它 基 随 机 的 ,或 者 表现 出 下 态 结 构 , 因 
此 ，- 个 PP 指标 等 价 于 检验 非 正 态 性 .然而 ,在 PF 和 才 汪 上 态 检验 之 间 有 一 些 顷 
微 的 差 员 . PP 的 目的 在 于 从 入 个 角度 去 了 解 针 元 数 括 集 .从 一 个 好 的 PP 方法 中 所 
得 到 的 投影 通常 对 应 于 指标 的 几 个 局 部 极 值 点 .但 是 ,人 在 多 元 正 坊 性 检验 中 , 人们 
常常 公关 心 最 坟 值 点 .对 于 中 算 法 所 得 到 的 特定 的 拔 影 产 册 ,由 式 (3-5) 所 提供 的 
产值 可 局 告诉 大 们 这 个 方 回 是 否 看 意 交 .对 于 过程 而 言 ,产值 可 能 是 保守 的 ,如 同 w 
对 应 的 投影 可 能 仅仅 是 指标 的 :个 局 部 极 值 一 样 .最 后 个 细微 差别 是 所 有 的 PP 
指标 都 可 以 用 于 数据 集 的 正 访 性 检验 ,但 并 不 是 所 有 的 业态 性 检验 对 于 韭 线性 结 
构 都 是 敏感 的 ,市 这 种 频 线 性 结构 稚 是 PP 所 蓝 寻 找 的 . 

PP 中 PP 值 的 -个 副产品 基 它 可 帮助 使 用 者 决定 何 时 停止 - -个 PP 算法 .连续 -大 
的 PP 值 表明 或 洗 没 有 有 意义 的 结构 剩 下 来. 

总 而 言 之 , 在 PP 指标 ,算法 以 及 P 值 的 帮助 下 , 通过 将 数据 投影 到 由 mt， 
;所 确 定 的 做 维 空间 上 ,使 用 者 可 以 识别 并 观察 到 有 意义 的 结构 ,这 里 点 1,&;， 
… 是 利用 算法 找到 的 指标 的 极 值 点 序 嫩 . 


3.4 ”投影 本 中 上 
说 下 是 一 个 p 维 机 报 变 其 , 基 响 应 变 夸 ,投影 寻 踪 回归 {PPR) 古 通过 岭 调 数 
的 有 限 和 
mrz) = Palak), (3-6) 


基于 米 和 月 上 下, 了 7) 分 布 的 随机 样本 CX 了 DD), 各 72) CA 了 了) 去 通 近 问 归 光 
数 
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Fx) = ECYIX = x). 
花村 上 脸 果 数 定 站 市 投 彤 数据 二 的 扯 戚 上 ,站 是 第 了 个 投 弦 市 阵 ,使 得 em = .1 
个 (3-0) 所 未 的 PPR 本 一 慌 ,对 于 到 当选 择 的 &, 种 
近江 得 很 好 . 例 要 下 而 一些 模型 可 以 看 成 
是 竺 踪 的 BBR 模 卉 : 

fi 简单 线 术 fr) = 人 

{2) 单 捐 标 械 滞 Fx) = g(x); 

(3) 共有 :个 隐痛 居 的 神经 网 络 模型 ”Frz) = > etakt)， 

-| 
村 中 避 是 已 知 阴 数 , 倒 组 g(x) = 1 + 6 *); 
(4) 可 加 模 硕 Fx) = 和 g(x)， 
其 中 z; 是 第 i 个 分 中 ， 

从 逼近 角度 讲 , 狂 上 轩 此 斯 等 大 (1984) 济 PPR 所 全 给 出 了 :个 数学 上 上 的 震 巾 .在 
许多 搜 台 g& 利多 的 算法 ，: 个 分 片 PPR 算法 可 以 在 弗 里 德 癌 和 斯 图 永 冀 (1981) 的 
文章 中 找 刘 .特别 地 ,对 开关 二 给 定 .AD) = 0, 基 于 找 影 数据 {6,5) ,通过 指标 的 
械 太 化 是 硫 得 到 wi 的 迁 代 估计 ,通过 :个 低 维 的 非 优 数 岂 时 估计 可 得 到 g, ,其 小 
5 = 第 目的 残 差 ,有 = rb,j = 1,2,…,n .重复 该 上 法 自 到 残 差 
下 并 和 他， 小 于 质 先 给 定 的 值 .根据 g; 光 消 性 的 不 同 ,或 相同 的 指标 以 及 不 问 的 
氢 合 阶 数 , 呀 以 用 不 问 的 PPR 算法 . 

这 虫 有 这 样 儿 个 重要 问题 ;预定 的 残 差 值 如 何 取 或 者 说 何 时 停止 PPR 算 法 ,或 
型 说 如 何 选择 普 ? 给 定 - -个 拟 合 耳 数 1, 它 是 否 与 常数 有 最 片 莽 别 ? 检 验 " 抱 :gp， = 
常数 "的 显得 水 于 是 击 地 能 够 被 解 友 ,如 局 在 呵 归 中 通过 氢 侣 项 B - 桩 ? 所 有 这 些 
问题 村 末 问 旺 有 联系 的 .由于 (Parky 和 孙 嘉 阴 (1998) 将 约 答 森 和 的 朝 斯 通 的 PPR 
让 法 身上 下 u 态 预报 排 广 到 任意 密度 的 预报 ,让 是 提供 了 了 丘 的 妃 秋 性 检验 . 户 值 的 部 
华人 性 检验 对 何 时 停 下 PPR 算法 以 晟 通过 每 个 氢 合 项 来 解释 加 昭 丰 有 帮助 的 . 这 中 
本 再 详 述 . 


a 
Rr + 


3.5 ”投影 避 鞍 帘 座 估计 


投影 寻 踪 密度 估计 {PPDE) 的 思想 是 利用 
g(r) = golx) [| gz,) 
止 氨 近 -个 商 绯 数据 王后 Rr 的 密度 ,其 中 = weERi= 12. m20 起 
个 于 比 的 密度 点 初始 模式 ,& 是 成 于 有 相关 的 数据 批 影 的 区 下 宫 谨 .万 们 51985) 让 
时 站 采 二 是 f 的 任意 :个 通 近 , 则 站 四 对 炳 EC 8): = Eo ANDOARCEJT 太美 下 
艇 大 加 能 的 归 进 为 
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号) ， 
“ [ 

这 利和 是 大 7 的 数 节 期 讲 , 太 和 有 起 /和 gg 关上 z= ex 的 过 缘 冤 度 ; 丰 可 的 所 
有 造反 中 ,此 进 最 大 的 & 使 (fi, ga) 太 直 大. 

gi 的 一 个 由 型 的 选择 是 上 扩 坊 帘 度 , 罕 的 均值 和 六 着 可 以 用 来 日 了 的 随机 样本 
基 和 2 | 交 样本 均 作 和 样 末 方 闫 来 个 计 :个 耸 开 PPDE 算法 十 久 如 下 . 

(0 全 gr = gn: 

(2) 绽 三 g' 下 , 求 解 使 下 而 指标 极 太 化 的 &: 


LNs ad) 


其 中 所 相 基 于 zz20 ,的 边 当 密度 的 全 计谋 ; 记 -是 若 攻 密度 gD 的 演 特 
下 轨 样本 在 方 同 &w 上 的 投影 的 密度 御 计 . 


(3) 令 


r3-7) 


A fr) 
ge Xx) 一 (RT) 
glx) - gt Dx) gar). 

重复 步骤 (2) 和 (3) 直到 maxsrte) 小 上 .个 项 先 康定 的 值 . 万 伯 (1985) 证 明 ; 
杂 果 /是 某 个 密度 与 标准 正 态 窗 度 由 的 卷 税 , 则 由 上面 竹 法 所 得 到 的 避 四 在 9 
模型 下 “ 致 收敛， 

阁 里 德 曼 通 过 加 权 儿 距离 | (AD) -gn(z)2Vgs(z)iz 通 近 相对 入 (go， 


天 ) ,以 大 哇 -- 个 在 限 禹 谍 德 密 戎 式 展开 站 近 公 (zy 本 02 获得 了 个 不 同 的 
PPDE 算法 .如 果 ge 和 大 相 些 较 近 , 则 弗 里 德 受 前 第 个 汕 近 是 有 效 的 ,但 这 并 不 
是 必要 条 件 , 尤 伯 (1985) 所 探 出 的 修正 方法 不 适用 于 这 个 上 法 . 从 遂 近 沦 和 角度 米 
在 ,在 闻 里 德 最 方 外 由 如 何 进行 条 正 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 


3.6 ”投影 用 踪 判 别 分 析 


在 统计 中 判别 分 析 的 “个 同文 刘 是 囚 类 ,因此 ,可 以 将 投影 寻 踪 判别 分 析 缩 全 
成 PPC 或 PPDA. 若 训 耸 析 的 月 的 是 对 一 个 个 体 进 行 定 伍 或 将 一 个 新 的 观察 结果 中 
三 按 卡 观 确定 的 若 十 个 类 中 的 菜 一 个 中. 当 有 一 个 训练 样本 和 -个 检验 样 森 时 , 尖 
别 分 析 问 题 司 被 提 了 出 来 . 训 绕 样本 被 用 米 构 造 判 别 或 滩 类 准则 , 制 夫 验 样本 则 被 
用 米 尽 交 或 优化 该 准则 . 

假定 fx) 是 类 分 布 的 锯 度 明 数 .= 1.2 有 站 是 灯 别 府 则 ,其 于 该 洽 则 ， 
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如 果 > .加 , 这 里 .为 足 互 不 相交 的 ,可 以 判定 外 于 类 六 通过 准则 3, 全 部 期 望 误 
判 绽 用 为 


ECM = > nj flr)qx) (3-8) 
其 路 为 来 自 类 ; 的 观测 被 误 判 为 /类 的 费用 ;x 为 类 : 的 先 验 概率 ;| /i( x)dx 为 


在 准则 8 下 ,将 第 i 类 的 观测 误 判 为 第 / 类 的 要 六. 
扫 密 度 /已 知 时 ,最 优 解 是 显然 前 ,准则 8* 使 得 


2 = jx >) efits) < AEE (3-9) 
上 = 了 一 下 1 了 
和 gg = foea 为 常数 时， 才 世 可 以 简化 成 
.有 = xhtx) < fr)!. (3-101 


式 符 好 是 基于 似 然 原 肆 上 的 解 ， 

妆 窗 诬 下 的 形式 是 己 知 的 ,只 是 售 有 未 知 参 数 时 ,训练 样本 可 以 被 用 来 估计 这 
些 未 和 参数 ,用 估计 靶 昔 代 相 诬 的 参数 万 仍然 中 以 应 刑 最 优 准 则 3 .例如 善 各 的 
涡 而 尔 线 性 判别 准则, 它 就 是 在 g = 2 是 县 有 未 知 均 佑 和 相同 的 林 知 方 美 三 态 
罕 度 条 件 下 通过 似 然 原 邵 式 (3-10) 获得 的 . 

当 岁 度 关 木 知 时 ,人们 下 得 不 采用 止 参 数 方 汪 .为 了 奖 服 非 参 数 高 维 密度 估计 
过 程 中 维 数 的 限制 ,大 们 可 以 茶 下 训练 样本 利用 PPDE 方法 估计 密度 ,然后 利用 
该 密度 合计 和 式 (3-39 中 的 最 乱 淮 则 ,这 重 导 出 了 PP 判决 或 聚 类 准则 (PPC) .被 慈 
紧 (Polzehl,1995) 讨论 了 PPC, 他 认为 最 好 采用 一 不 问 的 BP 指标 ,使 得 值 计 站 时 , 它 
可 以 要 小 化 忒 (3-8) 的 ECM. 换 一 个 角度 齐 , 就 是 在 PPDE 方法 的 第 一 个 步 邓 中 用 
而 指标 代替 式 (3-7) 中 的 指标 : 


Ee, 
na) = ECM =- > A (rd) ， 
1 = 【 一 人 


其 中 产生 faz) 尽 密 度 下 前 一步 的 估计 (相当 于 PPDF 中 的 gs-D) 并且 
fi a | 
) DT 1 
其 中 访 全 是 基 上 2 = BX = 的 按 缘 密度 估计 量 , 育 姨 是 基 二 来 自 
方 5 的 蒙特 卡 岁 样本 在 方向 e 投影 的 边缘 密 产 侦 计 . 

处 理 类 同和 分 本 的 琅 外 -种 方式 尼 把 聚 类 问题 看 成 直 一 个 回归 间 题 ,其 中 响应 
伙 芋 了 是 一 个 属性 变 电 , 它 公 取 & 个 可 能 值 . 痢 儿 可 以 对 

ERY DIX= x) (jf = 1,2. ,8) 

进行 PPR 拟 合 ,如 果 ELACF = 门 1 证 = x) 的 PPR 梢 计 在 ; = :处 达到 最 大 值 , 则 
将 观测 值 x 归 下 第 : 类 .这 与 逐 辑 斯 带 (logistic) 判别 的 思想 起 杠 同 的 . 


es 
Wo) = | xs Pontes ~ cf U(x) < DY 有 着， 
r=1 


3 投影 寻 踪 六 法 ，52t ， 


3.7 ”外 玫 式 投 影 当中 


沉 旺 不 捞 影 计 让 二 糙 机 械 PP 和 于 1 PP 的 扰 虑 组合 在 :起 的 :种 们 图 .| 二 太 
大 们 在 二 找 最 优 投影 方向 过 程 中 常常 会 有 一些 新 的 体会 .这 就 需要 交 生 式 投 影 
踪 方 武将 这 些 体 会 应 用 于 去 .这 种 企图 最 旺 出 现在 软件 Nobi 中 ,该 软件 最 里 开发 
Jj 1991 年 ,二 -种 用 于 疯 察 高 维 数据 的 数据 可 视 化 系统 ,政和 包括 Pe 以 及 上 共 他 
些 目 常 好 的 图 形 北 数据 分 析 工 上 只. 

部 革 扬 切 , 芳 德 和 内 前 月 (11998) 所 提出 的 笛 开 式 动 态 投 影 中 ppt)】 明 数 中 
蝴 着 问 个 方向 的 新 的 发 展 . 它 是 一 个 Sphus 清 数 ,送行 过 程 中 串 动 态 加 载 -此 用 
已 话 言 和 Fortran 井 吝 编 呈 的 用 于 处 理 维和 维 PP 前 筑波 , 它 辐 时 也 提供 了 基 上 
惠 里 德 昌 (1987) 指标 的 已 值 计算 .这 里 在 再 介绍 . 

下 而 举 - .个 将 pp 果 数 应 用 上 真实 数据 的 例 节 . 

例 3 橄 槛 球 尽 基 国人 生活 的 一 个 重 旨 部 分 . 
对 任何 个 球 队 米 说 ,非常 重要 的 - -个 方向 中 于 , 
场 队员 的 体质 特征 和 表现 能 力 . 因此 ,人 们 常常 有 g 
兴趣 去 寻 按 .个 好 的 判别 准则 , 其 二 该 准则 以 及 yg 
一 些 ( 主 要 是 体质 ) 相依 变节 和 不 辣 的 场 于 位 署 ， gy 
对 每 -… 个 队员 进行 分 类 .假设 研究 阁 不 试 识 队 贡 ， PC 4 四 
通过 散布 分 析 , 可 以 发 现在 每 个 不 同 的 球 位 ,开场 ”| 三 忆 必 以 
队员 和 非 并 场 队员 的 散布 中 是 否 存在 合理 的 分 -2 -1 0 1 ) 
组 .这 对 于 确定 基于 串 提供 的 数据 所 获得 的 判别 风 3.| 
准则 的 质量 , 以 及 对 送 动 员 训 练 中 应 该 考虑 的 其 
他 因素 提供 建议 是 有 帮助 的 . 当 数 据 的 维 数 较 商 时 ,同样 会 小 现 维 数 灾难 问题 . 为 
了 使 得 在 所 要 找 的 方向 上 开 忆 队 员 和 间 开 电 队 员 能 够 有 中 民 别 ,在 使 用 交 严 式 披 
影 寻 踪 pp 商 数 时 ,另外 附加 了 - 些 判 别 和 散布 准则 , 数据 集 包括 场 上 上 17 个 位 时 
1700 个 球员 的 体质 特征 和 表现 方面 的 度 暴 .另外 ,也 得 到 J 从 个 队员 在 球 队 中 是 否 
是 开场 队员 方 而 的 信息 ,这 是 一 个 巨型 的 数据 集 , 六 日 其 小 包含 许多 斑 天 数据 . 省 
先 对 丢失 数据 进行 了 适当 的 处 理 ,然后 利用 pp 冰 数 来 寻找 .个 齐 向 ,使 得 通过 - 
个 二 项 分 布 将 开场 队员 与 正 开 场 队员 分 于, 对 于 大 多 数 场 | 位 置 来 说 ,通过 位 置 、 
尖峰 及 合理 的 投影 ,可 以 做 到 这 -点 

图 3.1 给 出 了 位 置 3 在 最 优 投影 方向 上 的 直方 图 ， 

投影 寻 踪 通 过 数据 的 线性 投影 来 寻找 数据 集 的 有 癌 义 的 结构 ,PP,PPC( 或 
PPDA) .PPDE 和 PPR 的 .个 共同 特点 三 利 用 算法 分 步 又 也 在 低 纵 投 影 室 间 王 极 大 
化 -个 Pb 指标 ,这 些 指标 对 某 个 特定 的 结构 是 敏感 的 . 

投影 .j 踪 届 于 现代 统计 计算 技术 , 随 着 统计 软件 的 于 发 , 它 已 经 成 为 数据 分 析 
的 有 崩 工 具 , 与 其 他 现代 数据 分 析 技 术 -… 样 , 它 也 将 会 与 形 些 简单 而 基本 的 数据 分 
怕 技 术 结 合 在 .起 被 广泛 地 使 用 ， 
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4 上 自助 法 及 其 置信 区 间 


4.1 日 助 法 


随 疹 计算 机 .[ 业 日 新 月 异 的 发 展 , 贞 美国 统计 学 家 埃 烛 高 在 1979 秆 (文献 [1]) 
提出 的 、. 基 天 "以 计算 蔡 代 理论 公式 推导 " 之 思 起 的 请 助 江 (bootstrap) 不 断 地 发 展 、 
定 善 ,已 成 为 日 前 应 用 最 为 广泛 的 统计 推断 方 让 之 一 ， 

没 丰 ( 通 常 为 -- 问 量 或 复 阵 ) 为 从 统计 模型 成仁 体 P 得 来 的 样本 .假定 需要 
对 王 的 其 - -特征 (人 参数) 作 推断 , 为 方便 起 见 设 日 为 “本 知 实 数 ,根据 已 观察 到 的 
和 ,统计 排 断 通常 忌 通 过 基 天 4 的 :个 估计 量 令 = 全 针 ) 来 进 行 的 .例如 ,假设 分 .#8 
之 分 布 睛 数 为 已 知 , 则 8 的 -个 忆 -2e) 置信 区 问 为 (人 -7 ,6- 6) ,其 中 c 为 人 
全 市 的 & 分 位 数 . 

然而 ,在 实际 应 用 中 他 -8 之 分 布 常 常 是 木 知 的 ， -个 城 简单 的 例 了 上 是 交 = 
[下 为 独立 握 分 布 ,8 为 峡 体 均值 ,分 -= 天 为 样本 向 值 . 关上 下 误 一 8 的 
分 布 ,县 知道 凸 均 从 为 0, 方 关 为 zi/ yo? 为 菩 之 方 其 . 

在 全 - 8 之 分 布 为 未 知 的 情 堪 下 如 和 何 来 进行 统计 推断 吧 ?- -个 常用 的 方法 是 先 
学 出 六- 8 之 分 布 的 个 理论 公式 H{ 例 如 用 正 态 交 近 方法 ) .理论 公式 总 通常 仍 带 
有 术 若 参数 , 夏 各 要 对 其 进行 千 计 . 记 拓 计 后 的 理论 公民 为 衣 , 则 对 8 的 统计 推断 
中 通过 胃 来 进行 .例如 #8 的 界 信 区 间 可 以 是 从 -0 ,Bc,) ,其 中 作为 全 的 a 分 位 
数 . 

运用 旦 助 法 ,可 以 用 大 量 的 计算 来 取代 以 上 提 色 的 如 论 公 式 的 推导 .所 以 它 在 


他 -0 分布 之 序 论 推 必 正常 困难 或 党 未 的 情形 下 显示 如 此 优越 性 . 
为 介绍 请 助 法 , 先 考 谍 -… 个 不 切合 实际 的 情形 :假定 可 以 从 母体 忆 中 产 牛 独 亲 
样本 后 ,和 各 为 .很 大 的 下 整数 ,由 于 每 个 合 = 的 局 ) 与 全 = 三 大) 为 独 


并 问 分 布 ,4 = 1.2，…, 妇 ,有 之 分 布 可 以 在 数值 上 用语 ,全 , 合 来 刻画 .由 大 数 定 
律 知 ,这 样 的 刻画 当 中 充分 大 时 是 相当 准确 的 .注意 到 用 此 方法 不 需 任 何 昌 论 推 
学 ， 

如 何 宛 服从 母体 P 中 产生 独立 样本 这 样 个 不 切实 际 的 假定 呢 ? 模 据 已 在 样 


本 , 设 五 为 严 的 一 个 估计 .从 书 中 产生 独立 样本 于， ,为 切实 可 行 的 .用 
全 = RE) ,6 = 12,…, 有 ,来 进行 统计 扒 断 , 即 为 自助 法 的 基本 辕 想 .当然 , 仑 与 
忆 不 样 , 人 伪 不 独立, 所 以 用 此 方法 不 一定 正确 .20 秆 来 统计 学 家 人 信子 大 志 
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荆 作 米 验证 自助 法 在 各 种 场 舍 下 的 正 风 性 与 淮 食性 (多 文献 [16], [171). 


让 向 仍 以 入 让 介 - 8 之 分 布 为 例 加 以 说 明 , 由 于 7(f) - PS 9 1). 故 其 让 
助 入 计 {boolstrap estimation】 为 


人 (站 = Pp (0 -He 1). {4- 1) 

注意 到 用 (1) 与 TC) 之 区 别 在 于 :0 被 换 成 0, 被 措 成 六 , 户 被 换 成 P,( 纵 定 针 的 
条 件 分 布 ,相对 于 产生 针 ” 的 随机 性 ). 举 实 上 ,如 (2) 为 

s(t) = Ho _ He 1) (4-2) 


的 理论 家 限 (8-* %), 呈 家 gf7) 为 基 全 (6 = 1,2,…, 六 的 某 种 经 验 分 布 ,其 中 
fd 为 和 的 未 性 隐 数 . 诛 很 名 声 合 下 , 当 样 本 针 n 一 x 省， 

sup | Bn) — HA) | = (a.s.). {4-3) 
大 于 式 {4-3) 的 收 辣 速度 已 有 文献 论述 . 


4.2 白 助 法 置信 和 多 问 


住 本 他 和 与 下 其 节 中 ,假定 于 = 《Wy 下, 瑟 ) 莉 为 独 六 加 分 布 & 维 随机 向 
其 ,本 体 己基 为 天 的 分 布 丽 数 F£. 设 下 的 信 计 为 经 验 分 布 清 数 公 (= 祖 ) .注意 到 从 
天 中 产生 于。 二 CT ,是 1 ) 村 王 太 三 | i 1 A tt 产 半 一 -组 简单 随机 可 
放 回 网 样本 . 

设 日 为 与 六 在 关 的 - -个 实 参 数 . 下 面 介绍 在 这 种 想 讼 条件 上 下 构造 置信 卡 限 的 
儿 种 方法 (构造 8 的 第 信 十 限 或 区 间 丰 类 和 似 地 进行 ). 


4.2.1 自助 分 住 数 法 


假定 丰 = 全 XY 为 0 的 估计 .= 人 下 *), 则 
K(x) = PP (HB* sx), (4-4) 
站 中 P。 为 下 * 的 条 件 分 布 (给 定 委 ) .注意 到 K(x) 为 
Ka(x) = p(B ex) 
bl 
的 极限 形式 .对 于 -给 定 的 a € (0, 二 ) ,自助 分 位 数 法 给 放 以 上 的 置信 下 限 ， 
app 二 K If， {44-51 
其 中 KK- 人 a) = jnfixrKEx) al 为 必 之 & 分 位 数 .在 实际 应用 中 ,天 Ga) 可 换 成 
Kat(a) ,BB 为 - 正 整数 (根据 埃 弗 朗 的 推荐 ,了 = 1000 芭 正 大) 
蔡 日 = 2(X) 为 8 的 (1 - a) 置信 下 限 , 则 要 求 
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= 【生产 ) {4-6) 
成 六 .在 他 种 稍 形 下 D5w 满 是 式 (4-8) 呢 ? 埃 弗 明 试 为 , 假 生 在 在 一 单调 增 商 数 w, 合 
和 
pig gaa) = Blx) (YF) (4-7) 
成 序 ( 人 包括 二 = 二 的 情形 ) ,其 让 和 = pg (全 ;gp = gpl); 史 为 标准 正 态 分 布 十 数 .在 
收 二 不 -成 主 的 条 人 御 下 , 叮 验 证 
8 = (Yt+ A) 
满 冉 碟 (4-6), 注 中 2 = 中 区 ge 全 
W = ptByp) — 9. 
和 由 天 六 = 本 时 式 C4-7) 也 成 让, 故 
DOW) = PRB’ ge WY = Pb & Op) = qa, 
其 中 妊 ”= 从 和 .下 式 由 Bp 之 定义 得 出 , 故 有 
多 三 A 二 BD l(a), 
则 
dp = glp+ ZF) = HL.. 
时 此 ,在 条 定 式 (4- 如 成 并 的 条 件 下 ,Dpp 满 丰 式 (4-). 若 式 (4-7) 权 在 4 很 人 时 近 
位 成 立 . 则 5 为 一 近 拟 的 (1 - a) 置信 下 限 . 

在 仍 定 式 (4- 了 ) 成 六 的 条 竹下 ,tar 与 和 轴 .是 : 样 的 .8 的 计算 再 要 知道 g( 理 论 
推 学 ) ,而 久 的 计算 浓 昌 计算 合 : ,5 = 1,2,-…,8. 这 进一步 说明 了 和 白 助 法 是 - -种 以 
证 色 : 蓉 代理 论 排 尘 的 方 波 . 

4.2.2 和 收 正 恼 度 后 自助 分 性 数 法 

仔 报 定式 和 4- 了 1 成立 的 条 作 下 ， 

Pe 0) = P(F3 0 = 于 
即 全 在 某 种 意 交 下 是 无 妨 佑 计 . 这 在 很 名 情 沉 下 是 不 成 立 的 .车 以 催 定 

Pg- p+ a x) = B(x) (4-8) 
来 替代 仍 定 式 仁 -37 于 由 z0 为 旭 夯 偏 度 的 参数 , 则 上 而 所 到 的 下 助 分 位 煞 法 要 作 
恰 瘦 的 偏 刘 和 覆 正 、 

先 很 定 韦 为 已 知 数 , 则 偏 度 修士 后 的 自助 分 在 数 法 给 出 以 F888 的 (1 - ea) 置信 

# 报 ， 

da = Ki(@Bts, + 2z0)), C4-9) 
打下 K(x) 由 式 (4-4) 争 出 .车 6 = 0, 则 二 = 部 p( 风 式 (4-5). 芝 zs0 关 0; 则 加 w: 不 
进 其 自助 分 布 (Gx) 的 gg 分 位 数 , 而 是 外 帮 ( + 220) 分 在 数 . 注 意 到 计算 dsc 俏 小 
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项 知道 2 
若 知 道 式 (4-8) 中 的 wc; 则 
人 (4-10) 
满足 式 (4- 全 .下 而 来 让 上 明 ye = 由.， 


中 候 定 , 式 (4-8) 在 为 任何 分 布 时 都 成 站 (包括 二 = 请), 帮 有 
la = (2 ) 


= BE pOF) + 20) 
POP” — Pe FP- PO)] 
P. CO 宇 op- 六 Zi) 


Te 


!| 


这 证 明了 
ge sa) = Kl wu). 
由 睛 = 是 作 意 的 , 故 


大 -LT) = gp- (p+ B(x - 0) 【0 < 1), 
局 2 为 未 车 时 ,从 很 定式 (4-8) ,得 
KD) 一 已 (全 + a 皖 zm) 二 Pl zn), 

上 归 有 z= BRD)Y. 

将 | 式 代 大 式 人 -97 ,有 邵 可 得 zo 未知 时 的 艇 正人 情 度 所 的 自助 分 在 数 置 信 下 限 . 
注意 人 钊 . 

ww = BK = 0, 

当 且 仅 当 (人) = 方 时 成 立即 gpc = Bpp i 昌 仅 泊 间 为 K(x) 的 中 位 数 (或 分 ， 
从: 的 中 和 护 数 ) 时 成 立 ， 

当然 ,车 假定 忒 (4- 旭 不 成 于, 则 页 :也 可 能 不 是 个 好 的 置 梧 下限. 成 些 出 
{1987) 考 虚 了 一 个 比 成 (4-38) 更 给 的 假定 ,并 提出 了 -个 下 进 Bec 的 方法 , 世 是 ,此 


方法 的 应 用 需要 进行 : 些 可 能 很 复 东 的 推导 .因此 , 此 必用 有 局 陵 性 ,这 里 不 作 洋 
纠 介 绍 . 


4.2.3 自助 婷 接 法 


荐 Hix) = P86- 8 x*) 为 已 知 , 则 
8: = HF- Hil -a) 
为 满足 式 (4-6) 的 必 信 下 限 .由 式 (4-3) 可知, 在 Ct) 术 知 时 ,可 用 式 (4- DD 的 自 坊 


估计 合 (2) (或 式 (4-2) 的 下 et) 来 代替 中 时 ,得 到 
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oa 


dim = 他- Ha'(tl — a). 4-11) 
此 方 这 本 为 自助 嫁接 法 ,因为 六 1 泵 胰 全 -分布 揭 分 倍数 ， 
人 = 为 用 日 地 从 倍数 法 而 得 的 站 的 11 - a) 管 人 了 限 , 周 不 准 
搜 :由 
He = 2 他 _ Dan 
4.2 寺 自助 法 -i 方法 


没 为 人 的 廊 基 估计 , 令 

tt,H) = dt 

"Lu 
通 肖 称 区 计 ,如 为 1 统计 证 .着 用 XX, 旭 民 竺 4.2.3 小 第 中 的 站- 8, 则 所 得 的 图 信 
F 限 称 为 自助 法 -t 置信 下 限 ， 
十 体 地 说 , 今 
Clr) = P(tK* ,dD) a 4) 
Cex) = PliHKRO) & x) 

后 和 


HX ,HY) = 本 
上 乱 中 6 为 8 的 日 曲 法 的 类 似 物 , 划 自 助 法 -t 时 入 下 限 为 
dar = GA vO- a), (4-12) 


注 记 芭 ,此 并 法 二 要 广 关 估计 v5, 这 大 4.2.1 ~ 4.2.3 小 时 的 太 法 中 是 没有 这 此 
求 的 ,下 主 霜 关 种 让 5 可 用 外 十 击 态 开 这 的 置信 下 恨 
gy = EE yf Uz) 。. (4-13) 
这 是 盾 月 助 法 由 地 简单 的 方法 . 


4.3 “上 特 助 法 辕 情 区 问 的 精度 


人 4 中 极限 Cn > 天 情况 下 成立 , 则 计 

有 有 的 月 其 法 的 吐 达 谍 间 前 是 近 倍 (Ci =- ae) 水 平 置 佑 区 间 , 苑 成 4- 的 在 -> am 时 成 

六 注 谨 他 , 搬 贞 态 带 近 得 钊 的 yf 不 (4-137) 也 是 近似 的 器 向 下限 .因此 可 用 PO8 

把 入 政信 芭 站- a) 的 环 座 米 启 吗 一 个 窜 信 下 限 避 的 精 谨 , 穆 一 个 近 信 (a) 人行 
人 区域 CCX) 此 有 大 阶 精度 ,HH 公 

有 (KR= 2 wm). (4-14) 
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下 [而 讨论 证 一个 特殊 的 但 有 广泛 应 用 的 声 合 下 自 则 法 的 壮 信 区 间 的 精度 . 
设计 , 玫 y 为 独 玉 加 分 布 霸 维 良 机 四 组 ， 
n= EFEX, ZL = val), 


= glpe), d= g(xX), 

其 中 时 为 于 放 玖 的 值 ,g 为 一连 闭 吕 微 明 数 . 
今 欧 (x) 为 上 在 x 点 的 稀 上 放行 向 十 , 间 全 的 一 个 声 关 征 计 为 

_ VeC RSL Val] 


下 中 

NOX RX ERE) 

3 二 7! 5 

4 为 4 的 转 党 , 今 

人 三 人 的， 

i 
荐 Btx = EE 是 ,了 二) 为 志 邯 , 刚 日 的 0 一 上) 苞 信 下 限 为 
Qe = Ho0- (ll a). {4-15) 


沁 然 .BE 没有 应 川 价值 , 国 为 上 首 党 起 未 放 的 . 
借 贡 存 在 与 辣 有 关 的 老 硕 式 有 (x 让 ,= 1.2.… 他 得 


Ey 
C10 = + aa a »). (4-16) 
站 


其 中 = (4-16) 称 为 科 尼 什 - 费 希 尔 fCornisth Fisher) 展开 式 . 记号 以 下 

称 次 埃 尔 污 思 (Edgeworth) 展 并 式 的 逆 展 片 武 (元 交 献 [161): 

qr) qt 
> + 了 


所 性 


Gx) = Pix) —t 


由 中 (x) 为 钙 的 学 数 .全 


令 
Ee 
© 


Pr) + ot 2 ) { 十 - 7) 


Cx) 二 P(t ,人 Ee x 


为 上 的 自助 合计 . 著 在 一 些 条件 下 { 见 交 献 [167), 宇 满 是 (4- 1467 证 换 #), 则 和 
助 法 -t 兽人 榨 下限 式 (4-12) 请 足 


Oar = Ovo + > a 2 al- as) (48 
= 
作 :此 茶 件 下 ， 
q(x, PF) 一 人 下 二 ot ， 1 
9 大 


旷 由 式 全 .15 式 (4-16) 和 式 人 4-18) ,得 
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] 
or 上 = op p73) (4-19) 
站 


以 了 而 
Pr se 0) = Pt 2 三 G11 一 oa) 
下 如 


1 A 
_ ， a 
和 


ll 


2 ' 让 
(全 之 ， Vt)) + Pat) + ot 1 ) 


- A 
dn i nm ni 


a zDD tz ) + ( 工 


} {4-20) 


二 | 一 ， 
4 nt 
其 中 x) 旦 一 个 甸 项 世 ( 系 数 与 六 有 关 ) ,上述 式 (4-49) (4-20) 的 下 明 详 见 多 
峡 ,161]. 
成 [4-200 证 明了 自助 法 -t 置信 下 限 且 有 二 | 缠 和 精度. 当然 , 白 助 法 -: 置信 上 上限 
和 雇 蚂 信 上 .FF 限 为 端点 的 自助 法 -t 置信 和 区间 电 上 表 e 具 有 . - 阶 精 度 . 
下 而 讨论 用 自助 嫁接 法 得 外 的 式 (4-11). 令 
(人 
zz) -Pa < *]. 
要 设 六 也 右 类 航 式 (4-16) 的 展开 式 


~ A A Le 
CEA gf 
+++ 


Ht) = + J of ) {a.5,), 
汕 ] 
Ona = 六- 
2 ~ Le 
= Hi zt > 于 (二 {a.s.). 
1=1 了 
{4-21) 
由 式 (4-21) 、 涉 (4-15) ,得 
Urn — GE = opt )， {4-22) 


比较 式 {4-19) 与 式 {4-22) 吕 知 ,Byr 比 Bm 更 为 接近 型 想 的 每 信和 下 限 多， 
类 伺 于 式 (4-20) ,可 这 证 明 ( 见 交 卖 [16]}: 


PlOm sO = PEOL Ya) 
4 


用 一 0 ™ es ,A ] 
= Pi 8 ,3 } + ot—) 
“1 = rr 有 内 
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四 


2 ~ ， 
一 3 + 二 ,上 
-FE 
a 1 r 下 
{yz + (sl ,| 
ear 1 ta ,of ), 
rt Vn 


其 由 Vx) 为 -个 介 多 项 式 ,IT 于 前 关 0, 故 i 代 其 有 一 久 精 度 . 
问 习 ,月 助 媒 接 法 的 曾 信 三 限 Ow 也 基 具 有: 阶 精 度 . 
然而 , 蔚 用 [2 ,fn) 作 人 证 昼 区间 , 则 它 有 具有 一 阶 精 租 .这 征 因 为 
plow & 0 & Oa) = PSsDn)- POCO < Br) 


| Psa) BD Ca a 
二 一 此 十 一 


V 
你 一 (a) PCa) + of 一 ) 


六. 
= 一] 2e+ 人。 


而 本 =z 。 = 二 一 翅 太志 为 蛋 图 数 ,因此 (8286) 与 1 ,9057) 一 样 精确 . 
对 于 自助 分 位 数 法 ,从 式 (4-5) 得 
Opp 三 本 + BE-1(a). 
由 有 nm = 信和 HE-a) 得 到 , 若 
他 -Te ) 
Ni(1- a) 
则 Ba 与 和 具有 国 样 的 性 质 , 即 4p 上 县 有 一 阶 精度 . 
评 来 考虑 体 正 篇 度 后 自助 分 个 数 法 ,由 埃 奇 沃 思 展 开 式 得 


dC0, FYP (0) 
7 


一 上， 


KB) = HO) = BO) + + op( 1-), 


其中 方 为 -两 数 , 邻 台 = (4+ 220) 30 = 中 -KOO)), 则 
24(0, F) D(z,) 


~ | 
它 。 二 灵 十 - 十 pt ~ 


vn 


利用 如 "之 展开 式 , 可 得 


29(0, FY) + Yi F) 


+ oul by). 
a nt 


Ha) = + 


Fi aac 的 定 儿 式 (4-9) ,得 
dae = KI(a,) 


【二 -也 
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24(0, PF) + (ay 人) 


二 他 + yr zr 十 卡 人 1 。 {4-24) 
加 n nm 
比 辐 式 (4-15) 与 此 (424) ,得 
tne — QF = opt | }. 
从 式 (4-34) 由 可 得 到 
站 [和 -二 zl) 中 (als) + vot), {4-25) 
vn 如 


于是 为 一 个 贷 名 莫不. 国 此 ,最 然 (Bpe, B40) 县 有 一 阶 精 汪 ,但 Be 人 具有 有 :和 阶 
桩 此， 
然而 , 式 (4-25) 中 的 由 (Cz) 经 党 在 负 对 值 工 小 于 式 [4-23} 中 的 由 区 大 
FF 商 的 例 让 .大 此, 是 对 Bw 和 Bw 的 部 分 改 忆 . 
在 4.2 六 由 挨 弗 到 (11987) 提出 的 对 Be 的 改进 , 徐 证 一 号 有 -一 阶 精度 (克文 献 
161). 
对 二 由 括 自 助 法 推出 的 By( 式 (4-13)) ,由 式 (4-21) 可 各 
0, 一 Birn 一 os ). 
出 此 可 和 抽 , By 的 性 硕 与 如 的 类 似 , 它 县 右 一 阶 精 并 .但 (0.0y} 有 具有 一 阶 精度 . 
省 然 ,上 玉 的 结论 都 是 让 大 样本 (rn 一 %“) 意 头 下 得 和 四 的 .对 十 一 固 定 的 & 的 情 
开 ,由 阁 沿 万 对 得 种 自助 法 的 电 入 区间 的 确定 结论 . 
例 1 上 懂 关 为 独立 四 分 布 随机 变 记 ， 
上 = 天 于 | ， 
在 些 条 件 ( 所 文献 1161 下 , 式 (4-16) 与 式 (4-17) 成 并 ,下 有 


了 
他 区 下 二 2 + 
2 2 
dat x, = x + ') 
3 3 3 
s(x, = 4 +7 8 3， 
I fi 
R(x 9) 
_ 3 
E(x — 0)* 
上 二 权 _ 3 


ol = Yarf x1). 

于 可 得 出 式 (4-207 中 的 tx) 为 
xf 2 7 7) 
xs) = 一 


4 白 助 法 太 其 从 信和 区 . 问 531 ， 


世上 -237 中 的 站 (x) 为 


Pex) = 3 
或 (4-25) 中 的 (x) 为 
一 2 
lx) 二 看 。 


这 样 放 以 比较 -个 共有 阶 精 度 的 管 优 下限 Bw ye 和 只 之 癌 的 花 持 , 今 
et 人 = 下 的 一 人 一 
为 曾 后 下 眼 站 的 这 茧 率 , 则 可 证 明 ， 


et 21 et ) Ir G(s Fr ol ). 


nl 
| eB =) elO) 14 Cs.F)+at |), 
"1 


Cx BD'(x} 


人 


长 中 Cx FP) =1r| 


注意 到 ,通常 2 > 1 上 蝶 荐 rr 二, 则 
CE) > 0， 
即 吕 比 让 从 更 小 的 笔 对 遂 共 之 ,有 名 =c 引 如 有 重 小 网 萄 双 谋 站 新， 


4.4 一 黄 辽 精度 日 助 法 斜 信 过半 


有 巨 可 能 得 到 :个 比 “ 阶 卓识 精度 的 萤 信 区间 呢 ? 在 ” 定 条 件 下 ,回答 是 疹 定 
的 . 让 庙 先 讨论 机 日 盈 污 . 今 


By Re, 二 及 下 用) 二 0 0 
“4 
设 只 有志 痛 认 轧 厂 于 式 
mex) tx) ! 
nN Xx) = Dix) + 之 2 + | tA] y 
其 下 六 为 项 从, 则 存在 多 项 忒 已 ,使 得 
! 
1 tr) ! 
| RT 之 和 = F(x)+ | 1 ， 
见 文 献 [16]. 兰 人 为 的 … 致 佑 计 , 则 有 
人 | 
a 一 之 2 | = Dix) 二 ol i . (4-26) 
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站 !, £ {cz ) 
Cit 区 ) 三 (0: i = >, 一 i " | + 
了 


则 志波, 为 其 有 (二 了 阶 入 度 的 和 信 下 限 ( 战 攻 章 记 但 用 这 个 方法 需要 扒 导 肯 & 
这 遂 常 是 息 复 傈 的 [由 全 中 .= 1 时 ,CG 红 ,共有 二 阶 精度 .在 4.3 节 f 岂 大 到 用 
月 芭 半 -大 法 构造 的 各 信 下 限 是 有 : 阶 精 度 的 

很 定式 (4-26) 对 其 - [二 2 成 立 ， 能 胡 i 通过 自助 法 i| 筑 米 得 到 与 C 缴 ; 有 同样 
祖 诺 的 区 说 ,而 本 从 推导 上 电 ? 回 管 是 肯定 的 ,但 十 要 很 大 世 的 计算 .下 而 来 介绍 
其 国 统计 学 家 贝 思 (R. Beran) 的 结果 


令 RD = RH 为 RO 的 分 布 ,从 为 8 的 自助 信 计 ( 见 4.2 节 - 4.3 节 ). 
今 RO = 各 (ROO).-…… 服 斌 为 ,用 让 个 米 构 造血 信 区 癌 虹 比 用 RO 好 .因为 RE 
的 分 布 较 RDI 的 分 布 哆 少 依赖 于 未 知 分 布下 .例如 当地 说 = 办 加 时 ,RD 有 均 旬 分 
布 ! 设 如 o 为 连续 的 ) ,不 依 雯 村 何 未 知 蔬 . 半 然 ,天 AD , 故 呈 站 之 分 布 食 然 
是 未 知 的 .可 今 RE = 下 DCRGDD) 其 中 全 为 下 的 丰 二 估计 . 中 2 比 RD 更 适 
全 几米 构 造 置 信 区 间 , 一般 地 , 令 HD 为 8 的 分 布 ,个 9 为 HD 的 自助 合计 , 则 吕 
得 到 以 上 填 依 区间 : 
CPOXY = {0: RO 二 (OIL- oa)} (7 = 0,1,2,°). 
对 下 任 一 记 CCX) 为 基于 RD 的 自助 嫁接 法 思 信 区 间或 区 域 ). i R= Yn 人 0- 
时 ,CED 与 《stCE) 共有 同样 的 精度 ( 见 文献 [161). 
然而 ,他 做 -一 次 从 代 , 计 算 明 将 大 其 增 加 . 下面 以 一 次 达 代 后 和 的 名 (XX) 的 计 
算 为 例 米 作 说明 . 
令 RD = 现 ( 天 下 证 区 是 为 独立 同 分 布 从 下 站 得 到 的 请 助 法 样 
本 = 12, 则 天 全 林 月 类似 于 式 (4-2) 的 经 验 分 布 
tf 1 ba 1) 
米 近 似 ， 
RD 2 ROK, XP). 
-固定 的 5, 令 语 ? 为 六 的 经 验 分 仙山 数 ，| 芋 入 "了 六 ” 
XX 为 独立 同 分 布 从 请 ? 中 得 到 的 * 样 下 = 1,2,-…, 为 基于 RC Xi， 
XB 的 冯 验 分 布 ,z = HCR 加 7), 则 天 DD 可 用 


i 
PED =- Pa st) 
1 8 b=1 
来 近似 ,而 
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COR) oo {ORK EF) 二 (有 CC) 

证 意 到 第 一 重 踢 助 法 抽样 是 包 合 在 第 -重生 助兴 抽样 中 的. 则 对 十 每 个 $ = 1,2， 

. 电 , 需 赣 抽 总 个 样本 . 故 总 共 需 要 B81 个 自助 法 样本 ,全 871 次 计算 (RD'， 

旨 ). 若 旦 = B= 1000, 则 BB = 1000 000! 以 此 类 排 ,计算 CP 党 要 BB1B.… 贞 深 

计 咎 .者 = 8( = … = 10090, 则 总 的 计算 量 鸭 (1000)4* ,这 册 使 让 计算 机 人 大量 普 吕 
的 今天 .型 人 也 不 容易 办 到 ,如 果 了 很 大 的 话 ， 

下 面 介绍 和 白 助 法 的 校正 法 .此 方法 奈 - 王 以 下 起 法 ;着 (7(X) 为 一 置信 区 间 ,x 

= PL0E C(O 和 0)). 假 使 x 为 zt 的 :个 估计 ,而 (1 到) > 的 语 , 则 应 构造 -个 (1 - 

%) 的 置信 和 区间, 使 (1 一 &) > (1 一 a); 皮 之 , 洛 (1 - a) < ,出 应 构造 个 (1 -&) 


的 置信 区 问 , 使 (1 -ay < (一 a). 这 个 以 1 -5& 汶 君 信 和 度 的 区 间 CLXIY 称 为 CE) 
的 校正 . 当然 校 企 可 以 进一步 进行 ,对 CCX) 校正 而 得 C,(X) ,等 等 . 


这 里 个 美 键 是 如 和 何 购 造 &, 下面 以 校正 Oy({ 式 (4-13)) 为 例 米 说 明 . 令 = 
PLB 过 有 .上 续 和 月 助 估计 为 


车 式 (4-17) 在 中 = 下 时 成 立 , 则 | 


~ (za FB) oa 下， 
-1 二 jon + or G5}. 

今 记 为 一 个 单调 增 、 元 界 , 二 输 可 微 、 定 头 在 (0,1) 上 的 阴 数 ， 

R= 1 kh- a) .8), 


5 = h(tRY— h(l a) 


‘4-27) 
则 自助 法 校正 后 的 置信 下 际 为 
Ba = Ee pe. 
由 式 (4-27) ,得 
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虑 有 有 


全 ,FF 
em = #— vol( a + Ua-a :二 + orl 二 ] 


hn 
二 较 上 蕊 与 式 t4- 48) ,得 
Go dr = opt n 0). 

目 王 可 息 ，2o 二 条 一 阶 村 谎 ， 

校正 :个 县 有 有 天 阶 码 度 的 向 位 区间 ,可 得 :共有 大 + 1] 阶 精度 的 村 从 区 癌 . 例 
如 市 4.3 闻 的 讨论 入 C5,9y) 是 县 有 一 阶 精度 的 .校正 (2 加) 可 得 :县 : 阶 精 卉 
的 区 辣 . 注 意 凶 校 上 (C040%) 不 是 村 得 个 么 :0 分别 校 下 ,而 是 对 (加 ,加 ) 自 接 
校 由. 

门 册 队 的 应 用 当然 水 限 于 独 站 阿 分 布 蕊 合 , 南 笑 | .4.2 节 中 的 儿 种 自助 法 ， 
出 HH 有 一般 场 合 . 介 一 般 场 从 下 ， :个 重要 的 问题 下 如 和 柯 上 产生 月 助 法 样本 
第 ”一 役 玉 说 , 计 ” 产 咎 的 过 程 ,最 好 中 原 来 样本 产生 的 计 程 -至 或 非常 次 个 . 例 
站 天 是 分 居 搬 样 的 ,X* 盟 好 也 是 分 居 抽 样 的 ;车 革 是 时 间 序列 , 则 X%* 坡 好 也 二 时 
呈正 末 . 详 所 文献 1 17] 中 的 讨论 . 

车 二 用 日 动 法 的 大 来 涡 , 计 算 代 赫 了 悍 论 推导 ,但 月 天 法 上 并非 任何 奶 合 者 能 
jj, 放 法 四 不 年 因此 对 埋 沦 工作 者 来 说 ,二 此 用 娠 论坛 守 来 让 实 自助 法 在 于 全 
场合 的 适 月 让 FE, 必 找 出 如 和 何 用 开 基 法 的 广 丰 例如 次 何 关 年 牛 其 法 样本 虽然 类 
僻 上 4.3 节 的 第 果 在 一 些 复 涤 的 场合 下 已 疗 疗 生 ( 例 细 相 加 由 人 分析! 站, 但 对 自 
助 尖 疝 规 进 一 步 深入 进行 好 究 . 

月 趟 法 的 庙 用 也 不 霹 限 于 竹 信 和 区间. 它 可 用 于 构造 疗 荣 徒 计 , 故 恨 原来 的 估计 
引信 例 如 减少 偏 度 ), 佑 计 项 测 精 度 ,选择 统计 杭 几 中 的 空 世 ,等 等 . 

如 何 有 效 地 进行 和 助 的 计算 由 是 “个 重要 的 课题 , 特 曾 是 当 使 用 多 重 由 期 法 
{44.4 全 ) HJ. 

最 所 ,全 得 : 担 的 是 一些 与 让 助 法 有 关 ( 或 类 租 } 的 用 计算 到 代 推 取 隐 方法 . 
服 占 苦 的 足 非 参数 统计 方法 中 的 Randomization 方法 . 以 及 Jackknife 方法 ， 
frnoss-Yaliqalion 方法 ,balanced half sample 或 balanced repealod replication 方 读 ,以 此 
中 于 斯 由 助 法 或 随机 听 权 法 ,等 等 ,可 参见 文献 L17] 的 介 络 ， 
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引 言 


随机 过 程 是 黎 时 间 堆 进 的 随机 现象 的 数学 抽象 . 

: 些 特殊 的 随 枫 过 程 嘻 以 引 起 科学 家 人们 的 注意 .例如 L907 年 前 后 , 切 尔 可 不 
( 访 .R,Markow) 奸 究 过 一 到 有 特定 相依 性 的 随机 变量 ,后 大 你 之 为 切 尔 可 大 链 , XX 如 
1923 处 维 钠 {N, 和 iener) 给 出 了 布朗 (R.Brown) 运 动 的 数学 宇 尖 ,这 上 类 过 程 至 今 依 足 
重要 的 研究 对 每 . 

荫 机 过 程 的 一般 理论 的 研究 通常 认为 开始 3 了: 20 世 入 3 和 0 年 代 .1931 年 , 科 尔 苋 
避风 夫 (.N.Kolmogoroy) 发 表 了 概率 论 的 解析 方法 》.1934 年 , 辛 饮 (了 .KRhint- 
thine) 发 表 了 &k 平 稳 计 程 的 相关 理论 》, 分 别 为 马尔 可 夫 过 程 和 平稳 随机 过 程 竟 后 了 
理 沦 十 础 .1953 年 ,村 布 ! 由 有.Donb) 的 & 随 机 过 程 》 - 书 系 统 侧 严格 地 和 俐 述 了 随机 过 
椒 的 基本 理论 . 

随机 过 程 的 强人 生命力 既 来 源 丁 理论 本 壬 ,名 来 源 其 他 数学 分 支 与 它 的 相 
末 兴 透 ,更 重要 的 是 来 源 于 科学 技术 的 进步 和 生产 实战 的 谷 疯 要 求 . 可 前 随机 过 程 
已 广泛 地 应 用 寺 统 计 物 理 .放射 性 .原子 反应 .天体 物理 .化 学 反应 .生物 中 的 群体 
增长 .遗传 学 .传染 病 等 问题 的 研究 之 中 , 它 对 排队 论 . 信 总 论 .可 靠 性 理论 .经 济 数 
学 .金融 数学 以 及 和 月 动 控 制 .无线 电 技术 的 作用 更 为 显 普 . 


1 随机 过 程 的 一 般 理论 


1.1 随机 过 程 的 定 饼 


谍 ( ,到 忆 ) 为 概率 空间 ,了 为 指 栋 上 的 集合 (通常 视 1 为 时 间 ) ,如果 对 于 得 个 
1 亡 工 , 有 十 久 在 (0,. 玉 上 的 实 随 册 变 量 (8) 与 之 对 由 , 则 称 荐 机 变 荆 族 “《 = 
ftE 2 为 -随机 过 程 , 对 随机 过 程 研 究 最 多 的 是 了 为 实数 集 R = 
{- sm) 的 子 集 的 帖 形 ,如 果 了 为 整数 集 荆 的 子 集 ,也 称 4 为 随机 序列 或 离散 时 
问 随机 过 程 ;如果 是 4 维 欧 几 里 德 空 间 Retd > 1) 的 了 集 , 则 称 三 为 儿 参 数 ( 战 
多 指标 ) 随机 过 程 . 

过 程 实际 上 是 两 个 蛮 元 (i,w) (万 T 了 ,ww 世 0) 的 卫 数 . 下 上 国定 时 , 它 是 - 
个 随机 变 虹 ; 当 ww 回 定 时 , 尼 是 上 的 珊 数 , 称 此 两 数 为 荫 栅 过程 对 应 于 w 的 镇 道 或 
样本 函数 . 

好 不 限于 实 昔 情况 ,可 将 随机 过 程 的 概念 惟 广 到 : 股 性 形 ， 

溉 (, 实 天 为 机 兴 定 间 ,过 ) 为 仁 一 可 浏 罕 间 CE 为 什 一 非 空 集 . 攻 为 天 的 
叶 些 了 和 集 组 成 的 z 域 ,为 风口 到 五 的 腊 射 ,如 果 对 于 件 站 月 和 |w: Xtw) EE Bi 
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€ .全 则 称 天 = 证 (ww),w 万 和 2| 为 取 倩 天 下 的 随机 元 .如 中 ! 天 ,党 ]) = 【RT .将 。 )， 
共 中 ,条 为 4 锥 博 雷 尔 ( 太 .Borel) 域 , 则 版 值 于 丘 的 拓 机 艺 大 为 二 维 随机 何 暴 ;在 
【站 ,和 ] = 7 六 了 1, 其 中 有 7 为 全 体 实 两 数 六 = FD ,tE 天 的 桌 , 而 . 烙 为 及 
中 有 限 纹 性 人 寻 | 了 ER wf) ro ETsERAc 
N) 类 | 的 最 小 = 域 , 则 取 秆 十 皮 的 随机 函 六 即 为 上 述 随机 过 程 .如 对 于 + 了, 站 
取 傅 于 所 的 随机 元 站 9 和 与 之 对 应 , 则 称 针 = 1 天 (8) ,1 了 | 为 取 值 于 的 随机 过 
程 ,EE 称 为 状态 补 间 (或 相 空 间 ). 

斌 如 , 当 皇 为 复数 空间 ,上 色 为 复 博 雷 尔 域 时 ,下 (由 和 T; 就 是 复 随 机 过 程 .六 
户 为 尾 - : 巴 拿 赫 生 .Banachy 空间 中 时 ,这 为 旦 上 全 体 连 经 明 数 生 成 的 = 代数 , 则 称 
1 XX),t ET| 为 8 值 随 机 过 程 ,等 等 . 

以 下 七 要 讨论 取 值 于 RR 的 随机 过 程 . 


1.2 ”随机 过 程 的 分 布 及 数字 特征 


1.2.1 随机 过 程 的 有 穷 维 分 布 族 


: 维 分 布 旺 数 描述 了 :- 维 随机 变量 取 什 的 概率 规律 . 对 ( 实 ) 随机 过 程 X = 
| 于 (站 革 了 | 起 类 伺 作 才 的 是 它 的 全 体 有 穷 维 分 布 睫 数 : 
对 于 仔 意 自然 煞 m ,任意 加 了) 加 的 联合 分 布 
孙 数 记 为 
FF 


全 三 PEC XL) 于 汉王 [于 EE Tp 二 x ) 
C(x, Xs, Xa) 本 R"), 


则 合体 联合 分 布 两 娄 | 局 本 i € T,n 亡 | 称 为 是 的 有 窃 维 分 布 


]" 这" 


族 . 它 显然 满足 下 烈 相 容 性 条 件 ， 
1? 对 二 (1 ,2 ,mm) 的 任 -- 置 措 (&1 ,3 A)， 


F ee Xa m= _. TC 
{iria al 1 X22 | a A 


对 于 一 要 (x, rz Xn) 所 RR" 成立 ; 
加 若 下 飞 员 , 则 对 于 -二 (xl ,x 后 R”™, 


Fe Cx Na Wm = lim Fy RL Nn 
全 x a Man 


反之 ,有 下 述 著名 的 科 尔 莫 龙 罗 大 相 容 性 定理 . 
定理 1 设 已 给 了 及 - 族 概 率 分 布 昭 数 :1 = {Rs i E Tn 
E Ni ,如 果 它 满足 及, 则 必 存 在 概率 空间 (@,. 澳 庆 ) 坊 定 多 于 共 上 的 随机 过 程 
,的 有 穷 维 分 布 族 重合 天 了 了， 
有 从 测 麻 论 的 观点 来 否 , 每 一 随机 过 程 站 = (12),t EE TI 在 LR). 萎 ) 上 导出 
的 -个 概率 测度 PP ,都 可 称 为 让 的 分 布 , 它 在 1 述 柱 集 1 的 值 就 是 
所 天 (0) 所 gt 下) G 各) i) 


1 随机 过 程 的 一 般 理 论 541 : 


1.2.2 随机 过 程 的 均值 函数 


知 对 十 插 意 上 EPE 的 期 望 RD 都 存在 , 则 称 !: EEE) ,tT 了 | 为 随机 过 
程 的 均值 是 数 ,Ti 人 mt 人 


1.2.3 ”随机 过 程 的 协 方差 函数 


藻 对 丁 尾 意志 了 ,XC(#) 的 方差 郁 存 在 且 丰 限 , 则 称 

RsyE) = coyf Ris}, KEE) = EXCSYA(LI} ~- misym(ry {ssf ET) 
为 湖 机 过 程 的 协 方差 滞 数 ,特别 地 ,ROD(t EE 个 为 随机 过 程 臣 的 方差 末 米 . 

协 方差 明 数 RCs ,1),s.t 马 T, 呈 对 称 非 信 定 靖 数 , 册 REGs ,2) = R(t,s5), 且 对 


于 任意 中 Ta 只 ,都 及) RE ) a 衬 0. 
1 = 


例 1 目 态 过 程 ， 

有 并 维 分 布 都 是 正 态 分 布 的 随机 过 程 称 为 正 恋 过 程 . 正如 正 态 分 布 被 其 均值 
和 协 方差 阵 所 确 兴 一样, 正念 过 程 1 X01) ,i 万 下 的 有 穷 绯 分 布 族 被 它 的 均值 丽 数 
mt 和 人 协 上 方差 函数 Ris ,0 唯一 决定 ,本 态 过 程 的 协 方 基 并 数 是 村 定 的 ,如 果 还 多 
话 REs,f) 可 以 退化 , 则 对 应 的 过 程 就 包含 了 退化 的 止 态 过 程 , 称 为 高 斯 (C.F. 
Gausas) 过 程 . 

由 科 尔 莫 万 罗 大 相 徐 性 定理 可 知 ,对 于 任意 给 定 的 丰 限 实 值 蝴 装机 (入 七 
z, 利 对 称 非 负 定 蝴 数 员 (s ,ts E 了 ,存在 一 个 下 态 过 得 ,这 个 正 态 过 程 分 细 以 
mtt) 为 其 均 慎 图 妆 ,以 RCGs ,t) 为 共 协 方差 函数 . 

车 (CE) = 在 (+ i204) 为 复 值 随机 过 程 ,020 ,Xl?) 分 别 蜀 其实 部 和 虚 
部 , 则 其 均值 请 数 定 关 为 

mit) = 再 病人) + i t), 
协 方 差 贾 数 定 义 为 
Rsst) = EX(s) 着 — FENCE Xi), 

其 中 于 为 X(t) 的 其 思 复 数 , 凤 XC = (1) -if 


1.2.4 随机 过 程 的 此 阶 手 


设 天 = 站 +TP+Tnainmroaimn 为 卓然 数 , 若 对 了 任意 日 ,所 和 拓 了 ， 
有 有 
EV TMA Kt) Re) I< %, 
则 称 RCI ED)) 为 随机 过 程 二 的 天 阶 征 ， 
随机 计 程 的 均值 耳 数 . 协 上 方差 函数 及 EF 阶 和 统称 为 将 机 过 程 的 数字 特征 明 数 ， 
有 许多 实际 情形 较 容 筑 包 出 随机 过 程 的 数字 特征 哎 数 而 难于 缩 出 有 穷 维 分 布 族 ， 
而 划 册 它 是 以 得 册 随 机 过 程 的 某 些 性 质 . 在 果 些 特 针 情形 ,例如 正 态 过 程 及 泊 松 
(S$.D. Poisson) 过 程 , 还 可 以 由 其 均值 函数 和 协 方 差 卫 数 只 一 决定 共有 窃 维 分 布 
族 . 
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i.3 ”随机 过 程 的 可 分 性 坊 丁 测 性 


1.3,1 可 分 + 


硅 随 机 过 程 的 促 究 由 ,号 的 是 些 重要 了 集 并 不 能 出 凑 介 (1 即 .六 中 天} 经 可 麟 次 

做 运算 得 到 . 何 站 , 语 
站 二 at 人 = 人 XO) 过 站 | ， 

二 指标 集 卫 汶 不 可 数 集 时 ,作为 不 可 列 志 个 事件 的 活 4 玉 必 十 -个 事件 ,也 谈 不 上 
它 的 概率 . 为 了 解决 这 类 问题 , 林 布 引进 了 随机 过 程 可 分 性 的 概念 ， 

没入 六 ) 为 完备 概率 空间 { 即 . 苑 包含 并 何 慨 率 为 是 的 集 的 雪子 华 ) , 则 称 
随机 过 程 和 关上 了 的 其 一 可 列 笛 集 怠 可 分 .是 指 除了 -个 概论 为 零 的 集 NW 外 ,对 全 
人 -E 了 处 的 信 吕 以 用 限于 如 前 庆 在 :附近 的 值 来 什 意 直 近 , 即 任 给 不 属于 六 的 
,存在 jn CC 使 = 旦 且 站 ni 的 一 生生 拘 如 洒 了 关于 站 可 分 , 则 可 以 证 
上 明 还 的 总 为 -事件 ,而且 和 有 PiA) 二 Ple: Xt rm) 于 本， Yr 本 已] .如果 于 六 于 
7 的 信 “可 列 社 集 都 可 分 , 则 称 三 完全 可 分 . 

浸 夺 = CE 下 与 了 = 下 和 人 为 定 必 在 (中 , 实 严 ) 瑟 的 两 个 随 
机 过 程 ,和 如果 对 于 秆 何 ET PFEXCE) = YO = 1, 则 称 Y 本 了 等 价 ,这 时 天 与 了 
有 本 问 的 有 穷 维和 分布 肛 . 

杜 布 证 明了 对 于 任 - -随机 过 程 ,ft 记 了 , 必 存 在 5 站 等 价 的 可 分 过 程 了 了. 王 
是 在 讨论 过 程 在 公 与 丰 穷 雁 分 布 有 美的 性 质 时 ,可 取 - 林 分 过 程 了 来 蔡 代 碟 . 

如 果 对 于 在 -而 捷 了 ,在 六 梳 闪 收 敛 的 意 交 下 有 

lim XC) = (ro), 


刚 称 过 程 为 随机 连续 的 ,对 于 随机 连续 的 过 程 儿 , 必 存 让 一 个 完全 可 分 的 过 程 了 
和 jj 其 竺 价 . 


1.3.2 可 测 性 


为 了 人 饶 究 样 本 男 数 对 工 的 积分 等 疝 题 , 击 要 确定 在 1 天 于 疯 个 变 试 人 oa) 
的 可 测 性 , 设 下 居民 中 其 区 间 ,. 祝 了 是 了 中 全体 博 雷 汞 休 所 成 的 a 域 ( 疯 瑟 = 
必 门 TD).. 筑 了 x . 疡 表 志 丑 积 o 域 ,nw = [x PP 表示 勒 存 覆 (H.L.Lebesgue) 测度 开 
与 疡 的 乘积 测度 ,. 烽 7 了) x .多 表示 , 驹 了 x .8 关于 的 完 个 化 ,如 果 对 于 任 -- 实 数 

上 TT) x. 
则 称 随机 过 程 xX 基 可 测 的 ;如 果 对 于 任意 实数 a， 
[tyeo): Nir, em) 到 她 ct .内 和 RR 
则 称 为 博 雷 尔 可 测 过 程 . 
媳 果 过 程 下 随机 连续 , 则 必 人 存在 与 其 等 价 的 可 测量 中 企 可 分 的 过 程 也 
这 给 定 .的 一 个 天 gg 城 流 i 人 ,tr 亡 六 | ,让 中 了 = R= D, ee) ,请 是 : 


1 和 类 机 过 程 的 - - 般 理论 543 ， 

?单调 性 对] CCT 

25 布 连续 性 ”. 安 = 万 

玉 寅 后 性 而 包谷 有 的 - - 切 林 率 为 零 的 集 之 子 集 

如 果 对 于 任 -人 7 守则 称 革 为 得 应 过 程 . 站 果 对 本 他- 一 上 E 了 
上 攻 洋 政 他 。 

ss): Rssmw) ea, 4 所 .并 [0 x 过， 
如 称 天 六 循序 可 测 过 程 . 

逢 序 可 调 过 程 - : 论 起 适 诬 的 而 且 是 十 雷 尔 可 调 过 程 . 玉 之 ,样本 咕 数 和 连续 的 
适应 过 程 -- 定 基 循 序 可 淹 过 程 ,使 - - 动 样本 天 数 石 连 红 的 适应 过 程 部 可 测 的 了 x 
如 了 上 的 最 小 了 域 称 为 是 选 5 域 .关于 本 选 s 域 可 测 的 过 程 称 为 可 选 过 程 . 齐 : 步 ,使 
一 切 样 本 哨 数 左 连 续 的 适应 这 程 胡 可 测 的 Tx 上 的 最 小 a 域 称 为 可 料 s 域 . 关于 
可 料 s 域 可 测 的 过 程 称 为 可 糙 过 程 . 


1.4 样本 轴 数 的 性 在 


人 人 科研 究 随机 过 程 最 感 兴趣 的 是 它 的 轨道 性 质 , 例 站 [ 它 的 有 异性 .连续 性 、. 阶 
梯 性 等 ， 

若 过 程 1tfb 和 [abi 可 分 ,用 存在 各 数 e > 0 > 0,C 90, 使 对 于 任 疙 
的 1,1++ 态 万 [a,4], 有 

EV XC ~ Xt + A a COLA, 

则 过 程 的 轨道 术 概 率 1 在 [ a,48] 上 上 一致 连 续 . 

若 过 程 : XCE) ,1 Ea,85]! 可 分 、 阴 机 连续 且 存 在 常数 p,qg,r > 0,C 宇 人 0, 合 对 
于 任意 的 eicb, 有 

EL XCHY — XC) PY XG) ROE) a CF- tr, 

出 过 程 的 轨道 以 概率 1 无 第 .一 类 间断 点 . 


1.5 入 时 


直观 二 , 停 时 是 博 述 某 种 随机 现象 发 生 的 时 刻 . 它 足 靖 通 时 间 变 量 1 的 随机 
化 .例如 ,对 于 作 随 机 汶 动 的 粒子 首次 达到 某 人 入 4 的 时 尹 r, 有 
zf = inf > 站, 区) 人 于， 
旦 约定 inf6 = %w, 当 处 的 轨 谤 连续 日 是 一 个 闭 僻 时 ,rt 绒 迄 - -个 停 时 . 它 是 :个 赴 
角 随 机 计量 , 晶 对 于 任何 1 主 0,ir 和 1 ol Ns),s 所 4), 
- 般 地 , 没 在 概率 空间 (0,. 玉 PP} dr 已 给 ,8 的 一 族 单 源 增 ,完备 的 于 sa 域 族 1. 让 ， 
1 全 中 , 如 果 对 十 任意 1 二 0, 总 有 ir Et 万 . 蕉 则 称 汇 关 在 n 的 非 贡 可 淹 也 数 
rtrtw) 可 联名 值 ) 风 i 科 ,! 名 0 叶 停 时 ,这 一 定 六 的 直观 行 帮 是 :把 . 妆 理 解 为 到 ; 为 
下 的 全 部 信息 ,一 个 可 观测 韵 随 机 现 得 不 述 于 :发 生 交 总 一 本息 应 包 会 证 . 详 之 中 ， 
匠 rry 汶 停 由 刚 rmrlwam = marirriyr 内 rz = minlrr 家 
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丘 停 时 ; 

车 于 为 一 列 停 时 , 则 supr。 是 停 时 ; 

如 此! 贫 ,t > 0 右 固 续 , 则 infrs lim ra, lim mm 都 是 停 时 . 

类 位 于 项, 对 的 时 = 可 以 定 习 二 域 为 

. 芝 二 | 站 ft 亡 实 ,对 于 一切 1 二 0 成 革 |， 

其 中 . 宫 = 0《U 贫 ) ,为 包含 一 切 家 的 最 小 < 域 .. 多 可 理解 为 过 程 到 r 为 小 的 全 部 
信息 ,= 为 ,多 可 潮 . 

若 Tis TT 为 停 时 ,是 TI 全 rc;2; 则 x CC .多 ，. 


1.6 “ 斤 类 特殊 的 随机 过 程 


1.6.] 独立 随机 过程 


区 对 于 任何 后 和 用 三 和 了 ,随机 变量 于 半生 下) 和 二 相 工 
独 灾 , 则 称 jx 全 E 为 独立 随机 过 程 . 
独 守 随机 过 程 1 XC ,1 志恒 的 有 穷 维 分 布 族 | Fst EC Tn 
所 NI 满足 
下 R), 
此 中 中 ,和 有 分 别 为 X00),X(12),…", 葬 ( 吉 ) 的 分 布 哎 数 . 
当 荆 为 可 数 集 NN 时 ,XCE),t 万 Ni 即 为 独立 随机 变量 序列 . 


1.6.2 独立 增 量 过 程 


和 圳 对 十 任何 nNR tf 着 二 一 1,2.…, 二 ,随机 变量 有 人 
一 相互 独立 , 则 条 随机 过 程 1 克昌 ,: 万 
7 了 | 为 独立 增 是 过 程 . 

例 2 泊 恢 让 程 . 

称 取 首 负 整数 值 的 随机 过 程 13(50 ,t = 0| 为 洪 松 过 程 .如果 ' 马 满足 : 

pp 上 人 人 | 是 独立 增 蜡 过 程 ; 

之 对 本 任意 0 二 :二 1X(t) - X(s) 具有 人 矢 数 为 45 - s) 的 泊 松 分 布 , 即 

POXCO) KOs) = 站 = expl- Cs 
铂 松 过 程 的 样 林 曙 数 其 有 下 述 性 质 !( 设 过 程 可 分 ); 
1* 对] 任意 实数 5, 使 :0,:+5 守 0, 有 
PIX(E + 8) 天 NCD) EG AIS]|, 
从 而 过 程 是 类 机 连续 的 ,是 完全 可 分 的 , 且 样 本 果 数 以 概率 | 在 性 意 [0,nj 区 何 中 ， 
在 50, om ) 小 是 阶梯 函数 . 
之 对 于 任意 0 <， 


1 随机 过 程 的 : 般 理 论 ”5S4S ， 


下 1， 
从 而 样本 函数 以 概率 1 在 L0, om ) 上 不 减 . 
入 几乎 一 切 样本 明 数 都 荐 不 连续 的 ,有 跳 妈 点 , 旦 行 此 牙 点 钼 的 既 庆 为 1， 
在任 :固定 点 时 衬 昌 上, 儿 平 - 切 样本 卫 数 者 足 连 续 的 ， 
六 和 和 冰 表 示 , 对 十 可 分 的 泊 梭 过程, 以 概 谷 1 存在 流动 断后 ,但 任何 wot to = 虽 
都 不 是 固定 断 点 . 
3 将 XG,w) 的 跳 茎 点 按 太 小 次 序 排列 
ritw) 攻 ro 世 ? 
则 一 ra 关上 ,独立 , 同 是 参数 为 4 的 指数 分 布 的 陋 机 灾 量 序列 . 
泊 松 过 程 是 撒 述 具有 下 列 性 质 的 随机 事件 流 的 数学 模型 : 
lp 无 后 效 性 ”在世 不 相 黎 的 时 问 区 间 内 ,事件 发 年 的 次 数 相 互 独立 ， 
关 半 稳 了 件 让 fa,a+ tt 时 间 芝 间 内 ,发 生 下 次 事件 的 概 堆 wtt) 由 与 :有 关 
而 不 依赖 于 a ,HH wot1) 不 局 为 1 
了 ”有限 非 平凡 性 。 在 有 限 区 间 (a,e + 中 只 出 现 有 窍 儿 个 超人 和 件 , 即 


Dm = 1 


PE 
中 普通 性 ”在 (fa,a + 1] 中 出 现 两 个 战 更 多 个 于 什 的 概 闪 
Hit) =1- sott) — vt) 
十 关 二 上 的 高 级 无 弛 小 其 . 
如 果 用 X(t) 表示 上 述 事 忻 流 在 (0,t] 时 间 内 发 牛 的 事件 次 数 , 则 ;证 宇 
01 为 泊 松 过 程 . 
用 润 松 过 程 可 找 述 到 某 上 服务 站 的 顾客 流 . 


1.6.3 蕊 尔 可 去 过 程 


站 对 于 任意 aEN 和 i <a< eisaitib otontl CT 
上 及 任意 实数 x ,x ,xn ,X,Y , 均 有 

PRE) 和 

= P(X) sy | XA(8) = 4) (4 )， 
则 称 随 机 过 程 | (1) ,1 了 ;为 马尔 可 夫 过 程 ,并 称 
Fils, rit, ry) = PONCE | sl = x) 

为 转移 概率 分 布 苏 数 . 

号 水 可 去 过 程 的 意义 是 :随机 过 程 在 现在 时 刻 的 状态 已 知 的 条 件 下 ,过 程 在 3 
以 后 的 发 展 与 其 在 过 去 fs 以 前 ) 经 历 的 状态 无 关 , 这 -- 性 质 称 六 马尔 可 夫 性 或 无 
后 效 性 . 

关于 马尔 可 去 过 程 的 讨论 详 抑 第 2 章 ， 


1.6.4 二 阶 过 程 


均 昔 和 方差 函数 者 有限 的 实 值 或 复 值 随机 过 程 称 为 二 阶 过 程 ， 
二 阶 过 程 的 重要 特性 赴 它 具有 积分 表示 形式 . 
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设 下 是 可 浏 空间 ( 入,, 信 上 的 有 限 测度 ,如 时 对 于 每 -- 4 .用 ,有 - 复 值 随机 
下 最 314) 与 其 村 庶 且 满 趾 ， 

PE ZA < %; 

z 对 于 任意 ,Ay ,EZCAL)Y 区 (4 = F(A NM di), 
则 称 2 = 2Z(0A) , 间 后 .全 为 (站 号 上 的 目 变 随机 潮 度 .定义 在 入 上 甘于 .已 可 淹 
肝 关 天 至 平方 可 积 的 数 伞 体 记 作 已 (A， 元 , 玖 .给 定 ” 个 正 交 随机 测度 屎 其 一 
族 闲 数 | 站 本 1 (所 ) ,就 可 产生 一 个 二 阶 过 程 半 = XC) ,i 万 
T|, 满 是 


xD = reDza Cen, (GD 


它 的 一 阶 王 为 
EX(1) HC) = [fea) RATJA(dA)， (1-2) 


皮 之 ,对 于 绽 定 的 -- 阶 这 程 ,只 要 它 的 二 阶 秆 有 上 述 积分 表示 式 (1-2) ,就 存在 一 止 
交 随 机 测度 Z ,使 得 过 程 本 导 有 关于 艺 的 积分 表示 式 (1-1). 式 (1-1) 和 式 (1-2) 分 
别称 为 过 程 寺 和 它 的 一 阶 年 的 谱 表 示 . 

对 于 埋 方 连续 { 即 对 于 一 葬 呈 EE [ab ,省 > 名 时 ,二 和 昌 一 下 5) 一 0) 
的 实 一 本 过 程 | 引 昌 导 估 [ae:8] ,有 级 数 展开 式 


X(t) = 生疏， 


虑 中 {| 是 标准 正 交 实 随 机 变量 序列 , 即 
Fn = Bi 关 时 为 0,n = 天时 沟 1)， 


4。 越 职 分 方程 (0) = 2| (4s)g(s)ds 的 特征 值 ,名 是 相应 的 特征 质数 .其 小 
T(t,s) = EX(tY XCs). 


1.6.5 平稳 过 程 
设 {X(E),t ET! 的 有 穷 维 分 布 族 为 1 | 


2 
对 上 任意 由 和 NMN 和 下 E_ 以 及 任意 实数 x， 
x 均 有 


kh 


刚 称 1 5 日 和 了 | 为 严 平稳 过 程 或 狼人 疼 平 稳 过 程 . 
严 半 稳 过 程 的 实际 意义 是 过 程 的 分 布 规律 不 随时 间 的 排 移 而 改变 ， 
本 于 = 站 和 了 为 一 阶 过 程 ,日 对 于 任意 的 rs,rs+TTrE+rE 了 , 均 


2 一 Pet te Xs Tn), 


有 

FREs) = ERCE), HRESyE) = RE#+ rf+ rt), 
叫 称 随 册 这 得 到 为 宽 平 稳 过 各 或 广义 平稳 过 程 . 扣 风 ,对 - 王 沉 平稳 过 程 ,其 渡 方 基 
图 数 Rs ,2 仪 与 1 一 :有关 . 
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1.6.6 对 


设 全 是 民 们 子 集 ,随机 过 程 半 = XD ,i 中 是 兵 有 有 有限 均 值 的 责 数 ,时 天 

于 增 = 感 流 1 色 和 下 庆 诺 , 蔡 对 于 全 条 8 EE 7 和 
天 [| RR) = Nis) (a.s.), 

则 称 三 为 | 于 包 了 | 扶 . 当 本 为 吕 数 集 时 称 为 腐 散 时 间 竺 ， 

靳 起 源 - 半 公平 贱 博 过 程 的 数学 撒 述 ,如 果 把 (0) 在 做 一 场 赌博 中 某 一 生 趾 
大 硅 时 刻 上 的 本 金 ,. 闹 看 做 他 到 时 刻 * 为 止 积累 的 经 验 , 则 抽 的 性 质 表 只 ,无论 他 在 
时 得 半 以 后 的 冉 博 中 世 何 利 几 已 得 的 经 验 . 实 , 他 所 能 期 香 于 末 来 时 记 上 的 本 金 仍 
然 愉 能 导 Xis) .这 正 足 "公平 性 ”的 体现 . 


2 马尔 可 夫 过 程 


2.1 马尔 可 夫 过 程 概述 


最 简单 的 马尔 可 到 过 程 是 离散 时 间 可 数 状 态 忆 尔 可 大 链 , 由 俄国 数学 家 对 尔 
订 大 上 1907 年 提出 . 人 旭 在 实际 中 常 过 到 上 其 有 下 述 特 忻 的 香 村 过程: 在 已 知 它 现 
在 的 状态 的 荣 件 下 , 它 未 来 的 演变 规律 不 依赖 上 它 以 往 的 经 历 .县 有 这 种 性 质 的 蝴 
本 过 程 称 为 马 多 可 去 过 程 .例如 ,- -个 牛 物 群体 的 繁 衔 ， 丰 己 则 更 奔 群体 数 睛 的 条 
作 下 ,未 来 某 时 到 群体 数目 的 概 党 分 布 与 过 去 如 何 演 记 匹 天 , 促 与 现在 的 数 日 有 
闫 .六 如 液体 中 微粒 所 作 的 不 规则 运动 ,传染 病 受 感染 将 人 人 数 ,原子 核 中 自由 六 六 
在 电子 层 间 的 齿 茎 等 都 串 视 为 己 尔 可 去 过 程 . 

1931 年 科 尔 葛 区 儿 去 在 《概率 论 的 解析 方法 $》 中 ,站 和 抑 将 微分 方 穆 等 分 必 方 法 
用 于 此 类 过 程 的 研究 , 览 定 了 它 的 理论 基础 .1948 年 放生 人 村 (KK.I6) 在 莱 维 
fb.Tavy) 及 们 恩 斯 办 (5S.N.Bemstein) 等 大 工作 的 基础 上 ,和 违 立 了 随机 微分 方程 的 
理论 ,为 研究 切 尔 呈 大 过 程 升 以 了 新 途径 .1954 年 前 后 , 迪 乔 [可 .heller) 将 泛 卫 分 
析 中 的 卡 群 方法 站 大 苇 尔 叮 不 过 程 的 研究 ,学 上 有 (EB.Dynkin) 又 赋 子 它 概率 导 义 . 
20 挝 纪 和 千代 祈 , 角 和 谷 前 去 (15.Kaloatani) 和 枉 布 等 又 发 现 了 布 肝 运动 与 俩 微分 方 
穆 中 的 犹 利 克 市 1P.E,1L.Dinehleb 和 陪 题 的 关系 ,后来 部 特 (OG.A.Hunt) 丸 研 究 了 机 
当 ` :最 的 马尔 可 去 过 程 与 位 划 的 关系 .日 前 , 蕊 兴 可 夫 过 种 .马尔 可 去 随机 摇 .本 穷 
料 巴 蕊 尔 可 大 过 程 、 测 席 值 分 赤 过 程 ( 超 过 程 ) 等 部 是 下 在 妍 究 成 正 竺 研究 的 领 
域 ， 

马 东 加: 友 过 程 的 研究 到 致 可 分 为 以 上 儿 类 ， 

(1) 离散 时 间 蕊 尔 可 天 链 ; 

(2) 连续 时 间 马 外 可 夫 链 ; 

(3) 加 道 连续 的 蕊 尔 可 大 过 程 ; 

(4) 间断 型 马尔 可 夫 这 程 ( 跳 过 程 )， 
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2.2 。 离 蔬 时间 马 尔 可 厂 链 


若 随 机 过 程 i XC ,t GE Ti 的 参数 集 了 为 装 负 整数 外 Z, ,状态 空间 上 为 可 数 
集 , 且 针 于 任意 0 和 Rn Dyin tt 后, 上 六 1 ， 
有 
P(N,m = 1 | 和 二 ,An = 站， 一 = i) 
= P(X m= jE, = i), (2-1) 
只 村 式 中 条 件 概率 有 意 闵 , 则 称 } 无,,n = 01 为 马尔 可 夫 链 . 如果 式 从 -1) 的 右 方 与 
府 无 关 , 则 称 为 草 砍 马 示 可 去 链 . 


2.2.1 齐 次 马尔 可 去 链 的 转移 先 率 


称 条 件 慨 率 
pi = PP 下 (人 &), 
四 切 尔 叮 大 链 的 n 步 转移 概率 , 它 表 示 访 链 从 出 发 党 n 步 转移 到 j 的 概率 . 
科 尔 莫 蕊 罗 夫 - 查 普 加 方程 
科 尔 贡 总 曙 夫 查 普 最 (Kolmogorov-Chapman) 方程 简称 K-C 方程 . 
由 于 从 了 出 发 经 m + 严 步 到 达 六 必然 二 表达 为 ,从 庆 出 发 先 经 m 些 到达 某 一 上 
和 下 ,然后 再 从 出 发 (与 过 去 无 大地 ) 经 下 步 再 到 达 六 因此 ,有 


pe” ™ = pk op i (i TE ,nm 2 0). 


此 即 科 尔 葛 交 罗 夫 . 查 普 曙 方程 

根据 这 方程 ,任意 步 转 移 概 举 稻 可 以 通过 - ` 步 转移 慨 褒 来 决定 . 

2. 转移 概率 矩阵 

邻 p, = pe (i, EE EF), 
则 短 阵 

P= | ji 
称 为 齐 次 世 尔 串 夫 链 的 转移 概率 年 阵 . 它 满足 每 行 之 和 为 1, 即 
之 mn =1, i€E. 


其 有 这 - 性质 的 短 阵 称 为 随机 算 阵 . 由 玉 C 方 程 及 年 阵 飞 泪 运算 规则 知 ,P" 的 元 
率 贱 为 & 步 转移 概 座 ,好 
严 ” -= [pm ,ees 有 Pt" = Pp" .Pr" 


2.2.2 ”绝对 概率 与 初始 分 布 


11) 绝对 概率 称 PE = 站 站 后 中 为 配 尔 本 去 链 1 人 注入 在 时 间 半 处 
末 状 态 革 的 绝对 概率 , 记 为 p(n). 
(2) 初 妨 分 布 “” 称 马 名 可 去 链 在 补 始 时 刻 的 概率 分 布 jp 人 0 和 Bi 为 它 的 
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初始 分 布 , 简 记 为 | 和 EE1. 


(3) 初始 分 布 与 绝对 概率 满足 
pln) = Dippy'™ GE En = 0,1,2,°) 
加 E 
pn) =1 (# = 0,1,2,.…). 


2.2.3 轧 检 可 去 链 的 存在 定理 
给 定 1 疡 各 天 | 满 旦 pj 主 0,i 书 ， > = 1 及 随机 算 阵 PP = [pyji,je sz; 则 


存在 一 个 概率 空间 !m, 血 P 战 定 六 J 其 让 的 并 次 马尔 可 关键 | n= 0,1,2,.…| 
售 EE 为 其 状态 空间 ,| p,,i 乞 下 为 其 初始 分 布 ,P 力 其 转移 概率 钴 阵 . 


2.2.4 马尔 可 去 链 的 闭 集 与 装 态 分 类 


1, 互通 

对 于 任何 两 个 状态 i,j EE, 些 存在 4 使 py? > 9, 则 称 状 态 i 可 达 状 态 j, 记 作 
i 一 日 7 一 上, 则 称 状态 i 与 状态 7 互通, 记 为 六 条 

2. 常 返 性 

令 AI = POT 示人 状态 i 经 


4 步 首次 到 达 j 的 条 件 概率 (中 间 不 经 过 户 , 则 所 = > 表示 内 ;出 发 经 有 限 步 


可 达 了 的 条 件 概 率 . 如果 矿 = 1 令 忆 = > 7 站, 则 ji 藤 闵 自 i 出发 初次 到 达 / 所 


十 步 数 的 数学 期 望 . 令 
二 Fi; 

称 为; 的 平均 回访 时 间 , 记 六 ”= .Ai = 广 - 若 f=. 则 称 j 为 常 返 的 ;共同 时 
有 Am < 如 , 则 称 庆 为 正当 返 的 ; 阁 jo = %, 则 称 j 为 天 常 返 的 ， 

3. 闲 集 

设 CCEE, 如 果 C 外 的 在 -状态 者 不 能 自己 的 任 一 状态 到 达 , 则 称 忆 为 马尔 可 
去 链 的 闭 集 . 如 果 亡 椒 含 任 一 闭 的 非 空 真子 集 , 则 称 5 为 不 可 约 财 集 . 苦 严 本 身 是 
未 可 多 财 集 , 则 称 该 马尔 可 去 链 为 不 可 多 的 . 

4. 周期 

如 时 1a3:p 吕 > 0! 的 最 大 公约 数 为 二 则 称 状态 有 周期 1 车:1 > 1, 则 称 j 为 
则 期 的 ,+ = 1 称 了 为 后 所 期 的. 

5. 遍历 

如 状态 了 正常 返 , 医 岗 斯 , 则 称 为 遍历 的 ， 

1. 状态 分 类 

对 了 于 任 - -马尔 可 夫 链 , 相 空间 五 可 唯一 地 分 解 为 有 穷 或 可 列 雪 个 不 相交 的 节 
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集 站 ,Ca 的 并 , 革 中 只 由 一 动 非常 返 状 态 构 成 ; 任 :二 盐 由 常 返 状态 构成 的 
不 吓 约 而 集 . 局 中 的 状态 必 阿 :类 :或 者 表 旦 零 常 返 的 .或 交 帮 是 通 庆 的 ,或 者 都 
是 有 同一 周期 的 正 带 返 状 态 . 

2.2.5 访 历 定理 

定理 4 旭 果 站 为 非常 授 或 罕 常 退 状 态 , 旭 

ini =0, (ViEE) 

因而 基 天 为 有 劣 集 ,出 既 不 可 能 只 有 非常 返 态 ,也 不 可 能 只 有 有 零 常 返 夸 ,用 如 果 丰 
在 -个 种 党 返 态 必 存 在 无 穷 多 个 零 常 返 态 . 

定理 2 则 时 者 其 有 所 期 0 过 < 则 Tim 本 mtr 在. 


定 于 3 (六 均 极限 定理 ) ”对 于 任意 产业 E ,极限 lim 工人 pt 存在 , 且 
0 四 。 
| LN [FE DD 或 罗 堆 第 运 )， 
in 2 | uo (Fk€ C), 
其 中 局 为 一 不 可 约 采 集 ;fij, 0) 胡 韦 从 出 发 在 有 限 步 到 过 中 的 条 性 概率 , 即 
A C0) = > 
让 马 站 
2.2.6 平稳 二 尔 可 夫 链 
定 革 1 如果 对 于 任意 n=0,iE 五， 
Bf 天 = 站 = Pio=i) =p 
林 于 无 区, 刚 称 杞 尔 可 去 链 为 平稳 的 . 
民有 上 述 性 质 的 初始 分 布 ip.,iE 二 | 称 为 平稳 分 布 . 
定理 4 蔡 下 为 不 可 约 闭 集 , 出 正常 返 、 紫 周期 状态 组 成 , 则 存在 唯一 的 平稳 


分 布 


1 . ， 
Pi {EE KE), 


其 中 , 为 状态 i 的 半 均 回访 时 间 ， > 
定理 5 若 号 的 切 正 第 返 的 不 生 约 闭 集 类 为 | Ca < Ti, 令 五 = UC,. 设 
ipisi EE Ei 为 该 马尔 可 去 链 的 初始 分 布 , 亢 么 是 下 自分 负 的 多 分 必要 案件 避 人 
在 非 负 数列 14,,a E 了 | 7 = 1, 使 
和 p=0 (i€ H), 


p= 和 = A lm > ip ‘vl [人 


FE 


定理 和 (平稳 分 布 存在 唯 的 杀 件 ) 当 且 你 当 另 纯 由 非常 返 状 态 或 霍 常 返 
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状态 组 成 时 , 半 稳 分 布 不 存在 . 
当下 区 妆 玉 各 有 一 个 三 澡 返 状 态 光 时 洗 稳 分 而 唯 
如 果 全 少 有 两 个 正常 返 的 水 可 约 闭 集 , 则 存在 碟 穿 多 个 平息 分 布 . 
2.2.7 随机 游 动 
1. 具 有 了 昭 收 壁 的 随机 游 动 
定 炙 2 共 齐 次 马尔 是 夫 链 的 状态 空间 = 10,1,2.… ,时 1 ,转移 概率 诈 阵 


| 0 总 0 总 位 0 0 

go 0 pp 0 0 0 0|1 

0 站 本 站 n 2 
P=|. ?1 : ; : : : : ? 

0 0 0 0 8 0 p [#1 

0 0 0 0 0 0 1 


二 中 0 < p < 4,p + 9 = 1,; 则 称 此 链 为 县 有 虹 收 壁 0 和 1 的 将 机 游 动 . 

例 1 在 直线 上 运动 的 质点 , 当 它 处 本 位 置 i 记 0 < i < 轩 ) 时 ,下 - 步 以 概率 4 
运动 到 i 1, 以 慨 率 运动 到 i + 14, 一旦 到 达 状 态 人 0D 或 贞 , 碟 永 还 停留 在 间或 形 上 ， 
此 吕 且 有 吸收 壁 0 和 5 的 随机 游 动 . 

这 说 岩 它 有 疯 个 正常 返 闭 集 类 |0! 和 | 村, 而 11,2,…. 亲 -11 为 非常 运 状 态 
集 . 此 时 


lim ps” = fn {i = 0,1,2,.…. 时)， 
它 满足 差分 方程 
jn 二 fo 十 有 0 ti = 1,2,°*, 一 1) ， 
本 = 1, 
fm 三 0. 
解 得 
2 {p = 人， 


“(9 (站 
册 
-9 
其 中 让 = 0,1,2.…, 肝 .中 玫 -> % 时 , 链 成 为 上 有 一 个 隘 收 吃 *%0" 的 半 直 线 千 的 随 
机 游 动 ,此 时 


tp 2 由) 


1 (pp 9) 
ms) (Pp > 9) 
这 表示 "和 同 起 称 格 的 横滨 9 不 小 于 向 有 称 一 倍 的 慨 半 p 时 .无论 从 什么 状态 出 
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发 ,该 链 最 终 以 概率 ! 处 吸收 状态 "0"; 而 当 9 < 时 ,该 链 以 概率 { 全】 处 于 


收 状态 "0” ,以 概率 | - ( 人 在 状态 1.2 … 中 游 动 

上 三 的 第 “部 分 中 , 户 相当 于 一 -个 峙 徒 具有 周 本 i 与- -个 共有 赔本 六 -的 
对 于 赌博 时 答 光 的 概率 ;第 二 部 分 (4 _> om ) 中 Fo 相当 于 - -个 具有 赔本 ;的 周 徒 与 
具有 无 限 赠 本 的 对 手 购 睛 时 最 终 葵 光 的 概率 . 


2. 具 有 反射 壁 的 随机 游 动 
定义 3 在 定义 2 中 ,车 
0 tt 0 0 0 0 0 
gg 0 pp 0 :7 0 0 0 | 
p 站 2 


0000…9 0 plw- 

0 0 0 Du 1 遇 HM 
则 称 该 链 为 具有 反射 台 0 和 MM 的 随机 游 动 . 该 链 为 正常 返 .不 可 约 、 周 期 为 2 的 齐 
次 马尔 可 大 链 ， 


3. 自 由 随机 游 动 
定 沈 4 阁 E 为 全体 整数 集 ,对 丁 任意 EE 玉 , 有 
puil = 9 Bun =p (Oz<p<lp+q= 1), 


则 称 其 有 该 转移 概率 年 阵 P = | py] 的 齐 次 马尔 可 夫 链 为 直线 上 的 自由 随机 游 动 . 
该 链 是 不 可 约 的 ,全 部 状态 周期 为 2. 当 p = 9 = 方 时 ,个 为 零 常 返 状 态 ;而 当 p zz 
q 时 ,所 有 状态 为 非常 返 的 . 


2.3 “连续 时 间 马 多 可 大 链 
定义 5 若 状 态 空间 为 可 数 集 ,参数 集 T= [0, wm) ,用 对 于 任何 于 0,， 


站 有 站 
巨 = 让 有 在 ,及 
PIR = = = = P(E = /| Y= 0, 
融 栎 随机 过 程 | 无 ,tf 亡 下 = [ai 鸭 连 总 时 和 间 寺 和 尔 可 大 馆 , 称 
potsrt) = PE sj = 

为 凌 转 移 概 率 现 数 . 若 pyts ,让 仅 与 1 一 有关 , 则 称 为 齐 次 配 尔 可 夫 链 , 记 ps(s,!) 
汶 ptt 一 4)， 

齐 次 转移 概 宣 遇 数 put i 县 有 妃 下 性 盾 ， 

19 各 人 = 全 ， 了 pi = 1; 


J 


2 世系 可 去 过 程 553 。 
交 满足 KC 方程 ,如 
puts+ t) = 2 pas}pyt{ i). 
点 这 下 


oO = tnt) =e 
则 称 

Plt) = [pn ijer eftE [0.%)), 
为 标准 转移 短 阵 . 


2.3.1 标准 转移 概率 函 烤 下 (日 的 连续 性 和 可 微 性 
bp pf 在 [0, % ) 上 一 致 连续 ,日 


[pt + AD -pills1- plar) 上 了 人 EE). 
2 标准 转移 定 阵 中 每 -元 梁 pyt 由 在 (0, wm) 于 有 有 右 限 连续 十 数 , 旦 满足 方程 
Pits+t) -= De fs potty fs Or» 0,1)E EE). 


3 人行 中 (= (Dj 为 标准 转移 矩阵 ， 则 pt 在 0 点 的 右 导 数 丰 在 ( 汀 能 无 
穷 ), 即 


piat0) = lim BD 二 之 一 入 
记 人 "0" 成 存在 有 旁 的 右 学 数 , 凤 
Oc lim BH WAND) = gy < 0 ti， 
纪 
站 二 之 4 < 人 
称 息 = 1, 为 # ¢ 移 矩阵 PC4) 或 了 9 尔 可 上 兵 链 半 = ;于 :1 之 0| 的 密度 矩阵 或 旭 咎 
隆 . 


2.3.2 密度 短 隆 的 概率 意 头 


4) 对 于 任意 3 守卫 ， 
PX expl -人 
苔 9 = 0, 则 称 为 吸收 状态 ;着 q9， = % , 则 称 为 阴 时 状态 ;着 0 < < 名, 称 i 
为 返 留 状态 . 今 
ricw) = infly; Cte) 天 Nolw) 
为 离开 初 嫩 状态 的 时 刻 . 
(2) 若是 博 雷 尔 可 测 这 程 ,jr < m ,0 < yi 关 记 时 六 高 在 [90,a) 中 有 第 - 


个 不 连续 点 二 且 它 是 跳跃 点 :( 下 0 = 7 40 = 站 = -ee) 半 
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Pex 和 任 [0, ww) 中 有 第 :个 不 连续 点 工 , 且 它 是 跳 且 点 :C= jl 各 = 让 = 
5 
9 
2.3.3 向 前 与 向 后 微分 方程 
温 PC = [pro 居 标 准 转移 处 阵 ,其 窗 典 第 阵 为 骆 . 则 有 
put) 2 pylt) + > put), 
上 ef 


Pt) wo py + patt) gy. 
kj 
若 以 上 二 成 等 号 成 立 , 则 分 乔 称 为 向 后 方程 和 辐 甬 方程 , 丰 秆 阵 形 式 为 
P(t) = QP() 【 癌 后 方程 红 L) ， 
P{t) = P(NO { 加 时 方程 引 [ )， 
这 两 个 方程 组 亦 称 科 汞 疯 芝 芝 天 疝 后 或 回击 方程 给. 


名 > 和 三 Zs 


则 潮 于 些 主 及 -一 切 j, 条 而 方 程 成 六 . 
入 对 开 基 记 有 4 < %, 且 
lim Be C0 
I [ 


= gy 
对 正 一致 威 立 , 则 对 上 上 此 了 及 -一 邯 语 加 前 方程 成 立 . 

2.3.4 六 过 程 

定名 设 已 给 年 阵 @ = [ 志 ];,ye 5 满 趾 

On, (人 天 月， 
> 三 一 三 本. 
荷 转移 算 阵 PULL) = py( D1 址 让 转移 知 降 , 妇 满 是 pot < 1) 满足 
hn est jE 有 


则 称 P(i) = | pytt)] 为 好 转移 证 阵 或 过 程 . 
定理 7 如 果 对 于 - 切 iE Ray< ao 则 称 台 为 保 宪 的 .个 全 皇 阵 保 守 , 则 怀 
准 转 移 征 阵 P = (re)fp,(1)] 居 避 转移 矩阵 的 充分 必要 荣 什 是 它 满足 科 尔 莫 总 罗 
法 疝 后 方程 组 . 
定理 8【 最 小 解 的 届 造 ) 若 已 给 保守 矩阵 全 , 今 
人 PP = Sexpt 一 gt , 
ntipPoitt) = > ,| exp(- 9]J qr Dott 一 s)ds tn 人 0, 


吓 本 1 


2 了 马 然 可 六 过 程 ，555 ， 


= pat!) (i EE by, 


由 户 " 攻 二 是 满足 科 水 芮 区 各 天 向 后 方程 组 的 归 小 解 . 即 对 于 广 耕 组 的 什 意 三 畦 
移 郑 数 解 所 (6 , 必 有 
可 2 py u(t) tt Oi kK), 
直 i pC),t 宇 0,i)j 世 玉 足 广 转移 前 数 , 即 它 满足 
人 志 py tt 三 1， > ,pinfi] 去 1， 


JEE 


pstt) = Pps p(tr), 


直 扬 号 
而 且 p(t,t 这 0,1,j 全 也 是 科 尔 莫 总 罗 夫 向 前 方 柠 的 解 ， 
定理 9 车 如 六 保守 矩阵, 则 0 过 程 唯一 的 充分 必 亚 菜 件 是 其 最 小 解 满足 
入 nk = 1 (ram0it 1 


定理 10” 若 0 为 保守 夭 阵 , 朋 4 > DiE 名 , 则 0 过 种 唯一 的 充分 必要 条 件 
庆 , 对 于 其》 > 0, 方 程 组 
(A qi) = ga (i€ £) 
无 非 平凡 的 非 生 有 界 解 (平凡 解 即 ， 二 0， 
关于 口 过 程 只 - -性 准则 ,可 参阅 文献 [12] 


2.3.5 离散 骨架 与 平稳 分 布 


定理 ii 若 PP = |p,(1)] 是 连续 时 间 蕊 尔 可 去 链 XX = ,tt 产 0 的 转移 年 
阵 , 且 它 是 标准 的 , 则 pj(0 或 者 框 正 ,或 者 屋 为 0”. 

定 兴 了 对 于 任意 > 0, 称 加 = [Xm 二 人 0,1,2,… | 为 的 离散 皮 识 , 遍 
是 离 散 时 间 章 次 马 多 可 下 链 , 襄 与 人 有 相同 的 十 始 分 布 ,4 义 在 同 -概率 空间 上 .， 
共 转 移 矩 阵 为 

P= [psnh)], er. 

定 流 8 如果 在 xX 的 某 一 离散 肯 哥 镶 中 可 达 j, 则 称 状 态 2 可 达 j, 也 等 价 于 
在 企 下 战 对 - - 切 巾 ,使 p(t) > 0. 若 了 可 达 六 7 可 达 六 则 称 i 于 通 ， 

定理 12 ” 若 转 称 第 阵 中 和 任 -元 素 py{ 1 关 汪 可 测 , 则 人 在 极限 

1 = limpyt 1) tie EF). 
定理 13 疹 XI =! 总 ,nn 守 1| 一 切 状 态 互 通 且 周期 为 1. 则 
评 = lim pst n), 
好 和 = ;与 无 美 .jw! 是 计 的 平稳 分 布 , 老 以 fyif 为 XX 约 初 巡 分 布 , 划 它 也 是 
于 的 平稳 分 布 . 
2.3.58 生 灭 过 程 


定 兴 9 设 天 = 和, 芝 但 基 状态 空间 下 = 10,1,2,…' 的 齐 次 功 尔 可 去 链 ， 
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称 工 为 生 灭 过 程 ,好 时 其 转 称 抠 阵 也 = [pg |] 的 密 红 车: 阵 如 其 有 下 列 形式 : 


一 bn pn 0 0 + 0 0 站 
如] — ath) 1 0 -1 0 全 0 
0-| : : : : : 
0 0 站 站 
即 
titrl 一 在 ， | 二 人 
Fr 三 一 (a 十 b.)， yy 二 是 《 当 | 上 一 -7 | > ] 上 上 ， 


二 捍 放 > 0aOo>COt>D. 称 此 总 矩阵 为 乍 灾 让 阵 . 
推论 1 对 于 条 天 第 阵 如 ,其 网 后 方程 为 


站 (i > 0), 
potn) = 一 和 Pork + popiit td (7 = 0,.1,.2,.*); 
向 脐 塘 程 为 
Pott = 一 (a, 十 hipatt) 十 b_ip -tt) 十 Pt) (7 > 0), 
PP CF 二 昌 ,1.2- 
两 组 方程 的 初始 条 件 为 
pit0) = 人 《人 FE). 


推论 2 生 灭 年 阵 有 的 前后 向 前 方程 组 有 崔 - 解 (四 最 小 解 ) 的 充分 必要 条 件 


1 1 人 生 |_ 庆 国 
2 hb 


推论 3 车 上 述 条 件 成 立 , 则 平稳 从 大 在 在 的 于 作 放 条 件 是 
1 “6 by" er] 


i = ban 区 , 
好 | kD OD HE | Wt+2 


此 时 下 移 分布 jw ,i 二 0 满 中 
训 二 (1 + boer)!, 
bnbi*" "bb 


一 一 - 一 一 Ll ; 
三 ] 好 “al + boe!) ( > 0), 


是 


2.4 - 般 马 尔 可 大 过 程 


定义 1 设 (Q, 交 辐 ) 为 完备 概率 空间 ,( 达 ,. 几 为 可 测 空间 ,T = [0,w), 如 
果 对 于 一 团 0 < < 1. 关 己 守则 称 . 灾 的 子 5 代数 族 1 六 :0 为 o 代数 流 . 

定 久 1 车 | 无 ,t 主 0 为 (有,. 玉 P) 上 以 {EE;, 闻 为 由 空间 的 随机 过 程 , 则 称 
1 中 为 站 然 天 代数 流 , 其 中 .= 村 是 二 站 人 

定义 12 称 关于 代数 流 | 次 ,0i 适 庶 的 随机 计 开 1 下 全 尖 人 吉 为 世 尔 可 大 


2 马尔 可 去 过 程 557 ， 
过 程 ,期 果 对 于 - - 切 0 过 了 过 革 政 到 .入 有 
下 成 和 了 有) = P(ET|T) f 二， 
其 中 
有 下) = 

此 时 称 上 互 ,多 泣 蚊 与 外 可 去 过 程 . 

推论 4 ” 如果! 三 ,. 壳 ,t 0i 为 站 加 可 二 过 程 , 风 | 于 ,i,t 宇 0| 也 是 马尔 可 大 
过 程 ， 
定理 14 | tt 守 0| 为 马尔 可 厂 过 程 的 充分 必要 条 件 是 对 二- 任意 有 ,任意 
Oa PE . 淹 有 

PX, 世 六 | A = PE 世 荆 | 2 ta.3.). 


2.4.1 转移 概率 函数 


定义 13 称 四 元 蚌 烙 pf xi 和 和 为 正规 转 
移 概 率 函 数 ,如 果 它 满 旺 以 下 四 个 荣 件 : 

1 对 于 周 定 的 xs, 它 是 关 和 上 下 在 .图 上 的 概 兴 测度 ; 

2 对 J 浅 同 定 的 s ,4, 中, 它 夺 关于 x 的 . 癌 可 测 隔 数 ; 

3 对 于 任 一 3， 

后 [3 

二 中 了 是 集 台 的 未 性 四 数 ; 

中 长 忆 方程 成 站 , 即 对 于 和 任何 过 雪上 扫 下 ,和 有 


PS jp sox3trdy) p(t ys 1), 


定理 1s 荷 Ps， vty 雪 开 周 定 上 时 促 与 后 有 关 , 册 你 转 称 概率 函数 为 齐 

次 的 .此 时 存在 ptt,x,T 厂 ) 使 
ptsswst,T) 三 PT 一 3 

定理 6 些 pftz,) 为 齐 次 转移 概率 函数 , 则 讲 吕 

P 对 于 固定 的 1,%,pts,x,，*) 为 .图 上 概率 测度 ; 

2 对 十 固定 的 1 ,了 pts 耻 ) 为 天 上 .和 关 可 测 胃 数 ; 

Fo0, x,T) = ix); 

对 于 任意 s,! 之 0, 有 


pls+ ti Ty = jax rdy) pty ). 


2.4.2 马尔 可 去 半 群 与 费 勒 转移 函数 
1. 马 汞 可 夫 半 和 群 
定理 17 设 pti,x, 丰 ) 为 齐 次 马尔 可 天 过 程 的 转移 概率 需 数 ,在 互 的 有 欠 .发 
上 咱 测 画 数 类 上 定 祥 算 了 
T 所 区] = pps,dy) tt = 0), 
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则 也 是 有 办. 加 可 测 两 数 . ,i = 人 Di 是 一 堵 群 , 称 为 马尔 可 夫 半 群 , 即 对 十 任意 
5 小, 证 
Ts, = TL,. 

中 利用 泛 果 分 析 的 阅 群 理论 环 研 究 齐 次 转移 概率 珊 数 . 

2. 费 勒 转移 范 数 

定理 扯 。 如 条 对 于 作 一 主演 0 及 玉 上 上 人 尾 一 有 办 连续 昕 数 六 下 也 是 连续 师 数 ， 
则 称 pti,x, 卫 ) 为 费 勒 转 移 函 数 .相应 的 己 氏 过 程 为 咒 彰 过程 , 称 1T.,r = 0| 为 费 
勒 半 群 ， 


2.4.3 标准 齐 次 十 尔 可 夫 过 程 


定 匀 ”如 果 在 .= of 无, 斌 宇 信 上 存在 概率 淹 此 族 ; P. ,x EE E51 ,使 得 对 -于 
等 个 x， 
Pi = x)= 1, 
昌 以 pt t,x, 卫 ) 为 转移 困 数 , 则 称 以 pz) 为 转 稀 湖 数 的 齐 次 马尔 可 去 过 程 
1 ,t 宇 0! 为 标准 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 
定理 纯 ” 齐 尝 忆 朱可夫 过 程 威 为 标准 齐 次 岂可 尔 上 过 程 的 充分 必要 茶 件 里 


P(X CE i 所 Da 所 I ) = | ass XK | pltz ~ ti Vr dy2) 并 
I 2 


“x | pe — nd 


可 唯一 地 扩张 成 .于 | 的 概 沸 测度 , 虑 中 0 < 和 
例 2 在 (R" ,. 新 ) 开 定义 
Ey) = wtt) Ct ET, 
对 于 任意 村 集 B= fo 了 wf) ET ED ,w(t ET 有 1, 令 


PB) = | pisxsdy)| plia 一 apdy) | pC ln dy, 
1 4 n 


则 对 丁 鲜 -x 亡 玉 = 肛交 一 . 镁 、 计 ,于 人 0 为 [ 民 7. 知 ,站 ,) .的 标准 齐 次 马尔 可 
去 过 程 , 其 转移 概率 隔 数 为 ptr 了) 


2.4.4 强 却 泵 可 夫 过 程 


定 多 15 称 标准 齐 次 马尔 可 天 过 程 ( 瑟 ,人 为 强 马尔 可 夫 过 程 ,如 果 
bb 23 循序 可 测 ; 
况 村 任意 二 停 时 zf 及 EE .各 
PAYAEDTI EX) = pti,x.,T) Ca. P12.), 
其 1 a.5. ,P02 表示 在 呈 . 上 基于 已 几 平 必然 成 证 ,而 0 = ow:t(tw) < mm ;这 
二 等 怕 于 对 于 - 妇 有 上 岩 . 才 可 测 衣 数 
六 和) = Eflx) (as .天 人) 


2 杞 汞 日 夫 过 简 + 550 ， 


推 沦 5 右 轿 续费 着 过 程 庄 强 互 久 可 去 过 程 . 此 浊 上 有 连续 是 指 样本 卫 数 
0 天王 丰 连 续 ， 


2.5 间断 型 马尔 可 天 过 程 


这 到 为 Ri 中江 二 东 可 测 和 集 ,. 考 星 玉 的 一 坷 博 办 尔 可 测 卫 集 的 5 代 娄 pf, 
生 ) 为 转移 概率 本 娄 , 称 它 满足 条件 (CC) ,如 凡 
lim phi,x, lx.) = | 【人 六》 {2-.21 
若 条 侍 (C) 满 是 , 则 对 于 - - 切 x 抱 ,存在 概 限 
jm Lx) _ 


{+ 上 
其 :和 gg 是 博 害 有 可 测 明 数 ,用品 过 人 <) 过 %， 
基 式 12-2) 在 集 让 .看 1 上 一 锐 上 成立, 亡 下 刚 存 在 杉 卫 
lim ptt x 0) 
[ls 下 


对 王国 定 的 如, gf ,0 为 捕 启 尔 订 测 晤 数 ， 

称 一 盟 数 gx，efr dxzE 4E .内 为 标准 对 ,如 中 它们 都 非 贡 有 窃 ,关于 
为 下 测 颗 数 , 关 于 二,gtxr 有) 为 . 鸭 眶 测 度 , 昌 满足 

xx) = 0, qtx) = gtx, EF). 

定 兴 6 若 章 次 二 尔 可 大 过 程 | 六 关 由 的 转移 概 尝 呈 数 具有 标准 对 q(4)， 
mxty di,HDO < T(E) < ,四 I 

Pm) ,在 [0,a) 路 方 第 一 个 断 点 rw) ,用 它 起 味 版 点 ; 

Ew TE = er A x). 

PT) 在 |0,%} | 有 第 一 个 断 点 z(t) ,是 它 让 四 申 点 ; 

En) 三 
3 向 后 方程 成 w. 纯 


qt xX), 


= q(x ti) qr). 


EY 
于 若 蕊 {ow@) ,对 于 尾村 固定 的 1 前 ,有 上 履 后 -个 断 点 为 此 牙 点 ,月 es 在 二 上 
有 上 异 , 则 各 前 方程 成 并 , 基 
pCi x = - gty, FN\ Ajpte, rdyy + | 46, (plft,x ,dy). 


以 上 这 装 过 程 称 为 间断 型 马尔 可 夫 过 答 碟 跳 过 程 . 
2.6 扩散 过 程 


历史 上 ,扩散 过 程 起 源 丁 对 物理 学 中 扩散 砚 象 的 研究 .扩散 过 程 咸 一般 的 定 儿 是 
胃 道 连续 的 马尔 可 去 过 程 . 价 1981 年 科 尔 英 长 罗 大 是 以 转移 骨 数 定义 扩散 过 程 的 . 
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定 区 17 假想 直线 上 马尔 叶 夫 过 程 的 转移 明 数 为 pts ,x;t,) ,车 对 上任 点 


5 >», 


1 站 
lim 和 plisait + Midy} = 0, 
lr-*| 守 EE 
mS | ty 一 区 (二 全 dy = att,x), 
lim 六 | Cy x p(t rit + MEdy) = bli,x), 


日 上 述 极限 关于 ;在 是 个 区 间 |a ij 及 we (_ % ,wm) 是 - 致 的 , 则 称 只 有 该 转移 
销 数 的 马尔 是 志 这 程 为 扩散 过 程 , 移 ati,x) 为 偏 移 系数 ， 称 BCt, x) 为 扩散 系数 . 
定理 20 在 送 当 条 件 上 上 , 若 pt3,x;t14) 县 有 转移 密度 pls ,x;t,Y), 且 满足 

一 阶 情 微 分 方程 

3 = 一 Lol y)plssrxit,y)] + 本 3 LRCs ys Y)]， 
Pts, 让 
Ds . 2 dx : 
则 这 两 个 一 防 偏 徽 分 方程 分 别称 为 科 尔 莫 威 网 大 向 前 方程 和 疝 后 廊 程 ,前 音 也 称 
为 址 点 尔 - 普 鹿 友 (hokkerPlanek) 方程 .这 两 个 方 释 是 扩散 过 程 赋 容 中 的 基本 分 配 
对 象 . 

一 种 群 究 扩 藤 过 程 的 方法 是 将 (1) 表 必 下 述 人 村 随 机 微分 方程 的 解 ， 

可 和 [人 = 全) 二 人 对 全 


XD) 2 Kt) + | als, XCs))ds + | ss, Xts)awts), 


其 中 oi(t,x) = 64t,x) 为 扩散 系数 , 形 (t) 导 标 准 布 如 运动 { 见 第 4 侍 ). 
对 扩散 过 得 的 这 种 研究 方法 详 见 本 卷 “ 随 机 分 析 ” 条 ， 


3 平稳 过 程 


3.1 “平稳 过 程 概述 


统计 特性 不 随时 间 的 推移 而 变化 的 过 程 称 为 平稳 过 积 , 例 如 ,一 台 稳 定 汇 作 :的 
和 芭 纱 机 纺 出 的 比 的 直径 大 小 ,学 各 种 随机 因素 影响 ,在 某 “标准 值 局 图 波动 ,在 什 
刘 芋 十 时 刻 处 ,直径 之 癌 的 统计 依 球 关系 , 仅 与 这 些 时 刻 之 间 的 相对 位 置 有 关 , 而 
与 其 绝对 你 置 无 关 , 央 而 直径 的 变化 过 程 下 以 看 做 - :个 平 答 过 程 .具有 近似 于 这 种 
性 质 的 随机 过 程 ,在 实际 中 居 大 其 存在 的 .特别 是 , 当 除 去 它们 的 确定 性 成 分 (如 周 
期 变化 的 部 分 .至 现 某 种 趋势 的 部 分 ) 后 ,其 随 仙 分 量 部 分 大 多 足 平 稳 随 机 过 程 . 

平稳 过 程 的 基本 理论 是 在 加 世纪 30 ~ 4 和 牛 代 发 展 避 来 的 ,用 已 相当 冠 善 .其 


3 半 和 禄 过 程 。 561 。 


后 的 研究 主 昌 是 问 某 些 特 殊 类 出 以 及 多 维 平 稳 过 程 . 焉 稳 广 义 过 程 和 齐 次 随机 场 
和 许 广 面 壳 展 . 半 稳 过 程 埋 论 在 无 线 电 技 术 和 自动 摔 制 等 领域 在 丫 广 泛 的 应 用 ,并 
足 诸如 时 间 序 到 分 析 、 信 号 分 析 、 诚 波 、 巴 测 理论 成 控制 邢 论 备 应 州 学科 的 重要 上 
. 

定义 1 设 半 = [X(t ,fT| 嘴 一 个 取 复 数值 或 实数 但 的 随机 过 程 ,其 小 
为 各 数 或 实数 全 体 ( 分 别称 为 离 敬 参数 和 先 丝 参数 ) 姑 于 中 全 意 nn 所 N 战 任意 
的 和 的 
枫 率 分 布 相隔 , 则 称 为 产 平 稳 过 程 . 如 果 - : 阶 绝 对 算 玉 1 引咎 < mw, 是 对 十 任 
意 的 trE 了 .均值 REI) = a( 常 数 ), 耻 方 甘 

可 有人) 一 【Dr 无关 )， 
则 称 于 为 宽 平 稳 过 程 , ROD 称 为 的 协 上 并 差 消 数 ， 
一 个 严 平稳 过 程 . 如 归 它 的 二 阶 和 让 有 有 限 , 则 -一 定 也 是 宽 汪 和 橡 过 程 . 


3.2 ” 宽 平 稳 过 程 


3.2.1 随机 过 程 的 均 方 连 综 性 及 微 积 分 
定义 2 车 i 高 ! 为 一 随机 序列 ,为 随机 变量 日 满足 limE1 各- 才 = 0， 
则 穆 |; 珀 方 收 伐 到 , 记 为 
li.m. A = 起. 
定 兴 了 于 对 一切 41,to E77 
lim EE | RCE) — Xm) 1 = 


测 称 随机 过 程 : (1) ,1 € Ti 均 方 连续 . 
定 久 症 ” 车 对 于 it+ 1 亡 了 ,有 
t+ A — A 


a 
存在 , 则 称 | XC 中 ,t 世 7 在 志方 可 和 
定义 5 上 省 虑 7 让 区 问 [ea， 5] 上 芍 一 个 分 朵 ae = <mn<< = 6;, 占 架 
总 (0.F.B. Riemann) 入 YX (ai -区 对 工作 意 号 E =0 一 1， 


1=t 


当 m -zz 下 | Ar = max (rl — £i) 之 0 时 志方 收 合剂 个 有 限 极 限 , 则 称 贿 
机 过 程 在 [ &,6} 上 均 廊 引 积 , 记 为 
l,i,m. Sx {ty 一 去 = | xcour 


ah 
定 党 看 芒 对 于 任 给 定 的 Ti 满足 
Et (ta) 一 区 各 一 ECL)) 一 站， 
册 称 1XC,t 了 | 为 正 交 增 量 过 程 ， 
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对 于 正 迹 增 量 过 程 1 中,tEE 了 ,存在 上 正 降 实 国 数 疡 ,满足 
Ft ~ ECs) = EE | YE ys) ll (et), 
日 对 于 任何 
| An lire < 的， 


可 以 合理 定义 积分 | (站) y(di) ,使 得 


了 


= | i NF). 


g|| f(r) 
3.2,2 ” 协 方差 函数 的 谱 分 解 
平 榴 过 程 的 协 方 基 菏 数 RLr) 具有 上 述 性 质 : 
1 REr) 一 R{- rl, 
| Reir) ls RDN); 
R(T) 非 角 定 , 渍 对] 仁 筷 再 EE TN; 复数 ,es 及 要 了 有 
SR 下 一 ti) a; a = 人 
中 ;XX(1),t & Ti 的 方 连 续 的 充分 必 妥 条件 是 (i) 在 > = 0 处 连续 . 
协 方 益 喝 数 足 刻 国 半生 过 积 的 重要 数字 特征 .可 以 用 情 里 叶 何 .Bourier) 
变换 来 研究 协 方 其 困 数 的 谐 分 解 . 
定理 1 Rir) 连续 . 非 贡 定 的 充分 必要 茶 件 是 存 件 一 个 是 数 Fi2), 使 
R(z) = | “exp(inr) PCdh)， 
将 R(Tr) 表 成 上 或 的 形 世 , 称 为 RET) 的 谱 分 解 , 瑟 称 为 谱 孜 数 . 
由 十 任意 非 英 定 隧 数 是 fr) 均 可 和 作为 平稳 正 态 过程 阅 协 方差 明 数 ,因此 Rtr) 
的 讲 分 解 式 就 荐 均 方 连续 平稳 过 程 内 方 莽 两 数 的 特征 人 性质. 上 压 谱 丽 数 称 为 相应 的 
于 稳 过 程 的 谐 丙 数 ， 
定理 2 平稳 序列 | 蕊 ,nm 区 了 的 协 方差 图 数 的 将 分 艇 呀 表 为 
Rn) = | cxp(im) FOd2). 
关中 二 14) 在 连续 .有 界 . 非 降 ， 
3.2.3 ”党 平 稳 过 程 的 谱 分 解 
定理 3 汪 1X(1),- 交 <1< mm| 是 均值 六 0 日 的 户 壕 继 的 觉 平稳 过 程 , 则 存 
入 一 招 值 为 常数 的 下 这 增 量 过 程 iY2), -<AA<%w ,使 
xD = | erpliA) VO). 
YA 和 A< wm| 沁 定 一 个 满 是 A = YA- 的 下 将 随机 
测 虚 , 它 [ 1 Xi ， 一 各 | 叶 -决定 ;十 对 于 什 总 Al 42: 有 
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下 | YA — YA = FAG) ~ Fh), 

和 中 下 古 觉 半 稳 过 程 i: 证 (1 一 吕 < < 的 | 的 谱 冰 数 ， 

定理 4 三 1X(n),n 世 Z! 为 零 均 仁 的 宽 半 稳 序 芒 , 则 存在 止 诡 增 量 过 各 
4) 一 和 放 委 Ti ,使 

En 一 | exptiaty YAdAY. 
其 中 YO) 在 不 计 常 但 随和 灿 灾 明之 差 的 意 多 下 由 和 fa) ,wn 所 2 唯 决定 , 旦 满足 
Fr -TAI =0 
故 
下 | (CAs > A1), 

其 中 FO 为 | Cn) ,nz 区 | 的 谱 匠 数 ， 

例 1 自 回 归 滑 动 平 均 序列 (简称 ARMA 却 齐 1. 

平稳 让 列 二 的 描 果 数 FA 绝对 连结 各 有 叶 数 (种 为 前 密度 ) ,如 


| 全 ep 人 -二 1 - 
AY = 
Si expt nr iA 


1=L 


称 为 有 理 谱 祝 度 ,其 中 乡 项 式 > a,7 DB, 1Z| 志 1 村 不 为 0. 这 样 的 序列 


称 为 自 回 归 滑 动 平 均 序 列 ， 它 尘 足 如 F 的 随机 凑 / 分 方程 : 
oot} + 站 [着 [二 一 1 十 -十 a 一 六] 
= Pod) + BSE -++ BE 97, 
共 中 10) ,tT 了 | 为 正 交 随机 序 族 ,满足 艳 () = 0;31 1 了 关 s 时， 
REC) ECs) = OF! EAC- 1. 
对 1 了 呈 连 续 参 数 集 移 情 上 懂 ,相应 的 有理 庙 密度 的 撒 式 为 
A 2 


= 


Fy 


Dla | 


了 站 


fA) = 去 


Eg < pp, 月 多 项 式 站 万 AA 当 7 在 恬 负 实 部 叶 不 为 0 


从 物理 上 在 ， 上 上述 祥 质 表明 ， 具有 丰 理 谱 密 度 的 平稳 过 程 可 ae 生生 人 
具有 常 值 谱 密度 的 平稳 过 程 ) 输 和 人 一 个 有 限 阶 此 时 塞 线性 条 统 时 所 得 的 输出 , 这 
-特性 使得 它们 在 实际 应 用 中 占 者 重要 的 地 位. 


3.2.4 宽 平 稳 过 程 的 均 亨 访 历 性 
定理 5 设 ; (中, -名 <1< | 为 向 方 ) 连续 的 术科 过 程 , 则 
im | X(s)as 一 ml 
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的 充分 必 旧 条件 是 140， -ww < < 和 | 的 谱 冰 数 F027 用 1 二 0 处 连 蛙 ,其 中 咽 
三 FEKfD ,为 过 程 的 均值 . 
定理 龟 设 | XR) ,ni 为 寅 半 稳 序列 ,出 
1 x 
lm 3N 7 = 
的 充分 必 昌 条 件 为 该 序列 的 境 盟 数 A) 在 4 = 0 处 巡 统 

3,2,5 宽 平 稳 过 程 的 线性 预测 

对 十 一 个 均值 为 0 的 宽 平 稳 过 程 六 = EC EE 7 ,随机 变 语 集 1X(4),s EE 
Fs 安 1 家 示 到 时 刻 1 为止 所 能 观测 到 的 过 程 的 历史 , 攻 到 (人 表示 由 这 些 随 机 
变 芒 的 一 殷 有 限 线 性 组 全 此 其 均 方 极限 所 椅 成 的 希 尔 伯 特 (D,Hilbert) 空间 . 

设 = > 0, 所 请 “r 步 " 线性 预测 ,就 是 要 用 MCX) 中 的 随机 变量 来 估计 还 未 外 
观测 的 Ce+ rz+zrE mi 而 线性 最 优 预测 ,就 是 要 在 4(7) 中 选择 人 (4, =), 便 
项 测 误 差 的 阶 矩 

gi = El X(t+r) XN,r) | 
达到 最 小 . 可 以 证 明 访 (t,7) 唯一 存在 , 它 就 是 YC + r) 笑 空 间 肝 (X) 上 的 投影 . 
如 果 对 于 任意 的 41，s € 了, 部 有 下 CX) = 上 (0), 则 称 过 程 为 梁 定 的 或 奇异 的 ,这 
时 ez = 0, 即 可 以 泡 误 其 地 进行 鼎 测 . 如 果 所 有 让 (XX) 的 公 暴 部 分 仅 包 含 堆 , 即 
DMX) = 10i , 则 过 程 为 纯 非 决定 的 或 正则 的 
- 般 的 宽 平 稳 过 程 可 以 分 解 成 相互 卜 交 的 两 部 分 之 和 : 

所 一 因 十 页 ， 
其 中 xX" 是 纯 非 决定 的 宽 平 稳 过 程 , 庆 是 决定 的 宽 平 稳 过 各 .这 时 , X" 可 以 按 离散 
参数 或 连续 参数 分 别 表 示 为 一 个 正 交 随机 序列 1 各 号 和 了 的 向 后 的 诊 动 和 , 基 


Kr (4) = DB se(s); 
或 -个 正 交 增 二 过 程 1s( 中 ,ts € 7| 的 向 后 的 滑动 积分 (对 下 交 增 量 过 程 的 积分 )， 
即 

fr (0 = BG- ds()， 
而 下 对 于 任何 ，E 7, 有 

M (XT" ) 一 Me}. 
党 平稳 过 程 的 这 一 分 解 称 为 活 尔 德 (A,Wald) 分 解 . 由 此 ,对 离散 参数 情形 ,可 得 
RT) = PEt re- SEC) + 和 (+r)， 


ae = >, 1 A(s) |; 


-i 


对 十 连续 参数 情形 ,nj 得 
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党 fir) = | ac + To— sdets) + Er+ rc), 


J = | | BCs) 12d5 
此 外 , 宽 平 稳 过 程 在 本 身 为 纯 非 决定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 有 谱 密 诬 FA) , 且 满 足 
本 aa) 有 > 一 加 《离散 参数 )， 
| Ed > - o (连续 参数 ). 


只 有 有 理 谱 密度 的 过 程 是 纯 非 决定 过 程 的 重要 特例 . 
3.3 “” 严 平稳 过 程 


3.3.1 严 平稳 过 程 与 保 测 变 摸 

定 多 7 到 .2 的 于 go 代数 狐 考 虑 概率 空间 (8, 史 ; PP) ,六 为 定 全 测度 . 设 5 为 志 
次 中 的 集 空 到 惫 中 的 集 的 变换 ,如 果 它 满足 下 列 条 件 , 则 称 .为 保 训 集 变换 ， 

1° 设 4| 是 4 的 像 , 则 4; 也 是 4 的 像 的 充分 必要 条 件 赴 

POA 人 OA) = 0, 
其 中 4 心 4 在 集合 的 对 称 若 , 邯 
人 Ay = CA A) TY 

2 PEA) = PESA). 

FPCCS U4)Al U 34,)) =0, PlSCN YN dt S54)) = 0; 
i P(AAB)}= 0 为 4 B. 

对 于 每 一 保 测 集 变 搞 $, 存 在 唯一 的 随机 变量 的 变换 $5, 上 有 具有 下 烈性 质 : 

?如 六 基 革 的 像 , 则 大 ; 也 是 于 的 像 的 充分 必 朗 条件 中 

PLX 一 如) 二 1;: 
如 = , 则 
PISIT = Iu) = 1; 
3 5 是 线性 的 ,对 于 任意 一 常数 a,4， 
So + hr) = Ga3 下 + bY (a.n.); 
和 8 是 连续 的 ,如 果 lim 如 = 于 ,a.8.; 则 
Lim Si 一 六 [ 式 ta.5.). 

5 与 引 同 记 浆 5S 并 统称 为 保 测 变 换 , 如果 每 一 名 可 湖 集 8 玫 是 茶 窟 可 测 集 轨 
在 变换 汪 之 小 的 像 , 则 可 定 立 道 变 搞 571. 此 时 还 可 定 关 站, 使 汪 = 5S(-1) = 
SS ,下 >0 记 品 = 开 司 等 变换 )， 

定理 7 刘 S 为 保 测 变换 ,如 为 什 意 随机 釜 量 , 则 
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1 0 ( = 和 as) 
是 “平稳 地 列 . 开 之 ,人 1 呈正 兰 和 为 平 税 兰 列 , 则 几 存 在 只 的 保 测 变换 S, 它 定 
of 上 ,使 
= f= 
定 儿 昌吉 在 让 个 化 概 过 定 间 ( 如 ,过 六 ) 上 丝 定 保 测 宣 换 集 15.,t Ti , 则 称 
它 为 保 测 灾 换 群 , 刀 对 于 任意 的 5,7,s + 和 了 .有 
SA SS A SIA SOA 1. 
于 = 10o) 有 时 ,内 首 虑 0 则 称 为 保 测 变换 半 群 、 
定理 8 着 ;Sf 万 了 ;为 保 测 集 变换 群 (六 和 群 ) ,各 为 他“ 随机 蛮 共 ,出 
1 世人 了 了 | CE = Spa...1 
是 平稳 这 程度 之 有 1 全 革 TH 为 企 一 平稳 过 程 , 则 六 本 在 唯一 的 保 测 变 措 群 
《相反 地 ,下 群 放 有 下 了 它 征 交 在 二 天 上 ,使 得 
一 {a.8- 人 了) 


3.3,2 严 平稳 过 程 的 站 历 定理 


对 严 平 稳 过 程 来 说 ,其 最 重要 的 性 质 是 凡 概 党 上 1 成交 的 项 廊 定理 ,或 称 汶 各 态 
历经 定理 . 

定理 9 用 飞 表 水 使 S54 = 4 对 村 任 体 : € 了 玫 成 吉 的 是 御 半 的 全 体 , 则 必 忠 
. 产 的 于 gg 域 ( 称 为 不 家 5 域 ) .这 时 i ,tE TI 是 与 过 程 1() ,+f 万 TT 相应 的 保 济 
淄 反 和 群 (成 下 群 ). 上 是 ,有 


lim XC) = ECXCO) 1 的 (a.s , 讽 艇 参数 情 堪 )， 
有 < 
lim | XC)qs = ECXIOY | we) ta.3. ,人 放 续 和 参数 情形 ). 


如 果 闻 稳 过 程 j 人 人 近 下 的 不 变 = 威 中 的 任 :… 亚 4 的 概率 只 取 0 或 下 , 刚 称 
过 程 是 址 历 的 ,此 时 
上 (TDOT | 区) = EX(O), 
站 过 程控 央 间 季 均 宇 寺 对 慨 率 测度 取 半 向 ,遍历 忻 成 让， 


4 布朗 运动 


1927 午 ,英国 植物 学 家 布 关 观 察 到 上 评 在 液体 中 的 微粒 了 了 作 不 规则 的 运动 .这 
种 运动 前 数学 抽象 ,就 叫做 布朗 运动 ,区 称 为 维 纳 过 程 .1505 年 , 爱 轩 斯坦 求 出 子粒 
上 的 转移 密度 . 1923 丰 , 绯 钢 从 数学 上 严格 地 和 定 光 了 -个 随机 过 各 来 描述 布 关 运 
Ej 

各 半 运 动 们 起 因 寺 液体 的 所 有 分 了 都 处 在 运动 中 ,4 村 | 二 赚 撞 ,从 市 粒 王 间 辐 
仁太 三 分 于 纪 币 小 仁 起 傣 不 定 的 力 上 旺 同 作用 下 它 , 使 它 葵 这 入 椒 规则 运动 . 


Ee 


4 布朗 运动 + 567 ， 
车 以 于 (2) 表示 粒子 在 时 刻 t 所 处 位 置 的 一 个 举 标 , .液体 是 刚 习 的 ,自然 设 
想 自 时 友 # 到 二 的 位 称 让 #4) -Lt1) 是 尝 江 外 乎 独 半 的 小 位 称 之 和 ,因而 根据 中 
心 概 限定 理 ,可 以 合理 地 和 棚 定 天 C12) -说 ) 服 全 本 访 分 布 . 量 且 对 于 不 同时 间 委 
的 存 穆 ,应该 是 相 开 独 的 .这 些 物 理 | 于 的 考虑 引出 了 上 应 的 数学 证 立 ， 


4.1 “布衣 运动 的 数学 定义 


定义 1 设 关 = :1 天 (1,t 万民 ,| 为 定 多 在 概 康 空间 (0 ,了 P) 上 取信 于 dd 维 
实 空间 Re 小 的 随机 过 程 ,此 满足 

1? XID) = 0, 

2 独立 增 最 性 ”对 于 任意 的 0 二 和 < 日 < < < (0) ,XK(4) 一 
(0) (0 - 是 (0) 是 (所 ) - 于 (各 -1) 是 相互 独立 的 随机 向 其 ， 

3 对 于 任意 * > 0,z > 0, 增 量 六 (s + r) - X(s) 报 从 密度 为 p(t,x) = 


(zxr)-e2expf - [过 上] 的 4 维 正 态 分 布 ,其 中 = (namexarERe， ix1= 


4 1 

(>) 怠 )】 “表示 x 刘 原 点 的 距离 ， 

由 五 的 一 切 样本 画 数 连续 ， 
则 这 样 的 过 程 Xx 称 为 (标准 ) 布朗 运动 或 (标准 ) 维 纳 过 程 . 

维 纳 证 明 了 满足 1* ~ 4 的 过 程 的 存在 性 .这 样 的 过 积 XX 是 独立 增 量 过 程 , 因 
而 是 马尔 可 夫 过 程 ,而 且 还 是 鞍 { 见 下 齐 } 利 正 态 过 程 . 其 均值 两 数 是 .个 各 分 基 
但 等 了 零 的 d 维 向 量 阴 数 , EX( 1) = 0; 其 协力 差 阵 函数 

EXE KC) = {ts A i, 

其 中 五 是 d 阶 单位 方 阵 ;s A ;表示 s,t 中 较 小 的 数 :0 s) 中 随机 向 量 X(s) 的 转 
由 


现在 考虑 4 = 1 的 情形 作为 马尔 可 夫 过 程 . 维 纳 过 程 足 只 有 转移 密度 


Plt,x,y) = ep - Cy x 了 


的 齐 次 志 罗 可 去 过 程 . 攻 转 移 画 数 P(E,x, 古 ) 下 和 空间 中 足 半 移 不 灾 的 : 
Plisx + YT) =) 
其 中 工 - y 表示 集合 1z:z + 全 了 |. 
维 纳 过 程 是 离 贡 时 间 质 点 的 随机 游 动 的 连续 类 比 , 设 凯 给 维 纳 过 程 1 和 (中 ,0 
:1 ' 任 育 日 然 数 n, 令 


co = (A (A) 
Cm tab x( tl) x( 2)) (oc1< 1), 


= 让 )): 
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-cenfD -xc 人 (< 


i 


其 中 m1] 尽 芭 的 束 数 部 分 , 划 (4) 是 质点 在 离散 时 记 二 二 随机 位 移 -个 与 过 去 
独立 的 址 和 二 ] -xX( 下 ) ,其 中 


并 论 


va XE XE)) = ， 
如 果 P, 是 在 连续 肖 数 补 间 Cf0,1] 上 的 概率 分 布 , 则 维 绸 过程 轨 道 的 概率 分 布 可 
以 看 做 是 疡 党 > wm 时 弱 收 伊 的 极限 ， 
作为 :个 到 值 在 希 尔 们 特 空间 {00, 祈 P}( 一 万 共有 ER < w 的 随机 实 量 构 
成 的 空间 ,其 内 积 由 会 式 人 有 大 》= RX 五 定 鲜 ) 上 的 畏 数 , 维 纳 这 程 芋 = 本 (0)， 
人 去 上 上 二 十 可 以 规范 取 表 未 为 


X(t) = PBsin( Ek+ De (0ate1), 
= 改 


其 小 六 是 具有 2 = 0,var FL = / (#2 + 1))】 的 独 立正 人 态 守 其 .此 级 数 忒 赴 
三 收 化 ,也 是 几乎 本 处 收 做 . 


4.2 ”布朗 运动 样本 前 数 的 性 质 


布 般 运动 的 样本 函数 很 其 特色 .如果 !X(2) ,ts 0| 二 : ~- 弘 布衣 运动 ,尽管 它 的 
所 有 轨 道 是 连续 的 ,但 是 它 的 几乎 所 有 的 样本 阴 数 共有 则 下 性 质 . 

1P? 处 处 不 可 往 . 

2 在任 -区间 中 韭 有 界 变 差 ,当然 更 不 音 消 . 

了? 局 部 要 天 点 在 [0, w ) 上 形成 可 列 黎 集 , 而 且 每 一 个 局 部 航天 和 值 都 是 严格 航 
人 的 ， 


和 C9) 1 半 区 间 [0, 17; 的 加 窗 分 割 0 < ”< 


i 1 的 直径 max [ [一 超 开 0 时 ,以 概率 1 收 人 敏和 到 上 
PP 等 点 集 Sotw) = | 着 x 已) = 0 是 蒜 中 格 测 度 为 零 的 无 界 完 全 集 . 
全 三 限 上 区间 10,1] 上 的 轨道 在 5[0,1] 中 县 有 于 玉 意义 的 称 殖 性 :对 汪 任 给 
[0,1 上 上 的-: 个 满足 fF(0) = 上 0 的 连续 函数 了 和 和 伍 给 & > 0, 总 有 
PC max | 时 (人 一 A ej 


维 纳 过 程 的 轨道 满 号 ! 下 述 重 对 数 律 


4 ” 布 半 运动 . S60 : 


im sup = 一 - = 1， 
四 2 和 ln In 和 
对 维 纳 过 程 1 针 (#2) ,1 二 0| 和 作 下 述 变 摸 仍 为 维 纳 过 程 . 
cA Te > 0, 是 
{lt) Ci >» (0), 
(2) b(t) = | (0 


《3) 对 于 页 > 0， 
TA) = AEE + ho LR); 
{1 tt) 二 一 EE). 
由 此 可 得 重 六 数 律 的 舅 一 夷 式 : 
Xt) 


ins oP 21 In ln inline 
4.3 ” 几 个 重要 的 分 布 
布 阅 运动 的 最 大 值 ,布朗 质点 首 达 一 国定 点 x 的 首 寺 时 间 志 ,以 及 在 布 朋 顾 点 
的 运动 中 首次 多 到 值 ， maxX(s ) 的 时 刻 z, 的 分 布 ,深刻 二 刻本 了 布 明 质点 这 副 的 性 
砷 .这 此 分 布 可 用 下 列 从 式 给 出， 


Pe: 
Pt ,ax ts) = exp(t 一 Dd, 


-之 | 
四 
Pir, £5) = PU max Xts) 有) -2 expt 3 wd 
(站 < 加 
由 十 证 相 空间 的 变换 x 一- x 下 ,布朗 运动 的 分 布 律 保持 不 变 , 从 而 布朗 运动 


的 最 小 值 分 布 上 共有 与 最 大 值 分 布 对 称 的 性 原 . 
最 人 人 值 点 (0 二 rst) 和 最 大 值 maxX( s) 本 身 的 联合 分 布 具有 概率 密度 


1 x 之 . 
pis) = er 本 expt — 2 (OO<ss< ex< mm); 


而 工本 和 坏 控 反 正 蓝 律 分 市 ,其 
Pir gs) -= 2 aresinA/ 二 (ss 二 入 


强 县 有 概率 密度 
1 ， 
pt5) = — i (< [1)., 


由 上 上 述 会 或 还 能 得 刘 布 项 运动 的 下 述 性 质 : 
从 任意 点 x 开始 其 运动 轨道 以 概率 1 在 短 时 间 间 办 穿 过 "水平"x 无穷 多 次 ; 布 
六 轨道 以 概 举 1 通过 所 有 的 点 xt 即 Plz < %) = ;对 上 大 的 xc 的 最 可 能 全 
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富 站 同 阶 .如 时 天 处 固定 区 间 [0,: |, 则 轨道 往往 在 接近 上 端点 * = 有 和 >* = :处 达 
到 其 极 值 . 


4.4 “布朗 运动 的 各 种 变化 


4.4.1 在 一 个 值 处 被 吸收 的 市 并 运动 
定 宗 2 设 | X71 万 10,%)| 为 布设 运动 ,车 志 凡生 次 击 中 x 的 时 刻 ,x > 0， 
xX{r) (fe rte 0.%m), 
Zr) = { (1 1) 


加 i120 ,7 3 0| 是 贞 中 x 后 永远 停留 在 暑 提 的 布 并 运动 . 
2(4) 的 分 布 既 有 离散 部 分 , 义 有 连续 部 分 : 


站 二 t) 二 Pz, = 站 = 
当 y < x 时 ， 
PE & 7} PUXCi) sy max Kl(s) < Xx) 
= PIXE & 7)— PLR) y+ maxX(s) > x) 
POXCE) & 7) — PIXCE) 2x - 7) 


-二 | Cx 一 人 2 


外 


| 了 nu 
A 
4.4.2 在 原点 反射 的 布 项 运动 
定 流 3 设 iX(i},t = 0| 是 布朗 运动 , 则 过 程 


du. 


(Et = | XE) ) \t > 0), 
穆 为 在 原 虞 反射 的 布衣 运动 ,其 分 布 疝 数 为 
了 
PiF{i) sy) = pe .ec- 2 ) dx 一 ty > 0m, 


g2(1) = 从 ， 


varZrr) = {1- 全) 


4.4.3 几何 布朗 运动 
定 兴 4 设 | 六 袜 人 是 布 翩 运动 , 则 由 
Y(D = exp((r + 本) + x(t)) (One > 0) 
定义 的 过 程 称 为 几何 布 并 运动 


4 布 庆 运动 + 571 ， 


这 个 过 程 的 期 望 镁 廊 基 分 别 为 : 
FE = expttr + os), 
2 
varytr) = expt (2r 十 过 i) - expf2fr + 厅 21Tf)， 

站 所 处 理 的 模型 吾 分 比 变化 {不 是 笔 对 量 的 变化 ) 是 独 同 分 布 时 ,可 用 几 林 
丰 训 运动 拱 述 . 

例 1 用 上 棍 期 权 的 价 和 但. 次 基 人 拥有 在 将 来 时 则 了 以 周 定价 格 关 购买 有 暗 蘑 种 
股 荣 的 期 权 , 很 没 该 股票 日前 价格 为 y, 明寺 价格 按 几 和 何 布 岂 运动 变化 . 兰 时 刻 了 
的 股 杰 价 格 是 或 更 商 , 则 期 权 将 被 实施 , 洁 则 将 会 放弃 , 央 此 它 的 平均 价值 为 


Elmax(t YI TY 一 天 0) = | YT -kk >» ajdn 
= | Plexpt{r + Sr oT de 
= 一 二 | exp 3)dxde， 
logt + a)— (ri SF)7 

其 中 g = 一 ”一 了 一 

4.4.4 ”积分 布朗 运动 

定 党 5 设 | 宛 ,ts0l 是 布衣 运动 , 则 出 

Z(1) = | x (1 5 0) 

定义 的 过 程 ; Zt4),t 之 01 称 为 积分 布衣 运动. 

设 某 种 商品 价格 的 室 化 率 是 布朗 运动 , 则 该 商品 的 价格 就 起 积分 布朗 运动 . 它 
合 是 正春 过程， 

F(ZCEYY = g| XC) - | gxCs)ds _ 0, 
cov[ 2(5),200] = oi) (ces0). 

但 注意 1 Z(0,t 之 0i 本 身 不 是 马尔 可 夫 寺 程 ,而 向 量 过 程 : (F001),X(20) ,tt 由 
基 切 尔 可 大 过 程 ， 

设 价 格 的 变化 率 与 价格 之 比 体 循 -一 个 布朗 运动 ,可 得 区 种 形式 的 积分 布 股 
运动 .以 W(t) 记 t 时 的 价格 , 则 

W(t) = XD W(t), 
即 
WI) = wo)exp( | Xs)ds) ， 


其 中 1 ,zt > 0| 是 布朗 运动 . 取 下 (0) = 1, 则 
WW) = exp SL) {tf 宇 )， 
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其 斯 组 为 
旦 
EW(1) = exp( 苹 ) (0D). 


4.4.5 肖 漂 移 的 布朗 运动 


定 尖 6 称 | 基 (t) ,ft 守 0| 为 有 具有 深 移 系数 产 的 布衣 运动 ,如 果 对 和 = pt + 


8(0) ,其 路 18(1) ,+ > 0| 为 标准 布朗 运动 . 
对 于 有 漂移 的 布衣 运动 ,可 考虑 如 于 概率 ， 
Ptx) = PixX(t) 在 击 中 一 中 之 前 出 中 4:XCD) = x*| 
_ expt24B) — expt 一 21 
~ expl21B) 一 EXE 一 284 
其 中 4, 有 > 0 因此 从 XC0) = 击发 ， 
La expt 2uB) -1 
5 过 程 在 下 降 中 之 前 先 上 开 4) = 5 ry 
着 < 0, 则 令 一 %， 
P 过 程 迟 中 上 升 4) = cxpt 27et) ， 


及 P( 布 并 运动 在 下 降 8 之 前 上 升 4) = 1 再. 
没有 漂 称 疡 的 布朗 运动 的 转移 密度 两 数 为 pfix,r), 则 它 满足 如 上 方程 : 
向 后 扩散 方 各 
1 证 2 由 
区 plesxoy) tp gr Piss y) = 7 plt,t,y), 
各 前 扩散 方程 
1 o2 


是 刘 
2 a7 有 = pay PL EY) + 57 Pt x,y), 
这 里 ， 
pllyxs yy = -exp(- 二 (> - Cx a ), 
i 


4.5 布 关 桥 过 程 


4.5.1 布朗 祷 过 程 的 定义 


定 沈 了 上 划 |1 寻 中 昌 为 布朗 这 动 , 称 菜 件 随机 过 程 | 其 和 各 衬 过 1】 


| XC1) = 人 为 布朗 桥 过 程 .名 是 正 态 过 程 ,对 于 < 上 |， 
ECX{s) | XC) = 0) = 0; 
对 于 Ox< < < 1， 
cov( (EECs), XC | Xl} = 0) = 14t1 -1). 
凤 布 朗 桥 过 程 浪 均 位 等 于 0. 册 方差 函数 为 sf1 让. 志 二 的 正念 过 程 . 


等 虱 地 ,可 定义 布朗 桥 过 程 如 下 : 兰 |XX(t),t 这 0i 六 布朗 运 动 , 则 Z(t) = 


4 ” 布 间 运动 :533 ， 


中 -2 时 ,2 六 0] 呈 布 训 桥 过 程 . 
4.5,2 布朗 桥 过 程 与 经 验 分 布 


设 硬 ， 由 碟 4 为 (0,1) 上 十 拘 生 分 布 的 随机 变量 ,定义 Mt a) 为 六 珊 个 让 其中 小 
上 或 等 上 的 个 烽 , 即 
N(s) = don( Kk) (0ss a1), 
随机 丽 数 所 (8) = 全 .0 < s < |, 称 为 着 的 经 验 分 布 果 数 

可 mm 时 ,以 概率 1,P1s) 一 5. 针 格 利文 科 - 欣 达 利 (Clivenko-Canteliny 征 
理 还 可 香 重 蝇 的 结论 ， 

,SUP， Fs sl 人 0 fa.s. sn TE). 

而 过 程 i nf 和) -5,0 5 委 1| 的 极限 过 程 (rn 一 wm) 止 丰 布朗 桥 过 程 ， 

如 读 是 一 钥 的 随机 变 基 , 乔 有 连 刍 的 分 布 函数 , 则 定 疼 


MN.{x) = > fi_w ,x (), 
i 


Fx) = Mt 
设 Fx) 基站 ,人 的 共同 分 布 , 令 
{ts 一 v1 中 村 FD) 5 的 个 数 Yn 一 
= vn( h(E s)) - s)), 
则 onls) ,0 志 s 各 【| 收 促 于 布朗 桥 过 程 .所 以 
Jim POY na sup | F(x) 一 本) = PC max | Hi) Ie ， 
其 中 1 202),0 < 【各 1| 为 布 朋 桥 过 程 . 


4.6 ”多 维 布朗 运动 的 常 返 性 与 非常 近 性 


多 维 布朗 运动 有 一 个 依赖 于 维 数 的 有 趣 性 质 , 这 就 是 常 返 性 . 当 d = 1,2 时 ， 
布朗 运动 是 常 返 的 , 邮 从 任何 -点 a 和 及 出 发 ,由 任意 措 定 :个 和 的 邻 域 4, 则 过 
程 或 迟 或 早 返回 4 的 概率 等 于 1. 当 #3 时 ,不 再 有 此 性 砷 ,这 时 自 a 出 发 作 布 记 
运动 的 粒子 将 以 概率 1 赵 - 上 无 穷 , 即 

Pllim | ED 1= m) = 1， 
其 中 
ED = a + ELF), 
直 示 自 & 出 发 的 布设 运动 . 因而 和 髓 茶 -时 刻 以 后 . 粒 于 不 才 癌 到 a 的 附近 ,而 忆 
dt a 之 3) 越 大 ,和 料 子 赵 坟 无 穷 的 速度 也 越 快 . 
设 B 是 以 日 为 中 心 ,以 r 为 半径 的 球 , 定 多 粒子 最 后 :次 高 于 及 的 时 刻 为 和 
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= sup|lt > 0:(2) EE Bi ,A 称 为 B. 的 “未 离 时 ”, 则 从 0 出 发 的 布朗 运动 芭 , 其 粒 
六 了 作 达 B7 的 点 与 林 离 B 的 点 在 球面 上 都 右 柑 回 的 均匀 分 布 ,4 的 概率 密度 晒 数 
为 


A = EE 4 exp( 国 | ft > 0,d = 3), 
2271 (4 1) 2 
7- 


由 此 可 知 可 ”< wm 的 充分 必要 条 件 是 m < 号 - 1. 这 时 
BM" = TIA Od m2) 
因此 , 当 有 = 3,4 时 ,3, 各 阶 秆 不 存在 ;d = 5,6 上 时 ,均值 有 限 ,方差 无 穷 ; 等 等 .这 说 


遇 二 武大 ,粒子 越 快 地 离 帮 球 BB， 
4.7 ”布朗 运动 与 狄 利 殉 再 首 题 


d(d > 2) 维 布朗 运动 与 拉 背 拉 斯 (P.S.Laplace) 算 于 A = >) 全 有 密切 联 


系 ,从 而 使 著名 的 狼 利 克 雷 问题 可 以 用 概率 方法 求解 . 

设 了 为 有 界 区 域 ,性 的 边界 DD 充分 光滑 .在 3D [三 给 定 连 续 函 数 gfx), 求 拉 荫 
拉 斯 方程 Ah = 0 在 区 域内 的 唯 - 解 ,使 其 满足 边界 条 件 {x) = g(x),x 到 
3Dthtx) 要 在 DD 的 闭 包 D 上 连续 ). 这 个 问题 即 称 为 犹 利克 雷 问 题 . 

记号 的 补 集 为 床 , 设 (1) 为 布 间 运动 ,对 于 酝 休 x EE DB, 令 z= inft > 0:x 
+ 丰 CE) EE | , 它 基 从 x 点 出 发 的 布衣 运动 的 粒子 首 达 地 的 时 刻 ,x + (ry) 是 粒 
了 首 枝 产 的 点 , 则 

hilx) = Eglxr + NX(r,)) (x EE 0), 

加 基 上 述 狐 利 殉 凯 问 题 的 叭 - - 解 . 

这 一 和 例 耻 反映 的 布朗 运动 与 占 典 位 殷 之 间 的 闫 系 是 苗 议 存在 的 , 近年 米 交 研 
究 了 了 - 般 与 尔 可 夫 过 程 与 现代 位 势 理论 之 问 的 联系 . 


5 离 散 加 


讽 的 概念 征 现 代 概 率 论 中 碌 重 要 的 概念 之 … 它 忠 马尔 可 夫 过 程 论 和 随机 积 
分 论 的 基础 ,并 日 用 在 分 析 理 论 的 许多 部 分 .本 章 主 归 计 论 高 散 时 间 贡 . 


5.1 定妆 及 和 荷 单 性 质 


设 已 给 概率 空间 {P, 视 局 ) 用 和 参数 集 了 , 在 离散 情况 下 取 了 = 和 ,1,2,…|; 在 连 
续 情 部 下 , 取 了 = [0,w), 并 记 了 = TU 1%|. 设 在 此 慨 率 空间 用 的 非 减 了 o 虞 


5 离散 畔 ， 575 ， 

旋 1 玫 ,+ ET ， 

定义 1 设 实 随机 过 程 Y= 1X ,tT 定义 在 {0, 训 站) 上 ,满足 X{1) 匡 
区, 下 < 人 如果 

EON | FY) = Ft(s) (ag. tt nD, 

则 称 FX(D,t EE 7 为 1 过 世人 拷 , 记 作 1 (0 , 安 ,1 © T! 娄 . 

如 果 在 E(X( | .过 ) = 计 s) 式 中 以 ">” 代 替 “ = "”, 则 ;于 (2) ,过 ,1 EE 了 称 为 
下 载 ; 而 以 "二 ”代替 ”= ”, 则 称 为 上 讨 . 

例 1 如 暴 名 ,5,-… 基 具有 雄 ， = 0,n = 1 的 独立 随 检 恋 量 序列 ,人 = zf， 
各 0 名) 是 由 名, 名、… ,名 生成 的 go 代数 , 令 训 = 各 + 生 + 于 名 : 则 1 六, 
兰 1| 是 团 . 如 果 朴 , 3 0,m 3 1, 则 | 下, 及 ,4 产 11 是 下 于 . 

和 例 2 设 了 = 1Y,,. 信 ,n> 11 是 团 ( 下 款 ),F= | 亿 %. 站 ,rn 宇 11 是 可 料 序 剂 ( 即 
凡是 会 | 可 测 的 ,rn 六 了], 第 = | 全 ,人 01. 令 


(Vo = Ph+ DMN- YA) (n=) 


如 果 变 量 { :了 ,是 可 积 的 , 则 :让 ,各 ,n 3 1 形成 一 个 著 ( 相 应 地 ,如 果 友 
六 0, 则 形成 下 灶 ). 特别 地 ,如 果 所 ,名 是 服从 怕 努 利 (1. Bemoulli) 分 布 的 独立 
随机 变量 序列 , P( = 1) = P(6 =-1) = 六 , 设 
和 

旦 

22! (= 外 
"= ia (其 他 )， 
则 由, ,六 ,w 守 1 是 一 个 蒜 , 这 一 随机 讨 程 是 一 峙 博 的 数学 模型 ,其 中 .= 
1, 表示 第 n 局 赌博 者 启 ;&2 = - 1, 表示 第 n 局 贱 靖 者 输 ; VW 是 第 rn 局 贱 博 省 下 的 赋 
注 . 以 上 定义 的 仿 表 示 当 财 清 者 输 的 时 候 , 他 加 倍 下 赌注 , 妆 他 第 一 次 赢 的 时 候 停 
止 赔 博 .在 西方 赔 博 界 这 种 财 法 称 为 靳 法 ,这 亦 蚌 这 一 数学 术语 的 来 源 . 

例 3 设 1X( 和 ,rt 这 01 是 标准 布衣 运动 , 实 = off 到 日 , 则 下 述 请 过程 
是 靳 ; 

(1) XA ,tt = 0|; 

(2) [NRE 一 人 

(3) expt At 一 守山， = 0|. 

定理 1 设 iX(1),. 攻 {万 T| 和 17Y(1) ,名 ,tT! 基 莉 1 下载) 则 

4 | T| 是 蔷 ( 相 应 地 ,为 下 载 )， 

P| XC YY ED E 了 | 是 下 坝 . 

由 下 特 和 C8), 六 ,1 万 天 是 上 挝 , 则 1 X70), 久 ,t 安 0 中 下载 , 因 和 面 一 般 具 训 
论 下 坝 . 

定理 2 (1] 苦 1Xf 昌 , 宛 后 下 荐 辑 ,/ 是 定 祥 在 到 于 的 目 函数 ,用 对 -二 
[ET 了 ROOT< am 则 AD 全 ET 是 下 黄 . 
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(2) 生生 站 基 下 载 ,7 是 定 这 在 民 上 上 的 目 醋 辐 两 数 ,县 对 天 - 切 
E TRE| NA mEXCDD) , 医 ,t 万 TH 为 下 款 . 
例 4 说 i ,过 ,tt 万 TP 了 | 是 抽 ( 或 班 负 下 靳 ;二 为 一 常数 ,如 果 对 于 -- 切 
TT | 大 1 各 , 则 ;| 天 | 上, 妆 ,f 万 Tl 是 下 肤 . 


5.2 离散 款 的 基本 不 等 式 


靳 的 -个 基本 事实 是 : 蒜 ( 下 教 ) 在 随机 时 间 变 换个 仍 狼 保 持 其 靖 构 .这 就 是 
下 还 的 称 之 为 杜 布 停 时 定理 (或 可 选 朱 样 定理 ) 的 内 容 . 
定理 3 设 i 久 ,Ft EE 了 U1 m 刘 为 蒜 ,rlyra 为 贞 个 | 实 汪 入 下 停 时 ,满足 
Ptrl ry) = 1,1l 
ElAkl<%” {i = ,2), 
册 
ELK | 入) = 大 (a.s, ;在 局 的 情形 }， 
EX | 过) = 大 (2.8. ;在 十 对 的 情形 )， 
其 中 瑟 = |4E. 呈 4 门 jir 作 和 次 VE Ti， 
定理 4 【 杜 布 不 等 式 ) ”如果 |Z ,多 ,as 1 基 - 查 信 下 载 , 记 


车 三 max A ， 
lsian 
oN, = CELX, 1 (p> 1,n 1), 
则 

RX, 

PE EE 
Til, lx < li (pn > 1), 

汕 也 十 一 - 

[xs +t | an x ,) (p = 1), 


其 小 lnt X, 表示 了 消 数 的 正 带 , 邑 In+ Y= | 人 v0 
定理 5《 布 克 誉 德 (DL.Buskholder) 不 等 不) 如果 | 名 , 玫 ,nn 守 计 旺 著 , 则 对 
于 pp > 1, 沾 等 式 
A w [TXT ,Bl vv LX, lH, 
成 于,J 叶 中 


是 不 依 束 于 大和 5 的 普 适 常数 ,而 
[xX|, = DE Xi {a = 0 ,nm 1). 


由 上 述 不 等 式 可 知 , 革 > 工时 ， 
和 YE 
其 中 
Jp 
”1 
当 p = 1 时, 上述 不 等 式 还 可 以 推广 成 戴 维 斯 {M.Davis) 不 等 起, 妈 存 在 普 拓 
常数 4 和 二 ,使 
站 | wa 全 | VIX), hi. 
上 述 两 个 不 等 式 中 的 ?应 定义 为 max | 有 |、 
在 关于 下 鞠 以 概率 1 收 敏 的 各 种 定理 让 明 中 ,起 关键 作用 的 是 下 靳 1 忆 , 脆 | 在 
n 落 中 上 穿 区 间 [e, 旨 次 数 Ww 的 数学 期 望 的 杜 布 不 等 式 . 
定理 6 ( 杜 布 上 穿 不 等 式 ) 设 | 乱 ,各 ,n= 0 是 下 靳 ,如 打从 4 超 
顺 次 到 Xw, 自 闷 区间 [ a,5] 的 左 方 旬 其 右 方 共 Vs 次, 则 其 期 户 


| _,,, ; 1 本 
EVe 二 太一 EC 一 a)t F(Xo— a)t| a yl Rxn+|l all. 


5.3 ” 歌 收敛 定理 


下 面 的 桂 布 定理 ( 靳 收 招 定理 ) 给 出 了 鞭 收 伍 的 基本 结果 . 
定理 7 没 iX, 到 ,wn > 0| 是 下 蒜 且 满足 条 件 sup | 抑 1< m, 则 存在 


完 ( = ol U 元 ) ) 可 浏 的 随机 变量 XY。 ,使 FX 1< am, 日 
Pt lin X, = 页 a) = 二 
如 果 | 所 ,党 ,m 关 0 是 软 ( 域 下 堪 ) 日 一 化 可 积 ( 即 lim | 1 加 1dp = 0， 
ix 
关于 z0 一 致 成 立 ), 则 存在 .多 可 测 且 可 积 的 随机 变 基 X。 ,使 


]> 一 是 (a.s.， 灵 一 的 )， 

TEIX- Xl -0 (n> mo), 

Pn 1 是 过 (相应 地 ,为 下 革 ), 则 对 于 - 转 n 守 0, 有 
R(X | . 完 ) = 矶 ， {或 相应 地 ,于 ,二 计 ,8.5.), 


由 上 述 定 理 可 得 ;省 了 是 任 -- 可 积 随机 灾 量 , .到 ,rn 守 01 为 增 5 域 族 , 则 生 = 
FY | 及) ,nr 守 0, 是 | 滨 ,n 宇 人 0 扫 ,| 训 | 狼 可 积 ,Min-*% 时 
TL FtYI.A) (9.8,), 
日 El -EC(Y|IRB}| -0. 


5.4 ”局 部 著 及 下 载 分 解 定理 
持 的 概念 可 自然 推广 为 局 部 著 的 概念 . 
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定 久 2 对 芽 随 机 过 简 i 污 ,Ft E 下 ,存在 一 个 妇 悍 停 时 序列 ie, ,mm > 1i， 

tn 二 (以 概率 1) ,使 得 对 于 每 个 m 1, 停止 "过程 
Tn = IXnr fe sorR,tE TI 

正 蒜 . 在 离散 情形 下 ,每 -局 部 鞭 都 是 一 个 鞭 变 换 , 四 上 林 以 表示 成 如 = 《VY ;的 
形式 .其 中 说 是 -个 可 料 过 程 ,¥ 尾 个 靳 ,记号 {VY ，7)， 的 含 久 匈 上 述 二 > 

定理 8 { 杜 布 - 梅 叶 永 (Doob- Meyer] 分 解 ) 每 -下 击 | 针 ,六 ,tt 所 T| 具有 唯 
-的 分 解 

= M+ A,, 

此 中 并 = ,天守 人 为 一 局 部 蒜 ,4 = ), 守 , 关 中 是 一 可 料 非 减 增 过 程 . 定 
理 8 也 称 为 下 黄 分 解 定 理 ， 

特别 地 ,车 ms = |mm: 于 和 ?是 -平方 串 积 贰 , 则 其 平方 

Mm = jmi,R,tET) 

是 下 抽 , 在 它 的 杜 布 - 梅 叶 尔 分 解 m? = 肯 + 人 mm) 之 中 ,Cm) = [my 人 ,tE T 了 |， 
称 之 为 部 的 一 次 特征 ， 


6 ”无穷 粒子 马尔 可 夫 过 程 


这 -领域 作为 概率 论 的 个 新 分 友 , 开 始 于 20 世纪 昌 年 代 末 , 起 源 于 统计 物 
理 ,用 于 描述 和 分 析 平 衡 态 统计 物理 中 平衡 测度 的 经 典 卢 布 斯 (本 ,到 .Cibbs) 态 的 随 
机 模 于 的 时 间 演 化 系统 . 

相 变 问题 是 平衡 态 统计 物理 中 -个 很 重要 的 问题 . 经 典 的 处 理 方法 是 研究 有 
限 粒 于 系统 的 十 布 斯 态 (平衡 态 ) 的 基 些 函数 (如 序 参数 . 比 能 等 ) 半 系 统 扩 张 成 无 
准 粒 子 系统 时 的 性 质 , 从 而 得 到 有 关 相 变 的 结论 .由 上 上 析 蛮 问题 本 质 上 必 无 穷 粒 后 
系统 的 集体 现象 ,20 世纪 后 年 代 后 期 一 些 学 者 用 现代 避 率 理论 直接 定义 无 穷 粒 二 
系统 的 吉 布 斯 态 ( 即 吉 布 斯 随机 场 ).20 世纪 70 年 代 以 米 ,又 陆续 提出 一 些 类 型 的 
马尔 丰 夫 过 程 作为 二 布 斯 态 的 动态 模型 ,这 就 是 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 . 


6.1 几 类 模型 


6.1.1 伊 辛 模型 
记 售 体 d 维 副 点 集 为 Z? ,A 是 Ze 的 任 一 有 限 子 集 .ua E 2 表 丰 铁 磁 了 子 所 处 
的 位 置 .E(u) E 1 1 -1 表示 处 原子 的 自 旋 状 态 , 组 态 字 间 为 = | -1,1 
对 于 任何 wyg zda 2 oao) 表 示 ayp 处 的 粒子 相互 作用 的 强度 . 令 X4) 
表示 么 工 的 组 态 集 .考虑 系统 随时 间 滨 化 的 过 程 , 记 系 统 在 时 刻 :E [0, w ) 的 组 悉 
为 
& = {Etu):u EE Ti. 


站 无 疹 料 子 雪 多 可 大 过程 579 ， 


现 向 求解 过 于 任何 口中 ,是否 有 一 马 各 可 去 过 程 草 对 了 休想 和 天 二 以 
及 任何 初始 组 态 & = Et E 2 ,满足 症 t 一 0 时 ,有 有 
ta) ¥ ea) = {owspl— BY us se) el it + olt), 


PS ea #660)) = 0). 
这 过程 与 有关. 它 的 合意 是 在 1: = 0 的 阵 间 ,w 万 处 粒 下 状态 改变 的 速率 是 
exp! 一 (as5)&(Cu) Eo)1 ,两 个 粒子 同时 政变 状态 的 速率 起 零 .车 


i 【| 一 Pi1= 1), 


Juv) = (Ju ylzl). 


其 中 TaleE Za, 表示 癌 址 下 的 欧 儿 申 德 长 度 , 即 Te1= [> 一 , 则 称 该 过 


程 15. 基 旺 | 为 紧邻 人 入 (Bing) 过 程 . 
上 可 以 证 时 2 维 紧 邻 贷 产 过 程 首 是 存在 的 ,并 且 扫 二 = 1 时, 对 于 任何 月 > 0, 它 
的 不 变 淹 度 ( 即 平稳 分 布 ) 是 唯 -的 ; 当 z aa2 时 .存在 民 2E (0,w), 使 当 8 < Re 
时 ,不 安 测 度 是 唯 - :的 , 当 8 > 区 时 ,不 变 测度 不 是 唯 -的 .用 统计 物理 的 术语 来 
洲 就 是 : 当 d = 1 时 紧邻 伊 亨 模型 没有 相 变 ; 当 df 2 时 有 机 变 . 太 4 称 为 临界 点 . 
当 d = 2 时 ,还 算出 了 
30 = arcsinh(1) = 0.44, 


当 了 > BL 时 , 它 的 全 何不 这 测度 都 是 两 个 给 定 的 不 宣 测 度 p+ ,pp7 的 凸 组 合 , 即 
art tl oa)r- (人 过 本 过 上) 

至 十 4d 这 3 的 情形 ,所 矢 | 其 少 , 这 是 对 统计 物 昱 及 无 寞 料 - 广 中 尔 可 去 过 程 峙 很 重要 
的 问题 . 

6.1.2 基本 接触 模 型 (或 传染 病 模 型 ) 

设想 料 子 系统 在 短 一 整 上 二 忆 Z4 钼 有 一 个 粒 : 了 ,每 个 粒 于 有 册 个 可 能 的 状态 
0 或 1, 可 分 别 理 解 为 "健康 " 和“ 病态” 岗 种 状态 . 用 pt we) 去 二 疼 处 粒子 的 状态 , 则 
7 = ?ou 2Zdl 表示 整个 粒子 系统 的 组 态 . 蕉 处 系统 随 寻 间 发 展 的 演化 过 程 ， 
设 4 > 0 为 一 任意 给 定 的 常数 ,系统 在 上 = 0 时 的 组 态 为 ?已 在 上 = 0 的 镑 问 ,uw 站 
特 子 状 态 坚 朗 的 速率 为 


1 {pt wu) = 1), 
4 = | 、 
A 2 nv) 《nt = 0). 
它 可 解释 为 :2 处 的 粒子 如 果 诛 来 处 了 :病态 , 则 转 变 成 健康 的 速率 为 1; 如 果 原 来 起 
健康 的 , 则 被 传染 为 病 坊 的 速率 为 1 > nz 即 与 它 紧邻 的 病态 粒子 数 成 比 


vl 9 =1 
例 ) 
证 和 = fa | 为 满足 上 上 上述 要 求 的 随时 间 演 化 的 过 程 ,用 P, 表示 新 
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十 站 的 过 程 的 概率 测度 ,要求 它 对 于 任何 ap E Fw 关 # 旧 任何 初始 组 态 wo = 六， 
满足 当 上 一 0 时 ， 

开交 人 了 = 
已 (天 = oli). 
这 -异型 称 之 为 基本 接触 模型 . 相应 的 过 程 称 为 基本 接触 过 程 . 

叮 以 证 明 ;对 于 任何 4 > 0, 基 本 接触 过程 总 是 存在 的 ,而 且 存 在 1 ,和 < 
Aidi 时 ,无论 从 什么 组 态 出 发 , 当 上 -> w 时 ,系统 的 概 站 人 分布" 最后" 集中 在 组 态 
1 万 Z| =0. 即 不 变 测度 是 唯 -- 的 ;而 当 》 > 4 中 时 ,不 变 测度 不 是 唯 - 
的 ,而 持 

(2d- D's 4D 

6.1.3 选举 模型 


设 组 态 空 间 X = 10,142 ,速率 晒 数 为 
cthu, 7) = 之 ,P(u， vanannl CH) (uC 2,7€ NX), 


其 由 五 基 集 4 的 六 性 两 数 ; 

Pb 0 (ur EE 2 

> plu,o) =] Cut€ DN). 
这 模型 称 为 选举 模型 ,由 应 的 过 程 称 为 选举 过 程 . 它 的 直观 解释 为 : 设 "0”,“1" 表 
沁 两 各 不同 的 现 太 ,在 姓 估 的 现 点 的 构 变 受 v 寻 其 不 回 规 点 的 人 人 影 啊 ,改变 的 速 
率 妆 p(w,2). 这 种 影响 是 独立 的 .因此 标的 大观 点 改变 的 总 速率 为 ctx, 9)， 

选举 过程 有 两 个 半 几 的 不 变 汝 度 , 即 集中 在 x = 0 和 ?= 1 村 的 点 测度 .问题 

是 : 基 奋 存在 其 他 的 概 不 这 测度 (所 滑 科 不 变 测 度 是 不 倒 测 撤 集 的 极点 ,此 不 能 下 
六 其 他 不 变 淹 度 的 屿 组 会)? 回 答 明 ;车 


plusv) = 元 { 当 |w-pl= 1), 
册 


ptusw) = 0 { 当 | uw-ry1z 1). 

当 dg 志 2 时 ,没有 其 他 的 被 不 这 测度， 

当 gd 宇 3 时 ,存在 其 他 的 极 不 变 测 度 . 极 木 灾 测 度 集 为 单 参 数 族 ;i060 < 志 
1 . 

pof3s8a) = DD=p 《YE Ce)- 

6.1.4 排 它 过 程 

说 5 是 可 数 集 , 弓 恋 窄 间 车 = 10,1)5. 和 如果 下 |; p(w) = 4 表示 被 质点 
占据 的 位 置 集 , 质 点 在 S$ 上 按 下 述 规则 运动 ( 设 pu,v) = 0, > p(n,0) = 1)， 


5 无穷 粒子 与 尔 可 大 过 程 -。 5581 ， 


bp 在 zx 处 的 质点 等 待 -个 参数 为 1 的 指数 时 间 ; 
2 在 这 时间 结 束 时 它 以 慨 率 ptw,v) 选择 一 个 位 置 yw EE 53; 
3 如 果 在 ?处 ?2) = 1 地 有 质点 占据 ). 则 它 俏 乐 企 w 涉 , 如 玉 ptv) = 人 二 处 
志 业 于 ) , 则 它 移 动 全 + 

用 池 人 j 表示 排 它 过 程 , 则 

Pl = D, mr) = 11 让】 = pias)s + ols) 

tis >0,H niu) = 1, mnt) = Du 2 5). 

如 果 Pa 起 对 称 随 机 和 托 阵 , 凤 

和 = plysu}, pilusv) a 0, 六 有 fi) = 1 ， 


则 存在 不 变 测度 的 单 参 数 旗 一 -一 具有 常人 密度 o€ [0 -1 = po， 
对 于 -- 切 ww ES) 的 们 努 利 采 积 测度 .在 这 种 情况 下 ,没有 站 他 大 变 测度 的 充分 必 
芝 条 件 足 ;如 采 
play = fu), 
HH. 
| fis i, 
则 是 $ 上 的 常 值 丽 数 . 


6.2 ”无穷 粒子 巴尔 可 夫 过 程 的 构 选 


在 适当 条 件 下 , 讯 穷 粒子 马尔 可 大 过 程 的 构造 分 如 下 开 个 步 又 进行 : 

(0) 把 给 定 的 无 穷 小 速 座 写 作 个 算 子 , 洗 的 办 包 用 来 作为 切 水 可 夫 过 程 的 
车 元 ; 

(2) 利用 首尔 - 若 司 达 (Hille Yosida) 湛 理 枸 造 相应 的 十 样 ; 

3) ti 蕊 尔 可 大 过 程 一 般 许 论 ,导出 这 一 半 群 相应 过 程 所 要 求 的 构 造 性 质 . 

希 尔 - 若 启 达 定 理 适 用 于 一般 已 拿 匡 空 间 . 这 里 可 把 它 特殊 化 到 一 个 特殊 的 
已 拿 埋 空间 一 一 紧 距离 空间 不 上 的 连续 函数 空间 CCX) 1 , 则 了 E C(O), 其 范 数 
| = max | f(x) 1. 

定理 1 为 CtX) 的 线性 算 子 ,为 要 存在 -个 随机 连续 费 勒 匡 数 p(t ,x,A)， 
fx EX) ,使 得 由 

SOFf= | pd VE CO 

定义 的 连续 里 织 平 群 的 无 穷 小 村 元 为 的 先 分 必 开 条 件 : 

全 的 定义 域名 (0) 在 C(X) 中 笛 ; 

x 对 于 一切 4 > 0,. 庆 (TT - AN) = C(X):; 

了 PP 对 于 - 切 f€ 条 (nn) 1 3 人 00， 

mini f(x x €E XI min{f(x) - ADF(z): x E X); 
中 恒 了 到 1 汶 值 的 常 值 丽 数 1E 区 人 0) , 且 G1 = 0. 在 此 条 件 下 , 费 贰 函数 尾 唯 - 
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决定 的 ,fn 与其 生成 的 半 群 之 间 有 下 列 关 系 : 
(1) 对 于 - 切 JE CS = lim(T -OY 
(2) 对 于 一 切 让 E 区 OGA = liml S(OF — fts 


(3) 对 于 - 切 Fe 六 (0)， ds( 0 -~ DSs(DF = SCDOr 


: 般 地 ， 让 实际 问题 中 尚 不 能 给 出 无 穷 小 母 元 ， 市 丰 绽 出 一 个 线性 算 子 , 它 的 
闭 包 才 是 马尔 可 夫 半 群 的 无 穷 小 母 元 . 算 子 的 闲 包 的 炬 疼 如 下 . 
定义 1 设 T 为 巴 拿 赫 空 间 刺 中 的 一 个 算 子 ,多 1T) 是 它 的 定义 域 , 则 
oT = {TN E AAD! 
称 为 下 的 图 .在 柬 x 外 于 , 定 余 其 运算 及 范 数 如 下 ; 
(Fi, 81) + (fg2) 二 (A + E12 十 83), 
atf\g) = (af, og) aE(- wm,»)), 
{Fa = IF +igl (fgf gE w). 
首 G(TD) 是 开 x 于 路 的 闭 集 , 则 称 人 TT 为 闭 算 子 .车 5,T 均 为 审 上 的 线性 算 子 , 且 
efS) cc GOTO 9) CC OT ,EFC— 切 feE 多 1S) ,有 SA = TT 办 , 则 称 T 是 5 
的 扩 张 ,S$ 沪 T 在 (5) 上 的 限制 . 记 了 在 上 的 限制 为 5. 若 T 有 一 闭 算 子 为 其 扩 
张 , 则 称 工 为 可 闭 的 ,车 有 : 算 子 工 使 
CT) = GT CECT) 在 审 x 宙 中 的 厅 包 )， 
则 称 也 为了 的 闭 包 . 
一 般 地 , 缘 出 的 速 尝 曙 数 可 以 写作 一 个 算 于 , 它 的 闭 也 下 是 一 个 马尔 可 夫 过 各 
的 母 元 ， 
为 了 简单 起 见 , 下面 以 自 旋 变相 过 程 为 例 说 明 过 程 的 构造 . 自 旋 变相 过 程 包括 
了 恨 辛 模型 4 只 要 将 1- 1, + 二 做 -变换 变 成 10,1f 即 可 ) ,接触 模型 及 选举 模型 . 
设 互 = 10,115,5 为 可 数 集 ,5 = | ,二 | ,和 ,定义 范 数 
ol = > 2 
于 是 上 赋 对 距离 dw,&) = x 一 gl, EE 成 为 紧 凡 离 空间 .用 CCX) = 
|f:f 是 了 上 的 连续 阔 数 | 表示 廊 上 连续 是 数 宝 间 , 用 D0,w) = 1in0ait< wl: 
加 忆 针 有 明 w. 是 右 和 连续 左 极 限 椰 在 的 [0, wm) 上 的 钞 数 | 作为 过 程 的 畔 道 空 间 .再 设 . 
是 使 对 于 - 殷 s EE [0,m) ,Df0,w) 到 XX 虐 的 映射 x,:x,tw,)= 人 是 可 调 的 = 域 ， 
是 { D[0, %) ,. 实 ) 是 一 可 测 空 间 . 令 
Anu) = 1- nw) {如果 ww = 0)， 
up tu) = po) (如果 zz)， 
A LE) = sup | fo) -A 1, 
对 于 光 谓 的 亲 数 类 ， 
DID = DIOR) = {feE CO = 全 (Ce < oo 上 
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AD = Zu WLW - A), 
ds 
其 中 eta 从 是 户 旋 变 机 过 程 的 速率 函数 , 它 老 征 4 处 的 粒子 由 wytw) 变 成 1 - 
nu) 的 速率 .假定 下 述 条 件 成 立 ， 
l? 对 于 一 切 z EE $5,elw,w) 居 荆 上 的 连续 陋 数 ， 
sup spe( uw, ¥) < 各， 


EY sup sup | ciw, ep — clu ny |< m, 
划算 子 @ 的 闭 包 呈 蚌 一 马尔 可 大 半 群 1 53(1) ,t 3 01 的 圭 元 ,日 算 子 1- an 的 值 域 
的 闭 包 为 C(X). 


使 用 一 般 蕊 尔 可 夫 过 程 的 理论 ,可 得 到 在 i D[0, w ) ,多 | 目的 一 艇 概率 测度 集 
1P?;7 亿 | 具有 下 述 性 质 ; 


Pot,t a0 EE DIDm),to = 7)=1 (¥nE 人 
i) EE . 数 吉 ) (¥AER), 

其 中 . 狗 了 ) 是 天 上 上 的 博 雷 尔 域 
PI! 0 EA = (A) (a.s. PI); 


SDH = Ey(m) = | 
这 就 完成 了 过 程 的 构造 . 

没 产 是 {( 开 ,. 寡 ()) 上 的 概率 测度 , 定 久 pp = p541) 为 
[am = | se}fag CYAE CUXY), 


La 


nro mdP" (YE CBE 人 


如 果 23(9 = 正 对 于 一 切 上 六 0 成 立 , 则 称 六 为 不 变 测 度 . 或 者 等 价 地 ,如 果 | QHdr 
= 0, 好 本 - 切 FE DO) 成 立 , 则 称 yj 为 不 变 测 度 . 因 为 空间 并 是 紧 的 ,因而 ly,t 
:> 01 是 胎 紧 的 , 即 必定 存在 田 收 敏 意义 上 的 极限 , 亦 即 存在 ， 及 15i 使 六 二 

一 般 地 ,过程 构造 的 土 要 问题 是 ; 

(1) 过 程 的 存在 性 和 唯一 性 ( 即 蕊 尔 可 夫 羊 群 的 存在 与 唯一 性 ). 

(2) 遍 访 或 有 相 变 , 当 不 变 测 庶 唯 一 时 , 称 过 程 遍 毛 ,不 唯 - -时 有 相 变 {往往 与 
某 些 参数 有 关 ). 

(3) 吸引 声 . 即 如 果 不 变 测 麻 不 唯一 ,对 才 ' 不 变 测度 v ,什么 样 的 初始 分 布 产 有 
和 

(4) 收 笋 速度 问题 (例如 是 指数 速度 收敛 或 多 项 式 速 度 收 和 化) 


6.3 ”一 些 基本 技巧 


6.3.1 示人 对 方法 
者 人 台 是 乍 无 穷 烷 子 系统 的 研究 中 最 重要 利 最 常用 的 技 马 .简单 地 说 , 硫 合 就 旦 
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把 机 个 或 多 个 随机 过 程 构造 在 局 一 概率 空间 中. 

为 了 解释 耦 人 台 方法 的 作用 ,下 而 举 两 个 简单 的 例 了 来 说 明 ， 

例 1 侯 定 7 是 洋 随 机 守 基 ,fy,g 是 上 两 个 有 界 增 珊 数 , 斌 让 明 fw 和 gl ) 
正和 相 关 { 节 团 方 差 cov( g{ 9) ,fn)) 0). 

证 ”上 所 要 讨论 的 间 题 时 涉 上 太一 个 随机 变 其 ;及 雌 消 数 记 #7) ,g(tn). 现 假定 构 
得 为 一 个 恒 % 问 分 布 的 随机 守 量 #, 日 使 二 者 独立 ,这 样 就 将 .者 克 合 到 同 -一 个 概 
产 空 间 ( 乘 积 空 间 ) 上 了 .于 是 出 于 ff 和 8 壬 为 增 畏 数 , 故 有 

0 FAFAn) -AED(ptn) — gEEY) 
= inetn + (EEC -EEC Fn g(t) 
= g(tn) + ES — EAE) Pe(n) - Hn Eeté) 
= 2 nt) 一 En) Eat n)) 
= Zcov(f( 7), gtn)). 
例 2 设 ip(x,y),x,y 全 51 是 有 限 集 5S 上 离散 时 间 马 水 吕 去 链 的 转移 概率 ， 
设 p(x,y) 是 相应 的 上 步 转 称 概率 .假定 存在 m 3 沁 1, 使 
minpe (x, 7) =e» 人 0, 
则 存在 |rfty):yE $i, 使 得 
limp' (x,y) = rey) (VE, EE SS), 
H 
Sarip(lx,y) = rty), 


证 设 训 ,了 ),nEEN| 足 5x ST 的 马 永 可 大 链 , 代 “以 下 述 方式 演化 : 

(部 ,了 以 转 穆 概率 {p(x,y):x,Y 巨 引 独 六 地 运动 , 正 盏 大 = YY， 

(2) 从 克 , = 了 时刻 起 两 个 链 按 照 问 转移 概率 消 同 绩 道 运动 等 价 地 ,可 
用 转移 概率 来 描述 , 即 


pixs uiply,t) (x a v), 
有 和 一 | (rz = rvHe= v), 
0 x= yhHu 3 1). 


这 - 捐 合 上 续 尔 可 :二 链 具 有 如 卜 性 质 . 
?| ,| 都 是 以 给 定 的 fp(x,yY) ;x,y 马 3 为 转移 概率 的 马尔 可 夫 链 ， 
> lim P'® 7 CX = =1 {Ytx,y EE Sx 5), 
其 中 Pn 表示 初始 概率 集中 在 点 (x,yY) 处 的 马尔 可 夫 链 的 概率 测 庶 . 
性 质 1 可 碎 通 过 pttx,y) ,u,v)) 对 永和 得 到 .下 面 让 明 性 质 字 . 
设 Oe 则 对 于 - ttx,y) ESx3， 
Pts PTr 二 过 > Zp a, sp ty, z)} 


注 Sy 和 = 三， 


由 蕊 尔 可 去 链 的 性 质 , 有 
Per 和) (1 -ee).. 


5 尤 穹 粒 天 杞 尔 可 夫 寺 得 585 ， 
因此， 
PED Fe Pwr > nn) (1 em". 
当 二 一 oo 时 1: 式 指数 地 趋 于 0. 根据 硬 台 的 性 质 了， 
pO, y) pO) T= PER PEN = 7) 1 
= PE = yz PVR = 7)1= Pk #1). 

回 旬 原来 的 证 骨 . 由 性质 之 知 ,P'?n 趋向 六 0. 由 于 随 的 增加 ,maxp' 中 (x,y) 减 
小 ， 而 minp 和 (xs 增加 ,因而 lim pz,Y) 存在 ,是 xx 碟 关 , 记 作 rty). 再 用 。 


的 有 限 性 易 证 rty) = jx(z)p(z,y). 


z 蕊 号 
6.3.2 单调 性 


在 紧 趾 离 宅 间 二 定义 一 个 偏 序 {y 二 ,和 如 对 于 - 急 &,p(u) 芝 总 二 )) 使 得 
ji) EX 
足 广 x 让 的 -- 个 闭 集 . 令 
RE COA :ON a fA) 时 ye， 
则 . 必 淤 单调 隔 数 类 . 
测度 的 偏 序 关 系 有 如 下 定义 定理 . 
定 光 2 设 pi,nz 是 (下 .各 {车} 上 的 概率 测度 ,如 由 


Ja 所 | ma (¥fE .0)， 


划 称 
A 2 
定理 2 设 Ea 2: 则 | 当日 仅 当 在 (x 下 ,者 ( 芭 《4)) 上 存在 概率 测 座 ; ,使 
得 
ut ej: A = pla) (A ， 
vg: E 4) = jt) (FE .于 )， 
H 


uitn en) =1. 
使 用 单调 性 可 以 找到 吸引 过 程 的 弱 杖 限 . 关上 吸引 过 程 ,有 如 下 定义 和 定理 ， 
定 久 3” 称 上 只 有 速率 郴 数 <f(a 79) 的 香 旋 变相 系统 让 吸引 的 ,如 果 对 于 - : 切 了? 
下 让， 
clu, 7 Et {如上 堪 nn) = Etay = 0), 
cu WN) A ) { 旭 虚 ytw) = tw) = 1). 
定理 3 设 18( 昌 注 尖 中 是 吸引 自 旋 系统 的 半 群 ,加 和 人 分别 表示 集中 在 0 
= al) =DiyacE Si 和 1= 130) = 1 Yue 外 的 点 测度 , 则 


Ss) a Se) 如果 s 志 1); 
HSS) w= BSCLY {如果 5 二 ); 
BI) SE) St{L) (ytr3n0 太 和 [的 概率 测度 闫 ); 
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,= limén5(1) 和 fr = lim61S(t) 存在 ; 
全 旭 末 ，- 二 Bm pS }， 则 ， ye 
yy 者 是 半 移 不 这 的 遍 访 测度 ， 
dnt = Hh x) (YEE SE A), 
Qf(n) = FA.n) Cf 为 于 上 的 函数 )， 
则 有 有 
|emar = | fd (YE AM, x EE X). 
-个 概率 测度 jz 称 为 眶 由 师 指 :如 玉 
df= (las.— x), 
其 中 了 是 可 测 的 , 则 存在 一 常数 0, 使 得 ytf = C) = 1， 
速率 两 数 满足 平移 不 空 性 及 吸引 性 的 自 旋 系 统 都 可 以 通过 单调 性 定理 3 来 讨 
论 其 不 变 测 虐 是 否 是 啡 一 的 (如 = , 则 唯一 ;过 则 本 唯 


6.3.3 对 悟性 


对 倡 性 在 研究 无 穷 特 子 系 统 时 是 一 个 有 用 的 技巧 .两 个 过 程 用 一 种 对 人 展 关 系 
相连 接 , 原 始 过 程 可 以 很 复杂 ,难于 处 理 ,但 对 偶 过 程 刚 可 以 较 简 单 ,甚至 是 以 是 可 
数 状 人 态 马 尔 可 上 厂 链 ， 

定义 4 设 iy, 宇 0 和 |, 过 0i 分 别 是 共有 状态 室 间 ,XX 和 Y 前 马 亿 可 志 
过 程 ,Hn,) 是 定义 在 让 x FF 上 的 有 并 可 浏 函数 , 则 称 过 积 if,t > 01 与 二， 
上 人 0! 相对 杆 玉 尽 彼 上 比 对 个 的 ,如 果 

THC,E) = EH(n,é) 
对 广 一 切 轨 二 针 和 二 了 都 成 让 ， 
对 于 白族 灾 相 过 程 , 常 选择 如 下 的 对 贴 空 间 利 对 俩 明 数 : 
设立 = 10,115.3 晤 数 ， 
4 全 门生 1 和 < %.， 
上 中 = 为 人 :不 属于 S 的 元 ,因而 对 倘 过 程 是 . 赤 上 的 蕊 尔 可 去 链 ， 
人 (4)， 


ns AIw), (E97E NE), 


其 中 
pi 人 = | vin)) (4CS,141< »,nE Xk). 
= 
fxanst 人 fwm), 
共 中 
XA HY = [| (2a) -1 (CS IAl< »,nE A). 


在 上 述 各 式 中 . 当 4 为 定 集 时 ,其 乘积 让 解 为 1. 


5 无穷 料 子 雪 外 可 发 订 和 * S87 ， 


对 二 ,定义 速 齐 师 数 
ctu np) = eli tl piu)) + (2mt uy — D>, pilusaA}Hitn. 4)l. 
对 十 到 ,定义 速率 阴 数 轩 
cf = TL - C290) = DD pl A 
其 中 加 


cinu) m0, supclu) < 的 ; 
plu,Ay=0, blu) = > p (au 1) 1， 
4EF 
supe( (Te oo 


可 以 直 明 ,出 下 述 征 交 的 殿 Ln 为 速率 函数 和 的 日 旋 过 程 1 ,! 这 01 ,i = 
12, 作 在 ,日 对 ctw,w) 米 说 ,如 果 plu,4) = 0,W4 3 % , 则 相应 模型 还 是 吸引 


hi (4, 百 ) = D1 (1) pu, 用) (8,A E.F), 
wu 二 二 门 总 上. 
共 中 之 7 中 的 严 满 足下 列 要 求 ; 
若 四 区 4 门下 , 刚 人 (da UF= 8; 
若 m 近 4 站 下. 则 人 4 的 = Bi 
hd,B) = 人 > pla, F) (B, A € .7), 


下 := 


其 中 FACA Nw) 三 玉 a 4 的 下 称 关 . 丙 令 
AtA,B) 
Tt 4 B) 二 | 1 (8 元 4) 
NA =- 4) (B= 4), 


‘A,B EY = 1,2, 
则 与 1w,,t = 0; 相对 于 本 (7, 有 4) 的 对 偶 的 过 程 为 以 94,8),4,B EE. 为 如 算 阵 
的 蕊 尔 可 去 链 . 
选举 模型 与 接 租 模 型 的 ctn, 7) 均 可 写成 ejtw, 7) 的 形式 ,选举 模型 的 cet， 
让 还 可 握 成 cot a, 7) 的 形式 . 
利 州 对 偶 方 法 可 以 研究 过 程 的 训 历 性 及 吸引 场 等 在 | 数 


6.4 ” 非 紧 时 间 无 穷 料 子 系统 
下 面 区 反应 扩散 过 程 为 例 米 说 明 非 紧 空间 励 穷 税 子 系统 的 性 质 ， 


没 5 是 可 数 集 ,ma E 3 表示 位 置 .在 笠 个 位 置 ,可 以 有 任意 有 限 个 粒子 ,上 上 旦 
料 子 数 的 集合 为 工 ,在 空间 = 如 于 ,用 转移 概率 p = 1pfaoliapE 3 及 强 
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度 国 数 CCK) 二 E2ES: 来 描述 当 处 有 并 个 粒子 时 手中 之 一 移动 到 "外 的 
速 潍 总 (人 Ba 了 称 为 扩 艇 速 涂 ) 而 在 上 处 粒子 数 由 个 全 到 7 个 的 速 宁 为 了 
门人 天 天 称 为 反应 速率 ) ,i,j € 工 ,， 


gi i) =— (i)). 


QO = [q(ti,i)] 人 (FE %,), 


为 书 滤 阵 . 
蔡 |ae :zcE 3 引 是 可 和 的 正 数 序列 , 旦 存在 利 < mw ,使 得 
pn,v)a, = Mo, (YE SS). 
又 设 
rc 0 G0) = 0. 
他 


Eo= {rE El||xrl = > wun < 中] ， 
| 
其 可 以 定义 反应 扩散 过 程 的 形式 怀 元 为 
OFCx) = Da + kf + kes) — fx)) + 
日 三 名 上 村 1|1 


人 As) plu fs et wm) -A(x)) (x € Eo). 上 


信 


gta) = 9 + 此) 一 qt :71 十 ED kt 一 六 和 
本 沁 忆 


ha) = 2 an ga :+ 
点 =1 


(qtjish t+ k) — qtjas2ja — ji + kk 1), 
六 >> 几 安 0， 

计 中 to 一 + 表示 (a - 的 的 正 部 . 即 若 a > 5, 则 ta 一 如 7 为 a-- 上 48, 车 a 万 5, 则 
fa 一 六 为 三 . 

自信 
= | 在 < 
拖 称 为 加 上 的 利 普 希 艾 CR. Lipschitm) 陆 数 类 . 

如 果 下 述 条 作成 闵 , 册 

他 起 = sup | CR Ctk+tl)l< oo， 


2 181 = pe = S20, PA)as < ©", 
Foi+tk) | kl< 加 (i EE ZZ, 白 然 假充 4(i,)) = 0, 阁 j EZ,)， 


Pk = supl gt :2 + ht jj > 放空 DO| «< %, 
则 利用 类 合 上 方法 可 以 证 明 目 述 定理 . 


7 趟 讨 程 ，589 ， 


定理 4 在 上 述 候 庶 下 ,存在 史上 的 算 六 半 群 St24), 使 得 S00) = 1,S{ 站 在 , 交 
的 一 致 同 包 久 上 强 让 缩 i SDF < 上), 旦 对 -证 站 € 吕 半 样 S10 具有 
如 下 性 质 ; 

1 | SC Ffx) — SOO)FCOvY) te LA x -yexp tiR + KCM+ 1)] 

(YY 和 Eo), 
其 :fi 
Ky = Ko' + supl( ctji) — el fz))t -0 :> 让 0 

Phim PAD AD as) (sr€Y). 

具 中 
杀人 = 


贞 所 与 二 号 所 相配 站 
节 存在 两 | 的 臣 尔 可 夫 过 程 (| 总 | >o, 挛 ) ,使 得 
SLAx) = EN) = | AS) Pp 所 ce] (FE .WE Foj. 


7 超 过 程 


趟 过 程 是 近年 米 概 率 论 研究 中 的 塘 新 课题 之 一 . 峡 休 发展 的 数 党 模型 之 -一 嘴 
{让 帆 ) 分 支 过 程 ,而 超过 程 则 是 --- 种 到 测度 为 值 的 县 有 分支 性 的 马尔 可 夫 过 程 . 


7.1 ”十 执 分 支 过 程 


7.1.1 离散 时 间 分 支 过 程 
设 时 间 和 参数 为 上 = 8,1,2,… ,任何 -一 械 的 “ 个 粒 了 分开 为 上 个 的 概率 为 p; ,上 
= ,1,2,…, 上 此 母 隧 数 记 为 
SCS) 二 > (| sie 1). 
上 = 中 


候 设 各 个 粒子 的 分 烈 是 独立 的 ,并 设 = 1, 用 Z, 表示 第 nr 民 的 粒子 数 , 训 1 7 :nm 
3 0 称 为 离散 时 间 分 支 过 程 , 又 称 高 尔 顿 - 沃 森 LGalion-Watson) 过 程 . 
若 第 nn 和 代 的 粒子 数 为 i, 则 和 由 区 数 可 以 求 出 第 n+ 1 代 的 特 子 数 Z ,1 = 了 的 
转移 概率 
Pl Zi = /| = 2) 一 gts} 
中 si 的 系数 .以 gls) 表示 互 的 母 消 数 , 症 


Spa 
出 于 20 三 1, 坡 
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Bot3) = SB) = 上 

从 而 可 求 出 BE = 门 为 gis) 中 的 系数 , 即 有 

EFF! = a (ll)= m; 


EF = Mm”, 
关于 总 的 极限 性 质 , 有 有 
0 tm < 1), 
lim E2, = jim m” = 1 tm = 1), 


Ea tm >» 1). 
没 0 < po < po+ pi < 1; 以 4 表示 灭绝 概率 , 即 
二 Pt lim 2 = 0)., 
可 以 证 明 ,z 是 gts) = = 的 在 < [9,1] 中 的 景 小 根 ,是 
ss=1 {车 m 万 上)， 
9<1 (者 m > 1)， 
Pllim& = ®m}=1-49>0 【 若 站 > 1). 


7.1.2 连续 时 间 分 支 过 程 
称 -个 连续 时 间 整 值 马尔 可 夫 过 程 为 连续 时 间 分 支 过 各 ,如 果 它 的 转移 概率 
满足 
SPCi, ps = (> Pt (011s1i = 0,1,2,..). 
由 上 式 可 知 , 存 在 


使 得 当 上 一 0 时 ， 
P(t) = iap,_ rt + olt) {ji-1,izx 人 i), 

Pt = 1- matt ontt+t ntt), 

P(t) = of (j < i-1). 
即 转移 概率 可 以 用 序列 ia,p 天 =0,1,2… | 表征 ,其 概率 可 以 解释 为 一 个 活着 的 
粒子 ,在 等 待 一 个 参数 为 a 的 指 煞 时 间 死 产 , 当 它 死 亡 时 和 留 下 天 个 后 伐 的 概率 为 
拓 ( 丰 3 人 ,所 有 粒子 的 作用 第 此 独立 ,用 与 过 程 的 历史 独立 . 连 铣 时 间 分 支 过 程 的 
授 隐 性 态 与 离散 射 间 分 支 二 程 的 极限 性 态 有 密切 关系 , 它 决 定 于 单个 粒子 产生 的 
后 伐 的 分 布 ( 即 | 让, 泣 中 .如 设 和 连续 时 间 分 支 过 程 2(2) 满 是 310) = 1, 则 其 在 # 
时 肇 的 期 望 泳 


Ez{1) = exp( a > jp; - 1)) (t 3 0), 
易 见 和 


EZ(t) 0 (如果 他) 站 -Ts0)， 
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B21) -> % (MR > -1 > 0). 


前 者 称 为 上 仙界 人 =” 守 成 立时 为 临界 ) 情 撒 ,后 者 称 力 上 邮 界 情形 .在 下 临界 利 | 
临界 情况 下 ,分 记过 程 的 灭绝 帮 率 为 1; 在 上 临界 情况 上 ,灭绝 概率 小 上 上 

如 果 RDInZfD < 关 , 则 在 下 临界 情况 下 ,过 程 在 活 概率 区 ZE > 0) ,7 
i 一 的 时 的 攻 近 性 态 与 Zr 的 近似 ,其 中 大 为 -于 常 数 .在 上 共有 有 限 的 R21) 
的 临界 分 支 过 程 中 , 当 1 一 % 时 ,其 浙 近 性 态 为 


PlZ(ti)y >» 0) ~ 
其 中 varzfi 为 XZ(1) 的 方差. 
分 支 过 程 还 有 许多 有 蚂 的 性 质 . 
7.2 ”超过 程 的 定义 


没 Ra 为 二 维 欧 放 里 得 空间 ,和 部 < 为 其 博 雷 尔 z 代数 , 简 记 为 (及 ,. 彻 .以 寻 表 未 
.各 上 所 有 有 限 测度 的 集 , 在 好 中 引进 子 z 代 类 . 祝 : , 它 是 证 于 中 一切 下 述 集 的 最 小 
5 民 烙 ， 


wa tir)’ 


le: EE Wnt BB) a a (BE .sa 3 0). 

在 导 中 引进 弱 招 扑 ( 测 度 的 哗 收 化 ). 

取 秆 天 (村 ,入 ) 的 荃 尔 可 夫 过 程 革 = ;天 ,t 宕 0 称 为 测度 值 分 支 过程 ( 人 简称 
MB 过 程 ) ,如 时 它 其 有 分 支 性 , 即 Yrv EE M,t 2 0， 

Pitsps x Ptrpe) = Prin + v,*), 

其 中 Pit A 和 A 部 1,t 0, 为 下 的 转移 机 闪 ;x* 表 测 度 的 卷 积 运算 ， 

以 btB) 表示 壕 义 在 及 上 的 有 界 . 风 可 测 随 数 集 ,icl yp, = ] fetar), 分 
支 性 等 价 于 

E,exp( - 于 让} * Fexpt— < 六 
一 = Er vexpt— (Xs 

下 表示 关于 P, 之 捧 户 , 记 , 为 加 三 产 时 ,三 之 分 布 . 

Pit,p, *) 与 其 拉 普 拉 斯 泛 函 


Eexpt 一 ‘A | exp(- cy Piri dy)} 


{fa0, FE biM)), 
相互 唯一 决定 . 

MB 过程 是 否 足 起 过 程 ,由 卜 齐 两 个 因素 淡定: 

(1) 已 给 取 导 于 (R,. 和 初中 的 马尔 可 夫 过 程 上 = 1,! > 9 ,其 转移 概率 国 数 用 
gfryz, 旦 ) 表示 ,转移 算 子 半 群 为 1T, ,i 0 ,万 穷 小 算 丁 ( 母 苑 ) 用 A 表示 , 设 不 
中 断 , 晶 满 是 一 定 笨 件 . 

(2) 忆 抬 实 值 国 数 B(x A) ,x ERA > 0，, 
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By) = aa br)A — cl)A? 

| (exp(— 和 -+ Aujntxr, dr). (7-1) 

其 中 名 0,c 守 0 及 5 缘 为 右 界 连续 明 数 ,在 万 穷 远 收 化 ,积分 核 n(x,du} 满足 
[Ca A n(xsdu) € b(.D), 


Btx1aA) 称 为 分 支 靖 数 . 
如 果 对 下 一 切记 二 和 肝 中 和 EE bt. 避 ), 有 
Eexp(— CX fy) = exp(— (ps Wi)), 
则 称 皮 值 (,. 罗 *) 中 的 所 尔 可 天 过 程 了 = j 冯 全 基 0| 为 5 ,了 3) 超 过程 .其 中 所 
是 上 下列 积分 方程 的 叭 --- 般 (上 述 方 程 体现 了 工具 有 分 支 人 性 1: 


A 
它 可 改写 为 

V(x) = | | gs,0dy) By, yy)ds + TACw). 
上 述 积 分 方程 在 形式 上 等 价 上 偏 微分 方程 
[Ce - AV(x) + Bx, P(x)). 


tt 
otx) = fx). 
如 有 果 & 为 布 训 运动 , 则 也 称 大 梁 超 布朗 运动 ;如 果 为 扩散 过 程 , 则 称 * 为 超 扩散 
过 程 等 等 
一 个 重要 的 特殊 分 支 聘 数 是 
Blx,A)} =- 一 外 2， 


这 时 所 满足 的 方程 特殊 化 为 
p(x) + | Teds -TA(x). 


7.3 ”超过 程 的 直观 意义 


设想 粒子 群 人 在 1 = 0 时 按 蝇 度 为 x € 以 的 泊 松 点 过 程 分 布 , 即 


Pln(B) 一 i ) 过 exp(- nCB)) Cn 一 各 ,1 ,2 ， 


其 中 xx,(B8) 表示 上 = 0 时 位 于 器 中 的 粒子 数 . 设 钳 一 粒子 消 的 轨道 运动 ,其 太 命 
是 随 册 的 ,遵从 参数 为 ， 的 指数 分 布 , - -幸子 死亡 后 立 邵 在 先 广 地 点 x 产生 m 个 同 
样 后 做 粒 了 于 的 概率 设 为 p(x) ,na = 0,1,2,… 每 一 新 的 烷 子 区 沿 二 的 轨道 同样 地 相 
千 独 立 运动 ;如 此 继续 . 设 每 一 粒子 有 质 基 中 ,以 mt 号 表示 上 时 你 于 呈 中 的 粒 于 
数 , 则 

HB) = Pr,tt,B) 
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为 上 时 位 于 二 中 请 粕 了 的 质 日 利 . 令 


p(xsA) = Sms yA". 


今 取 ro = 1A8 ,p08 = Arp 全 月 *0， 从 而 下 均 寿 全 17 7 ,量度 jig 一 %, 设 产 牛 
新 粒子 个 数 的 分 布 p(w) 也 与 8 有关, 则 其 相应 的 母 丙 数 用 gy(%* ,A) 表示 . 调 设 对 
二 任意 > 0， 


可 页 [qi1 -Ry -AM)] -Blx,A) 


在 Rxi0,c] 中 一 致 成 芯 . 在 这 些 条 件 下 ,如果 对 上 - 切 上 > ,存在 5 > 人 0, 使 


mpafan) 0, 
丘 = 由 


则 可 以 证 明 ,测度 值 过 程 (总 ,总 =，)》 吕 收 征 于 生产) 此 时 用 <) 表达 式 (7-1) 
中 的 atx) = 0. 


上 本 ia 一 
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引 襄 


时 间 绎 列 分 析 是 统计 学 的 分 支 之 ,主要 研究 随机 数 握 序列 的 统计 期 律 ,特别 
侧重 于 人 研究 序列 前 后 的 村 依 赖 关 系 , 在 很 多 情 讽 下 ,随机 数据 是 依 时 间 先 后 排 成 
的 数据 序 到 ,上 帮 称 为 时 间 序 列 . 对 时 间 序 列 的 分 析 , 除 包括 - 般 统 计 和 分 析 ,比如 和 首相 
关 分 析 各 谱 分 析 计 ,还 包括 线性 模型 分 析 , 非 线性 模型 分 析 和 棒 拱 分 析 等 内 容 . 叶 
间 序 列 分 析 的 统计 方法 ,多 数 足 借鉴 经 骸 的 统计 方法 ,的 此 , 它 的 败 展 万 中 在 数理 
统计 学 中 并 不 算 太 各 , 太 约 有 半 个 此 红 . 第 汪 次 此 界 大 战 后 ,册子 计算 技术 的 昔 而 
发 展 ,特别 地 ,名 代 措 制 论 的 迅速 发 展 ,推动 了 时 间 序 列 分 析 的 发 展 .其 中 对 半 稳 时 
间 序 列 的 谱 分 析 . 线 作 时 间 序 列 的 模型 分 析 等 内 容 的 研 辛 和 应 用 ,已 达到 了 了 日趋 抵 
兰 的 程度 ,在 文献 1L1 有 直 富 的 理论 成 果 和 统计 方法 ,市 钙 也 推出 了 许多 通 叶 的 软 
件 . 近 十 密 年 米 , 非 线 性 科学 信和 受 英 注 ,由 于 非 线 性 随 册 动 广 系统、 非 线性 随机 微分 
方程 都 和 时 间 序 剂 有 密切 联系 ,因而 近 毕 年 来 对 上 正和 庆 性 肝 间 序列 分 析 的 研究 越 米 
越 受 到 重视 .关于 阁 钱 性 时 间 序 萤 的 理论 和 统计 方法 的 赋 究 , 正 处 在 不 断 发 展 和 不 
断 完 善 的 过 程 之 中 . 

时 间 膏 列 分 析 在 许 包 领域 ,比如 经 济 . 金 融 、 天 次 . 气 旬 ,水 立 , 生 物 , 医 学 . 北 
本 ,冶金 领域 等 有 着 广泛 的 应用 ， 


1 平稳 序列 和 目 相 关 分 析 


1.1 随机 序列 与 样本 序列 


时 间 序 列 x1,xz,… 中 的 每 个 x; 都 被 在 做 随机 宏 量 ,所 以 ,时 间 序 歼 实 际 上 是 
随机 变量 序列 ,或 简称 随机 序列 .随机 序列 中 不 同时 基 的 x, 和 % 有 一 定 的 相互 依赖 
关系 ,研究 和 分 析 这 些 关系 是 时 间 序 列 分 析 的 基本 内 容 . 

随 仙 序列 的 观测 值 x , xz,… ,x ,是 一 串 数据 序列 ,其 长 度 为 n ,被 称 为 样本 序 
列 .为 了 简化 记 导 ,随机 序列 x ,x2,…, xs 和 它 的 样本 序列 邦 用 同一 记号 表示 . i 
强调 序列 自 壬 时 ,常用 记号 xi ,或 x ,xzo，,…; 当 强调 样 沾 语 列 时 ,常用 x1, x2，…， 
x 表示 .在 概率 论 中 ,随机 序列 也 被 称 为 离散 时 间 的 随机 过 程 ,车 | x(t)| 形 示 连续 
时 间 的 随机 过 程 ,那么 ,| x = 2 不 ) = 12 被 称 为 随机 过 程 ixt 2)| 的 等 间 
隔 采 样 . 最 然 ix， 二 -个 时 间 序 列 . 可 见 , 时 间 序 到 与 随机 过 程 有 着 密切 联 
系 .由 于 电子 计算 机 欧普 这 使 用 ,对 连 综 观测 的 随机 过 程 进行 等 间隔 采样, 可 得 刘 
样本 序列 数据 ;通过 对 此 序列 进行 时 间 序 列 分 析 , 就 可 以 本 解 原 随 机 过 程 的 统计 规 
律 ,这 是 在 工程 技术 锁 域 中 经 党 使 用 的 分 析 广 法 . 
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在 实际 应 用 中 ,也 还 有 许 儿 的 时 间 序 列 足 被 直接 油 量 的 . 府 不 导 连 续 过 程 的 离 
艇 化 虚 样 序列 ,比如 ,国家 历年 的 粮食 产量 序列 裔 足 这 样 的 叭 问 诈 列 . 
从 数据 分 析 观 点 看 ,时间 序列 分 析 笑 际 上 上 昨 对 数据 序 区 进行 统 讨 计算 分 析 ,但 
址 ,所 熏 用 的 时 间 序 列 分 折 的 各 种 方法 ,都 县 以 随机 订 列 埋 论 作为 基础 的 ,内 此 , 赤 
介绍 时 间 序 列 分 析 方 法 时 ,总 要 涉及 些 随机 过 程 的 概念 或 嵌 论 结果 . 


1.2 ”平稳 序列 与 协 方差 汞 数 


时 间 序 列 x , x2,… 中 的 每 - -个 x 都 起 随 机变 已 ,那么 , 撒 述 它们 的 概率 结构 
应 泊 是 概 闪 分 布 ,此 重要 数 夺 指标 有 均值 Ex, 和 和 方差 g? = E(x 一 Kxe)?. 若 将 t 看 作 
变量 , 则 Ex, = 于 是 :的 二 数 ,被 称 为 均值 峡 数 ;类 似 地 玉 :后 称 为 方差 国 数 . 如 前 所 
述 ,研究 时 间 序 列 的 结 和 网 时 ,更 关心 不 同时 刘 癌 的 相互 关系 .比如 , 和 x 的 相 豆 关 
系 ,其 中 最 畦 要 的 数量 指标 为 自 协 方差 函数 

Yor = Eg — ms - m,). 

由 此 立 可 引 大 二 与 风 的 自 相 美 委 数 

Fs 
i 

以 J 描述 方法 而 是 熟知 的 统计 学 的 简单 方法 .但 是 , "ii| 论 %, ,或 p,,; 随 ! 和; 
变化 的 耳 数 关系 时 ,情况 就 十 分 复杂 了 . 况 昌 ,7,,, 和 ge,; 汗水 是 对 任 问 时 间 序 询 市 
上 都 必 可 以 估计 的 .为 了 保 让 这 些 让 能 通州 时 间 认 列 的 样 小 序列 来 生计 ,下 面 先 介 
给 平稳 序列 概念 . 

定 兴 工时 站 序列 ;| 被 称 闵 宽 平稳 的 ,如 果 kxi < w ,向 且 ， 

Pm = Fx = mm 与 1 无 关 ， 

PF, = Kx mr hm) = PL,) 

其 中 7 为 上 只 与 -有 有关 的 -元 函数 ， 

定 久 2 时间 序列 ;x| 帘 称 为 严 平 稳 的 ,如 床 对 于 任何 正 整数 ki < 二 < 
< tt) 和 jC ,Ke ) Ce et 有 有 相同 的 联合 分 布 . 

严 平 稳 性 和 宽 半 稳 性 有 如 下 的 师 点 重要 关系 ;其 一 , 则 类 时 间 序 列 1%1 是 严 平 
榴 的 ,市 旦 Ex? < % ,那么 它 也 二 宽 平 稳 的 ;其 二 ,如 果 时 间 讨 赂 |x| 的 任何 有 限 个 
桌 量 的 洋人 富 分 布 郁 居 正 态 的 ,那么 以 上 两 种 半 稳 性 是 等 价 航 . 

为 了 使 本 条 的 讨论 简练 ,以 下 提 到 平稳 序 询 上 是 ,总 是 招亲 时 上 其 有 了 师 种 平稳 性 ， 
并 简单 称 力 平稳 序列 . 

随机 序 姑 和 包 舍 的 序列 非常 广泛 ,平稳 序列 只 是 随机 性 列 的 一 种 特 妹 类 型 ,但 
基 , 半 稳 序 列 且 有 非常 普遍 的 实际 背景 ,而 日 交 有 比较 宕 普 人 的 理论 基础 ,这 使 得 半 
和 粮 序 列 在 时 间 序 列 分 析 中 旧 有 重要 好 位 .或 者 说 , 产 仿 为 止 贞 在 应 用 价值 的 时 间 证 
列 分 析 方 法 中 , 绝 大 多数 直接 或 癌 接 地 与 平稳 订 刚 有 联系 . 

在 平稳 序列 中 ,上 坡 简 单 而 又 最 基本 的 起 白 风 声 序列 , 战 注 称 白 曝 声 , 记 为 1!， 
其 巾 e 为 相互 独 普 相同 分布 的 随机 序列 ,日 隆 ， = 0 素 * = ,在 工程 技术 领域 
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中 ,Fi 噪声 屁 被 普 负 使 用 的 术语 ,有 时 也 与 上 述 的 很 定 有 些 区 别 , 在 本 往 论 述 中 内 
有 当 用 以 上 的 定 文 .由 此 证 文 的 月 唤 声 站 ,其 概 举 分 布 结构 裔 的 分 布 F. 叭 一- 确 
定 . 特 草 是 半 只 为 正 态 分 布 时 , 称 |! 许 正 态 与 噪声 . 十 态 良品 声 在 时 间 序 列 分 析 
中 有 具有 非常 重 昌 的 地 信 ,其 源 内 至少 有 了 下 蝴 点 : 许 用 重要 的 平稳 序列 是 出 由 品 声 
或 正 态 日 叭 声 变 换 产 牛 的 ; 正 态 白 嵌 声 在 研究 各 种 统计 方法 时 起 督 重要 作用 

平稳 序 询 的 白 内 方 莽 晴 数 六 和 目 相 关 图 数 ma 有 旭 下 简单 性 质 : 

= Fr PE = Ok 

Tire yn Ile1; 

3 对 于 任何 下 整数 天 和 任何 实数 ceo; 煌 有 


er 
上 起 表明 以 下 的 对 称 方 阵 是 非 负 定 的 
加 Fl 
0 
Pa) 2 nn 


竺 于 和 月 煤 声 序列 |] 人 上 有 有 
yy = Fee = 0, 
对 上 一 芭 记 产 D 成 立 ， 
Fo 三 可 = Ke. 


1.3 ”平稳 序列 的 白 相 关 分 析 


如 前 所 述 , 白 噪 声 是 一 种 特殊 的 平稳 序列 ,上 山 零 均值 的 独立 问 分 布 的 随机 变 众 
组 成 ,所 以 , 白 曝 声 的 慨 率 结构 十 分 简单 , 瑟 被 8 的 分 布 唯 决定 ,利用 白 噪 声 的 样 
本 序列 ,se 的 分 布 也 是 可 以 被 估计 的 ,其 估计 的 时 论 与 方法 局 于 经 典 统 计 欧 基本 内 
容 . 得 是 ,对 上 一 般 序列 而 言 , 使 用 最 多 的 仍 是 关于 序列 的 月 协 方 差 画 数 的 估计 . 对 
天 白 品 声 而 言 ,需要 根据 上 昧 自 相 关 函 数 上 的 估计 值 , 判 断 点 中 否 为 零 值 作 关 0). 

对 于 -. 般 平稳 序列 米 说 ,掌握 和 估计 它 的 概率 分 布 结构 近 比 掌握 估计 牟 噬 击 
畏难 . 轴 此 ,通过 对 平稳 序列 的 广 协 方差 羡 数 和 和 让 相 关 丙 北 的 估计 ,以 了 解 序 列 的 
相依 录 构 ,是 -种 简单 的 初步 分 析 方 法 .具体 方法 如 下 ， 

记 x wa 观测 芭 的 数据 序列 , 则 其 均值 


Ee (1-1) 
We 
Fe = 一 上 Cs -二 (st 一 忆 ) (hk = 0.1.20,n 1); (1-2) 
样本 自 相关 对 数 信 
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人 2 (k= 12 1). (1-3) 
I 


以 统计 学 角度 看 ,PP 描述 了 x 与 “4 的 相关 要 度 .根据 平稳 性 ,Bs 的 真 值 py 是 与 :无 


天 的 ,所 了 雇 式 [1-3 中 py 可 作为 pi 的 估计 .类 似 地 ,以 十 计算 出 的 样本 自 协 方差 是 
数 可 和 作为 自 渤 让 莽 两 数 的 估计 .如 果 这 些 佑 计 随 着 样本 八旗 6 无限 增加 时 ,分 别 趋 
天 各自 被 估计 的 基 , 虽 称 这 些 佑 计 基 相 容 的 . 显然 ,不 相 容 的 个 计 在 实际 应 用 小 难 
以 被 接受 .除了 相 窗 性 以 外 , 浙 近 正 态 分 布 性 质 ,以 及 湖 近 分 布 的 廊 善 的 近似 公式 ， 
在 应 用 中 也 起 着 重要 的 作用 . 

定理 上 上 冰 平稳 序列 x,| 汶 白 吧 贞 的 加 权利 , 册 


- Dee (Ciote 冯 {1-4) 
睦 中 esi 为 由 唤 声 序列 ， 而 且 Kei<o ,那么 ,对 十 任意 是 牧 数 上 ,有 


Vn Yo Fi 0,G)， 
其 中 记号 ~ 表示 渐 提 分布; 如 为 {4+ 了 Dx (上 3 了 阶 的 对 称 协 方差 阵 , 其 第 +1 
4 + 1 列 的 元 素 


“, _ 304 
rt,j+l 一 > Sp + 7 十 "4 “~ ra 【总 = i = k)， cL-5) 
Ea = Ft. 

类 和 似 地 ,还 有 


Yap PD pa pe PE) ~ NO R), 
长 由 RR 为 x 天 阶 刘 称 方 阵 , 基 第 1 行 j 列 的 元 素 


三 之 ， bpsr Da + DB-ipsri + 2ps pp, 一 2 0 0. 站 + + PepipPeri}). (1-5) 


根据 定理 1 可知, 的 估计 区 是 相 容 的 ,Bi 也 是 相 容 的 . 

在 一 定 的 条件 下 ,定理 1 的 条 件 式 (1-4) 可 以 放 寅 ,比如 在 近代 统计 中 常 让 
fx | 狂 足 某 种 意义 的 派 侣 条 件 代 替 式 (1-4)01 ,这 样 便 使 后 文中 的 非 线性 序列 也 适 
用 此 定 埋 绪 果 . 由 上 这 些 内 容 涉及 较 多 概率 论 知识 ,这 里 不 作 有 具体 讨论 . 

根据 定理 1 的 结果 , 当 样 本 长 度 = 很 大 时 ,Pi , 训 ， 天 与 pr,0e 0s 和 
接近 .因此 ,可 将 ,六 ,给 在 学 标 上 ,以 大 = 1,2,…,K 为 模 坐 标 ,ps 为 纵 坐 


标 ,此 中 下 是 比 5 小 的 止 整数 .这 样 可 以 观察 ps 随 下 增 胡 时 的 变化 趋势 .结合 后 文 
小 介绍 的 各 种 不 同类 弄 的 序列 特征 ,这 种 变化 趋势 将 有 助 于 判断 原 序 列 的 类 型 . 
对 于 白 嵘 声 历 圭 , 汽 理工 可 以 直接 用 来 判断 样本 序列 是 否 为 白 噬 声 的 样 林 ,县 
体 作法 如 下 :由 定理 1 知 ,和 苇 x1 ,x2,…' ,5 是 口 曝 声 的 样本 施 末 , 那 公式 115) 变 为 
,= 人 0 人 1 天门 ， 
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是 由 p= 0 和 va(P Pi) ~ WO0,R) 知 ,P 渐 近 下 态 KW0,D 分 布 ,而 县 放 
与 访 人 关门 渐 近 独立 . 直 此 可 得 
Prt {1-7) 

其 中 (6 表示 日 由 度 为 的 愉 分布; 信 整 数 尽 比 # 小 得 多 ,已 适当 选 定 的 值 
在 给 出 愤 信 水 于 后 ,根据 式 (1-7) 可 以 州 假 没 检验 方法 判断 xi mx 昆 香 为 白 
曲 声 序列 的 样本 . 

在 获得 序列 的 白 协 方差 明 数 和 自 相关 两 数 的 合计 后, 邮 使 不 再 进行 后 文 小 
的 各 种 模 幸 分 析 , 利 用 被 估计 的 日内 方 养 育 数 和 有 自 相 关 明 数 , 也 串 忆 对 序列 的 也 报 
分 析 或 谱 分 术 作 初步 估算 .其 二 细节 可 网 后 文中 的 有 关内 和 窜 ， 
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时 间 序 列 分 析 可 以 分 为 时 域 分 析 和 频 域 分 析 两 类 . 时 域 分 析 强 调 序列 在 本 辐 
时 刻 的 相 五 依赖 关系 ,统计 方法 也 侧重 于 与 时 间 有 关 的 诸 且 的 统计 计算 ,比如 有 议 
章 让 的 月 相关 分 析 ,以 及 后 面 的 各 章 中 的 模型 分 析 , 都 属于 时 城 分 析 . 时 间 序 列 的 
频 域 分 析 痢 调 分 析 序 列 的 凡人 分 解 的 特征 ,其 统计 内 容 和 方法 侧重 于 与 频率 或 谱 有 有 
基 的 谱 电 .本 章 的 内 容 就 属于 时 间 序 列 的 频 域 分 析 . 


2.1 谱 分 布 与 谱 帘 度 


下 稳 序列 的 谱 表 示 妊 论 居 时 间 序 列 谱 分 析 的 理论 二 础 ,这 里 不 从 理论 角 瞧 话 
组 介绍 这 方面 的 内 容 , 市 纵 用 较 喜 观 的 方法 措 述 时 间 厅 列 的 洲 表 未 的 含 浆 . 

时 间 序 列 航 谱 表 泉 与 周期 序列 有 关系 , 哆 确切 地 说 与 . :上 朋 困 数 有 关系 .比如 ， 
序列 

x = asint yt) (tt = 1,2,""). 

其 中 «a 和 YY 是 常数 ,x 恰好 是 一 个 正 层 函数 在 1 = 1,2,… 时 刻 的 取 利 .在 工程 技术 
领域 中 ,sinf yr) 被 称 为 正弦 波 , 如 果 系 数 a 被 一 个 随机 变 哇 代 蔡 ,x，= asinf yt) 便 
臣 一 个 随 视 序 列 . 这 - :表达 式 可 推 1 到 无 穷 吕 项 之 和 的 形式 , 邵 


xX 二 > arsin( yt), 2-1) 
上 = 器 


其 中 yy 为 常数 ;as 为 随机 变 生 ,而 且 对 1: 不同 而 言 是 由 开 独 立 的 .虽然 起 (2-1) 
中 的 每 项 表 是 周期 的 正弦 波 , 但 是 .无穷 多 项 的 随机 加 权 和 ,上 就 不 再 明显 地 表 鞠 出 
谐 波 式 周期 特征 了 .在 平稳 过 程 的 理论 中 ,对 式 {2-1) 有 睛 格 的 讨论 ,而 且 还 可 已 
将 它 推广 到 如 下 的 积分 形式 : 


XT 二 i expt i dz{ A), {2-2) 


鞭 呈 zt20) 为 独立 ( 或 止 交 ) 增 其 过 程 . 这 里 介绍 式 (2-]) 和 成 (2-2) ,有 具 希 望 淹 理 
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解 时 间 序 刻 的 谱 概 念 有 所 局 示 ,本 章 放 不 县 体 合 用 这 些 去 这 臣 ， 
在 平 稳 序 列 的 谱 分 折 中 ,实际 上 涉及 到 的 是 月 协 方 关 蚌 数 的 谱 表 示 . 虽 然 这 种 
谱 表 示 与 式 (2-2) 有 联系 ,但 是 ,也 可 以 直接 定 光 自 协 方 共 改 数 yi ,yi 可 表达 成 如 
F 广 形式 ， 
六 = erp(iaIKa)dh， (2.3) 
其 中 让 为 一 非 负 可 秩 羡 数 , 它 与 熟知 的 分 布 密 太 姐 数 忆 基 一 个 常数 因子 . 称臣 
(2-3) 为 六 的 谱 表 示 ,04) 被 称 为 7 的 谱 密 度 ,有 时 也 称 它 为 序列 的 谱 密 度 . 如 果 
™ A 
FIA) = 上 所 sds， {2-4) 
则 称 F(A) 汶 谱 分 布 .于 是 , 式 {2-3) 还 可 以 表述 成 
yr = | expi) dF). 
为 了 不 引信 太 多 的 概念 ,本章 内 讨论 上 其 有 式 (2-4) 关系 的 谱 分 布 . 换 训 之 , 虽 
然 平稳 序 刘 的 月 其 方 差 图 数 总 能 表 泵 成 式 (2-4) 的 形 不 ,但 必 为 了 能 表达 战 成 
(2-3) 的 形式 ,党 要 一定 前 附加 条 件 .在 本 童 所 讨论 的 平稳 序列 中 , 绝 大 名 数 郁 满 
时 所 需要 的 附加 条 人 忻 . 下面 举 出 -个 容易 被 检验 的 充分 茶 件 , 以 有 助 于 了 解 式 
{2-3) 的 直 校 含 立 . 例如, 当 


il<w (2-5) 
下 = 用 
肝 , 必 有 
Pa) = 元 > yiexp( ~ ia). (2-6) 
上 二 一 器 


通过 简单 积分 运算 , 财 可 验证 上 上 式 中 的 六 X) 满足 式 (2-3) .联合 式 12- 提 和 式 (2-3) 
吓 看 册 ,| 和 A) 时 有 一 -一 对 应 的 甘 系 .这 - 美 系 充分 说 四 ,用 44 描述 平稳 序 
型 的 钳 构 特征 ,与 用 Fu)7 描述 是 等 价 的 .或 者 说 ,虽然 两 种 描述 广 法 的 角度 本 | 周 ， 
但 是 所 岳 述 的 时 间 序 列 千 构 的 肉 涵 基 相同 的 . 


22 周 期 图 


在 时 间 序 列 的 谱 分 析 中 ,最 基本 的 统计 和 量 是 周期 图 . 记 zx 为: 剧 问 
序列 的 样本 , 共 周 期 图 被 定义 为 


Ho) = 于 ,| Donexpliio))’ (we Tm), (2.7) 
t = 
在 实际 应用 中 ,有 了 时 只 对 的 一 些 离散 点 处 计算 [Cw) 之 值 ,例如 在 
ww _ 2 (fm) 


1 nn 


处 ,其 中 mm 利 村 ,为 着 个 正 整 数 , 常 用 的 mm。 = 新, = [ax 这 里 [] 表示 壤 大 开 整 
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数 部 分 .计算 在 w 处 的 7(w) 侦 , 可 以 使 用 快速 傅 里 叶 {1J.8.Fourier) 变换 (FFT) 方 
法 . 
式 [2-7) 的 周期 图 1(w) 还 有 如 下 的 表达 形式 : 


下 一 | 二 | nan 
1(w) = i > sssexplilt - sw) 


nl nlki 


一 人 >， 2 rr a1exp( ~ 1 


on。 业 = - 严 + 上 -= 
去 之 Yip- io ) ， {2-8) 
上 共 中 了 ;是 由 式 (1-2) 定 六 的 样本 自 协 方 差 卫 数值 . 不 (2.8) 说 明了 样本 自 协 方 闫 也 


数值 与 周期 疼 的 联系 ， 
在 忒 42-5) 的 条 件 号 大 ， 当 n— wm 时 ， 


,= LS pms = =- (2-9) 
]: 起 ,联合 上 TO 5). 式 (2. 3) TH, Mn ww HH, 
Fitmwy = D3 Fy exp{ - igw } > > nem(- iu = fm). (2-10) 


t=-n+l 


上 上 碟 说 明 ， 下 区 序 表 周期 图 尼 ; 六 姑 度 的 渐 近 天 怖 估计 人 起 , 北 近 无 偏 性 并 涉 说 


明 ffw) 是 tw) 的 -种 好 的 估计 ,以 下 的 性 质 将 有 助 二 说 虹 这 一 点 . 记 访 = 7 - 
办, 并 使 用 式 (2-6) ,可 得 


Fw) - Fw) = 去 > Yrexp( = in) + 2 x iexp( hao) (2-11) 
利用 式 (2-5) ,上 式 右边 第 一 项 将 欧 寺 零 ,从 而 上 式 又 可 呈 成 : 
Fo) - flw) = 去 hop- io) + 0(1). 
由 上 式 可 得 
Ejif(w) — fm)!? = 


Ca > 入 E(Y, " FY)expt 一 i{k ow + ot]), 
‘2-12) 


粗略 地 说 , 依 式 (1-5) 知 , 上: 式 中 的 ECF 这 ) 与 Vn 是 同 阶 的 .但 是 ,上 式 右 边 的 求 
和 项 有 到 项 .经 过 全 册 的 估算 可 知 ,上 式 右 边 近 似 于 某 个 常数 ,这 说 明 [1{w) 不 是 
fw) 的 相 容 估计 . 

为 了 寻找 相 容 的 谱 密 度 估计 ,借鉴 以 上 分 析 结 果 , 引 进 如 下 的 估计 : 


Tw) = 元 > Fexp(- io ), C2-13) 
上 = 
其 中 mm, 是 随 5 增加 的 正 辖 数 , 例 如 mm, 是 与 logn 成 止 比 的 小 整数 .对 比 式 介 -8) 和 
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式 (2-13) 可 以 看 出 ,在 式 12-13) 中 只 用 了 一 :小 部 分 前 息 . 这样 修 正 的 人 生计 议 避 ) 
有 怎样 的 性 质 呢 ? 依 类 似 于 式 (2-10) 的 推理 吕 知 , 泊 n > mw 4 村， 
Fl) = 元 > pT,exp( - io r Ale), 

=-m 

相应 下 式 (2-12) ,有 
Eli(w) -oj = yi SY Ng) esp i wo) + oll). 

=m 一 
观察 上 式 看 边 ,并 对 比 人 -12 式 可 知 , 由 J m, 比 小 得 多 ,所 以 ,只 要 取 me 比 nm 为 
高 阶 小 ,上 式 右 边 仍 可 趋 - 零 值 .这 样 就 既 保 证 了 全 w) 为 Fw) 的 攻 近 无 偷 估计 ， 
区 保 评 子 相 容 人 性 .这 :思路 下 是 下 一 小 节 中 吉 权 估计 的 茶 本 忠 想 . 


2.3 谱 帘 度 加 权 售 计 


2.3.1 时 窗 方 法 
蕊 12-13) 石 边 可 以 看 成 是 对 式 (2-8) 在 边 加 杷 后 的 结 末 . 妇 
Tw) = 去 之 ?ouverp(- ikew ) ， (2-14) 
末 中 权 明 数 wt。 = 1 对 于 1 ms wpa = 0; 对 了 于 其 他 的 .这 好 似 对 样本 日 协 


方 蔗 图 数 了 ,了 402… ;7a1 用 了 一 个 窗口 ,只 在 窗 [1 盯 内 的 (11s ms) 才 进 
大 耳 式 (2- 14) 4 边 的 求 和 项 . 襄 这 种 方法 可 称 为 时 窗 方法 . 

以 荆 的 方法 叮 以 推广 族 一 般 形式 .选择 适当 的 权 轿 数 请, 使 之 满足 

Ph 2 0; 

Ph(ln) = h(i- ws 

入 [ed < 名 


谨 选 县 适当 和 的 正 整数 所 ,使 之 满足 
Hw (GG nr 


计算 方 (oo)， 
mn- 
(wo) = 去 2 儿 攻 ) 了 Pexp(- iho) (2-15) 
称 方 (ea) 为 fwm) 的 时 窗 估计 ,h(x) 为 时 窗 血 数 .对 比 式 (2-14) 和 式 (2-15)] 可 知 ， 


相应 于 式 (2-14) 中 的 wi.。= 下 产 】 .当然 ,在 以 上 的 时 窗 估 寺中 ,时 窗 范 数 和 正 划 
数 比 的 选择 是 很 重要 的 问题 . F “小节 将 列举 几 种 常用 的 窗 函 数 . 
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2.3.2 谱 窗 方法 
首先 纵 出 药 -- 节 中 的 时 窗 和 个 计 的 为 一 :种 表 寺 形式 . 为 此 ,党 记 
| 六 t . 
py hf EY of ito). 2.16 
(wm) 2 之 (让): Bf — lt ‘ 1 


其 中 丰 责 数 与 臣 人 2-45) 中 的 上 两 数 相同 , 易 见 ， 
p(y) = 上 Hom)exptitw)} du. 
联 会 以 上 两 式 , 并 注 关 用 式 (2-7, 可 知 ， 


?Fr(o) - 去 | 全 QD 之， Fiexp( -证 fm -ANdA 


> 上 Tw ~ AIF CYdA. (2.17) 


在 上 式 由 , 妆 1o- ar 时 ,以 天 到 -和 的 周期 外 禾 证 交 其 到 人 情 , 邵 
Tm- 2a)= Hw— A 2r). 
出 此 可 见 , 记 tm) 又 可 看 作 是 对 76) 的 加 极 积 分 的 外 果 , 因 此 ,Cw) 又 被 称 
为 谱 鹤 估计 , 称 HCw) 为 谱 窗 男 数 ,或 简称 谱 窗 . 以 十 式 (2-16) 告诉 人 人 们 , 谱 窗 
玫 (oo) 是 由 时 徐 h(w) 变换 而 来 的 . 
面 介绍 于 种 常用 的 窗 二 数 . 
1, 矩形 窗 
{ee =1, 当 1al<s1 时 ， 
htu) = 0," Tl|wl»> 1 时. 
居 起 (2-16) 知 , 相 应 的 号 (oo) 为 
sin( 下 二 jw] 
Htlw) = > , exp(ii) = = Dn(w). (2-18) 
t= 一 本 2nsin( w) 


于 是 相应 的 谱 窗 个 计 为 


时 


fm) = SF,exp(- i } = | a — A Prt AD da. 


上 = -上 
站 


>. 图 区 伊 TTukey] 窗 


] 
{| + cosnw) {ly | 1),， 
二 142 = 
tt) | (其 他 四， 


相应 的 并 ,fw) 汐 
hw) 二 -> Da(w) 十 Topo 一 序 ) + 3 Da © + 下 ) ， 
其 中 Dy(w} 由 式 (2-18) 定义 .相应 的 谱 窗 估计 为 
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户 (o) = 2x > (1 4 cos 嫩 ) = [ao ~ AIH AdA. 


3,. 帆 泽 恩 (Parenj 窗 | 


1_ 62+6lul (Lule 上)， 
0 ie (3 <1lule 1), 
0 (其 他 ). 


相应 的 谱 窗 素 (o 为 


将 上 式 代入 式 (2- 147) 即 可 得 访 (w). 

关 F 其 他 详 窗 可 和 参见 交 献 [1]. 

在 使 用 谱 窗 方法 时 ,如 何 选择 时 窗 宽 也 是 比较 困难 的 剖 题 . 当 而 太 大 时 , 响 
应 的 六 (om) 的 随机 误差 较 大 ;当下 太 小 时 ,相应 广 {u) 的 多 值 篇 差 ( 又 称 系 统 仿 
差 ) 较 大 .要 解决 这 - :问题 ,必须 结合 实际 背景 知识 和 一 证 的 经 验 度 复 探索 . 

2,3.3 数据 窗 方法 

洗 多 实际 应 用 和 模 似 计算 表明 ,对 于 观 笛 色 的 时 间 序 列 数 据 x , xz,… ,x ， 同 
样 可 以 使 月 捧 窗 的 处 理 方 泛 ,并 能 起 到 改进 谱 密 度 估计 篇 诬 的 作用 .尤其 当 样本 长 
度 m= 不 到 大 时, 使 用 数据 窗 方 法 会 有 明 芭 的 改进 效果 . 

所 谓 数 据 窗 方法 ,就 是 在 计算 数据 序列 x , x,… ,x 的 癌 期 全 时 ,采用 以 下 的 
拙 权 形式 : 


fw) = 2 | a( EE}xexp(- itw) | 


共 中 到 也 数 为 数据 窗 函 数 .使 用 了 数据 窗 的 周期 图 后 ，- 般 还 设 使 用 前 述 的 谱 窗 
方法 得 到 谱 窗 估计 .两 种 窗 方法 相互 结合 使 用 ,可 改进 谤 售 计 . 


常 使 用 的 数据 窗 有 如 下 两 种 ， 
.梯形 窗 
-区 (Oe 
£ 
kiny = t+1 {bb<u< | -+b), 


(ll-beaeu < 1). 
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2. 钟 形 窗 
1 — coat2ray) (Osu < 二 )， 
2 
1 1 
h(xw) = ] (3y < < 
h{l—- wu) (7 el), 


具 中 7 为 大 于 1 的 常数 ,一般 取 y = ,wr EE (0,176). 
2.4 隐 含 周期 的 估计 


在 气象 .水文 和 经 济 等 许多 领域 中 ,其 些 控 月 记 耿 的 烙 忆 序 列 有 明显 的 周期 侨 
化 规律 .描述 这 种 周期 变化 规律 的 时 间 序 列 的 方法 有 用 种 .比如 将 在 第 三 意 介 赋 的 
季节 模型 和 周期 由 关 模 型 ,就 是 描述 这 种 周期 变化 规律 的 时 间 序 列 的 模型 描述 方 
法 .在 这 - 节 里 ,将 介绍 隐 售 周期 描述 方法 ,这 种 方法 将 [人 述 的 时 则 序列 分 解 为 谐 
波 函 数 与 半 稳 序列 之 和 , 即 

t= 人 feicos(8t) + hsin( Dr)) + 6 (2-19) 
其 中 e, 为 平稳 序列 .以 下 为 了 叙述 简便 ,这 里 假定 es 为 蝶 声 序列 ; qj, 二 和 #& 为 实 
值 参数 .由 于 式 (2-19) 中 的 8 是 不 可 观测 的 误差 项 ,所 以 呈现 的 周期 性 被 于 执 
了 ,或 者 说 被 隐 合 了 , 故 称 式 (2-19) 为 隐 舍 周期 模型 .根据 数据 x ,x2,…, x。 对 成 
(2-19) 进行 统计 分 析 , 属 于 隐 合 六 期 千 计 的 肉 容 . 

2.4.1 ”指定 频率 的 谐 波 检测 与 估计 

在 某 些 实际 应 用 中 , 式 (2-19) 中 的 频率 参数 丰 , 后 ,… ,名 和 个 数 p 是 已 基 [ 的 ， 
或 被 指定 的 .此 时 , 需 旨 根据 数据 帮 且 于 :和 判断 式 (2- 19) 中 的 系数 my 和 是 汀 
全 为 零 . 搞 寺 之 ,需要 判断 x, 是 否 有 隐 售 周期 硕 .为 解决 这 样 的 判断 问题 , 考 虚 以 
下 的 对 并 假设 检验 问题 : 

Ho: a; = & = 0, = 1,2,.,p; 
本 :gb = 1,2,…,p) 不 全 为 等 . 
次 解决 这 样 的 假设 检验 问题 , 引 人 以 下 记号 ;: 


co 三 A 二 (DT， 


3 =A (Coin, sin(20,) ,sin( m0)))T CF = 1,2,°%,p), 


CA 全 (easgl ,coa(28) ,cos( n0),)) (f= 12 


4 = | eaoyelyeaz Cos 3182 |， 


Tm 一 -- 一 | 
5 一 (oa 2 La 2 ,ba Es bo 加 
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于 二 【wx 

大 二 【Eee 
其中 上 上 标 工 表示 年 阵 或 估 晤 的 转 置 ;4 荐 由 列 矢 已 co,e1,… ,ec, 和 51 52:… sp 形成 
的 和 矩阵 ;在 矩阵 4 和 参考 和 失 其 中 引入 co 和 上 = 0, 是 为 解决 x, 的 均值 Ex, 带 有 
常数 项 的 问题 .如 果实 际 问 题 中 x 确实 带 非 零 常数 项 的 式 {-19) ,期 式 {2-19) 石 边 
增加 常数 硕 oo, 则 在 上 述 定 义 的 矢量 二 中 的 第 一 分 其 负 = nao. 此 时 式 (2-19) 可 以 
写成 如 下 的 矩阵 形式 ， 

= A +6, {2-20) 

这 是 典 圳 的 钱 性 同 归 和 矩阵 形式 .因此 ,在 彼 定 6, 为 哲 唤 声 呵 由 具有 正 态 分 布 时 , 依 
回归 分 析 的 熟知 结果 可 知 , 当 凯 成 立时 ， 
(np DAG- Vn rcoll? 


Fi em 

2p | 下 一 4E | 
其 中 到 21 为 了 和 分布 ,其 2p 为 第 一 自由 度 ,mn -2p 一 1 为 第 二 自由 度 ; 为 样本 
均值, 按 式 (1-1) 计算 演 为 起 的 最 小 一 乘 估 计 , 即 

EE- [ATAITATN. {2-22) 

2 于 于 给 眉 的 置信 求 平 a( 比 如 = 0.05), 使 用 分 布 表 可 查 岂 相应 的 临界 值 所 ,使 

Pt{ Fos, _2p -1 > | 二 并， 
于 是 , 当 计 算 值 只 > 只 时 ,省 定 原 彼 设 于 ;否则 ,不 否定 原 假 设 . 此 时 可 以 汰 为 接 
受 对 立 候 设 ， 

在 很 泛 检 验 中 不 否定 Ho 时 ,或 者 根据 实际 背景 直接 认定 数据 序列 满足 式 
(2-19) 模 弄 时 , 山 要 对 式 (2-19) 中 的 未 知 参数 a 和 已 进行 估计 ,事实 上 ,和 在 上 述 分 
析 中 已 经 给 出 过 它们 的 估计 公式 ,这 就 是 式 (2-22). 这 一 公民 当然 可 以 用 来 给 出 a 
和 和 的 最 小 二 懂 佑 计 , 即 由 式 (2-2) 计算 出 

Ee [全 ,后 4 ,El 7 ,Ey )T， 


a -人 2 = Siro (Qj = 1,2,* ,7). 

另外 , 当 Fx, 小 除了 有 式 {2-19) 中 的 三 角 函 数 外 ,还 有 常数 项 时 ,比如 此 项 真 值 为 
ao; 则 言 = 可 作为 m0 的 村 计 . 当 gx 恰好 是 式 (2- 49) 的 均值 时 , 即 相 应 的 常数 项 
m = 加 9, 则 售 应 当 是 对 真 信和 零 的 估计 , 其 绝对 值 应 该 是 较 小 的 . 

还 应 指出 ,在 入 ,中 ,2 和 p 本 身 都 已 知 时 , 式 (2- 19) 是 典型 的 半角 函数 回 
让 模型 ,这 时 可 以 直接 使 用 回归 分 析 中 的 方法 对 a 和 名 进行 估计 ,不 一 定 再 使 用 式 
(2-22) 来 估计 ,从 理论 十 说 ,在 这 种 情况 下 ,这 两 种 估计 的 结果 应 当 是 相同 的 ,这 里 
不 -列举 了 ， 

2,4.2 未 知 频 率 的 估计 


在 前 - -小 节 里 ,讨论 了 在 频 举 已 知 时 的 参数 估计 和 检 恰 问题 . 当然 ,频率 刷 知 


~ Fa (2-21) 


那么 
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的 含 这 是 广 诈 的 , 即 可 以 是 严格 已 知 ,也 可 以 是 实际 中 指定 ,还 包括 是 利用 数据 序 
列 个 计 出 采 的 .下 面 讨论 如 何 利用 样本 序列 估计 木 知 频率 的 阿 题 . 
1. 已 知 p =1 
当世 和 若 式 (2-19) 中 p= 工时 ,有 
x = oat BE) + Baint OF) + e, (HE (0,n)), 
如 果 a 和 不 同时 为 零 , 则 Ex = weos( 训 ) + Bsin( 奏 ) 为 问 期 汕 数 , 且 是 单 周 期 的 简 
单 雍 波 苹 数 ,经 过 适当 的 数学 推导 叮 知 , 满 足 攻 式 的 x 的 周期 图 有 以 下 的 性 质 ， 
. fw) _ {ero) {w= 0)}, ,. 
Lim 一 { {a0 2 0), tin P), {2-23) 
扯 中 et9) 表示 与 8 有 关 的 非 负 常数 ;“in P" 吾 示 依 概 座 起 艾 下 收 化 .如 果 a = b= 
0, 则 x， = & ;此 时 Aw) 实际 上 是 口 曲 声 的 冉 期 图 .对 此 ,在 如 下 的 大 样本 特征 : 
lim sup < 中。 {2-24) 
上 式 的 证 明 必 繁 天 的 .但 足 ,通过 对 比 e = = 0 各 ,4 不 全 为 零 的 两 种 对 立 情况 ， 
可 以 寿山, 前 者 的 fw) 与 n 同 阶 ,后 者 的 [iw) 与 logn 同 阶 . 这 一 显著 差 漳 时 寻找 
未 知 频率 的 理论 依据 . 
在 p = 1 时 , 记 全 为 如 下 极 值 问 题 之 解 , 即 


[人 = ,Su tw). 
根据 上 述 分 析 , 可 以 相信 任 是 未 知 参 数 9 的 合理 入 计 . 理论 上 证 明 也 的 确 如 此 . 
2. 已 知 p >1 
原则 上 说 ,解决 已 知 p 时 未 知 频 率 的 估计 问题 ,对 Jp = 1 或 p > 1 并 无 实质 
性 区 别 .但 是 ,在 具体 计算 时 会 过 到 一 - 些 问题 . 其 原因 在 , 当 p = 1 时 ,只 须 找 到 


Tw) 的 极 大 值 点 所 相应 的 宫 , 而 在 p > I 时 ,面临 着 如 何 找 出 p 个 极 大 值 的 问题 . 初 


步 设 想 ,应 六 寻找 右 的 所 有 可 能 的 局 部 极 大 值 点 所 相 应 的 全 ,由 于 I(w) 是 连续 晒 
数 ,从 理论 上 讲 , 这 是 可行 的 ;再 在 所 有 可 能 的 局 部 极 大 值 中 寻找 出 前 个 最 大 者 ， 
出 于 是 已 知 的 ,这 也 是 可 行 的 ;最 后 ,以 这 个 最 大 的 极 信 所 相应 的 合作 为 p 个 未 
知 频率 的 估计 . 

以 上 设想 不 仅 是 在 原理 上 可 行 的 ,而 且 也 是 现实 中 常用 的 . 只 是 还 有 一 点 需要 


在 计算 中 注意 , 即 当 上 述 的 命 中 存在 着 的 两 个 不 同 合 非常 靠近 时 ,会 遇 到 一 些 麻 
烦 .尤其 是 在 半 找 7(w) 的 局 部 极 值 时 ,由 于 只 是 依据 了 Aw) 在 有 限 的 离散 点 ww 
处 的 A(w,) 之 值 ,更 容易 遇 到 上 述 的 麻烦 .而 实际 应 用 中 区 和 多 是 以 1(w) 寻找 局 部 


极 值 的 ,因此 ,要 特别 予以 注意 .那么 , 当 售 中 近 现 二 者 十 分 靠近 的 情况 时 .会 有 怎 
样 的 麻烦 昵 ? 直 观 地 说 ,当今 是 Kaw) 的 局 部 极 值 点 时 ,由 于 1{w) 的 连续 性 , Kow) 
在 w = 总 的 临 域 之 中 的 肥 值 也 相对 较 大 ,甚至 于 比 某 些 局 部 极 值 还 大 ; 叉 由 于 只 
在 Kay 的 有 限 个 离散 值 中 了 寻找 极 大 值 ,很 可 能 出 现 假 的 局 部 极 值 点 .此 外 , 命 本 身 
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就 不 是 真 的 局 部 极 值 点 所 相应 的 频率 值 点 ,这 也 会 造成 上 述 的 肾 烦 . 
为 了 点 服 上 述 现象 带 来 的 技术 性 的 麻烦 ,常用 的 办 法 中 ,在 寻找 局 部 极 值 点 


时 ,使 得 5 个 最 大 的 极 大 值 相应 的 人 之 问 的 最 相近 的 距离 大 上 给 定 的 某 个 正 数 . 
双 于 此 o 值 的 选择 问题 , 训 览 靠 一 定 的 实际 经 验 沙 助 解决 . 

3.p 未 知 

当 式 (2-19) 中 器 值 未 知 时 ,应 当先 对 p 作出 入 让, 然后 再 按 上 述 p 已 知 的 情 
况 , 对 未 知 参 数 进行 居 计 . 这 里 仅 提 出 两 种 确定 p 的 方法 .第 .种 方法 是 依靠 类 似 
上 式 (2-23) 和 式 (2-24) 的 更 精细 的 理论 结 染 ,分 析 周 期 图 的 极 值 特征 ,给 出 p 的 个 
计 . 由 于 内 容 梢 复杂 些 , 受 篇 幅 所 限 ,这 里 不 再 介绍 ,可 和 参阅 义 献 [1]. 另 一 种 确定 p 
的 方法 被 称 为 极 大 灶 谱 方法 , 它 与 下 一 章 中 将 要 介绍 的 自 回 放 阶 数 佑 计 的 方法 相 
同 , 吕 见 上- ' 章 中 有 关 的 内 容 . 


3 ”线性 序列 参数 模型 一 一 ARMA 模型 


时 间 序 列 的 自 相 关 分 析 和 谱 分 析 ,仅仅 刻画 了 序列 的 -- 乔 拖 的 相关 结构 ,而 不 
是 全 部 结构 .或 者 说 ,具有 完全 相同 的 自 塘 方差 辆 数 的 序 齐 , 其 谱 分 布 也 白 然 相 癌 ， 
但 是 这 种 序列 的 更 高 阶 矩 的 结构 ,或 者 其 他 概率 结构 ,还 串 以 各 不 相同 .为 了 进 - 
步 描述 时 间 序 列 的 结构 特征 ,本 章 将 讨论 线性 时 间 序 列 中 的 有 有限 参数 模型 ,它们 是 
自 回归 淆 动 平均 模型 ,又 简单 记 为 ARMAtautoregressive moving average) 模型 . 此 外 
还 将 介绍 与 其 有 关 的 其 他 模型 . 


3.1 ARMA 模型 


3.1.1 线性 时 间 上 序列 


前 两 竟 所 介绍 的 自 相关 分 析 和 谱 分 析 , 对 性 何平 稳 序列 部 适用 ,并 未 涉及 序列 
的 其 他 结构 ,在 第 1 章 中 引进 白 只 声 序列 时 ,还 指出 过 ,许多 重要 的 平稳 序列 都 是 
由 锯 曲 声 序 列 变换 而 来 的 .在 这 - : 章 中 将 要 介绍 的 线性 序列 ,就 是 由 白 品 声 变 换 而 
来 的 .虽然 ,下 面 仍 将 使 用 自 相关 分 析 和 谱 分 析 的 基本 方法 研究 此 类 序列 ,但 是 ,由 
于 限定 了 线性 平稳 序列 ,其 自 相 关 结 构 能 在 较 大 程度 上 提示 出 序列 的 结构 特征 . 

如 果 平 稳 序列 1x,| 能 有 表达 形式 


= 六 ge- SN 区 ,Ee? 二 = a), {3- 1) 
则 称 其 为 线 相 序列 上 式 中 & 为 白 品 声 序列 . 关于 线性 序列 的 定义 还 有 其 他 不 同 的 
公式, 这 里 暂 用 式 (3-1). 上 式 表 明 ,%, 是 白 噪声 e 的 延迟 消 动 加 权 求 和 ,有 时 也 统 
称 为 清 克 平均 ， 
显然 ,线性 序列 妈 是 半 稳 序列 中 的 特殊 的 类 ,比如 , 序 麟 


x = ER | (4-2) 
就 不 昆 线 ， 和 王 文 二 将 看 到 , 式 人 3-2) 中 的 x 基 :种 非 线 性 平稳 序 列 . 
式 (3-1) 中 平稳 序列 前 结构 特征 被 全 部 系数 田 和 有 的 分 布 唯 决定 .而 囊 叉 
与 鸭 自 落 方 关 摧 数 训 有 如 上 的 关系 : 


We = Exexiri = > > mee 人 2 


t= ,1- 
= 了 Dp = Yk (Ek = 0,1,2.), (3-3) 
相应 的 日 相关 聘 数 pi 为 


y A 
Pr = 一 0 _ 电 一 站 ,| ,2,..). 【3-4) 
有 YY 3 
名 


根基 复 变 明 数 理论 可 伸 , 直 (3-4) 中 的 才 和 庆 全 体 是 相 下 -对 应 的 .换言之 ,出 
几 全 体 可 唯 - .决定 ,反之 亦 然 .这 - .点 赵 很 重要 的 , 它 说 盟 线 性 序列 的 月 相关 函 
数 瞧 一 地 确定 了 上 革 滑 动 加 权 的 系数 , 贞 联 合 s 的 分 布 则 决定 了 序列 的 全 部 结构 竺 
和 狂 . 尽 管 这 种 结构 在 实际 使 用 时 并 不 总 被 关注 ,但是 ,出 玉 = 的 分 布 和 上 都 性 可 以 
被 估计 的 ,从 而 线性 序 刻 的 结构 总 是 完全 可 以 被 估计 的 . 间 - 般 平稳 序列 而 言 ,这 
一 点 不 十 总 可 以 做 到 的 . 

一 方面 .利用 式 (2-6) 还 可 以 建立 起 式 (3-1) 中 请 系数 几 与 % 的 谱 密 度 的 联 
系 , 郧 


所 上 = 2% 2 yexp(- jn) 
2 < < 
= 知 ， 和 2 2 bbe ep - iliw) 


-|Bwert 让 G9) 

在 此 顺 使 指出 ,满足 式 {3-1) 的 线性 序 麟 具有 式 (3- 5) 的 游 密 诬 , 扩 之 不 - - 定 总 成 
立 . 也 就 是 说 ,在 在 着 其 他 县 有 式 (3-51 谱 密 度 前 平稳 序列 ,不 基 满 是 式 (3-1) 的 线 
性 序列 . 

3.1.2 ARMA 序列 与 模型 

尽管 线性 平稳 序列 只 是 平稳 序列 的 子 类 ,但 是 ,如 果 式 {3-1) 中 的 全 部 系数 部 
旦 自由 取 划 的 参数 , 其 个 数 是 无 穷 多 的 .这 在 实际 中 是 无 波 佑 计 的 ,也 是 无 法 操作 
的 . 国 此 ,其 有 实际 使 用 价值 的 线性 序列 ,其 相应 的 系数 是 被 有 限 个 未 知 参 数 决 定 
的 , 亦 称 为 做 不 胡 限 参数 的 线性 序列 , 以 下 先 举 -个 最 简单 的 例子 .例如 ， 


= ee, {lal< 1)， (3-5) 
1=0 
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量 然 ,上 式 丰 边 锡 谎 数 是 收 襄 的 ,而 H， 
多 三 a 《了 一 0.1,2,…)， 
这 些 6 具 依 起 于 一 个 未 知 参 数 w. 
经 过 简单 的 验算 便 可 娠 ,上 上 还 的 x 满足 世上 下 网 递 扒 关系 式 : 


号 E33 
3 3 - 
| 
YT 一 dl 二 > ee, -ji 一 > J Ej 二 Sr 
Jn | 


Ke = ec | 中 Er 
这 关系 式 被 称 为 : 阶 自 回归 横 型 , 简 记 为 ARC1) 模型 . 
骨 由 成 3- 外 ,得 
a ‘1 . 。 2 a 
fw) 一 2 2 exp(- ii | ”2 | {1— rxpt 一 io 1 

以 上 的 用 述 不 人 刷 简 单 明 了 ,而 凡 容 易 被 排 广 和 到 而 高 阶 的 身 回 归 模 型 . 
1. aR 模型 

入 R 模型 为 


Tp (3-7) 
俱 中 性 为 让 虞 吉 , 而 引 6 与 ACE 1 独立 6 = (myea yo) 为 自 回 时 系数 ; 
P 党 自 回归 阶 数 . 为 了 保证 存在 平稳 序列 满足 式 (3-7), 还 需要 类 狂 于 式 (3-6) 中 
1a 1 < 1 的 条 件 , 即 如 下 的 平稳 性 条 件 : 


lan— a -aw 人 0 {对 于 性 和 | 1 二 1). {3.8) 
2. MA 模型 
MA 模型 为 
We = Ee PE Oo er? — 一遍 sg {3-9) 


其 中 为 唐 虹 声 ;站 = 【8 和 记 ，…… 吧 六 为 滑动 平 铭 系 煞 ;9 为 阶 数 .无 论 记 是 念 样 的 
值 , 忒 (3-9) 中 的 二 总 是 平稳 线性 序 别 .但 是 ,为 了 使 忒 人 3-0 中 的 品 与 序列 的 日 机 
无 陋 数 相 车  : 对 诬 , 也 为 了 有 能 表达 成 x 的 调动 和 , 击 紧 附加 :个 与 忒 各 -有 相 
似 的 条 件 , 并 称 之 为 吕 逆 性 条 件 . 即 


lBu- tu- -Bu #0 《对 - 女 | nl 1). (3-10) 
3. ARMA 模型 
ARMEA 模型 为 
x = QI 和 pp 二 一 站 6 (3-11) 


其 中 8 为 口 曲 声 ,6, #5 宇 耻 独 并 ;14982 一 ;6@y 为 自问 归 系 数 ;p 为 自 回 归 阶 
数 ;B,, 局,…,B, 为 滑动 平均 系数 ;9 为 沸 动 平均 阶 数 ; 半 稳 福 条 件 式 (3-8) 和 可 首 
性 条 件 蕊 (3-10) 同时 成 立 . 
记 B 为 后 物 算 子 , 寻 Bx, = zi1,Be, = &1_1; 思 x = 和 等 等 .再 记 
piu) = 1- ou op, 
Ba) = 1 PAu — Aw, 
于 是 , 式 (3-11) 可 以 第 与 成 
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¢(B}x, = 8(B)e,. (3-12) 
异 甚 上 式 可 得 到 式 (3-12) 的 传递 形式 ， 
x = Pp (BOB)e, = J(B)e, = > ws， (3- 03) 
其 中 和 
4(B) = DyB, 
才 庄 系数 由 以 下 恒等式 确定 和 


g(B}y(B) = 8C3) 
另 形成 是 逆转 形式 ,是 


er = OB) p(B)%, = (By = 会，rpr (3-14) 


了 一 


be 


靶 中 
r(B) = 之 ;为 B， 


fi 请 系数 由 以 上 恒等式 确定 
PB)Y = HB} AtB). 
仿照 讨论 式 (3-6) 中 x 的 谱 密 度 表达 碟 方 法 ,再 利用 式 (3- 12) 中 的 缩写 符号 ， 
坟 以 导出 满足 式 (3-111 的 x, 的 谱 密 度 为 
2 ia 2 
fw) = 7 eee) (3-15) 
十 式 中 的 谱 密 度 隔 数 被 称 为 有 理 谱 密 讼 函数 .容易 看 出 ,有 有理 谱 密 上 诬 汕 数 能 够 很 好 
地 通 近 和 连续 谱 密 座 消 数 . 由 此 可 见 , ARMA 模型 的 解 能 够 很 好 地 通 近 线性 序列 .由 
1 ARMA 模型 在 许多 领域 中 有 实际 背 蝶 ,所 以 ,ARMA 模 刚 具有 三 泛 的 应 用 价值 ， 
而 且 也 被 研究 得 较 深 入 . 
在 研究 ARMA 模型 的 逢 计时 ,还 将 要 用 到 ARMA 序列 的 自 协 方 差 函 数 的 性 质 ， 
为 此 下 而 将 介绍 ARMA 序 别 的 自 协 方 差 落 数 的 量 主要 的 性 质 ， 
首先 ,考虑 AR 模型 式 (3-7), 在 式 (3-7) 现 边 同 蒋 以 ,然后 再 间 求 期 湛 值 ， 
可 得 
FE = IN + Gar op (Fk 1), (3-16) 
上 式 窜 称 为 尤 尔 - 沃克 (Yule-Walker) 方程 ， 
上 其 次 ,考虑 式 (3-9)MA 模型 .经 过 直接 验证 ,可 得 


of1+ 所 + 人民 ) (& = 0), 
本 | B+ BB +t +h {ls ke 0), (3-17) 
0 i > 
最 后 ,考虑 式 (3-11)ARMA 模型 .使 用 以 上 类似 的 推理 方法 ,可 得 
Vers = Orert tt OY or-2 tt Tyri-p (j= 1). (3-18) 


记 六 = 和 -et 它 是 满 是 式 (3-9) 的 MA 序列 ,其 自 协 方差 两 数 
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满 中 式 (3- 17)， 
以 上 人 这些 公 成 建立 了 ARMA 模型 的 自 协 方 老 函 数值 与 相应 横 卉 参数 的 联系 . 


3.1.3 ARMA 序列 的 预报 


时 间 序 列 的 预报 方法 是 时 间 序 列 分 析 的 重要 内 容 .所 谢 时 间 序 列 预报 ,就 是 根 
据 序 列 的 现在 和 历史 值 ,对 未 来 时 刻 的 取 值 进行 估计 ,在 讨论 ARMA 序列 的 预报 方 
法 之 前 , 先 介绍 两 种 预报 准则 ， 

记 xz ,mm ，… ,x 为 平稳 序列 的 样本 . 先 讨论 对 ,的 全 计 , 亦 称 为 --… 卡 现 报 . 
其 预报 准则 有 以 下 两 种 ， 

其 ,线性 最 小 方差 预报 准则 . 即 选 择 满 是 以 下 册 条 什 的 估计 X01: 


en 
Tip] 一 CI + C2 十 ”十 Cn 
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A , 
本 (xz — Ro) = nf Flr - dxt — ax -7 — dn) 
C9 


其 一 ,最 小 方差 预报 准则 . 即 选择 函数 ,使 
Ef x 一 机 (一 Inf Bt x. — 四 fr 
记 1 | 海平 稳 序 列 . 出 于 所 , = 0, 和 = Brow 为 此 月 协 方差 值 ,根据 概率 和 算 阵 推 
演 ,不 难 给 出 满足 线性 最 小 方差 预报 淮 则 的- - 步 预 报 什 : 
Ee 二 [Tipb, | 天。， (3-19) 
其 中 其 "一 (x ns 
Bb, = (yi ys yn) 


Fn Ft nl 
zi ro ~" Yn 


-1 Yhn-2 所 市 ro 


利用 条 件 期 望 的 定义 和 性质 不 难 验 证 ,满足 最 小 方 莽 准则 的 -* 步 预报 后 是 如 

下 的 条 件 期 鹿 值 : 
a 二 El xn+i | Kn Kn (3-20) 

容易 看 出 ,要 计算 式 (3- 19) 的 钱 性 最 小 方差 预报 ,只 要 利用 序列 的 自 协 方 专 卫 
数值 就 可 实现 ;而 计算 式 (3-20) 的 条 件 期 望 值 , 则 必须 知道 * , xs,…, xsi 的 联合 
分 布 ,这 比 知道 x1 ,x2,… ,和 ,1 的 自 协 方差 值 要 复杂 得 多 . 

以 上 两 种 预报 方法 ,对 一 般 平 稳 序列 均 适 用 .但 是 ,两 种 预报 结果 不 一 定 相 门 . 
对 于 线性 序列 式 (3-1) 而 言 ,两 种 预报 方法 是 一 致 的 ;反之 小 一定 成 立 .事实 上 ,在 
第 4 章 中 将 看 到 ,对 于 某 些 非 线 性 序列 的 一 步 预 报 ,以 工商 种 方法 就 不 一 定 相 同 . 

现在 讨论 ARMA 序列 的 预报 问题 , 由 于 ARMA 序列 是 线 忻 序列 ,而 对 线性 夯 列 
来 说 ,以 上 两 种 预报 方法 是 -- 致 的 ,所 以 ,这 里 从 讨论 条 件 期 日 的 砚 报 方法 . 


3 线性 序列 参数 模型 


上 &RMA 横 型 ‘615 ， 


(AR 序列 的 项 报 .利用 式 (3-7) 和 条 件 期 望 的 性 质 . 易 见 


人 4 十 | Pt wn | Xu， Xn ls 1) 


Elax, + ox | + "+ Ox | Xs Nn pl) 


Li | | 


ClRa 十 HR np 
a 二 E(x | Kn Tal 


i 
二 第] 十 人 二 这 十 "十 a tp {3-21) 


上 碟 涪 明 }x| 的 多 步 预报 可 以 用 和 迭代 形式 计算 , 府 且 其 初始 值 富 = x ,1 = 
2 区 步 预 报 的 计算 十 分 方 使 是 AR 模型 的 主要 优点 之 
27 了 Ma 序列 的 预报 . 利 月 式 生 -97 可知， 


人 T 
Xnsl| 二 En | 和 


Flenit — Pigs 一 HEn_ grt | Th Xo 1 

— BiBlen | 2 
BElEn gl | as Xn 1s 1). (3-22) 
利用 式 {3-14) ,可 知 


A [ a 一 En 一 ru 了 
但 是 ,在 式 (3-22) 的 条 件 期 望 值 中 ,其 条件 为 x , x.1,… ,241, 而 上 式 的 条 件 是 六 
x .1,… 即 全 部 历史 值 为 已 知 条 件 .利用 式 (3-10) 的 条 件 可 知 , 上 式 中 的 系数 x 以 
指数 速度 趋 于 零 ,从 而 有 以 下 的 近似 公 式 : 


< - 下 -一 卫 到 所 
a Pi Zrpm- -1 -Br -1-1 -和 人 一 了 -号 +1。 
对 于 MA 闻 列 的 多 芗 预报 ， 也 可 按 . 上 述 方法 近似 求 得 ， 这 由 从 略 ， 需要 特别 指出 的 
是 ， 


Wars = 0 (Fk > gq). (3-23) 
(3)ARMA 序列 的 预报 .利用 式 (3-14) 以 及 上 述 的 MA 序列 近似 预报 方法 ,可 以 
近似 估计 E ,sa_1,… 各 和, 从 而 可 以 绽 出 zi4 估计 葵 , 细 节 从 上 略 . 
这 里 还 要 顺便 指出 ,在 符 出 预报 后 ,还 应 给 出 预报 误差 的 方差 值 .对 于 AR 模型 
来 说 ,一 步 预报 误差 的 方差 就 是 es, 的 方差 ,因为 


(it 一 Xa) = Entlr 
对 一 般 ARMA 模 刺 而 言 ,其 上 步 预报 的 谋 差 方 基 满足 
EL tar) = E(x irl ar { 之 D), 
bgt Nan) = gl 的 二 十 只) (大池 1 ， 


其 由 站 为 式 (3-13) 中 的 系数 . 
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3.2 ARMA 模型 合计 


3.2.1 AR 模型 估计 


所 请 AR 模型 的 估计 ,就 是 根据 数据 序列 x1, x0,…, ,建立 AR 模型 ,也 称 为 
AR 模型 氢 合 ,其 中 包括 对 模型 参数 和 阶 数 的 估计 .下面 先 讨论 阶 数 已 知 时 的 参数 
估计 问题 . 关于 阶 数 估计 问题 将 放 在 最 后 讨论 ， 

1. 尤 尔 - 沃克 估计 

将 元 尔 - 沃克 方程 式 (3-16) 中 的 x 请 值 用 相应 的 样本 值 代替 ,并 取 上 = 1,2， 
…,p; 则 得 到 = (a1,a2,…,ap)" 的 尤 尔 -沃克 估计 : 


人 = T's, 《3-24) 

二 中 省 = (Fp 
ne ns, en 

Yo Yi Yl 
~ A ~ 

T= A Yo Hp-2 
A ro ne, 

Yop! Yo 0 


由 于 这 一 方法 只 用 到 了 序列 的 样本 二 阶 乒 之 值 , 所 以 也 称 为 生 佑 计 方 法 ， 

2. 量 小 二 氏 佑 计 

由 二 式 (3-7) 与 线性 回归 模型 十 分 相 根 ,所 以 可 用 取 小 一 乘法 来 估计 自 四 时 
系数 , 即 求解 如 下 极 小 值 问 题 ， 


inf pA 一 lt a) 


当 样 本 长 度 nn 较 大 时 ， ,不 奴 寿山 ， 以 上 帅 种 估计 是 近似 相等 的 ,这 里 略 志 细节 . 

3. 极 大 羽 然 估计 

如 果 在 模型 式 (3-7) 小 假定 5 为 正 态 白 噪声 序 到 ,样本 z+, x2, ,5 的 对 数 似 
然 耳 数 为 


Haye | wy ra 一 log2r- 7 Log | i 过 广发 na ks, (3-25) 


共 中 卫 , 与 蕊 的 定义 与 式 (3-19) 相 同 , | 工 , | 人 二 恨 近 (3 16) 
知 , 叫 的 元 素 7;_, 都 是 未知 参数 g 和 a 的 了 汕 数 ,但 是 关系 比较 复杂 , 准 于 写 出 简单 
的 明显 表达 成 ,所 以 ,严格 求解 式 (3-25) 的 极 大 值 是 | 分 了 用 难 的 , 邑 难以 求 出 精确 
的 极 大 似 然 估计 .在 样本 长 度 上 较 大 时 ,可 以 建立 起 (3-25) 的 近似 求解 方法 ,而 且 ， 
也 与 1. 利 2. 中 的 估计 相近 概 . 由 本 方法 的 叙述 较 复 各, 这 毕 从 了 略 ,可 参见 文献 [4]. 
4. 残 差 方 差 情 计 
当 AR 模 型 式 (3.7) 中 的 参数 被 合计 出 来 后 ,还 要 对 残 闫 项 s 的 方差 o 进行 估 


3 线性 序列 参数 模型 一 一 ARMA 巾 剧 8517 ， 


计 . 记 如 为 & 的 估计 ,于 屁 拟 合 AR 模型 后 的 残 差 序列 为 


Ei 二 th RI (k= p+ lp+2,.,n), (3-26) 
残 差 方 益 o 的 估计 为 
他- 一 | Da. (3-27) 
下 一 Ps pt+1 
特别 是," a 为 亡 尔 - 沃克 倘 计 时 ,0 有 如 下 表达 式 ; 
Li (3-28) 


其 中 全 和 全 史 式 (3-24) 中 的 定义 . 

3.2.2 MR 杰 型 合计 

1. 矩 估计 

在 式 (3-17) 中 以 了 代替》 ,并 考虑 庆 = 0.1 ,1 等 r+y 工 个 方程 式 , 寻 找 此 方 
程式 之 解 作 为 丰 利 喇 的 估计 , 称 为 矩 怖 计 . 当 存 在 多 组 解 时 ,应 选择 满足 式 (3-10) 
的 让 作为 时 的 知 计 .由 二 计算 方法 复 热 ,在 实际 应 用 中 ,只 为 在 9 不 太 大 时 ,比如 3 
所 4 时 ,才能 求 出 时 和 o: 的 拓 估 计 . 

2. 极 大 似 然 估计 

在 MA 模型 式 13- 久 中 ， 当 es 被 候 定 为 扬 曝 声 时 ,样本 mxappx 的 对 数 亿 然 
了 消 数 为 

ip,o | wi ras 和 一 一 了 log2r — log | 1 |- XI. 

上 式 表 而 上 与 式 (3-25) 相同 , 俱 是 , 式 中 的 卫 的 渚 元 素 .是 按照 式 (3-17) 与 本 
知 参 数 攻 利于 相 联系 的 .网 样 因为 证 有 有 简单 的 明显 的 联系 去 达 式 ,无 法 求解 严格 极 
大 似 然 估 让 ,只 能 求解 近似 估计 .其 方法 可 用 一般 数值 玉 前 方法 , 详 风 文献 [41]. 

3. 自 回归 逼近 方法 

根据 ARMA 模型 的 道 转 形式 趟 !3-147 可 知 ,MA 模 煌 水 可 视 为 无 穷 阶 的 AR 模 
型 .再 依 可 道 性 条 件 式 (3-10) 知 , 道 转 形式 式 43-14; 中 的 系数 x 以 措 数 速度 赵 于 
零 .这 表明 gq 阶 的 MA 模型 叮 以 用 适当 高 阶 AR 模 开 近 似 撒 述 . 当 z 已 知 时 ,可 根据 
数据 序列 x ,x2,… ,x 报 合 P 阶 AR 模型 ,其 方法 可 用 尤 尔 - 沃克 居 计 ,其 中 PP 比 4 


大 得 多 ,但 应 当 比 小 得 多 . 记 此 报 合 的 残 养 序列 为 E 尖 = P+1P+2,…,n, 这 
可 用 上 类似 于 式 (3-26) 方法 计算 ,只 须 将 式 (3-26) 中 的 用 这 里 的 天 代替 .然后 , 极 
据 MA 模型 式 13-9) 写 出 如 下 的 近似 模型 ; 
x = Pei- Fer -Petete (t= P+ilP+2,.,n). 
{3-29) 


注意 ,上 式 中 和 e,_ (1 < /< 们 都 有 记录 值 或 计算 值 ,s, 仍 表示 不 可 测量 的 折 曲 
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各. 采 坟 ,上 式 是 典型 的 线性 回归 模型 ,x 为 应 变 元 ,8,_ (1 志 j 三 8) 为 自 变 元 ,e, 为 
残 益 .利用 部 知 的 十 归 分 析 太 法 ,比如 用 最 熟知 的 最 小 一 采 方 法 ,可 以 容 电 地 给 出 
和 的 促 计 ,这 里 从 辽 . 这 种 自 同 站 近 的 方法 ,上 大 计算 广 法 简便 ,具有 较 好 的 实 
圳 性 ， 


3.2.3 ARMA 模型 估计 
1. 矩 居 讨 
将 式 (3-18) 中 前 关 值 以 证 样 木 值 分 代 伴 .并 肥 志 = 1.2,…,p, 于 是 得 到 如 下 
的 线 作 代数 方程 ， 
aly, + a2¥ el 二 "十 apy, p+1 三 Yun 


A re A 
iorl i+ daye tt + pa pt = Far 


本 A i 
Urn-t 十 本 2 六 +- 和 + “十 doe 一 六 +D。 


注意 在 上 式 中 了 = 了 jp 不 守 0. 求 出 以 上 方差 的 解 E= (aoz，va)T 即 为 w 的 
甜 估 计 . 

在 获得 估计 食 后 ,计算 了,， 

Y, = 如 一 | 一 的 一 … 一 Cl， 人 =p+1,p+2,",n). 
吕 近 似 视 了 , 为 MA 序列 ,其 阶 数 为 9. 于 是 ,用 前 节 的 方法 可 以 给 出 灵 和 于 的 佑 
计 . 

2. 自 回归 追 近 方法 

其 原理 与 MA 模型 的 自 回 归 导 近 方 法 相似 ,其 具体 方法 也 相似 ,只 是 式 (3-29) 
应 被 下 式 代 替 : 


XN Ber) 一 …- 一 Be + Er {f= 5+1,",n), 
(3-30) 
上 式 是 对 式 (3-11) 的 近似 描述 ,其 中 = maxfp 和: 介 上 式 中 的 和 为 应 蛮 匹 ， 


en 


2 为 自 变 死 , 则 上 上 式 是 典型 的 线性 回归 模型 ，F 是 , 式 
(3-30) 中 的 未 知 参 数 g ,有 和 时 都 可 用 回归 分配 方法 答谢 个 计 .这 种 自 疝 归还 近 方 
法 便 计算. 

3. 残 差 方 差 的 估计 

ARMA 模型 中 ge 特 方 差 刁 计 已 也 含 在 上 述 的 值 计 方 法 中 ,这 里 再 补充 一 种 全 
让 方法 .在 获得 ARMA 模型 参数 w 和 的 合计 a 入 以 后 , 朵 用 式 (3-11) 的 迭代 方 


yi 
法 给 出 拟 合 残 差 序列 el， 
A A A "ee A 
ts 二 Bier_I + + Bet Wm Np 【tt 三 中 十 [ ,站 
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其 中 af 二 了 过 站 ) 是 数据 序列 , 挝 代 的 初始 值 sse， 等 可 以 用 零 近 似 之 .有 
了 全 后 便 可 用 式 (3-27) 计算 喷 的 帖 计 安 . 
3.2.4 上 AREMA 模型 的 阶 数 属 计 


当 ARMA 模型 的 阶 数 和 7 未 知 时 ,需要 根据 数据 许 列 进行 估计 ,文献 中 提出 
过 不 少 估计 阶 数 的 方法 ,这 是 只 介绍 :种 应 用 较 普 总 的 定 阶 准则 , 即 AIC (akaike 
information criterion) 准则 .用 此 准则 确定 未 知 阶 数 称 为 A 性 计 , 其 方法 亦 称 AIC 方 
法 . 现 将 此 方法 描述 如 上 上 . 

棚 岂 x ,x2 表示 样本 序列 ,在 ARMA 模 型 的 阶 数 玉 知 时 , 仍 以 p 和 gg 表示 
之 ,它们 足 待 定 的 非 负 整数 .对 十 任意 一 对 p,# 的 给 定 值 , 按 首 而 介绍 的 方法 .给 出 


相让 于 PP 和 7 阶 aRMA 模 型 的 参数 估计 ,并 给 出 拟人 台 残 差 方 程 的 估计 , 记 为 22f PP， 
7) ,这 中 的 p 和 #6 将 取 各 种 不 同 的 串 能 值 .于 是,AIC 准则 被 定 习 为 


上 ATCK PP 人) = loga: (p, g) + et (0 pg Ek)， (3-31) 
二 中 止 幕 数 主 是 预先 指定 的 , 坡 好 是 真 阶 数 的 某 个 已 知 眶 界 .在 无 法 销 出 这 样 的 
界 时 ,证 用 5 代替 , 儿 是 与 logn 同 阶 增加 的 正 整 数 ,P 和 9 让 称 为 AIC 佑 计 , 如果 
它们 是 式 (3-31) 中 AIC(p ,9) 的 最 小 值 解 ., 即 
ATCC 人 ,人 一 on ,AIC(P ,9)- {3-32) 
以 上 -方法 最 早 是 针对 AR 模型 定 阶 癌 题 提出 的 ,后 来 被 推广 到 ARMA 模型 阶 数 
估计 中 .在 理论 上 , 当 样 本 个 数 = 无 限 增加 时 ,有 人 人 证明, 让 AIC 准则 方法 给 出 的 阶 
数 估 计 分 和 了 比 直 值 小 的 概率 是 零 , 但 是 , 比 真 值 大 的 概率 岂 上 的 .这 就 说 明 ,AIC 
估计 方法 是 不 相 容 的 ,而 旦 说 明 ,其 佑 计 仿 大 的 概率 是 下 的 ,位 是 偏 小 的 概率 是 零 . 
在 这 种 理论 结果 的 影响 下 ,又 出 现 了 BHEC (hayesian information criterion) 准则 ,即将 
上 述 的 AICtp,9) 晒 数 用 到 下 BICtp， ,9 代替 ， 
BIC(p 0) 2 logh( p,q) + e+ 和 (0 < p,q ek) (3-33) 


其 他 步 又 不 变 , 仍 选择 使 上 - 述 RICCP 9) 训 极 小 信 的 分 和 分 人 为 p 和 4g 的 估计 , 并 称 
之 为 TiC 和 估计. 在 理论 上 已 被 证 明 , 当 样本 序列 的 确 满足 其 个 ARMA 模型 时 ,BIC 佑 


计 了 和 3 将 随 二 增加 而 趟 于 各 自 真 阶 数 , 即 HIC 广 法 是 相 容 的 .尽管 如 此 ,由 于 客观 
室 际 中 的 序列 很 难说 中 真正 的 ARMA 序列 ,进行 ARMA 模型 拟 合 的 实质 只 是 :种 
近似 描述 ,所 以 ,AIC 次 虽 方法 虽 丰 对 阶 数 高 估 的 特征 ,但 仍 旗 广泛 合用 ,特别 是 以 
强 报 为 莫 的 的 时 候 万 其 如 此 .具有 当 使 用 者 们 对 模型 结构 更 重视 时 , 才 对 BIC 方法 
下 有 兴起. 
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3.3 “ 非 平 稳 ARMA 序列 与 模型 


在 一 般 情况 卜 , 非 平稳 序列 可 能 起 非常 复 潜 的 ,难以 进行 任何 统计 分 林 . 月 前 ， 
己 被 研究 并 被 应 用 十 实际 的 非 半 称 序列 ,大 致 可 分 为 两 大 类 . 

第 .类 指 均值 呵 数 为 非 平稳 的 ,随机 项 是 平稳 的 , 确 荔 地 说 ,此 类 非 平 稳 序 列 
可 表 成 如 下 形式 : 

委 = M+ Ti, (3-34) 

其 中 %, 为 平稳 序列 ,m 为 非 随机 函数 ,一 般 壕 很 定 Ex = 0, 上 是 启 ,= mm 小 
定性 为 常 值 .特别 地 , 当 x 为 白 虐 声 时 , 式 (3-34) 是 典型 欧 非 线性 回归 模型 . 当 x 
是 平稳 序列 时 ,而 及 需要 对 它 建 立 ARMA 模型 时 ,这 就 届 二 时间 序 列 分 析 的 内 容 . 

如 困 纪 有 数据 序列 yxy,… ,Yi ; 则 既 要 根据 它们 枯 计 式 (3-34) 中 的 本 ,区 昌 
估计 * 的 ARMA 模型 ,这 可 分 两 此 完成 ， 

第 . 正 , 使 用 回 几 分 析 方 法 ,对 m 进行 估计 , 记 其 为 站 ,然后 计算 氢 合 残 差 序 
列 ， 


-Mm Ci = 1,2, ,1). 
.号 必 序 列 | x| 的 样本 ,按照 ARMA 模 型 的 估计 方法 , 拟 


第 一 占 ,将 祁 ,ty 
合 ARMA 模型 ， 

以 上 方法 旦 - -种 常用 的 方法 ,在 附加 正 态 ARMA 模型 的 假定 下 ,也 可 以 使 用 极 
大 伺 然 原理 ,对 趟 {3-34) 的 本 和 ARMA 模 型 进行 更 精细 的 怖 计 . 但 是 ,由 于 方法 这 
于 繁琐 ,除非 在 m 的 撒 式 简单 ,gq = 0, 日 p 值 不 大 的 情 沪 下 ,这 种 精细 的 估计 方法 
椎 以 计算 ， 

另 一 类 三平 稳 序 到 是 指 如 下 将 要 介绍 的 求 和 序列 和 地 节 序列 . 

3.3.1 求 和 序列 

若 ix| 为 平稳 ARMA 序 刻 , 则 称 

Yt 二 之 ,ax 
为 求 和 序列 . 仍 用 县 表示 姥 退 算 于, 则 有 
《1 -By = FF = 

在 形式 上 将 上 式 与 式 (3-12) 联系 ,可 得 


~ 
诗 


(1 - BYotB)y, = plB)x, = 人 及 Js (3-35) 
若 令 耳 (B) = 0 一 好 g(B), 则 上 式 又 可 瑟 成 : 
BB)Yy, = (BYe,. {3-36) 


上 式 在 形式 上 与 ARMA 模 型 式 (3-12) 相似 ,但 是 ®(B) 不 再 满足 式 (3-8) 的 平稳 性 
荣 件 . 
关于 有 求 和 序列 !y,; 的 预报 方法 ,与 ARMA 序 列 并 天 实质 上 的 区 别 , 因 为 mi = 
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Yn 十 上 n+l 住 纵 自 1 72， 3 引 , 电 就 给 证 了 22 453 和 yn 并 中 R= YE YE-1: 前 
在 给 定 x2; x xn 时 , 横 报 %,,1 的 方法 在 前 面 已 经 介绍 广 ,十 是 闫 于 yy ,i 的 预报 
为 


A A 
Yr+t = Yn + Xnrl 


其 中 nl = El | Kas Eas x1). 

大 米 和 模型 成 (3- 35) 的 估计 方法 ， 也 是 倍 助 于 ARMA 模型 拟 合 来 完成 的 . 若 
已 知 样本 序列 yy ,yy ;利用 与 x 的 关系 可 得 x, = x -yy_1; 从 而 可 得 ix| 的 
样 洒 序列 wy yz 和， 元 用 这 些 数据 序列 值 ， 以 及 前 面 介 绍 的 ARMA 模型 氢 合 方 
法 , 便 可 获得 模型 式 (3-35) 中 gtB) 和 8+B) 的 估计 . 

在 对 求 和 序列 进行 统计 分 析 时 , 北 较 重要 的 问题 有 判断 六 是 和 否 为 求 和 序列 ， 
文献 中 有 一 些 解 决 此 类 问题 的 方法 ,这 里 介绍 两 种 . 

第 一 种 是 直观 分 析 前 方法 ,所谓 直 观 分 析 , 旦 指 观察 样本 序列 mi ,yz 和 和 
差分 序列 yy 一 一 的 变化 趋 执 .可 将 这 册 个 序列 给 于 坐标 上 ,以 
叶 刻 1 为 机 坐标 ,4 和 {2 - 7 为 维 坐 慰 , 观 察 这 两 个 序 询 随 时 间 不 同 而 变化 的 
志 势 .过 六 有 明显 增长 (或 卜 降 ) 趋势 ,而 (mr - TD 近 亿 于 平稳 塞 化 时 ,可 认为 3 
是 求 和 序列 ,也 可 观察 y, 的 样本 自 相 关 函 数 全 的 变化 趋 热 , 生 当 大 增加 时 ,六 缓慢 
下 降 , 而 且 当 上 靠近 芋 时 ,py = 1, 则 可 潭 断 yy 为 求 和 序 剂 . 

另 一 种 方法 是 近似 的 假设 检验 方法 , 仍 以 x ,yz2,… ,7 表示 样本 序列 ,利用 前 


几 小 节 介绍 的 方法 ,对 此 序列 氛 合 ARMA 模型 ,并 求 出 相应 的 残 莽 序 曾 ss. 计算 人 


的 样本 自 相关 函数 说 (es)( 见 式 {1-3)). 再 利用 式 (1-7) 则 可 得 到 判断 1%1 是 和 否 为 
平稳 ARMA 序 鹿 的 检验 方法 ,这 里 细节 从 略 . 

以 上 分 绍 的 是 - 阶 求 和 序列 ,类似 地 还 可 推广 到 dd 院 讨 和 序列 .所 谓 世 阶 求 和 
序列 ,是 指 六 为 某 个 平稳 ARMA 序列 的 过 重 求 和 , 亦 可 说 ,对 的 二 次 差分 后 为 
ARMA 序列 . 措 言 之 ,在 或 (3-36) 中 的 

DB) = (1 一 Bp(B), 
井中 8 是 正 整 数 ,为 求 和 阶 数 ;wp(B) 为 满足 平稳 性 条 件 的 月 回 归 系 数 名 项 式 ， 

关于 志 阶 求 和 序列 的 预报 方法 ,比较 容易 理解 和 计算 .但 是 ,关于 4 阶 求 和 模 
增 的 居 计 , 则 增加 了 对 未 知 阶 数 的 4d 估计 内 容 . 由 于 -- 般 使 用 的 4d 值 不 会 太 大 ,- 
般 具 取 g = 1 战 2, 所 以 ,这 里 不 再 介绍 一 般 的 & 阶 模型 的 估计 方法 . 


3.3,2 季节 性 序列 


在 气象 经济 等 许多 领 感 的 月 记录 序列 中 ,明显 地 呈现 和 有 !2 周 期 的 变化 规律 . 
对 于 这 种 带 随 机 性 的 夺 期 变化 规律 ,有 几 种 不 同 的 播 述 方法 . 这 里 只 叙述 季节 
ARMA 模型 的 措 述 方法 . 简 言 之 , 若 对 1%| 以 12 砂 差分 , 即 闪 = 7 - 9 为 平稳 
ARMA 序列 , 则 称 ， 为 以 12 为 周期 的 季节 性 ARMA 序列 .此 序列 所 满足 的 模型 , 亦 
是 写成 如 式 (3- 蕊 ) 的 形式 ,或 者 更 明 雹 地 写成 类 位 于 式 (3-35) 的 分 解 形 式 , 即 
【1 - B2 Br = (We. 
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在 上 式 中 (1 - B?) 怡 是 表示 相 降 12 上 未 的 差分 . 

在 某 些 领域 中 ,比如 旅游 业 , 设 其 逐 月 的 旅客 人 数 记 工序 列 为 yy, 它 颇 表现 有 
半期 规律 ,又 有 不断 增长 的 才 势 . 对 于 这 类 序列 用 求 和 14 季节 联合 模型 描述 更 合 
适 , 基 

(1 — Bl- BT)g(B)Yy, = HB)e,. 
为 了 描述 更 复杂 的 周期 性 的 增长 规律 ,还 可 以 引信 比 上 述 异 型 更 复杂 的 模型 ,这 里 
不 ，- 出 举 .关于 以 上 的 季节 模型 的 预报 .估计 上 方法, 本质 | 都 是 弄 助 于 ARMA 模 
坦 的 预报 与 外 计 方 法 ,与 前 而 介绍 的 求 和 模型 也 很 相似 ,这 电 从 上 略 . 


3.3.3 季节 周期 相关 序列 


从 理论 角度 看 ,上 王 述 季节 序列 不 仅 是 非 平 稳 序列 ,而 纠 是 发 散 型 的 不 半 稳 序 
列 .所 谓 发 散 型 的 非 平 稳 序列 ,是 指 该 序列 的 方差 明 数 so = E(y, - 西关 为 发 散 
的 , 即 so 无 公共 上 界 . 回 忆 式 (3-34) 的 和 %, 由 于 mi 不 为 肖 数 ,明和 然 % 为 平稳 序列 ， 
但 = m+ i 起 为 非 平稳 序列 , 峙 此 ,由 
og = ROY Ey) = Er: = yo 
是 知 ,jy,| 的 方差 薄 数 为 常数 ,当然 有 界 .在 实际 应 用 中 ,许多 足 现 有 季节 性 规律 的 
时 间 序 列 y,, 鉴 不 是 平稳 序列 ,也 不 丰 发 散 型 的 ,其 至 局 ; 由 是 有 界 的 .显然 ,用 前 
-小 节 所 述 的 季节 模型 描述 这 样 的 季节 性 非 平稳 序列 ,在 壤 理 上 有 明 最 的 和 欠缺 .为 
描述 这 种 非 发 散 的 季节 性 序列 ,下 面 介 绍 季 节 周 期 相关 序列 . 
时 间 序 列 | yxy,1 被 称 为 季节 周期 相关 序列 ,十指 它 满足 以 下 条 件 : 
LP Ey = m = mr 
2 ps = Et, -= My Me) = Yrs 
其 中 了 为 周期 长 度 , 比 如 月 记录 数据 序列 中 的 了 = 过, 这 全 最 常用 的 周期 . 
依 条 件 1 知 ,m 被 了 个 值 唯 一 决定 , 即 
mre = mh {对 一 初 上 上 = 人 ,Ls = 1,2,7, 了 ). 
i 记 
Xp) = yr (t= 0 1) = 1,2., 7). 
对 于 固定 前 j ,根据 条 件 1 和 2 知 ,|x(7)i 是 个 平稳 序列 ,上 东 记 
X, = Cw) x 2) ss Et TY 
二 Cypal rt 
为 一 矢 址 随机 序列 ,其 均值 序列 为 
EX, = Cm ma ,mr), 
其 协 方差 序列 为 
下 (天 EXNCE,: — EX)' = TT,, 
其 中 
Ti: = [六 站 ii 
车 实 上 ,估量 序列 总 是 -个 名 元 平稳 序列 .关于 多 元 半 稳 序列 定义 见 本 篇 第 5 章 . 
在 实际 应 用 中 ,对 于 上 述 局 期 相关 序列 还 李 作 进一步 的 模型 假定 .最 常用 的 是 
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假定 失 量 序列 天 为 多 抑 AR 序 列 . 这 种 序列 的 预报 和 和 居 计 垂 身 计 算 ,所 以 有 广 证 应 
同和 价 值 .关于 多 元 AR 模型 的 估计 , 详 见 第 5 总 


4 非 线性 时 间 序 列 模型 


疾 线 性 时 间 序 列 其 有 广阔 的 频 用 背景 ,但 是 ,其 理论 斌 完 和 模型 统计 比 线性 情 
况 困难 得 容 ,而 且 有 较 多 的 实质 性 区 别 . 非 线性 时 间 序 列 的 研究 ,是 近代 时 间 序 列 
分 析 发 展 中 的 重要 课题 ,日 前 正 处 在 不 断 完 善 的 过 程 中 .本 点 侧重 介绍 近年 来 有 关 
上 瑞 线性 时 间 序 列 分 析 妙 完 中 的 重要 进展 情况 . 


4.1 非 线 性 Ah 模型 


4.1.1 非 线 性 时 间 上 序列 


着 省 二， 非 线性 序列 是 由 1e; 的 捐 动 首 线 性 变换 形成 的 序列 . : 般 地 , 它 在 
形式 上 可 写 


区 二 wi{ E ,E11 ). (4-1) 
例如 ， 
MV 二 Ee-2 十 可 rs (4-2) 
亡 
- — 4-3 
~ 1 + asz | ) 


等 等 .注意 , 式 (4-3) 及 町村 成 
x = El+ act 
= efl— oil+ oie …). {4-3) 
出 此 式 的 启发 ,容易 理解 文献 小 提出 的 话 尔 泰 拉 {Y. Yoltema) 展 夺 级 数 [3: 


x 一 = > Es_ ,+ > Er_ iE | 十 > 人 Er Eg "7. {4- 千 ) 


这 是 一 类 很 广 的 非 线性 时 间 序 列 类 而 易 见 , 式 (4- 3 ) 是 式 (4-4) 的 特例 , 立石 式 
(4-4) 右边 除 第 -个 求 和 外 , 余 者 均 为 零 , 则 它 世 括 了 所 有 线性 序列 ,再 如 ,大 式 
{4-4) 二 这 和 且 有 前 两 项 求 和 ,而 吕 米 和 只 有 有 限 项 , 则 此 时 滞 膏 列 被 称 为 驱 线 性 序 
列 , 式 {4-2) 就 是 这 样 的 序列 ， 

在 引入 了 线性 序列 与 非 线 性 序列 的 定义 后 ,人 人们 自然 会 提问 ,这 两 种 序列 基 否 
包括 了 所 有 的 平稳 序列 呢 ? 问 答 是 否定 的 ,只 体 地 说 ,有 两 层 会 闵 . 

一 层 含义 是 ,的 确 有 许多 平稳 序列 既 不 是 上 述 的 线性 于 列 , 也 不 是 非 线 性 序 
列 ,其 全 于 它们 根本 就 不 是 由 喇 嗓 声 序列 变换 产生 的 . 例 由 - 

好 = eeosf 以) 十 Taint 以 )， 

其 中 4 为 常数 ,;{&,n) 为 一 元 正 态 变量, 而 及 与 ? 相 呈 独立. 容易 验证 ,上 述 的 “ 
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是 一 平稳 序列 ,但 是 它 与 白 噪 声 无 关 . 

舅 : 民 会 习 旦 ,即使 平稳 序列 x 与 某 个 外 虽 声 序列 在 关 ,或 者 说 是 出 某 个 自 
噪声 序列 产生 的 平稳 序列 ,但 它 也 可 能 切 不 属于 前 述 的 线性 与 非 线性 居 癌 .例如 ， 

多， 

其 中 迟 , 竺 适当 条 件 下 关于 上 式 可 能 有 平稳 解 ,但 蚌 它 不 定 能 表达 成 式 (4-1) 战 
忒 人 -4) 的 形式 .实际 于, 在 式 (4-1) 和 式 人 14-4) 中 ,无 形 才 肯 了 一 个 重要 的 前 提 邓 
件 , 即 平 稳 序 列 x 与 产生 的 白 职 声 序 剂 的 关系 有 品 式 解 .这 一 前 提 假 设计 木 被 研 
穿 者 绽 出 普 适 性 的 论证 . 

综 上 所 述 , 无 论 是 式 (3-1) 的 线性 序 州 ,还 是 式 t4-1) 的 非 线性 序列 ,都 是 平稳 
庆 列 中 的 重要 特殊 子 壬 .对 它们 的 研究 有 很 万 便利 之 外 ,所 以 被 研究 和 使 用 得 更 吾 
— 


4.1.2 ” 非 线 性 自 回 归 模 型 


将 式 (3-7) 的 线性 和 白 回 归 模 型 推 1 到 非 线 性 自 回 归 模 型 ,至 少 有 以 下 两 种 不 
同形 式 ， 
we = PU Na Np (4-5) 
虐 
Ke = PR Np + Ep. {4-6) 
任 以 上 两 式 中 ,e; 均 为 自 嵌 声 , 调 且 e 与 人 袜 1 独立 .于 然 , 式 (44-6) 是 式 (4-5) 
的 特殊 情况 , 它 被 称 为 可 加 了 噪声 模型 . 当然 ,还 有 比 以 上 瞄 (4-6) 韭 线 性 自 回归 模 
型 更 广 ,而 又 比 式 (4-5) 简单 的 模型 ,这 将 在 第 6 章 中 介绍 .本 节 将 土 要 讨论 式 
(4-6) 的 非 线 性 自 回归 模型 . 
讨论 目 回 归 模 型 天 (4-6) 有 平稳 解 的 条 件 . 前 述 式 13-7) 有 平稳 解 的 充分 必要 
芭 件 是 不 (3- 的 .但 是 ,日 前 尚未 给 出 式 (4-6) 有 平稳 解 的 充分 必要 灯 件 .近年 来 取 
得 的 较 重 要 的 研究 成 果 蚌 得 出 式 (4-6) 有 平稳 解 的 充分 条 件 为 ;存在 cuez，…an 
满足 式 (3-8) 的 条 但, 而 且 ， 


| 外 
二 二 
( 当 机 + 呈 + 下 下 的 时 )， (4-7} 


此 外 ,还 要 伴 定 白 嗓 声 s, 的 分 布 有 正 密 度 . 

满足 式 (4-6) 的 平稳 序列 称 为 非 线性 自 回 归 序 列 , 一般 来 说 ,满足 式 (4-6) 的 
解 不 一 定 有 形 如 式 (4-1) 的 明 品 表达 式 . 

需要 指出 ,满足 上 述 充分 条 件 时 , 式 (4-6) 的 平稳 解 还 有 阵 个 重要 性 质 ; 当 
al < 时 {rr 二 1), 必 有 E15 1" < om, 即 平稳 解 有 了 阶 矩 ;此 平稳 解 还 具有 
调 二 性 .这 后 一 性 硬 可 以 保证 许 才 统计 量 的 相 容 性 .例如 ， 


1 Sys Es (A no Hj). 
对 十 线性 序列 情 闹 ,| 式 叮 川 白 噪声 的 大 数 定律 加 以 让 明 . 对 于 满足 式 (4.6) 的 非 


4 “ 非 线 性 时 间 上 序列 模 耐 + 625 ， 
线性 平稳 序列 而 许 , 只 有 异动 于 序列 的 丰 历 性 质 . 有 有 闫 这些 上 内容 可 徐 见 文献 13]. 
对 二 非 线 性 平稳 序列 而 言 ,其 旦 四 方 益 晒 数 只 是 寿 列 的 阶 算 结 档 . 不 像 线 性 
序列 那样 ,一 阶 具 结构 与 序列 的 概率 铺 构 关系 非常 密切 , 例 旭 , 式 (4-2) 非 线 性 平 
稳 序 询 x ,其 折 队 方 甘 函 数 内 = 0, 此 基 避 对 上 线性 序列 而 汪 , 这 样 的 自 协 方 盖 曲 
数 ,只 能 是 自 噪 市 的 自 协 方差 盯 数 .但 是 ,在 目 线 性 情况 上 , 东 (4-2) 的 % 显然 不 是 
日 虞 霹 ， 


4.1.3 其 他 非 线性 模型 


在 第 3 章 中 还 介绍 了 ARMA 模型 , 它 也 可 看 做 线 忻 AR 异型 的 推广 .对 于 正 线 
性 AR 模 卉 ,也 可 以 在 形式 上 推广 到 非 线性 &RMA 模型 . 仿 辕 式 (4-5) 和 式 (4-6)， 
这 种 推广 地 有 两 种 形式 , 即 
te = UR Nae per Ee 
和 
Ne = Ppp) + Er 
但 是 ,无 论 以 1- 哪 种 推广 形式 , 昭 礁 以 对 共 进 行 开 论 赋 究 . 也 难 进行 统计 分 析 . 所 
所 ,在 文献 由 很 少 有 研究 讨论 非 线性 ARMA 模型 的 文章 .看 是 ,对 以 二 某 些 特殊 情 
况 , 比 如 ， 


- Do + > ii + EL, (4-8) 


可 称 之 为 双 线 性 模 卉 ， 六 起 它 有 所 研究 ， 

在 笑 际 应 用 中 , 述 有 男 -- 奖 与 非 线 件 AB 模型 青 鞠 的 下 线性 模型 . 在 既 济 和 人 金 
融 领 域 中 ,许多 记录 到 的 数据 序列 是 止 值 序列 ,因此 , 常 名 去 将 厚 序 列 取 对 数 得 则 
新 序 生 ,然后 对 新 序列 进行 线性 AR 模型 所 合 . 只 外 ,也有 先 将 原 序 列 做 其 他 变换 
的 .从 产 义 寺 说 ,对 诛 序 细 进 行 变换 可 称 为 数据 预 处 天 现在 考 堪 用 变换 上 作 预 处 
理 , 即 


NY 一 gtY), 
其 中 yy 是 被 观测 到 的 诛 序 列 ,如 果 x 真 的 满足 线性 AR 杭 腊 , 则 有 
w= Ot ON tt og + Ei {4-9) 


此 中 on 为 常数 , 引 人 此 项 是 为 了 使 上 述 栈 型 具有 更 ) 汉 的 适应 性 . 以 上 的 预 处 理 
变换 - 般 瘟 是 用 单 值 变 换 , 从 而 有 道 变 换 . 记 此 赣 变 换 为 5, 则 有 
三 (一 和， 
将 式 (4-9) 代 和 上 式 , 可 得 
y= GR) = Gag + om + + a + (4- 10) 
由 于 模型 式 (4-9) 恒 于 理论 研究 和 拟 合 ,所 以 ,上 述 的 搞 处 理 后 再 拟 合 线性 AR 模 
型 的 方法 ,在 许多 领域 被 广泛 接 有 党 使 用 . 


4.1.4 非 线性 AR 序列 的 预报 
如 前 所 述 ,对 于 非 线 性 AR 序列 而 言 ,其 自 协 方差 铺 数 只 中 二 阶 害 结构 的 描述 ， 
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巴 与 序列 的 概率 结构 相差 较 多 ,因此 ,这 里 愉 能 使 用 最 小 方差 的 预报 准则 , 即 败 条 
忻 期 户 求 其 预报 值 . 

考虑 模型 忒 (4- 昌 ) ,在 给 定 x,x2,-… ,zn 时 ,对 xxi4t 的 项 撒 由 如 下 的 条 件 期 望 给 
出 : 


n+1 一 E(x | YT 
= 下 (yo 
二 更 (ra yn ls aptt). fd4-113 
但 是 ,对 21x43，… 等 的 多 步 预 报 就 不 这 样 简单 了 . 例 姐 , 对 xs 的 闫 报 为 


en 
大 只 直人 二 Et p(n Kas Kn pr2) | Xn 


一 Et{ opt p(n Kal Xn p41) 十 Entl? nr Xa p+2d | ny nl 21 
三 | pC gla Tr Wa p+l) 十 下 区 x na df nd, {4-12) 
此 中 天 为 的 分 布 销 诬 陋 数 . 

对 比 线性 AR 模 关 的 上 步 预报 公式 (3-21) .和 目 线 性 AR 模型 的 一 上 预报 公式 
{4-11) 和 上 师 砂 预报 志 144-12) ,可 以 作出 如 下 的 结论 ;在 线性 情况 下 , 励 论 多 少 步 预 
报 , 呈 与 模型 的 自 同 归 系 数 有 关 , 与 分 布 无 关 ; 在 非 线性 情况 下 ,一 步 预 报 只 与 明 回 
中 ] 国 数 有关, 与 分 布匹 关 , 但 是 两 步 或 独步 而 报 既 与 条 拓 , 又 与 8 的 分 布 有 关 ， 

现在 介绍 一 种 实用 的 预报 方法 , 它 不 直接 涉及 6, 的 外 布 曙 数 .假若 和 好 
x 是 满足 式 (4-6) 的 平稳 .此 线 性 AR 序列 的 样本 ,利用 式 (4- 全 可 得 到 残 关 项 et 的 
样本 : 


有 = (k=p+1,p+2,",n). 
RE 的 样本 值 ,可 将 式 (4-12) 中 右边 的 积分 用 样本 平均 代替 , 妈 
人 3 = ppl Ka len pr) + Err np {4-13) 


这 方法 昌 然 足 近 但 为 让 但 有 很 多 优点 ， 它 不 需要 用 旬 s 的 分 布 密 度 消 数 , 又 不 
用 积分 计算 .在 理论 上 还 证 明了 , 当 & 充分 大 时 , 式 {4-13) 5 式 (4-12) 的 误差 将 充 
分 小 . 


4.2 ” 非 线 性 AR 模型 估计 


对 实际 数据 序列 sj ,xz，…, xn 进行 白 回 归 模 型 氟 合 之 前 ,应 当 判 断 它们 基 非 
线性 序列 的 样本 ,还 是 线性 的 . 如 果 判 断 为 线性 的 , 则 主 拟 合 线性 AR 模型 ;如 果 判 
断 为 非 线 性 的 , 则 氢 合 正 线性 AR 模型 ,由 于 非 线性 AR 模型 种 类 很 多 , 且 不 同 种 类 
的 目 线 性 AR 模 型 拟 合 方法 也 很 不 相同 ,在 拟 合 非 线 性 AR 模型 时 , 难 易 程度 差别 也 
很 大 .这 里 仅 介 绍 一 -种 便于 计算 的 非 线性 AR 模 型 的 拟 合 方法 . 


4.2.] 非 线性 检验 
根据 数据 序列 x ,x;,.… ,x ;车 断 它 介 层 否 为 茶 一 正 线 性 序列 的 样本 , 称 为 非 


尾 正 参 数 型 隐 检 验方 法 .所 谓 参 烙 型 的 检验 方法 ,是 采用 如 直 的 对 立 假 设 检 验 : 
:| zw 是 线性 序 九 ; 
Hj:1x,| 避 于 起 类 韭 线 性 序列 . 
眶 中 A 类 是 预先 指定 的 某 种 特殊 非 线 性 序列 了 类 ,而 且 足 惰 有 限 参 数 决 定 的 非 鳅 
性 序列 , 故 称 为 参数 型 检验 . 例如,A 取 为 形 如 (4-8) 式 的 六 线性 序列 ,而 且 阶 数 p 
和 1? 电 知 ,此 时 后 和 抽 有 如 下 等 价 形式 ; 


由 
及 
Ho: > | Cj | = 心 ， 
4 二 


了 
Hla lz 0. 


虽然 不 同 的 非 线 性 有 限 人 参数 型 序列 子 类 ,总 能 表示 成 1 . 述 的 对 立 假设 , 亿 尽 ,对 
于 椒 同 的 子 类 A, 设计 上 述 的 检验 统计 量 的 方法 寺 训 全 不 国 . 日 前 已 有 有 多 种 不 冉 的 
上 述 想 设 检 验方 法 .由 于 在 实际 应 用 中 难于 淮 确 地 指定 止 线 件 序列 子 笑 4, 用 这 类 
检验 方法 的 功效 森 稳 汪 . 特 别 是 当真 模型 是 非 线 性 模型 , |1 又 不 属于 指定 的 A 头 
时 ,检验 效果 可 能 会 很 其. 这 里 不 去 一 一 列举 各 种 不同 的 < 的 类 型 1 . 

入 -类 是 非 参 数 型 检验 方法 .此 类 检验 的 原 假 运 仍 如 六 述 ,而 对 立 以 设 改 为 

:!x! 不 导线 性 序列 . 

以 上 对 立 和 假设 只 称 为 完 信 对立 假 设 . 盘 然 这 种 方法 克服 广 限 是 非 线 性 类 的 缺点 ,但 
是 ,在 实用 中 若 对 非 线性 -了 类 A 有明 遇 的 先 验 知识 ,具体 出 说 ,序列 1x,| 或 者 属于 

线性 类 ,或 者 属于 A 类 ,者 必 居 其 一 , 则 理 所 Mi 然 地 应 合川 参数 型 检验 方法 ， 

解 沁 上述 参数 才 榨 验 问 题 的 基本 片 法 是 拉 格 脱口 (Tagrange) 莘 丁 法 ;解决 非 
参数 型 检 监 问题 的 基本 方法 是 引 人 科 和 尔 莫 万 里 大 - 斯 米尔 诺 大 
(Kolmogorov-Smirnov) 检验 统计 量 . 由 于 篇 幅 所 限 ,这 里 不 骨 介 绍 , 读 者 可 参阅 文献 
3]. 


4.2.2 可 加 非 线 性 模型 估计 
引信 如 下 的 可 加 非 线性 AH 模型 ， 


区 二 uf tl Xe + af Xs Xe as Te 十 rr' 十 
of 2 + Es {4-14) 
天 中 仍 为 日 噪声 ;为 9 个 产 死 已 知 丽 数 ;elaz ma 洒 森 知 参 数 , 记 = al， 
ca. 最 然 式 (4-14) 十 式 (4-6) 的 一 种 特例 . 记 
mim) = (li 


则 式 {4-14) 可 改写 成 


x = of + + Of + Er ¢d4- 15) 

]- 式 在 形式 上 与 线性 同 归 模 型 一 样 ,而 且 庶 变 开 六 和 自 变 元 所 (1 挟 研 关 9) 都 有 观 
测 数据 .但 荐 , 当 态 足 应 蛮 抑 后 的 廷 迟 量 的 盟 数 时 , 它 就 与 首 通 回归 模型 不 同 了 了 . 当 
乒 中 有 些 是 非 线 性 琐 数 时 , 式 (4-45) 为 非 线性 自 同 归 模 凯 , 这 是 指 ,六 是 依赖 于 
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Nlrd_Ir » 可 一 下 的 非 线 性 函数 ， 而 模型 式 (4- 15) 基 关 : 入 木 刘 窒 数 生 | ;站 7 1 1 全 而 
过 的 ,是 以 线性 形式 出 现 的 ， 所 以 式 (4-15) 六 与 线性 四 LI 有 相似 之 姓 . 这 使 得 未 知 
参数 容易 被 估计 ,也 使 得 形 如 式 (4-14) 的 模型 成 为 丰 线 性 有 时间 序列 中 被 研究 和 hy 
用 统 凶 者 . 
例 1。 - -和 阶 门限 自 回 归 模 型 
{te Cx 0), 
于 B+ Brit ee {x > 0), 
其 中 仍 为 白 噪声 ,从 记 Km < 0) 和 1x1 > 0) 为 示 性 函数 , 则 上 式 可 写成 
x = fat oar 0 + (Bo + Bxtlrv ll > 0) + Ee. 
撒 如 式 (4-16) 的 模型 可 以 被 排 广 为 如 下 的 - 艇 形式 ; 


= > (oo + Ott ap pI Tx EE RR) + és {4-17) 


其 中 品 = fr， ,了 re<pmec<cri 昌 rr=-arn=+oid 为 基 个 正 整数 .不 
难 将 式 {4-17) 写成 式 (4-14) 的 形式 ,这 里 从 略 , 详 见 文献 .8 1. 

例 2 指数 系数 自 回 归 模 型 

x 二 do + Tl1+ ga je + Eis (4-18) 

此 中 仍 为 后 噪声 ,r 为 己 知 的 正常 数 . 当 | a 1 < 1 时 ,成 见 式 (4-7) 的 条 件 成 立 ， 
从 而 式 (4-18) 有 平稳 解 .此 模型 是 带 助理 解 条 件 式 (4-7) 的 册 型 例 于. 男 -- 方 而 , 当 
r 已 知 时 , 式 (4-18) 显然 具有 式 (4-15) 的 形式 . 关于 式 (4-18) 的 - 般 推 广 ,这 里 不 
肯 列 举 . 

现在 讨论 模型 式 (4- 14) 的 参数 全 计 问 题 .在 这 … 小 手电 , 考 虚 模型 阶 数 p 利 q 
为 凯 知 的 情况 ,关于 阶 数 未 知 时 的 合计 问题 ,将 在 下 一 小 丰 里 讨论 .利用 式 (4-15) 
与 式 (4-14) 的 等 价 形式 , 记 m = {al,a2,.… ,ap) 1 


三 = (242svv 4 Ln), 


(4-16) 


后 = {eprint EN) 


Hp fap+1 机 fp 


F 二 pia Fnt2 i 和 . 
Nn in 上 
则 式 (4-15) 可 写成 如 下 缩写 形式 : 
EE= Ax+F. {4-19) 
这 正 是 大 家 熟 燥 的 线性 回归 的 缩 与 形式 , 上 是 ,Ge 的 最 小 一 玉 佑 计 为 
从 = 【4TA]-147 不 ， (4-20) 
而 且 ,s, 的 方差 呈 的 估计 为 
og = _ ETATATAl-IATN}. (4.21) 
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4.2.3 ” 非 线 性 自 回 归 阶 数 的 合计 


住 正 线 柱 情况 下 ,让 同上 阶 数 的 估计 分 为 两 类 :第 类 直 模 型 类 型 已 知 | ,而 参 
溉 个 数 未 知 的 情况 ,比如 式 (4- 寺 ) 中 移 9 是 来 知 的 ,好 属于 类 估计 和 间 题 ;第 二 类 是 
模型 类 型 未 知 , 和 白 回 上 归 阶 数 也 未 敌 的 情况 ,比如 不 (4-) 中 的 gg 或 式 (4- 辣 中 的 g@ 术 
入 |, 且 阶 数 p 也 未 知 , 即 星 此 类 . 

第 一 类 佑 阶 问题 实质 十 是 参数 型 的 , 即 非 线性 自 儿 和 依 种 于 有 限 参 数 , 划 其 个 
数 需 要 估计 ,由 于 参数 型 的 非 线 性 自 同 归 的 种 类 很 寺 , 其 阶 数 个 计 广 法 又 各 不 相 
闻 ,所 以 ,这 中 只 选 择 - -种 类 而 加 以 讨论 , 即 左 线 性 可 加 模 异 式 (4-14) 的 估计 问题 . 
注音 到 式 (4- 14) 有 式 (4-15) 的 等 价 形式 ,其 中 县 有 9 为 末 财 阶 数 ,p 是 号 知 的 , 汉 
此 ,这 筷 十 回归 模型 阶 数 估 计 和 间 题 .以 g 表示 待业 阶 数 , 利 省 式 (4-207、 式 (4-21) 让 


算 相 应 上 7 的 衬 , 记 为 人 (9 用 式 (3-310 中 AIC 玲 则 , 计 儿 下 而 的 AIC 鹤 则 是 数 ; 
ATIC(UI) = logc2zgoy + 2 (Oso E00), (4-22} 


其 中 0 为 真 阶 数 的 某 个 指定 上 界 , 或 取 为 与 logn 间 阶 的 正 整 数 . 寻找 4 使 得 


AlCf( 人 是 AlC0 在 0 9g 竺 9 中 的 最 小 值 ,并 以 g 作 为 占 阶 数 的 居 计 .顺便 指出 ， 
要 总 很 大 ,而 且 困 数 f(x 的 前 后 欣 序 
并 无 实际 禽 久 时 , 以 上 方法 给 出 的 3 往往 山大 . 为 了 尽 世 引信 有 将 的 Fl 
2 gp) 进入 模型 式 (4-14) 中 ,应 当 对 式 (4-15) 使 帮 癌 归 选 元 方法 ,比如 使 用 
束 知 的 逐 此 同 归 方 法 ,挑选 相应 于 na 沽 0 的 让 进入 式 {4-14), 乓 体 方 法 见 这 步 回 
归 ,或 子 集 AIC 选 匹 万 法 ,可 参见 文献 [2]. 

第 二 类 定 阶 问题 属于 话 参 数 型 的 , 妈 自 回归 模型 属于 一般 非 参 数 击 的 ,而 旦 阶 
次 是 竺 估计 的 .不 妨 说 此 定 阶 问题 即 是 居 计 式 {4-6) 中 的 p 值 ,而 且 自 回归 画 数 
P| EE Xe pd 是 非 获 数 弄 的 林 知 陋 数 . 直观 看 米 ,这 荐 比 前 -一 种 算 阶 更 困 
难 的 问题 ,也 是 具有 更 普遍 意 认 的 向 题 ,直面 公 风 CY(eross-volidation) 定 阶 方法， 

设 有 观测 序列 xz 和， 和 ,对 于 下 = 0 pp 分 别 慌 形 如 式 (4-6) 的 天 阶 非 
线性 自 匣 归 模型 拟 合 .也 就 是 根据 上 述 观 测序 列 ,对 和 2 和 -2 进行 非 
参数 估计 . 非 参数 估计 的 方法 很 多 ,这 里 渤 用 核 合 计 方 法 .所 请 CY 卢 法 ,就 是 利用 
数据 互相 验证 的 方法 ,在 这 里 的 做 法 是 :在 对 gtxi1,x.2.…,%_p)》 进行 居 计 时 ,使 
用 数据 序列 x1 ,x2… ,各 ,并 从 中 去 掉 数据 ,然后 用 核 居 计 方 法 给 出 多 的 和 个 计 , 即 


"a < 各 一 和 
> Ix(* A) 


a :2 1 

PT 2 和 一 nm ~ 
> lIx( | 
二 由 +1 2 hh, 


其 中 所 为 随 n 增加 而 趋 于 零 的 正 数列 ,KK 为 适当 选取 的 核 丽 数 . 计算 
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CVD = Es 一 

{4-23) 
其 中 w 为 某 个 韭 作 权 汪 数 .最 后 , 求 出 PF 使 得 CV(P) 在 0 &p 上 中 达到 极 小 值 ， 
HI 


CY(P) = ,in CV(E), 
于 外 三 


以 作为 未 知 阶 数 的 合计 ,在 适当 条 件 玉 ,这 合计 被 让 明 是 真 阶 数 的 相 容 居 计 . 
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5.1 多 元 平稳 序列 
吉 果 时 间 夺 列 x , x2 一 ;x 目的 匹 素 关 都 州 矢 量 天 代 葵 ,站 


革 ， = 【1 

其 中 玫 芋 瑟 的 维 数 ,1 十 于 ,区 …, 成 为 多 元 时 间 序 列 . 第 4 章 中 的 随机 序列 和 平 
稳 序 列 概念 ,风能 天 实质 性 困难 地 被 推广 到 老 元 时 间 上 序列 .这 里 不 逐一 做 平行 推广 
投 述 , 帆 于 文献 中 还 很 少 涉及 多 无 非 线 性 序 肇 的 研究 ,所 以 ,这 里 只 介绍 第 元 竣 性 
序列 的 内 容 . 

记 秆 = EX 为 多元 帮 列 无 的 均值 孙 数 , 则 用 是 :个 天 量 郴 数 .在 平稳 情况 
下 ,MM = 夺 , 与 1 无 类, 而 全 在 后 面 的 讨论 中 常 考 虚 邓 = 人 的 情况 .对 于 名 元 平稳 
序列 瑟 , 必 右 

LEXAXT, = EX,_ XT (对 于 任何 全 


记 
I, = BEX f= 0,+t1,…) 
为 案 开 序列 无 的 协 方 差 阵 陋 数 . 茵 见 ， 
I = EEN! = 1",. ‘5-1) 


对 比 一 无 情 阅 ,在 那里 六 = 7Y_4, 当然 也 可 看 成 部 = 计 ,. 人 是 ,在 多 元 情况 下 , 厂 
= 六 涉足 总 成 立 的 .为 外 ,在 一 天 情况 下 ,六 表示 了 和 与 站 的 协 方差 侦 ,同样 ， 
在 多 元 情况 下 , m 表示 了 XX 年, 的 协 方 差 关系 ,注意 .1 本 身 嗓 尾 矩 阵 ,特别 是 
了 9, 它 撒 述 了 总 = 【zt tz ,xm)" 趾 不 同 分 其 的 协 方 基 值 .为 了 区 别 这 些 变 时 
关系 ,将 中 的 对 角 线 元 素 称 为 了 序列 的 自 协 方差 函数 ,对 用 线 以 外 的 元 素 称 为 
不 同 闻 序列 之 问 的 正 协 方差 晴 数 .以 六 人 六 代 蔡 天 的 第 i 行 j 询 元 素 , 锡 见 ， 

Pi = Erriaris 

六 = Exixy + ‘i 站， 
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分 别 为 到 的 第 i 分量 x, 的 自 协 方 其 国 数 ,世态 x 与 霹 的 互 协 方差 函数 .由 此 可 见 
六 下 为 平稳 时 , 共 每 个 分 其 也 必然 半 稳 . 
现在 介绍 线性 序列 在 多 元 情 疯 政 的 推广 .首先 确定 务 元 自 队 声 为 由 互 独立 同 
分 而 的 天 荆 序 列 , 记 为 ;ai 
E, = {Ey stent 


让 中 i161 副 昆 前 述 的 月 喉 声 , 代 是 ,ss 和 s, 可 以 相关 , 换 ,1.>， 


Fa, = 0, 
Fee' = IT, Fase!=0 Cf 2 4). 
}- 研 ,仿照 式 (3-1) 定义 名 元 线性 序列 如 下 : 
再， -2 > wl < <， {5-2) 


此 中 8! 为 多 匹 月 风声 ; 风 为 系数 方 陈 ; | 上 表示 算 阵 yy 的 范 数 . 
利 在 “元 情况 下 的 讨论 一 样 ,对 一 般 老 元 线性 序列 而 广 ,由 于 月 用 参数 无穷 多 
个 ,实际 诈 无 使 用 价值 ,只 有 满足 有 限 参 数 模型 的 线性 序 庆 才 有 广泛 的 应 用 价值 . 


5.2 多 元 ARMA 异型 


5.2.] 多 元 AR 模型 
多 元 自 回 归 模 型 有 如 下 形式 : 
天 = 册 有 1 是 本 二 二 二 和 二 而， {5-3) 
其 中 入 |; 坟 2 为 系数 证 上阵;p 为 自 回 归 阶 数 ; 5， 三 【evey en) 为 m 元 月 
则 声 ; 转 = 【aa pa 六 甸 元 自 同和 归 序 到 , 记 


天 4 4 … 4, E， 
Y, = To 0 ol 
Xp 9 0 … 0 0 
则 式 (5-3) 可 写 或 
了 = DY + 五. (5-4) 


器 见 , 高 阶 自 回 及 模型 总 可 以 下 写成 维 数 较 高 的 - - 阶 目 回 由 [异型 ,不 失 一 般 性 ,以 
上 县 讨论 -- 附 密 抱 月 后 归 模 型 . 

1. 针 元 一 阶 自 回 归 模 型 

考 虚 多 元 一 阶 自 回 归 模 型 

第 = AY 1 + 8,. (5-5) 
要 量 蒋 当 4 的 特征 想 的 最 太 模 小 于 1 时 ,此 模型 有 有 半 柚 和 解 , 为 了 与 平稳 性 条 件 式 
{3-10) 相 联 系 , 可 将 上 述 条 件 改 气 为 
1I- Aulz0 (对 于 - 切 1a81 二 全， 
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其 中 表示 任意 的 复数 .在 上 [上述 条 件 下 , 萄 见 


天， 二 Aie {5-6) 
是 收 绩 级 数 ,而 旦 广 足 式 (5-5) .进步 由 式 (5-6] 可 知 ,8, 与 天 (0s 人 独立. 
利用 式 (5-5) 可 娠 , 雪 玫 一 阶 目 回 几 序列 的 -此 戎 报 为 
过 二 A . 
运用 式 (5-5) 的 递 推 关系 ,可 知 两 步 预 报 为 
人 = AK + Es | | 
二 FIATX, 十 En + #2 | Xi 


= A 
类 们 地 ,万 ,,; 的 预报 但 为 
党 二 4 (F221). {5-7) 
利用 式 (5-5) 到 可知, 凡 无 _| 同 当 式 15-5) 两 边 , 六 求 期 望 可 得 
FT = 4 《5-8) 


根据 上 式 ,可 得 到 4 的 抵 估 计 ;, 期 


入 = Fo » 
直 中 


全 = UX -RICK KE) 
P= TOK -BRR (5.9) 


于 = PX. 

2. 名 元 自 回 妇 模 竹 的 定 阶 问题 

在 此 ,要 指出 客 元 自 回 归 模 型 的 重奖 缺 欠 之 处 .在 一 匹 情况 下 ,在 -个 p 阶 自 
回归 模型 中 ,含有 未 知 系 数 p 个 ,未 知 廊 关 1 个 ,共有 p+ 1 术 知 参数 ,需要 根据 观测 
序列 进行 生计 .在 寥 元 情况 下 ,在 一 个 m 元 p 阶 自 回 上 1 模 卉 中 , 售 有 未 知 系 数 p x 
mv 个 和 一 个 未 知 方 差 失 阵 工 , 荆 中 有 mlm + 1)7x2 个 自由 参数 , 故 总 共有 闻 x m+ 
mm + 1) 近 个 自由 参数 ,它们 都 是 知 要 千 计 的 .在 气象 和 经济 领域 里 ,对 月 记录 序 
别 建 模 时 , 冯 常 旨 咱 到 名 元 高 阶 {比如 p 这 12) 自问 归 杰 型 .以 吏 = 5,p = 开 为 例 ， 
自 回 妇 模 型 式 (5-3) 中 有 315 个 未 知 参数 .如 此 众多 的 未 知 鲍 数 将 带 来 两 种 困难 : 
第 种 是 对 数据 序列 样本 长 度 的 要 求 过 大 ,这 在 经 济 领域 中 有 时 难以 满足 ;第 一 种 
有 旦 即 鸽 友 充 中 的 数据 能 够 对 众 老 的 参数 估计 街 较 好 ,使 用 和 理解 如 此 众多 参数 也 
是 -- 件 很 困难 的 于. 

为 了 讨论 上 述 问题 , 仍 亏 回 到 式 (5-3) 的 模型 ,并 引 营 碟 式 (5-3) 中 的 每 个 分 
证 抒 列 .由 于 不 由 分 各 的 模型 形式 相同, 不 妨 旭 写 出 第 -分 旦 的 模型 , 即 
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ti p+ 
a Xa 1 十 aka pa 
Gm Tm! 十 mam + -十 mg + Ej {5-10) 
和 企 于 式 中 ,右边 第 一 组 求 和 表现 市 si 的 P 阶 自 回归 关系 ; 目 他 fm - 1) 组 求 和 反映 
了 < 与 此 他 请 分 导 的 历史 值 的 联系 .如 果 将 上 回归 项 当 伯 内 于 变量 ,其 他 项 可 看 
特 外 生变 量 ,那么 忒 4S-10) 可 称 为 自问 归 与 问 归 的 混合 禄 型 .不 难看 到 , 式 (5- 10) 
世 晶 写成 式 (4-15) 的 加 由 形式 ,于 是 ,为 了 践 少 在 式 (5-10) 小 的 多 余 参 数 ( 指 a, = 
0 者 ) 个 数 , 自 然 可 以 使 用 辐 归 选 元 方法 挑选 式 (5-10) 中 变 扰 .以 被 挑 中 的 变 元 报 
合式 {5-10) 的 懂 型 , 称 为 该 模型 的 朴 系 数 模型 .除了 逐步 后 归 方 法 ,还 有 很 多 回归 
选 元 方法 , 革 中 如 脐 所 述 AIC 和 BIC 准则 方法 ,也 是 常用 的 方法 ,还 有 一 些 便 于 计 
算 的 简化 方法 ,如 向 前 法 、 启 后 法 等 等 ,可 参阅 文献 [2].， 
对 于 天 的 其 他 分 量 x2,, x4)… ,mw : 按 氢 合 式 (5-10) 相同 的 方法 ,可 以 氢 合 各 
日 的 本 模型 . 晤 后 ,将 这 m 个 子 模型 联合 在 - -起 ,就 得 到 丁 式 (5-3) 的 总 体 模型 . 须 
注意 ,在 拟 合 式 (5- 10) 的 醉 系数 模型 时 ,由 于 使 用 了 回归 选 思 方法, 上 砂 中 很 多 项 不 
出 现在 式 (5-10) 中 ,这 意味 着 相应 的 ay 均等 于 0, 所 以 ,在 扳 合 后 的 式 (5-3) 中 ,请 
4 的 估计 胡 * 路 包括 了 许多 零 元 素 , 下 面 用 一 个 创 地 说 明 这 过程. 
如 打 严 = 2,p = 和, 面 且 两 个 变 抑 的 朴 系 数 横 型 分 锣 被 选 定 为 (比如 用 笑 步 回 
1 1) 
和 二] .1x + Od ss + .rs 2 + + 2, x + 1 S25 + Er, 
wa = OBry 1 + 1 Arpt + £2rs 
那么 ,由 此 联合 向 成 的 式 (5-3) 为 


1.1 2 | "2 5| Ws "| Elt 
= 下 下 . 
4 [13 0.8] tlo of%+t|o 可 <2+| 


在 上 式 中 共有 上 莫 零 大 数 7 个 ,者 不 用 选 元 方法 而 直接 拟 合 .tc 设 阶 自 回 归 模 型 ,其 
日 回 归 系 数 其 有关 x 12 = 各个 ， 


在 分 别 拟 合 完 子 异型 以 后 ,可 得 各 和 月 的 拟 合 研 差 全 (让 = 1,2,…,m) ,作为 相 


应 前 sz 样本 ,从 而 可 根据 二 = feiTp+1s sn 对 本 的 协 方 差 计 
阵 号 si7 = 了 进行 估计 , 即 


nn 
A ep 


5.2.2 多 元 ARMA 撞 型 
多 元 ARMA 模型 可 以 在 形式 上 从 式 13-11) 推广 而 来 , 即 
= B+ (5-11) 
其 中 8 为 密 元 趾 曲 声 ;A, 和 如 为 参数 短 阵 .关于 此 模型 的 站 苞 往 和 平稳 解 等 内 容 ， 
疗 易 从 -元 ARNMA 模 蜡 平 行 排 广 而 来 . 亿 昨 ,上 上 述 ARMA 模型 式 (5-11) 的 参数 不 且 
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有 可 识别 性 .确切 地 说 ,满足 式 (5-11) 的 平稳 序列 的 自 协 片 闪 算 阵 汕 数 , 与 式 (5-11) 
的 参数 41,4,,…,A, 和 BI, B,,"… ,BB, 以 及 TT = Fi " -对 应 的 关系 .这 种 
不 可 识别 的 问题 ,在 一 亏 ARM 模型 中 并 不 出 砚 , 换 市 ,之 ,一 元 ARMA 模型 式 
(3-110) 在 满足 平稳 性 和 可 道 性 条 件 时 ,其 模型 参数 gi ,02.' ap,Bi; 训 ,BB 和 本 
= kei 害 满 足 该 模型 的 半 稳 序列 的 白 协 方差 结 柳 唯 :决定 .这 : 特 生 是 保 证 一 匹 
生 王 扣 和 模型 有 和 相 窜 性 估计 方法 的 电 要 条 件 . 上 面 举 例 说 明和 多 克 ARMA 模型 的 不 可 
识 划 性 ， 
考虑 如 下 的 - 元 一 阶 AR 模型 ， 


和 -9 3 引 xys (5-12) 
注意 上 式 中 的 系数 矩阵 4 满足 


4=| ?|， A = 4 下 3)， 
将 式 15-12) 与 上述 蝎 式 联合 ,并 迭代 ,得 
= AX +B = AK. + Aci+é = AG1+ (5-13) 

上 碟 表 明 二 元 一 阶 AR 模型 式 (512) 与 二 元 一 阶 MA 模型 式 (5-13) 足 等 价 的 ,尽管 
生产 0, 易 见 ,一 元 一 阶 4 模型 和 一 死 -一 阶 MA 模 弄 是 不 可 能 等 价 的 ,除非 其 系数 = 
= 各， 

为 了 克服 多 抑 ARMA 模型 的 不 可 识别 性 ,有 不 少 姥 完 者 据 出 了 多 死 ARMA 模 
型 的 暴风 型 方法 ,其 提出 各 种 约束 条 件 , 使 多 元 ARMA 模 噶 的 参数 能 被 唯一 梁 相 . 
和 贡 是 ,各 种 瞄 则 异 方 法 前 给 建 模 方 法 上 带 米 许多 计算 方 而 的 麻烦 ,这 里 不 舞 深 入 讨 
论 , 另 一 种 回避 不 可 识 旭 性 的 方法 是 , 几 考 虑 AR 模型 ,因为 此 类 模型 没有 不 可 识 训 
性 门 题 . 关于 此 美和 模型 ,在 前 一 小 节 已 作 了 介绍 . 


5.3 ”多 元 求 和 模型 


多元 序列 的 求 和 异型 也 可 以 在 形式 上 从 一 匹 求 和 模型 推广 而 来 ,出 如 儿 元 一 
阶 求 和 序列 为 


7 = yx, (5-14) 
s=} 


其 中 在 为 名 元 AR 模型 , 即 满 晤 
= 
上 式 呈 或 (5-3) 完全 相同 .类似 地 ,还 可 以 推广 出 更 高 阶 的 求 和 序列 .这 里 仪 限 上 
讨论 一 阶 的 情况 ,H. 出 重 于 讨论 甸 元 求 和 模型 与 元 情 沈 的 差异 ,以 太 过 到 的 新 的 
值得 重视 和 研究 的 问题 
考虑 一 元 一 阶 求 和 序列 : 


n= pe Cf 2 1), (5-15) 


5 ”多 元 时 间 序 列 械 刑 635 : 
其 中 x 为 AR 序列 .容易 验 下 ,上 式 中 的 x 一 定 不 是 半 稳 的 ,而 且 满 中 

Fe tf = 1), {5-16) 
即 y 的 差分 为 半 稳 序列 .还 须 注 意 , 平 稳 AR 序 刚 的 差分 序 放 供 是 平稳 的 .以 zp 阶 模 
刑 为 例 , 蔡 


Xe = i (5-17) 
则 差分 序 刚 w= x 一 wi 筑 足 
He = at Be El (5-18) 


对 比 以 上 两 式 可 知 ,平稳 AR 序列 x 的 差 力 序列 满足 平稳 ARMA 模型 式 (5-18)， 
其 自 回归 部 分 与 忒 (5-17) 相同 ,其 清 动 平均 部 分 是 和 不可逆 的 .由 此 可 见 , 当 观测 序 
列 为 下 稳 序 列 时 ,分 析 其 差分 序列 反 不 如 分 析 原 序 刚 . 

嘱 元 求 和 序列 与 二 述 分 析 的 相同 与 相 异 之 处 表 卉 如 上 . 

其 一 ,多 元 平稳 AR 序列 的 差分 序列 从 是 半 稳 的 ,而 续 足 ARMA 型 的 密 抑 平稳 
序列 .如 前 一 小 节 所 述 , 名 元 ABRMA 模型 存在 痊 的 不 可 识别 问题 ,估计 时 会 过 到 麻 
烦 ,所 以 ,对 煞 元 数据 序列 求 用 差分 处 理 时 应 当 慎重 .车 观 测 订 列 下 是 求 和 序列 , 差 
分 后 的 序列 分 析 会 更 复 的 .这 一 点 与 元 情况 是 相同 的 . 

共 二 ,一 元 求 和 模型 式 {5-15) 的 x 一 年 是 不 平稳 的 , 除 相 x = 0 为 不 足 道 的 特 
萄 情况 ,相应 的 包 元 模型 式 (5-14) 中 的 了 也 一 定 是 本 平稳 的 ,除非 区 = 0 但 是， 
在 多 元 情况 于 ,不 平稳 的 匡 序 列 中 还 可 能 有 平稳 的 分 最 . 比 姑 下 = 2, 无 = (x 
xi :而 用 着 3 十 0,; 易 见 ， 


二 
Yit 三 Zs 
t 
Fa 二 > jx = 避 ， 


上 蕊 说 明 ¥， = 《yy ,YY21) 1 中 的 第 一 分 明 不 平稳 ,第 二 分 量 趾 特殊 的 平稳 序 知 , 即 
y2 = 0, 依 冤 元 平稳 序列 的 定义 ,六 是 不 平稳 的 . 这 种 部 分 分 荐 平稳 ,部 分 分 量 不 
平稳 的 求 和 序列 ,在 - .元 情况 下 是 不 存在 的 . 根据 这 种 差 措 ,以 及 前 面 关于 差分 处 
理 方 法 的 讨论 ,对 于 多 元 求 和 序列 ,采用 简单 的 差分 ,或 完全 不 用 差分 的 处 理 方法 ， 
都 不 是 最 合适 的 好 理 方 法 ,应 当 寻 找 针 对 特殊 情况 的 多 元 求 和 模型 的 描述 方法 及 
其 统计 方法 . 

下 面 针 对 多 元 求 和 序列 的 特殊 性 提出 适当 的 差分 分 析 方 法 . 应当 分 析 清 楚 这 
种 特殊 性 的 具体 内 容 . 为 儿 述 方便 ,又 不 失 一 般 性 ,考虑 mw = 2 的 情况 , 即 ¥，= 
(yi ya". 当 ¥ 不 是 多 元 半 稳 序 天 时 ,按照 其 分 其 (包括 其 线性 组 合 ) 的 平稳 怕 与 
非 平稳 性 的 不 闻 情 况 , 有 如 下 四 种 不 同 分 类 ， 

(Dy 是 平稳 的 ,yz, 是 不 平稳 的 ; 

(2) ya, 是 平稳 的 ,yi 是 不 平稳 的 ; 

(3)yi 和 yz 部 是 不 平稳 的 ,但 是 存 在 实数 cy 和 czt 不 为 零 值 ), 使 得 clyt + 
Ca 是 平稳 的 ; 
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14) 沾 桩 在 | 和 c, 恒 得 IF 十 cayar 为 站 稳 的 . 
对 比分 析 以 二 四 种 情况 基 有 趣 的 .在 (1) 和 (2) 情 癌 下 ,的 分 量化 分 为 平稳 
与 非 半 稳 明 类 .在 (3) 情况 路 ,每 个 分 量 都 不 平稳 ,但 起 存在 着 它们 的 组 合 序 刘 古 
平稳 的 情况 .在 (4) 社 滴 下 ,万 论 了 的 分 夺 还 是 各 种 组 合 ,部 是 不 平稳 的 . 
若 观 测序 列 芒 , 殊 ,…, 世 是 一 维 序列 ,为 了 车 其 进行 异型 分 析 ,应 当 对 上 分 基 
进行 第 3 章 中 介绍 的 关于 求 和 序列 的 检验 ,判断 ri 和 和 是否 为 求 和 序列 ,根据 检 
验 结 时 ,并 按照 (1) 和 (2) 的 分 类 ,判断 它们 是 否 属 于 这 西 类 .车 属 于 此 岗 类 , 则 按 
分 述 分 怖 进行 AR 杰 型 所 全 ,以 疏 差 分 后 AB 模型 拟 合 ,证 细 靓 述 抑 第 3 音 有 关内 
窒 , 如 果 均 不 属于 第 (1) (2) 类 , 则 应 检验 了 ,是否 属 于 (3) 类 .具体 方法 如 下 : 
求 其 极 小 什 解 . 即 求 
inf Ze + ca ye), 


2 
1 六 一 


记 人 | 和 避 为 其 解 ,计算 序列 (ciyis + ezyz) ,t = 1,2,… ,9 用 -一 阶 求 和 序列 检验 广 
法 判断 此 序列 起 否 为 求 和 序列 . 

车 判断 此 序列 是 平稳 , 则 属于 第 (3) 类 情况 ,否则 直 有 属于 第 (4) 类 情况 . “i 属 
于 (3) 类 时 , 取 z= 3. 其 中 


i 入 、 Cy Or 
Fa 一 [, | 吉 民 ?| 于 
雪上 <0 时 ,下 取 广 式 右 边 前 … 方 阵 , 和 否则 取 后 一 个 .根据 (3) 类 的 规定 ,x, 的 两 个 
分 短 必 有 一 个 平稳 ，- 个 非 平 稳 . 此 时 可 按 (1) (2) 类 方法 处 理 3 的 统计 问题 .注意 
将 上 面 提 到 的 s 和 s@ 用 人 各 代替 后 ,可 有 估计 分 ,类似 地 z= 人 TY. 于 是 可 
按 脏 述 方 法 对 z, 进行 模型 拟 合 分 析 . 

若 判 断 避 y+ 它 y2 为 非 平 稳 , 则 了 属于 第 (4) 类 .此 时 ,是 一 个 "纯粹 "的 二 元 
目 平 稳 序列 ,并 可 用 式 (5-14) 近似 描述 ,进而 还 可 用 多 元 AR 模型 描述 式 (5-14) 中 
的 蕊 序列 .具体 统计 方法 可 见 前 两 节 . 

在 经 济 领域 上 ,多 元 非 平 稳 序 列 会 经 常 遇 到 ,比如 某 同 的 工业 总 产值 .外 贸 浊 
口 渤 [T 癌 值 等 ,在 经 济 领域 中 许多 变量 之 间 , 有 些 要 满足 一 定 的 平衡 关系 ,有 些 又 
有 同步 变化 的 趋势 .例如 某 城 市 居民 的 月 平均 收 人 人 mr, 与 支出 7 , 单 看 每 一 个 大 都 
是 目 平 稳 的 ,可 是 存在 cr 和 me 使 说 ru + 总 和 近 介 为 平稳 的 , 在 经 济 学 界 称 这 种 现 
人 为 协 整 (co-intergration) 或 协 积 ， 

协 整 现象 在 经 济 界 比较 普遍 存在 ,近年 来 对 于 协 整 的 理论 .方法 与 应 用 研究 吧 
得 迅速 发 展 ,可 见 文献 [5] .在 协 整 的 理论 与 方法 研究 中 ,包含 了 上 而 叙述 的 简单 情 
况 , 也 包括 了 m > 2 以 及 高 阶 求 和 的 情况 ,通过 前 面 对 m = 2 情况 的 讨论 ,可 以 想 
像 , 更 - 般 情 况 是 非常 复 淋 的 . 


6 叶 变 条 件 片 差 慌 型 "637 ， 


6 ”时 变 条 件 方差 模 型 


6.1 ARCH 模型 


6.1.1 新 息 序列 的 条 件 方 差 


第 3 所 和 第 4 竟 沦 及 了 用 杀 件 期 望 对 序列 未 来 值 作 预 报 的 方法 .其实 ,对 于 任 
何平 秘 序列 % ,都 可 以 用 类 伺 的 方法 给 出 一 步 囊 报 , 央 


Wn = E(x | A ns (0-1) 
特别 是 , 当 
Xa 一 可 【| | Sas a pt {6-2) 


时 , 称 x 为 p 阶 自 回 有 序列 ,那么 ,如 此 定 交 的 自 回 归 序 列 与 明 几 童 中 出 现 的 自问 
归 序 到 有 没有 区 别 晓 ?为 了 说 清楚 这 一 问题 , 须 引 人 一 步 预 报 的 误差 ms 的 概念 ， 


en+l = Tn+l 一 ntl (60-3) 


根据 ,| 的 定义 式 (6-1) 可 知 ， 
Etenrt | Wns nts sn prt) = 0. {4) 
在 概率 论 中 , 称 6,,i 为 轴 美 序列 .在 工程 中 又 常 称 式 (6-3) 中 的 6,1 为 新 息 序列 , 贱 
为 
n+l 二 Kant + en+1 
可 视 x 1 为 其 现 报 鳞 与 新 息 可 加 .按照 式 (6-2)、 式 (8-3) 的 定妆 ,新 息 序列 必 为 - 
半 稻 蒜 差 序列 ,进一步 ,还 可 以 仿照 式 (6-1) 定义 一 步 条 件 方 关 , 即 
Ya os | Kar Cnt) = va en | Ns nt 
= Efe | wy ts {Ee | x wa _ 1 |’ 
= own Xn), (6-5) 
i 式 表 明 , x, ,1 的 条 件 方差 , 即 新 昌 6 ,1 的 条 件 方差 (x ,x 1 是 x ,1 
的 旺 数 ， 
比较 线性 肩 阿 好 模 型 式 (3-7) 和 非 线 性 日 阿 归 模型 式 (4-6) ,容易 看 击 ,它们 的 
新 已 序列 就 是 es 在 那 下 ,se.,; 被 假 定 为 日 际 声 序列 ,而 及 tp 独立 ,从 
而 有 
var( 姑姑 Var er = 
对 比 式 (6-5) 和 式 (6-6) 可 知 , 于 章 的 自 回 归 模 型 与 式 人 -7) 和 和 式 (4-6 自 回 归 模 项 
是 有 区 别 的 .其 区 别 在 于 ;这 里 前 新 息 序 列 居 对 差 序 询 ,向 在 调 几 这 中 的 自 加 四 序 
列 的 新 和 序列 是 白 哗 启 . 
显然 , 式 t6-3) 的 新 妃 序 列 满足 式 (6-4) 和 式 46-5) 居 自 然 结 采 , 和 假定 它 习 时 电 
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上 下 列 往往 是 不 符合 实际 的 .在 金融 领域 中 ,人 们 关心 必 (6.2) 的 一 步 预 报 , 但 是 ， 
出 关心 式 (6-5) 的 条 忻 方 差 . 特别 是 在 期 权 、 期货 和 进 券 市 场 中 , 式 (6-5) 中 的 
J xa.1，*) 往往 不 是 常数 .由 于 式 (6-5) 中 的 crop) 和 和 新居 ,i 的 结 
攀 太 和 昌 共 , 又 是 本 倒数 性 的 , 四 档 尔 fFEngle) 提出 广 用 ARCH(autoregressive 
conditional heteroscedasiticity) 模型 近似 描述 这 种 时 灾 条 件 方差 现象 , 并 能 使 较 好 地 
刻 叫 金融 中 风险 变化 的 统计 规律 . 


6.1.2 ARCH 模型 


起 RCH 模型 为 
人 | ~ NO, h), (6-7) 
hh = a + ort 1 + .+ Qo (€-8) 
其 中 = 表示 到 +1 -1 时 启 为 上 的 全 部 现 浏 信息 . 式 (6-7) 表 不 
在 给 定 六 | 条 件 下 x, 的 条 件 分 布 是 正 态 的 , 其 条 件 均 信 为 9, 条件 方差 为 名 ; 式 
(6-8) 表示 刀 是 姑 的 自 略 归 吉 权 和 和 -而且 , 为 了 保证 六 > 0, 总 假定 


an > 有 ,gl 党 0 


六 了 保证 hh 为 平稳 的 ,还 假定 
>)a 之 |. (6-9) 

为 了 使 于 理解 忒 (6-7) 和 式 (6-8) 的 ARCH 模型 ,可 写 出 它 的 一 种 等 价 形 式 : 
Tl 二 Et on + ol + 十 a .12, (6- iO) 


其 中 上 为 正 态 白 噪声 序列 ,而 且 s ~ N(0,D .根据 & 与 (x_i -win) 相互 独立 ， 
可 立刻 得 到 式 (6- 力 和 式 16-8) .对比 式 (4-5) 和 式 (6-10) 可 知 , 式 46-10) 是 式 {4-5) 
的 特例 . 再 将 式 (6-10) 与 式 (4-6) 相 比 较 可 知 , 式 (4-6) 足 可 加 噪声 的 AR 模型 ,而 
式 (6-10) 是 乘积 噪声 AR 模型 ,二 者 之 间 有 “ 定 的 联系 .这 可 从 蕊 下 事实 看 出 : 
六 
% = logx?， 为 二 loge?. 

将 式 (6- 10) 两 边 同 时 平方 ,然后 再 取 对 数 ,得 

= (oot oatlt+t er pd + (6-11) 


- 式 即 属 械 式 (4-6) 的 可 加 噪声 AR 模型 . 
6.1.3 ARCH 拼 型 的 导 计 
为 了 解决 ARCH 模型 的 估计 问题 ,将 式 (6-10) 两 边 回 时 半 方 ,可 得 


xi = ei(ag+ ort + -+ gxt_p) 
Le 
= ong+att +t rt pet p+ {6-12) 
其 中 = (et -1)(aotaxrilt + Qo 5) ,在 式 (6-9) 条 忻 下 ,; 式 (6-10) 有 平稳 
解 ;再 由 正 态 白 品 声 s 服从 入 (0,1) 分 布 可 知 ， 
E(t | CA = 性. 
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这 表明 5& 是 拷 差 序列 ,也 各 x 字 列 的 新 息 序列- 车 令 肥 = 31 则 式 (6-12) 可 划 夏 
一 tp {5-13) 

上 式 就 是 在 6.1.1 小 闻 中 提 到 的 线性 自 回归 模型 ,但 与 式 (3. 力 的 自 部 归 模 噶 丰 ]: 
草 ,其 差别 就 在 十 新 息 项 的 结构 不 同 . 

利用 式 46-12) 和 观测 数据 序列 zx ,x4; 可 以 得 到 相应 的 白 回 归 模 型 式 
(6-13) 和 数据 zz,…,z. 十 基 利 用 回归 模型 的 破 小 二 汇合 计 或 夭 刁 计 片 陵 ( 也 
3.2 节 ) 可 对 式 (6-8) 中 的 未 为 | 参数 ooyal ar 进行 估计 . 

如 果 式 (6-13) 模型 中 的 阶 数 是 未 知 的 ,利用 式 46-13) 和 第 3 章 由 的 AIC 六 出 
方法 ,可 以 根据 样本 序列 对 p 进行 性 让 

利用 #: 的 中 态 分 布 假定 ,还 可 以 综 出 ARCH 模型 参数 的 极 太 似 然 佑 计 . 在 已 给 
规 测 样本 序列 区 1 9 守卫 人 入 后 ,其 似 然 函数 为 


LE Kar Xn | Gor ar ap) 


- t 


- 址 元 一 一 一 一 一 
itl am Cao + ors 1 十 和 十 ax! rr 
exp : a hm xp] 


21 an 十 2 相 + ort 
其 中 ff 是 zx, 的 联合 分 布 密度 ， 它 芝 全体 于 参数 [| ps 日 依赖 关 
系 很 复杂 ,在 求 极 大 似 然 估计 时 ,通常 都 将 它 名 上 略 . 以 p = 1 为 例 , 上 式 的 近似 对 数 
位 然 函 数 为 
站 1 | ET 

2 logt2x) - pa logfen + tixi_1) + a - 区 上 ， (6-14) 
即使 对 上 述 的 p = 上 情况 , 艇 求 对 数 似 然 函 数 的 极 值 解 也 只 能 用 数值 计算 方法 求 
近似 解 .在 实用 中 ,可 以 用 前 而 给 出 的 最 小 一 屁 居 计 作 为 这 种 数值 算法 的 初 值 , 
选 代 方法 求 近似 解 ， 

6.1.4 AARCH 裤 型 的 预报 问题 


利用 ARCH 模 蜡 交 平方 模 才 式 (6-12) 或 式 (6-13) ,可 以 捍 册 甘于 ma = xi 
的 预报 问题 , 即 


~ 一 Ei| | x ,x "+ 
n+l = Bun+l 中- 二 中 一 下 > [ 


网 
二 Elxt | wn, Xa-ls | 


2 ,sa， 2 
0 + 下 1 区 上 十 + Qnp+] 


i i 


var| zo | x tL1 |. 


类 似 地 ,可 以 有 两 步 和 和 多 步 预 报 .例如 ,两 步 预 氢 为 
2 二 Elx: nt2 | x nl -| 


2 i- 
二 Etun+ Cl t+ pin prl + Mn+? i Tn | ) 


~ 2 2 
= dn + Rl2n+1l + HaTn 十 ”十 Tn -p+2 
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三 Yar| x ,2 | EE " 
对 上 上-- 般 情况 ,有 


~ 
了 4+ 上 二 站 十 于 1 本 +- 十 ”十 p+ 《天 广 1). (6-15) 


出 上 式 选 代 计 算 全 ,是 很 方便 的 .由 以 上 公式 还 可 看 刘 , 式 (6-15) 给 出 的 翁 ,,, 是 
在 已 知 xs 时 ,对 未 来 x,,i 的 条 件 方 益 的 预报 .这 与 第 3 章 和 第 4 章 的 条 件 
期 户 预 报 的 内 容 不 同 ， 


6.2 其 他 时 变 条 件 方 差 横 虑 


6.2.1 GARCH 模型 


由 式 (6-5) 可 知 , 半 称 序 列 的 一 步 预报 误差 的 条 件 方 葵 是 x , x。_1,… 的 是 数 ， 
市 ARCH 模型 中 的 式 (6-8) 只 含有 各 ,wait ,ost: 这 使 得 ARCH 模型 有 一 定 的 
局 限 性 . 用 一 方面 ,在 金融 数学 领域 中 的 办 权 定 价 理论 中 ,也 提出 了 比 ARCH 模型 
更 的 条 件 异 方差 模型 .这 就 是 GARCH 模型 : 


{7 ! 十 | 1 一 ND, h,), {6-16) 
hi = oo 十 ELST 二 《6-17) 
卜 中 wo > Dai 宇 0,& 这 0, 而 昌 
Py ?3 
et ZB <1. (6-18) 
1 


关于 此 类 模型 的 详细 讨论 可 见 文献 [6] 
6.2.2 随机 条 件 异 方差 模型 


在 金融 领域 中 ,元 其 是 证 养 交 易 市 场 中 ,被 观测 序列 的 条 件 异 方差 性 不 能 被 上 
述 模型 很 好 地 描述 ,但 相对 而 言 ,可 被 如 下 的 模型 描述 5 先 以 低 扒 模型 为 例 ) : 
Xe 一 Fe, {6-19) 
{ = Bu lt+ Wh: (6-20) 
其 中 | 和 i 有 1 为 两 个 相互 独立 的 正 态 白 噪声 . 式 (6-20) 是 普通 的 一 航 AR 模型 ， 
易 风 ， 
Et x | We ty 
= Efe | x sx a jEles | wx, ,x 121.) = 0. 
这 说 明 x, 是 新 息 序 烈 . 其 条件 方差 为 
var| x | we_is Xe_as 
= Fx? | wa) 
= Efe | ws a Ee | wl ta ) 
= gtk(et teh | x | ,x 2) 
= open +: Ee :| x 1, ws.) 
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= cE eI | Ti (6-21) 
其 中 = 开光 c = Ee 对 比 式 (6-10) 和 式 (6-19) 可 知 ,; 式 46-19) 撕 述 的 条 
件 异 方差 是 被 历史 值 x 1 ,x%_2,… ,Ns 唯一 决定 的 ,在 此 和 意 广 让 ,未 如 大 新 的 随机 
性 ;而 式 (6-19) 描述 的 条 件 异 方差 有 新 的 随机 量 六 介 人 .所 以 称 之 为 随机 条 人 忻 异 
方差 模型 .此 模型 的 乱 点 在 于 , 其 未 划 央 数 中 不 受 非 负 的 限制 ,这 存 统 计 估 计 村 有 
方 恒 之 处 .但 是, 它 纵 笨 件 方 差 的 订 算 带 来 了 麻烦 . 比较 式 46- 雪 ) . 式 (6- 如 ) 和 式 
(56-21 可知, 模型 式 {56-19) 中 的 e 和 双 是 不能 直 纺 观测 的 随 礼 序列 , 皮 有 王 是 可 观 
测 的 ;而 在 式 56-20) 1 , 丰 这 的 条 忻 期 户 值 是 ,x2.… 的 画 数 ,但 是 给 有 了 明显 胡 
达 式 ,这 用 此 类 模 草 的 缺点 .虽然 如 此 , 它 能 刻画 金融 领域 中 的 某 些 时 变 条 人 忻 方差 
的 特征 ， 


6.2.3 时 变 杂 件 方 差 AR 模型 


前 几 小 节 部 限定 讨论 二 为 新 外 序列. 这 是 为 了 突出 志 砚 条 御 愉 方 基 的 特征 . 
在 实际 应 用 中 ,很 少 直 接 现 浏 到 这 和 样 的 新 息 序 列 . 办 此 ,在 全 川 ARCH 或 GARCH 模 
型 时 ,可 以 分 两 步 进 行 : 首 先 根 据 译 列 yy2,… ,进行 第 3 总 或 第 4 童 介绍 的 建 模 


分 析 ; 然 后 得 到 拟 合 残 差 序列 ,2 ,7 将 它们 视 为 上 述 的 新 息 序 列 的 样 卡 序 
列 ,并 氢 合 而 述 的 ARCH 或 其 他 模型 .这 具 是 一 种 实用 方法 .加 时 也 存在 着 另 -种 
方法 ,即将 条 件 均值 和 时 变 方差 性 写 在 同一 模型 中 ,为 了 叙述 简捷 , 先 考 虚线 性 条 
任 均 值 情况 , 即 
= m+ + Bp 十 Err ps a) {6-22) 
寺中 8 为 白 虹 声 ,而 是 成 = 0, 旗 ; = 4. 对比 上 式 和 式 (3-7) 吕 知 ,在 式 (6-22) 中 多 
了 因子 of yo)- 它 为 常数 时 , 式 (6-22) 三 为 式 13-7); 各 则 , 式 (6-22) 中 
的 因子 平方 是 % 的 条 件 方差 仿 , 上 共有 时 变性 ,顺便 指出 ,模型 式 (6-22) 右边 的 第 一 
项 比 简单 前 魏 阳 声 假定 合理 , 与 更 - 般 的 新 息 序 列 由 比 , 壕 起 受到 很 强 和 的 人 为 假定 
峰 制 .但 是 这 种 眼 制 对 研究 和 统计 上 述 模型 兴 着 重要 作用 . 
容易 看 到 ,满足 式 (6-22) 的 平稳 解 ”% 的 条 件 期 望 为 

Ety, | Ys a) = Piya + Bay zt + Es 

其 茶 件 方 差 为 
wa 入 | yi 一 Gy a 同上 

比较 简单 的 模型 是 如 下 的 有 限 参 数 型 ， 

FF a = an+ aiyit.i 十 """ 十 age_ 
模型 式 (6-22) 的 预报 误差 为 

Bat! 二 Enrol Ya Yess Yer 

撒 如 式 (6-22) 的 模型 还 可 以 推广 到 带 非 线性 自 回 归 的 情况 : 

和 二 PUP Ye Pg) + EO Vt V2 a)- 
在 实际 冰 用 中 ,还 应 当 考 虑 多 元 序列 的 条 件 异 方 考 问题 ,这些 还 有 待 进 一 步 研究 . 
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引 言 


攻 生 十 2D 世纪 50 年代 的 随机 分 析 是 牛顿 - 芋 布 尼 兹 (Newton-Leibniz} 微 积分 运 
算 在 随机 (好不 确 福 性 ) 亲 件 下 的 排 广 ,其 主要 内 容 是 研究 随和 机 过 程 { 特 别 是 鞭 ) 泛 
两 的 微分 和 积分 运算 . 经 过 半 个 忆 纪 的 发 展 ,随机 分 析 叫 成 为 -个 重要 旦 应 用 广 
江 的 概率 论 分 支 ,并 蕊 被 成 功 地 应 用 到 诸如 偏 微分 方程 ,调和 分 析 控制 论 ,量子 力 
学 .金融 数学 等 领域 ,也 为 工程 技术 中 的 数学 模拟 提供 了 重要 的 理论 基础 . 随机 分 
本 方法 还 是 研究 支配 复杂 系统 { 即 含有 数目 所 大 的 子 么 统 或 售 有 大 其 不 确定 因素 
的 系统 ?的 微观 本 制 与 兹 宏观 行为 之 联系 的 有 效 下 具 . 本 条 力图 给 负 该 领域 一 个 
简明 扼要 的 介绍, 并 指出 日 前 比较 活 著 的 新 干 研究 方向 . 关于 随机 分 析 更 广 和 更 
- 般 的 详细 论述 串 参 春 何 南 武 , 注 嘉 瘤 , 严 加 安 的 著作 及 池田 信行 (N. keda) 和 和 
湾 边 信 二 (S.Watanabe) 的 著作 I9. 关于 随机 分 析 的 应 用 可 爸 看 舒 斯 1S.Schuss) 的 著 
作 15， ， 


1 随机 过 程 


1.1 一 般 概 念 


定 必 1 和 设 (Q, 玉 PP) 为 概率 室 间 ,了 为 一个 集合 ,5 天 .5 为 一 个 可 测 空 间 , 刚 
任何 一 个 严 值 的 随 拉 蛮 量 族 和 GE Ti 称 为 -个 以 了 沪指 拆 集 的 戎 机 过 程 , 有 时 
简称 为 过 程 . 

其 中 口 称 为 样本 空间 ; 忆 称 为 状态 空间 ;了 通常 表示 叶 间 集 ,例如 可 取 为 10,1， 
2 RN,R,R+ = [0, + mm) 等 ;五 为 指标 :对 应 的 状态 ,对 于 任意 固定 的 ww E 


介 , 从 人 下 到 EE 的 映照 1: -> 巨 (w) 称 为 样本 局 的 轨道 . 当 二 为 拓扑 空间 ,各 为 其 情 
雷 尔 (AA. BoreD)o 代数 时 , 若 t 无 ,t 扎 Ti 的 几乎 所 有 样本 轨道 在 了 也 是 拓扑 空间 时 
分 别 为 在 (或 右 ) 连续 与 连续 , 则 分 薄 称 其 为 车 (或 右 ) 连续 过 程 与 连续 过 程 . 

定 灾 2 设 | 互 ,1 亡 T| 为 随和 机 过 程 . 若 了 还 具有 可 测 结 梅 芒 且 二 元 映照 疏 ， 
o) 一 世 (o) 关 于 了 x 有 上 和 溢 积 po 代数 .FF 到 可 测 , 则 称 | xX,t 了 | 为 可 测 过 程 . 
显然 ,上 左 { 或 右 ) 连续 随机 过 程 和 连续 贿 机 过 得 上 者 是 可 测 随 机 过 程 . 

法 国 概率 论 学 派 把 随和 机 过 程 看 成 二 元 函数 ,并 由 二 区 分 出 一 些 特殊 的 二 元 呀 
调 类 ,性 它们 在 随机 积分 理论 中 起 重要 必用 . 

定 光 3 概率 空间 (nn, 人 PP) 上 上 入 过 程 | 针 ,!: €€ 了 i 与 男 一 个 概率 定 间 (2'， 
PP) 上 的 鼎 值 过 程 | 天 ,,t € 下 称 为 互相 等 价 ,如 果 它 人 具有 相同 的 分 布 . 即 对 
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于 任意 和 Ee N, ty ty ty, 万 T, 琉 二 三 党, 在! 
POR 生 A 三 1,2,-…,n) PR, 蕊 EE 二 ] ,2 元) 
男 欠 ,车 1, 万 下 及 1 和 和 了 是 同 :个 概率 空间 上 的 两 个 五 值 可 测 过 程 , 旦 
它们 的 样本 轨道 几乎 处 处 相 网 , 即 
中 = = 1 

则 称 它 们 为 无 区 别 过 程 . 此 时 记 为 

|, Rt+| 三 ;ft R*:. 

定义 4 设 (2,. 芝 PP) 为 完备 概 妆 空 间 , 1 六 ,1 ER'! 为 8 的 一 族 完备 子 = 代 
数 ,使 得 
注视 {West R',s se 1), 

且 

HNRl (VrER), 


则 称 | 癌 , E 生 R+ | 为 满足 通常 条 件 的 g 代数 流 , 称 i 和 2,{ 攻 ,i 全 R*) ,. 富 记 ) 为 总 子 
概率 空间 {或 精细 概率 空间 }. 直观 上 ,. 贫 描述 了 直到 时 刻 ' 的 所 有 可 浏 事件 { 即 信 
息 ) .一 般 地 , 当 指 标 集 了 具有 们 序 结构 时 ,可 引 人 类 似 概 念 . 

定 兴 5 第 证 证 了 概 党 裕 间 (用 狠 本 有 RE) ,了 PP) 以 及 其 上 的 随机 过 程 | 多， 
人 1. 和 阁 对 十 性 意志 R+ 随机 变量 互 是 . 贫 可 调 的 , 叫 称 | 到 和 R*! 为 (各 ,1 
和 了 ) 适 应 的 随机 过 程 .对 于 具有 全 序 结 梅 的 指标 集 了 , 厅 对 过 径 人 号 E 了 引信 

定 灶 6 设 | 太后 了 为 一 个 随机 过 程 .了 只 有 全 序 结 构 .定名 ?为 使 得 所 
有 Ttss 昌 可 测 的 最 小 完备 = 代数, 令 

= NR， 


则 称 | 窜 ,ze 了 | 为 由 过 程 1 外 ,1 EE ,Rt+ | 产生 的 完备 自然 z 代数 流 .显然 ,任何 -个 
随机 过 程 关于 其 完备 基 然 o 和 代数 流 总 是 适应 的 . 

定义 7 给 定 滤 子 概率 空间 (0,( 色 ,1 EE R*'),. 访 P). 称 从 x R*+ 上 由 集合 (. 范 x 
R*)U 4x(i + wm): yi RA4E | 生成 的 go 代数 为 人 x Rr 上 的 可 插 g 代 
数 . 若 一 个 瑚 机 过 程 作为 如 x R+ 上 的 二 元 映照 关于 可 料 = 代数 可 测 , 刚 称 其 为 可 
料 过 程 . 显然 , 左 连 续 适 应 过 程 为 可 振 过 程 , 可 料 过 程 在 随机 积分 理论 中 起 很 午 要 
的 作用 . 


1.2 - 儿 个 重要 的 随机 过 程 


1, 布朗 运动 

1826 年 英国 植物 学 家 布朗 (R.Brown) ,首先 在 显微镜 个 观察 到 花粉 在 静水 中 会 
永 不 停 软 地 做 不 规则 运动 , 入 们 称 之 为 布朗 运动 . 这 种 运动 具有 普遍 的 物理 意 
尖 .1900 年 法 国人 巴克 里 埃 (L. Bachelier) 在 其 清 士 论文 投机 理论 》 中 建立 了 布朗 
运动 的 基本 理论 ,并 将 其 应 用 + 股票 分 析 上 .1905 午 爱 内 斯 坦 (A. Einstein} 对 布衣 


1 随 岂 过程 ，647 ， 

运动 作 了 物理 解释 和 统计 推导 .1923 年 维 岗 (N. Wiener) 构造 了 布朗 运动 的 数学 异 
型 . 现在 , 布 妆 运 动 已 成 为 描述 随机 现 稼 的 基 f{1 . 

定 灾 8 概率 空间 (nn,. 信 PP) 上 上 有 rr 导 随机 过 程 1 吕 ,< R*1 称 为 是 从 xE Rom 
出 发 的 mm 维 布 裔 运动 , 若 ， 

人 二 

2 半 于 性 意 0 三 机 < < << 而, 随机 迹 量 

中 一 一 

相互 独立 ,其 小 n 总 N 任 意 ; 

3 对 于 任意 0 三 ， gg 1, 随机 变 基 BB 是 期 望 为 零 ,逆差 为 (1 - 3) 的 m 维 
正 态 随机 变革 ,其 中 下 为 严 阶 单位 生 陈 . 

布设 运动 具有 了 以 下 基本 性 质 ， 

1* 叶 齐 性 。” 对 于 任意 周 定 5 > DB -有 ,ftER+ 足 从 0EE R" 出 发 的 布 
朗 返 动 ; 

2 对称 性 | 一 访 , 放 万 R*| 为 从 一 x RR" 出 发 的 布 半 运动 ; 

条 标 度 变 摸 性质。 对 于 任意 > 站 和 Ba 和 有限 | 为 从 x 亡 Rm 出 发 的 布 
朗 运动 . 

布设 运 动 的 其 他 -- 些 重要 性 质 吊 矢 看 文献 [7]. 

2, 布朗 桥 

定 灾 9 (D0,. 守 P) 1 R" 值 连续 过 程 iX ,ft EE [0,8| 称 为 从 x 出 发 到 yy 的 布 
朗 桥 ,者 它 满足 : 

P 对 于 任意 如 ,tf2 所 [0,0 训 ; 污 ) 起 小 态 的 ; 


t 


PECOX) = t+ - 4) (yieldg,Bh); 
PE(CE ~ ECA) XK EOC) = 人 了 (¥ st € [0,5]), 


其 中 E 表示 期 望 ;Cpr 表 兴 及 nm 中 内 积 ;s 关上 二 min| ,+t|. 

车 iB,t © R+;i 为 以 x 出 发 的 布朗 运动 , 则 从 出 发 证 达 y 的 布朗 桥 | 互 ,# EE 
[0,5]} 之 分 布 是 过 程 18.,r E [0,8]1 在 条 件 B; = y 下 的 条 件 分 布 ,而 且 名 = *， 
如 = Y. 这 是 称 j ,it 蕊 [0,8]! 为 布 度 桥 的 原因 . 

3, 泊 松 过 程 

定义 功 ” 概 率 空 间 (3,. 客 PP) 上 10| UN 值 过 程 | 五 ,1 € R+ | 称 为 强度 是 4 > 
0 的 泊 松 (5.D.Poisson) 过 程 , 如果 

lo x, = 0; 

对于 性 意 0 三 二 和 让 < R 人 和 N, 随 机 变量 

he 


相 可 独 亨 :; | 
3 对 于 盾 意 0 二 过 二 随机 变量 蕊 -起 具有 参数 为 X6 - 5s) 的 泊 松 分 布 , 即 
PI -KE =k|-= MAE) A 9)) Ck = 0,1,2,."). 


站 了 
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泊 松 过 程 与 布朗 运动 具有 问 等 重要 性 ,只 是 侧重 点 不 癌 . 事实 上 ,从 抽象 的 观 
点 在 ,可 以 在 基于 布 并 运动 的 分 析 与 基 十 泊 松 过 程 的 分 析 之 问 建 立 -… 个 纵然 的 同 
构 映 射 . 

4. 高 斯 过 程 

定义 11 Re 值 过 程 | 多 ,t+ ET| 称 为 高 斯 【G.F.GCaussl 过 程 , 如 果 对 上 任意 n 
EN 及 ,sh 了 ,随机 向 量 (无 ,克基 十 正 态 随机 向 量 . 显然 , 布 划 
运动 和 布 前 酉 几 基 高 斯 过 程 . 

5. 平稳 独立 增 量 过 程 

定义 讼 Rn" 值 过 程 | 互 ,和 下 :| 称 为 独立 增 量 过 程 ,如 果 对 于 任意 a 所 及 
em< < < 随机 灾 量 

天 一 


n—l 


相互 独立 . 若 进 一 步 述 有 :对 于 任意 0 和 s < 1, 随 机 变革 xX, - 巨 的 分 布 习 依赖 于 
上 -3; 则 称 | 天 ,+ 扎 民 *+| 为 平稳 独立 增 量 过 程 . 当 平 稳 独 立 增 量 过 程 是 随机 连续 过 
程 , 即 1 一 上 时 ,无 几乎 处处 收 侣 于 无 ,VY 了 EE RT, 则 称 | 天 ,1 所 R*| 为 兼 维 (1LEvy] 
过 程 . 
6. 马尔 可 夫 过 程 
定 兴 好 设 i 瑟 ,1 € R*| 是 (00,.PP) .+E 值 过 程 . 邻 
= ost， 
它 = 帮 | Xt, 
.多 ,= zs 让. 
如 果 对 于 性 意 1 ER',A4E 实 , 太 瑟 E 实 ,有 
RAB TRY = PA TFIP(B 1 ,), 
则 称 | 无 ,t 毛 R+! 为 马尔 可 夫 ([A,A,Ma 让 ov) 过 程 ,简称 马 氏 过 程 . 直观 上 , 马 氏 过 
程 的 过 去 与 将 来 关于 现在 是 条 件 独 立 的 . 当 7 了 有 全 序 结构 时 ,可 有 类 似 定 义 . 
7. 有 限 变 差 ( 可 积 变 差 , 增 } 过 程 
设 | 和 ,t 马 Rt] 为 一 个 民 伯 过 程 ,如果 它 的 几乎 所 有 样本 轨道 都 是 有 限 奕 差 
{可 积 变 差 , 增 ) 也 数 , 则 称 其 为 有 限 变 差 [ 可 积 变 差 , 增 } 过 程 . 
8. 靳 
这 类 随机 过 程 在 随机 分 析 中 扮演 着 中 心 角 色 , 将 在 下 总 详细 介绍 . 


2 加 与 半 扶 
2.1 概 念 


定义 1 设 ( 了 ,EP) 为 概 过 空间,(T, 过 ) 为 全 序 集 , .Ft ER*| 为 满足 通常 
条 件 的 oz 代数 流 , 出 Re 值 过 程 | 多,t E TI 称 为 | 多 EY 拷 ,如 果 


2 靳 与 半 靳 : 649 ， 


l 对 于 任意 上 有 了 ,关于 ,学 可 测 ,H 关 于 PP 可 科 ; 
2 对 十 什 意 ss 志 t ;有 
ELX, | .2 = (Ca.8.1. 
RR+| 尽 民 值 过 各 时 ,可 将 上 述 条 件 庆 改 为 条 件 这 ， 
闻 对 于 任意 ; 三 1, 有 
天 ( 1 罗 ) 过 号 (或 沽 大) fa.s.)， 
苦 1 玉龙 R*'i 满 内 条 件 上 及 字 则 称 | 半 ,tfE 及 | 为 i515 R+| 上 黑 或 下 园 . 有 
时 为 方便 ,可 不 指明 其 相应 = 代数 流 . 

从 概率 沦 骨 度 看 , 轩 ( 工 鞠 , 下 蒜 ) 分 别 是 常 消 数 ( 单 调 减 明 数 ,单调 增 陋 数 ) 的 
随机 推广 ,可 作为 财 徒 参与 公平 (党 擂 .优势 ) 赌博 财富 过 程 的 数学 模型 , 世 可 作为 
更 上 泛 的 博弈 过 程 中 支付 过 程 的 数学 模型 . 

以 下 是 : 些 党 见识 的 例子 . 

例 1 设 (9 , 科 己 ) 为 概率 空间 ,| 实 ,E R+| 为 满 下 通常 条 件 的 = 代数 流 , 而 
五 于 一 个 加 各 随机 室 基 .对 于 任意 1 5 及: ,定义 

X= ECXI| .RF) 【VE R+ )， 
则 | 革 , 记 RR*+| 是 | .总 ,4 万 R*| 靳 . 
例 2 设 二 ,三 ,…, 总 ,是 一 别 艾 值 为 零 的 可 积 独 立 随 机 变 基 序列 ,定义 
X= 这 二 (¥n€N), 
则 | 到 人 aa 私 本 为 | 区 ,acE Ni 于, 其 中 | 话 ,n E Ni 为 其 完备 自然 代数 济 . 
例 3 设 | 昭和 ER 是 m 维 布朗 运动 ,为 R"” 上 守信 畏 数 . 令 
= hiB) (Wt Rt+), 
则 在 一 定 的 冲积 性 条 件 下 ,有 下 述 结论 : 

1?* 蔡 如 是 调和 数 , 则 | XX ,t E R*| 关 丁 其 完备 自然 so 代数 流 为 对 ; 

若是 上 上 (或) 调和 函数 , 刚 { 世 过 下 + 关于 其 完备 青 热 og 代数 流 为 上 
[或 下 ) 鞭 . 

例 4 设 (0 ,Ct RR+),. 祝 PP) 为 滤 了 概 闪 空 间 , | 总 ,: EE R* | 为 其 瞬 启 后 
R" 值 过 程 . 若 | 首 ,: E R+} 满足 对 于 任意 A Rm",: > ， 关 0, 恒 有 

E{( exp C/T 14, - B Ove) 1 .2) = em - A et s)) (a.s.), 
则 称 | 基 ,tz 和 了 :| 是 初 值 为 癌 的 | 多, 和 R* | 布朗 运动 .特别 当 克 = 0 时 ,简称 其 
为 | 疙 ,+ E Rt+ | 布朗 运动 ,其 中 | gm 表示 了 中 的 欧 氏 范 数 ， 

(1) 上 奔 中 要 注意 的 基 ; 若 令 | 这? ,i EE R'| 为 站,!t 蕊 R11 的 完备 自然 代数 流 ， 


并. 其 六, YR', 日 ! 关 -六 ,1 BR 是 本 箭 1.2 节 中 定 交 8 意 穴 下 由 0 过 Re 
出 发 的 布朗 运动 . 
(2) 1 实 ,: 毛 R+| 布朗 运动 比 1.2 中 定 交 8 意 祥 下 的 布朗 运动 要 稍微 广泛 一 
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点 . 电 然 ,在 1.2 节 中 定义 8 意义 下 的 布朗 运动 1Bi ,大 1 此 完备 自然 代数 流 
ju 1 Rr| 六 ;Ht R+1 布朗 运动 . 

(3) 可 以 验证 ， | 过 ,所 R*| 布朗 运动 是 1 六,t 亡 及， 抽 . 

和 例 5 设 ;无 ,rt 亡 R*| 为 独立 增 量 过 程 , 昌 对 于 - 切 1€ERt 有 EC 和 C1) <+ 
mw , 则 -Et EE R+! 关于 其 完备 日 然 = 民 数 流 为 贺 . 车 还 有 

ECR - FECT 区 十 可 (ytée R'), 

BE EON EOCK ECXLD)),tE Rt! 为 黄 ， 

例 在 设 | 无 ,t ER*+ i 是 强度 为 的 泊 松 过 程 , 则 | 总 -ER 关于 其 完 
备 上 自然 ga 代数 流 为 击 . 

例 7 靳 变换 . 

涝 (C0,{ ,RE N) ,站 P) 为 滤 子 概率 空间 ,| ,nN| 为 其 上 的 可 料 过 程 
( 邮 六 是 . 肖 可 测 的 , 击 久 是 .六 1 可 测 的 CY n> 1,nE ND ,而 i 和 ,nN| 为 |. 颂 ， 
nENI 革 .定义 


了 = >, A (yc N), 


则 称 过 程 1Yi,n EE | 为 [Cun€ Ni 关于 1 和 ,rn E NI 的 贰 变换 . 特别 地 , 当 对 于 
任意 4 € N, 庆 可 积 时 .isn EM 是 [次 E 避 鞭 . 

这 个 例子 是 关于 挝 的 随机 积分 在 离散 情形 的 形式 . 

F 面 进 - 步 引 人 停 时 、 局 部 辑 . 半 损 等 概念 . 

定 灾 2 痊 定 概率 空间 (2 , 袖 忆 ) 及 满足 通常 茶 件 的 = 代数 流 | 吕 ,eeE R*|. 设 
T 为 取 值 于 RR* 的 丘山 变量 . 若 对 于 任意 上 ER+, 有 jz 过 日 所 习 , 则 称 r 为 1 富 , 
< R*! 和 停 时 .， 此 时， 集合 

= IAEa( Uy, PIAN iratl EP, yte Rt 


组 成 ,2 的 子 z 代 数 . 称 交 为 停 时 * 的 前 事件 og 代数 . 
定义 3 设 天 ,1 R+| 为 淡 子 概率 空间 (D0,( 公 ,1 R+) ,六 PP) 上 天 应 可 济 
富生 . 如 果 存 在 停 时 列 |m na Ni ,使 得 : 
1 {as ,下 一 二 oo]3 
2 对 于 任意 mE N, 停 时 过 程 | .4,5 七 R+) 为 | 站,! 亡 R+} 卉 ， 


则 称 iM ,EE R11 为 | 名 ,二 R+| 局 部 著 . 

如 果 |F，E R+ i 为 实 值 过 程 ,日 存在 满足 上 述 条 件 "的 停 时 列 | 7,,n EE N|， 
使 得 | AoE R+ 上 为 有 限 变 差 过 程 (Y nn EN), 则 称 : WV. ,i 马 R+1 为 局 部 有 限 变 
差 过 程 . 

一 般 地 , 当 对 某 娄 过程 加 上 限定 词 “ 局 部 "时 ,其 会 艾 和 与 上 述 的 定义 3 所 述 类 
位. 

定 空 4 设 ; 尖 ,1 Ri 为 滤 子 概率 空间 (Q(t R') ,六 Py 上 的 适应 可 
调和 过 程 ,日 有 分 解 


2 鞠 与 半 寺 。 651 : 


A 三 | + A (GE 中) 
靶 中 1 村 和 估 下 | 为 | 和 下 | 局 部 蒜 有 及 和 及 为). 六 ,1 Rt| 局 部 有 限 详 
差 计 程 , 刚 称 ; 下 信守 Rt+| 为 |. 作 ,t 亡 R+| 半 钢 ， 


2.2 基本 性 质 


定理 1 ”如果 | 无 ,tf 二 Rt | 为 寺 ,w 是 同 明 数 , 有 Fi gi 让 <tm ,yit 
R* 则 | wt) R*| 为 个 对 . 

定理 2 1{ 杜 布 (J.L. Doob} 停 时 定理 ] 设 i,t EE RR 为 对 ,og,r 为 崎 个 有 界 
售 时 ,a 过 z, 则 总 稍 世 均 可 积 , 旦 

El(X | 入 ) = 已 (a.5.). 

众所周知 ,单调 有 竹 序 列 必 收 侣 ,下 而 是 该 缚 论 的 -个 随机 推广 . 

定理 3 如 果 | 庆 ,nn 全 N| 为 一 个 上 雪 ,和 supE( | T+ 
时 ,几乎 处 处 收 化 了 -个 可 积 随 机 变革 .车 i 瑟 ,n 二 对 | 一 臻 可 积 , 则 存在 一 个 
可 积 随 机 变量 半 , ,满足 : 

本 下 = 一 证 【 -二 oo}, 
其 中 庆 -一 > 表示 Ko | -On wm; 

EC |) (4.8.). 

定理 4 1【 杜 布 极 大 不 等 式 ) 设 i 无 ,! 世 Rr| 个 连 朗 鞍 , ECN) = 0, 则 对 
于 任意 0 < T<+ %m,s » 0D, 有 

Pl 1: sup | Xtw) | a}) 三 证 吉 娩 )， 

定理 5 ({ 杜 布 上 穿 不 等 式 ) 设 i 六 ,nnE NI 为 下 各 ,a < 85. 定义 

Nth) = 9uplj E N: 存 在 my <m<<m<m 和 使 和 = a 及 = 
Bg, 一 1] 2 
则 


EN) a (vkEN). 


定理 § 如 果 | 几 ,tt 所 [0,T]! 为 连续 蒜 ,0 < 了 < + wm, 则 
EC sup, 1 M, 12) 4E(| Mr >). 
定理 7 【{ 杜 布 - 梅 叶 尔 {Doob-Meyer) 分 解 定理 } 访 ! 半 ,t 及 + | 为 石 连续 一 
致 可 积 上 灶 , 则 | 于 ,tt 总 R+1 有 如 下 唯一 分 解 : 
INER| = 1- AtER'|, 
其 中 | 和 ,i 扎 R*+} 为 零 初 值 靳 ;| 4,t ER 为 可 料 增 过 程 . 
定理 8 如 果 | 蒜 ,t € R+| 是 一 个 可 料 熟 ,同时 也 十 可 积 变 差 过 程 , 则 
Pliws MY = MI, YtE RI)=1. 
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定理 9 【人 怕 克 哈 尔 特 - 瞪 维 斯 - 网 迪 [PBurkhalder Davis-Cundy) 不 等 式 } 设 
更 :[0, + 四 | 一 [0, + %] 为 非 减 凸 铺 数 ， 


TO0) = 人 0， 
由 (+ mw) = F(t ~) = ,lim $(A), 
TA se cBA) (YAE EO,+ w),e EE [0,+ wm)), 


则 存在 常数 0 < 4 < 8B <+ %w ,使 得 对 于 性 何 计 | 乱 ,n EE Ni ,成 立 
AE( BOOTIE - Xt+ Xx) 7 )) 


< E(w(supl hl) < BE(D( (DN -K+ RH)?)). 
定理 得 与 | 村 ,人 BR+! 为 连续 局 部 拷 , 和 Wh = 0, 则 在 大 区 别 意 突 下 ,存在 唯 
-适应 连续 增 这 程 并 形 ] 二 Ri ,使 i 壬 于 -~-[ 开 ]， 甜 Ri 为 连续 局 部 蒜 , 且 
[Wu = 0. -一般 称 上 [ 弄 ] ER 为 | 有 ,:t 毛 R+| 的 二 次 变 差 过 程 
若 上 时 六 让 下 +| 与 1 和 N,t 万 R+| 均 为 连续 局 部 蒜 , 则 称 
{1[ M,N:ERt|= {1 ([H + WN], [MN ,),!E R* | 
ME RI tiN,: EE R+| 的 互 变 差 过 程 , 它 是 适应 有 限 变 差 过 程 . 
定理 11 设 | 邮 和 R+ 和 | ,i 所 Rt+| 均 为 连续 局 部 堵 , 对 于 任意 :所 R*， 
Ix?:n ENi 为 [0,1] 的 一 列 分 划 , 使 得 
lim Ore 三 0， 
其 中 3x? 为 分 蓝本 的 步 长 , 即 分 划 中 相 令 点 号 离 的 最 大 值 , 则 当 nw 一 + % 时 ,在 术 
概率 收 和 伍 意 兴 下 ,有 
DM MN WT [M,N], (YE GE R'). 
定理 12 【随机 时 刻 变 换 ) 设 i 时 ,i CE R+! 为 一 个 连续 局 部 贰 ,Wi = 0， 
[Mj + of 一 + 对 于 任意 上 二 0, 定 交 停 时 了 及 六 分 贡 为 
5 = inftu€ [0 + wm):L MH], > tl}, 
a 二 ， 
旭 i8, = 末世 R*! 关于 | 名,t 忆 RR*| 为 布 裔 运动 , 量 
[Mt 和 R* | 一 | Brn,t 本 R*1. 
特别 地 ,| 喷 ,i EE R*| 为 上 过 EE RR*+ 布衣 运动 ,当月 仅 当 
Plw:[ Ml,(m) 三 上 ,是 此 Rt ! 二 1. 
后 :结论 通常 称 力 布 衣 运 动 的 局 部 鞭 刻 画 或 布朗 运动 的 莱 维 特征 刻本 . 
定理 3, 定理 了 定理 9 对 石 连续 能 有 类 似 结论 ,可 参看 文献 [5,111. 


太 车 
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3 随机 积分 


3.1 维 纳 积分 

没 | 肪 ,tE R*| 为 滤 子 概率 空间 (D,( 完 :GE R*'),. 产 P) 上 Rn 值 | 宛 ,E Ri 

布 良 运 动 .对 于 JE (CR! ,R“) ,如 果 了 为 简单 函数 , 即 /可 表示 为 
A = > am， (£) 【人 R'), 
其 中 @ € R"; ,1 为 L444) 的 示 性 阴 数 ,0 = 和 < 和 < << i ca， 
则 定义 
人 AD = PalBin Be 

显然 ,此 时 有 

| ,AeB, 为 随机 变量 ; 


zx s(| .79dB -0 (| .Apaa) ) - | [fC | mdr. 


因此 , 广 -~| A445 是 从 忆 (R*) 中 简单 西数 集合 到 /2(0, 到 P) 中 的 线性 等 
映 照 . 由 于 简单 丁 数 组 成 的 线性 空间 是 这 (R* ) 中 依 马 折 站 现 密 的 线性 子 空间 ,所 
以 该 映照 可 等 距 延 拓 到 2(R*) 上 . 对 于 任意 的 f€ 2CR) ,用 | ， f(D)dB, 来 表示 


该 映照 下 /在 (9, 写 P) 中 的 像 ,并 称 其 为 的 维 纳 积分 .，- 般 地 ,| f(t)aB, 代表 
j A ron (dB, 


3.2 伊 胶 积 分 


维 纳 积分 | f(s)dB, 中 的 被 积 函数 /是 与 样本 w E 0 无 关 的 函数 . 伊 芯 (K.10) 


首次 定义 了 被 积 函 数 是 随机 过 程 的 随机 积分 ， 
设 C0,( 办 ,ER'),. 芳 P) 为 滤 子 概 宰 空 间 ,| BB,t 拓 R 为 其 上 的 R" 值 | 多 


ER+|l 布朗 运动 . 对 于 任何 > 0, 对 满足 
z(] | A | ede) 区 十 甸 (3-1) 
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的 R" 值 | 党,t 姜 R+! 适应 呆 浏 计 程 ,定义 随机 积分 
1H) = | an, 
并 称 其 为 | 玉生 R+i 关于} 有 Bt ER*| 的 伊 蔬 随 机 积分 ,简称 伊 芯 积 分 . 


用 三 表示 在 [0, 7 了 ] 上 满足 条 件 式 人 3-1) 的 }- 肖 ,t+ EE [10,7T]) 适应 过 程 全 体 , 开 

以 对 表示 后 中 如 下 简单 过 程 全 体 ; 
及 = ht Oi)! (YEE Rt), 

其 中 0 < 让 << < = T,nE Ni 而 关 于 名 可 调和 全 = 1,2,…,n) ;ho 关 
上 .省 可 测 . 

对 于 如 上 所 述 的 玉 , 定 艾 

PD = Chos Bw + DBs BB Yun, 

则 和 

ECAH)) = 0 (¥ HE S17), 

>? ECA( FH))) = AMEARED (¥ HE 5). 
时 然 , 当 LY 厂子 范 疗 

， 工 
alr= {Ed Ia} vae a) 
时 ,地 , |) 为 希 尔 伯 特 tD.Hilbert} 空间 ,而 且 坊 作 为 对 C 瑟 内 到 产 (， 
, 疗 , 呈 的 线性 算 子 为 等 放映 射 . 由 王 叶 是 ,上 | 7) (下 的 秽 密 线性 子 定 间 , 因 
而 jr 可 连续 延 拓 为 疗 到 六 (如 ,学 ,了 ) 的 等 距 同 构 , 使 上 述 的 二 ,2 对 于 任何 二 EE 
所 成 立 . 雇 HE 访 在 二 下 的 像 为 | HdB. 这 就 是 所 滑 的 ;本 ,+ [0,7]| 关于 
1B.,t EE [0,7 的 伍 藤 随机 积分 .一般 地 , 若 !,t EE R*1 捞 应 可 测 过 程 i 古 ,t EE 
R*+| 满足 
{Ht€ [0,TJI EA (¥ TE LO, + wm)), 
则 记 
下 
[有 = {| dB,,T € Lo, + ©)}, 

并 称 所 后) 为 | 互生 及 | 关于 1B,t 二 R+| 的 仇 腾 (不适) 积分 ,有 时 也 记 本 
为 .8B. 显然 , 维 纳 积分 是 仇 芯 积分 的 特例 . 

例 1 庶 | 囊 ,ER 为 及 值 布朗 运动 , 则 当 = 0 村 ,有 

ja = 方 ( 慌 - 昌 (YiE R'). 

例 2 伊 蕊 多 重 积 分 

{|aB, }aB, -dB - 而 (2 名 (部 )， 


用 二 4 安安 安生 


3 ”随机 积分 . £55 : 


其 中 性 ER!; 训 是 #5: 阶 埃 东 米 特 (C. Hermmite) 多 项 式 
2 三 的 
(x) = (Deexp( 村) exp( -六 有 1 0.1.2，) 
而 1 ,t Rt+| 为 及 值 布 明 运 动 . 


3.3 ”局 部 怠 和 于 和 挝 的 积分 


为 了 定义 局 部 缺 和 于 误 的 随机 积分 , 先 3 引 入 随机 过 程 关 十 有 限 变 差 过 程 的 勒 
贝 格 - 斯 蒂 尔 切 斯 (Lebhesgue-Stieltjesj 积分 ， 

定 光 1 设 |1 ,i R*| 为 RR" 值 随 机 过 程 ,! 半 ,tt 亡 R+| 为 有 限 变 差 的 R" 什 
过 程 , 若 对 于 任意 了 E [+ ww) ,1 了,t 记 10, 让 | 满足: 洲 于 几乎 所 有 样本 ww& 0， 


[AA 


在 勒 内 格 - 斯 带 尔 切 斯 积分 意义 下 存在 , 则 称 1Y,: € R 1 关于 | 万 ,t+ 全 了 R* | 是 勒 
贝 格 - 斯 带 尔 切 斯 可 积 的 ,并 记 


Y.¥- 仆人 ax ep}. 


称 了 .于 为 |,t ER'| 关于 i,! 七 下 | 的 蒜 员 格 - 斯 帝 尔 切 斯 (不定) 积分 . 

没 于 = 1 天 ER 用 天 = | 互生 及 | 为 连续 局 部 熟 ,那么 它们 的 互 变 差 
过 程 为 适应 有 限 变 差 过 程 . 这 样 ,可 引入 如 下 关于 局 部 鞭 的 积分 ， 

定 灾 2 设 开 = | 有 ,tt 蕊 R+| 为 零 初 值 连续 局 评 缺 ,为 可 料 过 程 .车 存在 
{ 唯 -- 的 ) 连续 局 部 向 磋 . 必 , 使 得 对 于 任何 连续 局 部 鞭 = 1,t ER+|, 有 

[HM LL ER = FH.LM,I)], 

刚 称 五 .于 为 昌 关 于 对 的 随机 积分 ,其 中 [| = ,ft EE 了 + | ,有 时 记 . 计 
为 | #49MM, 记 Hiro .dM 为 | 所 an. 

下 面 给 出 关于 局 部 束 积 分 的 基本 性 质 及 于 要 定理 . 

定理 1 了 庚 开 = 1 村 ,tf 全 R*| 为 零 初 值 连续 局 部 持 , 厂 = {1 所,: 5 下 | 为 可 
料 过 程 , 则 总 关于 好 可 积 , 当 且 羽 当 过 程 


VN HN = {(j IH Pa] : E R* | 


为 局 部 可 积 增 过 程 . 

定理 2 设 形 为 零 初 值 连 续 局 部 蒜 ,下 和 基 光 可 料 过 程 , 则 妆 呈 和 兵 关 于 时 可 
积 时 ， 

+ 下 关 十 导 可 积 ,有 量 

(H+ KIM= HM+ KK.Y; 
名 在 甘于 扶 . 竺 可 积 时 ,有 
HK.M)} = 【FE NH, 

由 中 HK = 朋 于 ,民有 而且 下 甘于 天. 开 林 和, 当 且 人 家 当 HK 关于 时 可 
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也 说 r -个 停 时 , 叫 
OH MA EER) = HM t €E BR*). 
定义 3 设 邮 为 零 初 值 连续 局 部 蒜 , 吾 为 适 席 可 测 过 程 . 候 设 存在 一 个 连续 增 
联 数 a = | a,t 蕊 有 | ,使 得 对 于 几乎 所 有 w E edLi(am) 关于 da 绝对 连续 ， 
其 中 引 [和 肌 ]. (Cw) 及 da 分 别 表示 | 县 Cw) ,1E BR 及 jacc Rrl 后 成 的 R+ | 上 测度， 
那么 当 过 程 
Hi.[ MM] - 人 j | H, [2 M1],,t € R* | 


为 适应 增 过 程 时 ,存在 唯 :连续 局 部 竺 #, ,使 得 对 于 任 条 过 续 局 部 蔷 上 ,有 

[号 .村 ,了 | = H.[INM,L]. 
此 时 , 称 吾 . 弄 为 王 关 于 时 的 随机 积分 . 它 推 站 了 3.2 节 中 的 世 藤 积分 ,是 适应 可 潮 
过 程 关 于 局 部 黄 的 积分 ， 

设 刀 = | 呈 汪 私下 为 RR" 值 可 测 过 程 ,1 笑 ,t EE 及 | 为 满足 通常 条 件 的 = 代 
数 流 . 若 对 于 任意 7E (0, + mw), 当 [0,T] 上 的 og 代数 汶 其 博 雷 尔 g 代数 . 物 ', 时 ， 
过 程 | 六 ,i 所 [0,Tjj 为 (Rx [0,T], 季 x . 徊 ) 可 测 过 程 , 则 称 后 为 狂 序 可 测 过 程 . 
显然 , 竹 序 可 测 过 程 为 适应 可 测 这 程 . 对 循序 可 测 过 程 可 以 引信 它 关于 一 般 连 续 
局 部 巩 的 积分 ， 

定 兴 4 设 寻 为 零 初 值 连续 局 部 鞭 , 瑟 为 循序 可 测 过 种 , 当 过 程 


ER.LM] = 由 1 PA MJ, € Re* 


为 适应 增 过 程 时 ,存在 崔 一 连续 局 部 鞭 呈 . 邮 ,使 得 对 于 任何 连续 局 部 邯 工 ,成 立 
[H.M,L] = H.[M,L]. 

称 昌 .用 为 二 关于 贞 的 随机 积分 . 它 就 是 循序 可 测 过 程 关于 局 部 鞠 的 积分 ， 

这 里 应 注意 : 

1) 循序 可 测 过 程 和 适应 可 测 过 程 关 于 局 部 挝 的 积分 与 叮 料 过 程 关 于 局 部 半 
的 积分 具有 类 做 基 本 性 质 ; 

{2) 若 邓 不 是 零 初 值 连 续 局 部 鞭 , 则 定义 过 程 豆 关 于 天 的 随机 积分 为 

HM = Hh Mnm + HOM- M): 

(3) 对 于 不 必 连 续 的 局 部 于 ,通过 将 共 跳 之 和 5 引入 它 的 -次 变 差 过 程 以 太 厂 
变 差 过 程 ,并 将 本 节 中 定 六 2、 窄 沁 3、 及 定义 4 中 工 换 成 一 般 局 部 园 , 则 可 引入 一 船 
局 部 靳 的 随机 积分 , 详 见 文献 [5]. 

由 于 关于 局 部 蒜 的 随机 积分 与 通常 的 积分 有 本 质 差 别 ,为 了 把 通常 积分 包含 
三 随 机 分 析 中 的 积分 理论 中 ,下 而 引入 半 拷 的 随机 积分 . 

定义 5 汕 丰 = | 于 ,tf 全 Rt+| 为 连续 半 技 ,具有 分 解 式 ; 

= N+， 

其 中 好 为 连续 局 部 蒜 ,4 为 适应 有 限 变 差 过 程 . 如 果 吾 为 可 料 过 程 , 清 足 : 

ti" 皇 关 于 贞 可 板 ; 

加 五 基于 4 是 戎 页 格 - 斯 带 尔 切 斯 可 积 的 ， 


3 ”随机 积分 ' 657 ， 
出 次 下 关于 下 可 税 , 并 刀 革 随机 积分 为 
H.X=- H.M+H.A, 
称 之 为 半 蒜 的 随机 积分 . 
有 有 时 也 记 玉 .六 为 | HdM, 沁 | Hilo. dM 为 | Ham. 
半 鞭 的 随机 积分 具有 如 下 性 质 
定理 3 设立 和 7 为 连续 半 鞭 , 问 为 串 料 过 程 , 则 : 
]* 本 是 关于 外 与 人 则 严 关 于 二 + 了 也 可 可, 而且 
HF+F)= HX+tH.Y: 
加 若 开 关于 于 可 积 ,t 为 任何 :个 售 时 , 紫 么 
HE LtER = 有 | 
3 背 乓 为 只 外 一 个 可 料 过 程 ，| 下 1 过 | 万 1 ,而 下 关于 下 可 积 , 则 兵 关 于 反串 
积 ; 
和 苦 定义 连续 半 鞠 的 二 次 变 差 过 程 为 其 分 解 中 连续 局 部 靳 的 二 次 变 差 计 程 ， 
并 按 类 似 连 续 局 部 蒜 的 方式 引信 连续 半 革 的 互 变 差 ,那么 手 互 关于 大 可 积 时 ,有 
[H.X,Y] = H.L X,Y); 
人 若 两 个 吉 料 过 程 百 和 居 均 关于 大 可 积 , 则 下 + 才 关 于 革 也 可 积 ,而 县 
{H+ K).F= H.X+ K.X, 
若 站 美 于 晴 , 革 可 积 , 则 当日 仅 当 
KH = RR:t Rt: 


美 于 区 可 积 时 ， 
K.(H. KX) = KH.X; 
多 车 存在 停 时 列 r, + + w ,使 得 对 于 每 -个 EN, 有 关于 i 和 Ar ,2 RR 
可 牺 , 则 五 关 十 站 可 积 . 
关于 半 靳 随机 积分 有 如 下 的 基本 定理 . 
定理 4 设 工 为 连续 半 蒜 ,zr 为 有 限 停 时 ,Hi 中 (Cn = 1) 及 上映 为 局 部 有 界 可 料 
过 程 . 如 时 对 于 几乎 所 有 四 后 BE . 客 在 [0,r(w)] 上 1 Hm.(w)1 ,si 一 致 有 界 且 
收 侣 于 下 .fa) , 则 在 依 概率 收 伍 意 头 下 ， 
Ia sup ! (FH'™, A), ~ (HX), 1 0 (nr m0), 
其 中 fs 沟 8 的 示 性 菠 数 . 
定理 5 设 氏 沟 连 绪 半 著 ,可 料 这 程 玉 关 于 瑟 可 积 , Kn 31) 及 下 为 可 料 
过 程 ,满足 : 
IKMV eIlHI,|IKIgiHl; 
2 对 于 菜 一 个 有 限 停 时 + 上 几乎 所 有 ww 所 BE . 实 和 有 
Jim Ki Cw) = KR(mw) (yie [0,rtw)]), 
则 在 依 概 率 收效 意义 下 ， 
tn sup | (CK'™. XK) — {Kk.X), | >*0 tn %), 


利用 上 述 结论 可 给 出 半 靳 随机 分 析 的 一 个 更 直接 的 黎 坚 (G.F.B.Riemann) 和 
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定理 看” 设 二 为 一 个 拓 庙 过 程 , 它 的 几乎 所 有 样本 胃 道 是 右 连 续 晶 逐 点 磊 棋 
限 存 在 的 R* 十 消 数 (这 种 过 程 称 为 右 连 在 极 适应 过 程 ) ,而今 
五 _ = limH, (yte Rt). 


显然 ,1 _,1i€ Ri 为 左 连续 过 程 ， 从 而 是 可 料 过 程 , 车 i 所 _,t EE Ri 关于 天 可 
积 , 而 且 对 十 任意 二 N， 

0=m™ Tt 
为 一列 停 时 ,使 得 


d, = sup| ein - ri |—0 {a8. nt wm}, 


TH 人 一 + m,nEN), 
由 在 依 概 率 收 误 意 尽 下 ， 


之 的”， Xe" -Xe -二 -| 一 -0 (n— %), 
其 中 为 他- 有限 停 时 


sup 


3.4 伊 肪 公式 


伊 蕊 公式 机 当 于 通常 积分 中 的 变量 替换 公式 , 它 可 以 避免 利用 定义 来 计算 随 
机 积分 . 
定理 7 ( 伊 蘑 公式 】 设 下 :R" x 了 "一 有 六 连续 映照 , 愉 于 第 一 个 变 乌 二 次 
中 微分 ,关于 第 二 个 变革 次 可 微分 .假设 { 味 ,t € Ri 为 R" 值 连续 局 部 著 , | 4， 
所 R*| 为 R" 值 存 限 安 差 适应 过 程 ,那么 对 于 任 意 t ER' ,有 
FAM, VP) 一 Fl Mo, Vo 一 | Yi PC 史 可 形 。 十 


yap, Vd, + | YiF(M VL MY,, 
0 0 


其 中 可 1 下 ,2 下 及 可 1F 分 别 表 示 关 于 下 的 第 一 个 变节, 第 二 个 变量 求 一 阶 导数 、 
第 一 个 变量 求 一 阶 导 数 . 

对 于 布朗 运动 ;下 所 R*| 的 司 蕨 公式 具有 好 下 简 法 的 形式 . 

定理 设 ;Rm 一 RR: 为 二 次 可 微 映 照 ,| 互 ,ER 1 为 R* 值 布衣 运动 , 则 
对 于 性 何 1 EE R*， 

FORY = p(Bo) + | VPCB,) dB, + 了 | v2F(B)ds. 
上 式 可 理解 为 利用 法 则 
dB = dt, (dB)* = (ms 3), 


以 及 对 下 进行 泰勒 {G.I.Taylor) 展开 而 得 到 的 结果 ， 
定理 9 【分 部 积分 公式 ) ” 设 于 与 Y 均 为 RR" 值 连续 斗 靳 , 则 
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Xs YR™ = | dr, + | Yd + ,YY (¥IE R*). 


伍 世 公式 与 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 相 比 ,有 章 者 名 了 -- 个 .和 阶 项 ,这 是 抽 波 动 性 基 
级 的 体现 . 经 过 适当 变换 , 可 将 这 个 三 阶 项 吸收 到 -- 种 业 滑 的 斯 特 拉 托 诺 维 奇 
《stratonovicn 随机 积分 中 去 ,使 这 种 随机 积分 的 运算 与 丫 巾 - 莱 布 尼 蓝 积分 运算 

定 党 和 设 天 与 站 均 为 过 比 半 上 观 , 则 了 关于 下 的 斯 特 失 托 诺 维 奇 随机 积分 定义 
为 


tt ff: 1 ] , 
[vax = | yal + Cyre RR). 


有 时 记 人 3 Rr } 为 | 了 ， dx: 记 | Yax. 划 江 "dk,. 
定理 如 设 届 与 了 为 连续 半 鞠 , 则 YE R*， 
14 态 ' YR” = [2 了 ，+ | vax 十 ‘Xo, Re 
P 刘 寺 - R” 上 -和 侈 可 徽 晒 数 普 ,有 
二 0) + | VOIDY,, 
其 中 下 表示 下 的 导数 . 
半 轨 竟 随 机 积分 科斯 特 拉 托 诺 维 奇 积分 的 芝 鲍 可 在 下 而 的 获 曼 和 和 通 近 公式 中 


得 到 清楚 的 体现 . 
定理 11 没 右 为 局 部 有 党 可 料 过 程 , zo = 0, 于 与 Y 均 为 连续 灶 著 . 记 


= a A! {i= (0,12 


1 = 之 人 和 


1 他 卫 
"| re 3 1 ~ 
刚 当 rn 一 w 时 ,在 依 概率 收 唐 意义 下 ,对 于 任意 下 > 0， 
(a | -> 
sup i | D, 


wp| 5 -J 0% | 0 
例 3 利用 全 蕨 公式 可 以 验证 : 若 1BE Ri 为 及 伯 布 关 运 动 , 则 卜 还 二 个 
过 程 均 为 鞭 ， 
jexp (7 t)cosB,, t EE R* | lexp (Ft)sinB,, E Rii;iexp( B, - 六 日 , 所 RR!|. 
例 4 设 沾 BB 瑟 ,BRP ,tf 世 Rt+| 为 R" 什 布 朋 运 动 ， 
R= (Sa)? (YE R'), 
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别 利 用 供 苏 从 成 可 以 恰 证 ; 
名 ~ 这 B+ 二 1 (VE R'). 
通常 各 i ,1 EE R*| 为 m 阶 风 赛 尔 休 .Bessel) 过 程 ， 


3.5 ”和 靳 表示 定 诗 


如 果品 = 1B,1E Ri 为 本 篇 1.2 节 中 湛 关 8 意 六 下 的 布朗 运动 ,{F,: Rt+| 
为 其 完备 上 自然 a 代数 流 , 那 么 对 于 任何 甘于 B 可 积 的 |. 深 ,t E 本 上 可 料 过 程 总 ,其 
随机 积分 .8B 为 1 ,ttE R' | 连续 局 部 挝 .上 反 过 米 , 有 如 下 关于 布朗 运动 的 对 表示 
定理 . 

定理 这 设想 ER+| 为 | 全 和 有] 局 部 著 , 玉 = D0, 则 存在 唯一 关于 8 
本 积 的 可 料 过 程 上 ,使 得 

NM, = | man, 《WE 及) 


特别 地 , 什 何 | 多,e ER+| 局 部 黄 为 连续 局 部 讨 . 

关于 认 松 过 程 有 如 上 类 似 蒜 表示 定理 . 

定理 本 谨 | 天 ,ER 为 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ,i,t ER+| 为 其 完备 自然 
z 代数 流 , 则 - : 切 零 初 值 j 儿 ,ER+l 局 部 款 都 可 表示 为 菏 .- 个 可 料 过 程 甘于 | 天 
一 At,t EE Rt| 的 勒 内 格 - 斯 带 尔 切 斯 积分 . 


3.6 “指数 热 和 格 条 萨 诺 夫 定 理 


定理 14 {指数 著 】 设 和 = | 时 ,ER 和 4= 14,5ERi 均 为 玉 值 连续 
适应 过 程 ,40 = 0,4 还 是 增 过 程 . 对 于 任意 a 万 及 , 定 疼 


ZY = explaM, - 广 o24| (¥tEe Rt+), 

则 以 下 诸 断 吝 等 价 : 

1 1 ER | 为 局 部 靳 ,HH[N] = A; 

对 于 任意 a EE 及 ,127,t EE R' | 为 局 部 拷 . 

进 :此 ,大 时 为 天 部 ( 轨 天 [<+o, YeER) [8 = 4,0 满 足 丈 所 也， 
上 到 

g(| 23Pa4) < + =， 

则 | 77 ,和民 也 是 严 熟 . 

定理 15 对 于 n= 人 0,] ;2,…; 定 广 


用 


H(x, Y= iexplax 一 Fay a 0. 
设 则 为 连续 局 部 蒜 ,4 为 零 初 值 有 有 界 增 过程 . 基 存 在 a > 0, 使 得 
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Elexp lao | M1)] <+ 《时 玉生 R*), 


有 有 ER 为 鞭 ,Y 1a1< 字 , 则 对 于 酝 意 n = 0.1,2,…, 过 程 
i {MA,tE Ri 
为 区 ， 
定理 了 ! 格 尔 萨 诺 夫 (I.Y.Girsanov] 定理 ] 设 B= 18B,t:ERi 为 R" 值 
布衣 运动 ,H = | 号 ER 为 下 "人 和 值 送 应 可 潮 这 程 , 满 几 
| | 中 <+ 的 (a.s.). 
对 于 FER*, 今 
了 { 了 
ZrtH) = = 人 | HdB, 一 二 | i 天， ad 
假定 EL Zr(H)] = i, 定义 
0(4) = | ZIDdP (YAE.D, 


次 = BB -Rd (¥t€e[0,7)), 


则 | 六 ,z 万 [0,T]! 在 概率 测度 0 下 为 布朗 运动 . 通常 称 
[Bt EE [0,7] Oe—> ||, € [0,7]| 
为 格 尔 萨 诺 夫 变换 . 
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4.1 托 责 随机 微分 方程 


设 1B,t 万 R | 为 R" 值 布 疲 运动 ， 
定义 1 人 煞 若 随机 微分 方程 是 指 
{2 = hilt, Edt + alt, EdB,, 
Xo 二 加 乒 R". 
它 是 如 下 随机 积分 方程 的 形式 表达 : 
第 = s+ | sd + ez) 已 《地 卫生 Rt), 
心 总 
其 中 
上 有人 肛 了 
泡 为 可 测 蜡 照 . 最 常见 的 必 所 谓 马 所 型 { 马 尔 可 夫 型 ] 伊 芯 随机 徽 分 方程 . 这 时 
p(t 上 50 作为 轨道 空间 CR+ 一 R") 上 前 泛 了 皇位 依赖 于 时 刻 :的 轨道 值 ， 
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而 县 方程 可 化 为 
dX = 直人 QT 万 ， 
1 = xx 所 有 取 "， 
其 中 六 :用 +X 机” 一 取 5:R+xX 民 " 一 及" 的 及" 为 可 测 耻 由 . 
1. 伊 芯 随机 微分 方程 的 强 解 
定 必 2 《 蝇 解 太 轨 道 唯一 恬 ) ” 结 定 滤 子 概率 定 间 (0 ,CF,1 EE R') ,EP) 以 
太 其 [的 R" 值 1. 实 ,!1E R*| 布朗 运动 [|B,!1E R*| ,以 及 .Rix R"— R" 和 oa:R+x 
R” > 民 " BR", 各 行 在 i. 玫 ,1 毛 时 上 适应 呆 浏 过程 iX ,1 万 R*+| ,使 得 对 于 任何 .而 可 
测 R" 俩 随机 变量 上 ,有 
{ = Blt, Edi + olt, XdB,, 
Xu 一 上; 
或 等 价 邮 ,对 于 任意 上 ER+ ， 
= dd 
0 D 


则 称 | 总 ,5E 了 Ri 为 马 氏 型 伊 幕 随 机 微分 方程 的 强 解 . 另 外 ,如 六 及 XY 均 为 上 述 方 
程 的 强 解 获 含 X 与 好 无 区 别 , 则 称 该 方程 的 解 是 轨道 唯一 的 . 
F 面 是 马 氏 型 价 藤 随机 微分 方程 的 强 解 前 例 地 . 
(1) 奥 坊 斯 二 - 乌 伦 贝克 过 程 ”考虑 郎 之 万 (Langevin] 方程 有 
{2 = - BXd, + gdB,, 
A0= 革 亡 RR"， 
其 中 下 为 x nn 阶 常 数 征 阵 ;g 为 nx 严 阶 甜 阵 .此 方程 的 唯 .- 强 解 为 : 
区 - exp(- Bi)x + | exp(- B(e- 5)edB， (VE RY). 


上 述 过 程 | 多 ,tf 及 种 称 为 奥 因 斯 坦 - 乌 伦 贝克 (DrmsteimChlenbeek) 过 程 ， 
{2) 几何 布朗 运动 ” 考 虚 方程 
fo = Strdt + odB,}, 


Sp 二 寺 它 R*, 
其 中 8B, 所 R*| 为 有 R 值 布朗 运动 ;Bo = 0;p 和 ae 为 常数 . |: 述 方程 的 唯 - - 强 解 为 
5 = xexpiaB + (1 — 7 od 【YE 了)， 
通常 称 ; 5, ,1 全 R+! 为 几何 布朗 运动 . 它 被 用 来 模拟 股票 协 格 的 变化 过 程 ,是 期 权 My 
定价 理论 中 黄色 的 布 革 儿 - 索 尔 斯 (Black-Seholes) 公式 的 出 发 点 . ~ 
2. 伊 芯 随 机 微分 方程 的 弱 解 


定 光 3( 弱 解 及 分 布 唯 -性 ) 给 证 二 :并 x 及 "一 有 R” 攻 了 :RRrx Re -Rn 的 月” 
行 站 在 盖子 概率 空间 (2,( 针 ERr) 多 P 忆 ) 及 共 上 -的 | 记 ,， E R+| 布 朋 运 动 1 9， 
[ER 以 太 及 值 | 全, EE 有 | 适应 可 测 计 程 ,使 得 对 上 任何 ,过 可 吝 的 随机 变量 
,有 
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{YY = Bit Kdt + ati, EdB,. 
An = 过， 
则 称 上 还 供 芯 随机 微分 方程 在 明 解 .车 蔗 和 六 为 上 述 方程 的 网 个 弱 解 竺 含 天 与 到 
开 相 等 价 , 则 称 上 述 方程 有 分 布 唯一 的 弱 艇 .而 当 该 方程 的 人 何 两 个 蔓 租 还 无 拭 
别 时 , 称 该 方程 解 有 轨 道 唯一 性 . 
3. 伊 苹 随机 微分 方程 强 解 与 弱 解 的 存在 性 
强 解 与 絮 解 的 存在 性 有 如 下 关系 . 
定理 1 马 氏 型 贫 芯 随机 微分 方程 有 唯一 强 解 的 充分 必要 条 件 为 :该 方程 有 
物 解 且 其 有 轨道 叭 一 性 ， 
定理 2 设 切 开 型 刁 脱 随机 微分 方程 
| = b(t, Adit+ olf, KdB,, 
= 
中 的 系数 和 a 关于 第 一 个 变量 均 满 足 : 
lj 局 部 利 普 希 芯 (Lipschitz) 条 件 “对 于 作 意 天 > 0, 存 作 CG: > 0, 使 得 对 于 任 
意 |7lm 近 并 yl 有 人 表 ,有 
| atrt, wy 一 ott,Yy) IR" mR™ 十 | bir,x) 一 bte, yy |1R” 入 or | 于 一 |Rn 
Z 线性 增长 条 件 。 存在 工 > 0, 使 得 YeE Rt, 有 
oft,x) 和 ae + blt,x) [fe < Ll + 1 x I) (¥xtE BR"), 
则 该 方程 存在 唯 - 强 解 . 
定理 3 ” 癌 笋 鞭 随 机 袜 分 方程 
人 全 = bls, XOdt + oft, EdB, 
No= 餐 
中 的 系数 5 和 oc 作为 Rt+x CCR+ 一 R") 上 上 映 照 有 界 连 续 , 则 该 方程 的 弱 解 存在 ， 
下 面 列举 俩 蔷 随 机 微分 方程 的 强 解 与 红 解 存在 性 的 例 寺 . 
t1) 田中 方程 ”考虑 田中 (Tanaka) 方程 
{ = sgn( 成 jd 号， 
和 =0, 
其 中 
sgn( x) = dro,y wy CX — fn .ol (CX) (YYrE 有 R)， 
设 | 至 扩 RT! 为 (nn.. 玉 P) 上 实 值 布衣 运动 , 令 
号 = | sgn 后 区 ， (YiER'). 
蜡 然 ,PE R+| 为 布朗 运动 ,而 强 
dB, = sg 万 )d 互 . 
所 以 由 
sgnf x)* = i (yxtR) 
知 ,| 站 和 下 :| 为 盏 中 方 穆 的 一 个 弱 解 . 
另外 .|- 互生 了 | 岂 是 实 值 布 庆 运 动 , 它 同 样 也 为 田 巾 方程 的 弱 解 ,由 本 
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RR 不 是 万 区 草 的 , 因 调 扣 中 方程 的 解 不 具有 轨道 瞧 
性 . 但 利诱 布 明 运动 的 某 维 特征 刻画 上 太 [ 了 = 2,¥ tC R* 知 ,田中 方程 的 解 必 为 
实 值 布朗 运动 ,从 而 田中 方 穆 其 有 分 布 唯一 性 . 

(2) 格 尔 栈 庄 去 的 随机 微分 方程 ” 设 0 < a < 六 , 蔚 虑 格 尔 陕 诺 天 随机 微分 
方程 

| = | 夸 1"d， 
后 一 0, 

显然 ,4 = 0 为 该 方程 的 电解 . 设 1B,,t 所 R*'; 为 实 值 布 明 运动 , 则 可 以 验 让 : 


1? 下 -Bt 的- R+ | 为 天 辑 ; 
站 | 加 本 


> P{)- TB = 十 “| = 1. 

现在 令 
rt = nt se R':] TE Ede > :| (yte Rt), 
XY = 下 ER 
则 二 ,有 由 本 箱 2.2 节 中 定理 12 知 ， 
$=- 人 | [2 | 
为 | 狼 ,! 所 RR* i 布朗 运动 ,其 中 六 = 实 ,YEGE Rt ,而 .tC 本 | 为 1B ,1EE Ri 
的 所 备 上 月 然 = 代数 流 . 进而 可 证 明 : 
| sd 总 = 和 (yeeR)， 

而 庆 也 是 弱 解 . 显然 ,性 与 让 不 相 瓦 等 价 ,所 以 这 一 方程 不 具有 解 的 分 布 唯 - 


性 . 
(3) 布朗 桥 的 随机 微分 方程 ”考虑 布朗 恬 的 随机 徽 分 方程 
必 = Yq + dBt ‘Dt < 8), 
in 三 CE R", 
其 中 
YER"; 
bE (0,+ wm), 


1B ,RR+| 为 R* 值 布朗 运动 , 则 利用 分 部 积分 公式 容易 证 明 过 程 
Y= {‘s _ 中 sd + x+ Ely «),tE€ [0, 81! 
汤 上 述 方程 的 解 ,而 HH 革 正 好 是 本 篇 1.2 革 的 2 中 引入 的 从 x 出 改天 村 ¥ 的 布朗 桥 . 
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4.2 对 站 题 
号 虑 全 芯 避 方 可 
{ = ble, Ndt + ger, XdB,. 
= ER". 


令 g= qr ,Ma = [aiens 而 
of 二) = YY oh, A oi Ls X), 
对 于 了 /E CICR*), 定 义 和 
CD = DO + se 00). 
定理 4 。 颁 基 型 方程 存在 虽 解 等 价 于 存在 滤 子 概率 宗 间 (0,( 关 ,GE RR*) ,7 

PP) 及 卜 革 的 适应 可 测 过 程 ; 三 R+| ,使 得 YE CCR')， 

Mi AX) -| UDG Ns (VrER') 
为 连续 局 部 蒜 . 此 时 ， 

Lp FRCDG Md (veeRr) 


特别 地 , 当 

5 (Wie Rt) 
时 ,方程 的 虹 解 | 天,1 &€ Rt ,x 所 R"i 为 马 氏 过 程 , 它 的 无 鹤 小 生成 于 为 (上 ， 
CCR")) 的 扩张 ,而 YE CR 是 和 下"， 


L(x) = Dh) x + > > XI AFT), 
利用 定理 才 ， 可 将 供 卫 随机 微分 方程 的 弱 解 占 所 谓 的 炽 门 题 联系 起 来 、 在 许 嘱 
情 疝 下 , 鞭 阿 题 又 与 候 微 分 方程 的 解 相 联系 - 因而 雪 腾 型 随机 微分 方程 解 的 扣 加 | 
题 担 法 是 联系 随机 分 忻 与 偏 微分 方程 强 论 的 桥 庚 . 详细 外 沈 参 看 文献 111 |] . 
4.3 费 昌 - 卡 获 公式 


考虑 热 -启程 的 柯 西 (4A.E.Canehy) 问题 


全 (0 st ss 人 )， 
u{0, x) 三 PX, 


以 友情 圆 边 人 问题 
{2 n= Nx) {EG), 
u(x) = ptr) (XE go), 
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其 中 f(x) = > (Craf(x) + EP RI AAC EE CR), x EE R", 


atx) = [ ax)] 1; ,为 对 称 严格 芷 定 全 降 ， ;LL 为 椭 罗 微分 算 子 ;通常 把 可 袜 阔 数 
PR 一 及 称 为 葵 势 项 ,并 假设 6 CC R* 为 县 有 个 类 边界 35 的 有 界 开 区 域 .记忆 
= CUoc. 

巾 妨 微 分 方程 理论 知 , 当 系数 = (如 ,机 )》 和 ,VWV, 以 太初 (或 边 ) 值 多 
具有 -: 定 正则 性 时 ,以 上 微分 方程 有 了 唯 - 解 . 而 费时 - 卡 获 {Feynmann-Kaec) 公式 则 
给 出 了 这 些 解 的 概率 表示 . 

设 } 让 ,+ CE R* ,x E R"| 请 足下 述 随机 微分 方程 : 

{ = bXWYdi+ ol X)dB,, 
= ER", 
共 中 a = go. 

定理 5 设 hE Ri> RD),o EE CR RR ®R") ,gE CIR"), VE 

CCR") ,FF 有 二 界 , 则 


u(r,r) = El( pF)exp( | VCR)ds) ) (re 0,TI,x EC R")., 
为 热 方程 柯 敬 问题 企 C20R+ x R?) 仆 OCR x 我 *) 中 崔 -- 解 . 
定理 6 证 


ty = in 1 > 0D1 Ed!， 
则 bE CR Ro EE ORR WR"), poE CR), VE CIR"), VE 有 LE 
界 时 , 鳃 数 
sa) = 本 (Jep(| rod]- {fp ) orp J vas) ai) 
泥 椭 区 边 值 问题 玖 叭 一 解 . 
例 1 设 | 下 ,1 EC R*i 满足 方程 
| = 下 + of RYNdB,, 
二 二 x 
其 中 5 CR);o EE COCR);| 妃 ,t+ € 怕 +| 为 及 值 布 明 运 动 . 取 jrER,i<r， 
* 后门. 定 吕 
fr[frl = inf ft > O: KF ET ri 
欲求 A | = 总. 
解 ” 杠 取 a < 工 及 月 > 人 令 ra pl 一 及 为 
到 yy = | (enl- | wa, ))as (YrE 《ai 
其 中 后 (al;8h 固定 . 显 崔 ， 
biyju' ty) 二 (yy) = 1. 
如 出 定理 5 知 ， 
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u(x) = E(ut Rr nr)}). 
u(x) = POE = HapP|R,, = 
P{X[] = t+ 天 人 可] = r}= 1, 


_ u(r) — utx) 
PA XEli. 一 由 上 = u(r) i ult) 
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5.1 高 斯 空间 上 的 分 析 


高 斯 空间 上 的 分 析 包 括 所 谓 的 马利亚 万 (P.Malliavin) 分 析 和 白 噪声 分 析 两 部 
分 . 

马利亚 万 分 析 又 称 为 马利亚 万 随机 变 分 学 ,主要 由 马利亚 万 在 1976 年 首次 提 
出 十 要 枢 架 . 马利亚 万 分 析 的 主要 框架 为 : 

-办 


def 


了 [CR 一 及 ok0 = 0;, 
时 {hE 0 绝对 连续 . 旦 1513 = | | 二 40)| dc<+e} 
由 如 按 有 界 区 亲 上 致 收 化 拓扑 成为 弗 雷 歌 (M. Frechet) 空间 ,而 二 按 范 数 
| ， 1 成 为 可 分 希 尔 伯 特 空间 (其 相应 内 积 记 为 (,，.》w)- 明显 地 月 只 ,其 中 


一 表示 连续 称 密 地 线性 艇 人 . 在 人 上 存在 唯一 的 博 雷 尔 概率 测度 P, 使 得 坐标 过 
程 


Ww = wtt) (YiER,w 人 EE 0) 
为 布朗 运动 . 因此 P 称 为 人 上 的 维 纳 测 度 . 对 于 半 毛 人 ,定义 才 : 有 一 将 为 
T= 三 {人 
则 由 卡 梅 伦 - 马丁 - 塞 加 尔 {Cameron-Martin Segal) 定理 知 , 对 于 任意 博 雷 尔 可 测 集 
4 , 妆 旦 仅 涯 王 拒 下 时 ,有 
Pr raid)) = GP(AY = 0. 

正 因 为 如 紫 , 玉 称 为 (DD ,了 P) 的 卡 梅 伦 - 蕊 丁 空间 ,而 (人 0, 玉 , 让) 称 为 经 典 维 纳 
空间 .现在 设 :中 一 民 为 可 测 消 数 ( 妈 维 纳 泛 函 ) ,车 存在 中 浏 映射 DF: 届 一 匡 , 满 
足 


FC + th) To = 《DRFCo) Ra (YhE Tas.,w EN), 
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则 称 下 在 马利亚 万 意义 下 可 微 , 日 称 Dm 关 为 产 的 己 科 下 万 梯度 晒 数 , 称 D 为 马利亚 
片 梯度 算 子 . 可 以 证 明 :D 是 肪 (NR,P) 到 吕 (,P1 TD 同日 值 平方 可 积 阴 数 全 
体 ) 内 的 笛 定 可 闭 算 子 , 其 对 俏 算 了 全 为 CQ,P1 下 到 (2, 问 ) 内 的 稠 定 可 闭 
算 子 . 称 算 子 3 为 己 利 亚 万 散 度 算 子 ,3 是 关于 布 良 运 动 之 随机 积分 在 非 适应 情 产 
上 的 推广 . 

粗略 思 讲 ,以 D 和 1 为 基本 算 子 ,开展 类 笋 于 及" 上 的 分 析 学 研究 就 是 马利亚 
万 分 析 ， 由 于 只 为 无 穷 维 空 间 , 因 而 马利亚 万 分 忻 是 无 穷 维 空间 上 的 分 析 学 ,用 
媳 ,由 于 马利亚 万 意 立 下 的 可 微 务 数 甚 全 可 以 不 是 在 只 1 的 连续 郴 数 , 央 而 马 水 
亚 万 分 析 是 在 只 上 全 新 的 非 经 典 分 析 学 . 进一步 ,在 马利亚 万 分 析 框 架 中 , 绝 大 部 
分 随机 分 析 理 论 可 以 简洁 优美 的 片 式 陈 述 且 得 到 推广 , 志 忆 马利亚 力 分 析 成 为 妍 
究 许 多 重 朗 问 厌 的 有 力 工 其 ,特别 是 它 在 下 述 问 题 的 研究 中 取得 巨大 成 功 ; 对 赫 尔 
姆 最 德 (Hormmandery 正则 化 定理 及 阿 蒂 亚 - 辛 格 (&tiyah-Singer) 指标 定理 的 概率 证 
明 ; 热 核 的 得 时 间 渐 近 枯 计 ; 随 机 振 萝 积分 的 居 计 ; 维 纳 沁 耳 之 分 布 关于 勒 贝 格 测 
庶 的 绝对 连续 性 及 密度 冰 数 的 光滑 性 等 . 马 利 非 万 分 析 述 可 以 建立 在 任何 高 斯 空 
间 上 (好 高 斯 测度 空间 上 ) ,而 且 在 某 种 意义 上 保持 不 变 . 近 几 年 ,类 似 的 框架 已 部 
分 建立 在 像 路 径 空 间 和 环 空间 这 种 无 旁 维 流 形 上 ,而 且 补 应 用 于 流 形 上 热 核 的 短 
时 间 新 近 估 计 、 一 类 流 形 上 费 最 积分 的 数学 定义 及 紧 群 |- 杨 - 米尔 斯 (Yang-Miss) 
场 的 量子 化 研究 中 . 

白 噪 声 分 析 是 1975 年 由 总 计 武 幸 (T.,Hida) 首先 提出 的 ,其 基本 思想 是 把 维 纳 
汉 畏 看 成 白 曲 声 泛 孙 ， 

白 噬 声 分 析 的 基本 框架 为 ， 

设 ,XR) 为 施 乓 兹 (Schwarz) 速 降 末 数 空间 ,而 . 吧 '( 及 ) 为 其 线性 招 扑 对 俏 空 间 
《 即 施 瓦 兹 缓 增 广义 两 数 空 间 ), 明志 地 ,RR) 一 下 (及 ,dx) 一空 区 了) 在. 冯 末 及) 
上 存在 唯一 博 雷 尔 概 率 浏 度 jy ,满足 


| expf iCx, EY) u(tdx) = exp} — 过 | 二 | 和 ca (¥ EE ER)). 
由 王 在 广 和 函数 求 导 意 义 下 ， 由 而 天 运动 | 有。 ER+i 的 轨道 之 导数 组 成 的 所 


洞 白 品 声 过 程 | 8,,t€ Rt| ol 看 成 光 '(R) 值 随机 变 基 ,而且 其 像 测 度 正 好 是 产 ,所 
以 , 称 gx 为 PR) 上 的 白 曲 声 测度 ,> “R) 上 的 博 雷 尔 可 测 函 数 为 白 噪声 泛 西 ， 
(52 区 有) 为 口 嵘 声 空 间 . 

白 噪声 空间 是 高 斯 空间 . 利用 .ZAR) 上 的 装配 项 尔 们 特 结构 可 以 构造 “(R) 
上 的 试验 泛 函 ( 即 飞 用 武 幸 试验 泛 画 ) 空间 (> ) 以 及 广义 泛 函 ( 即 飞 田 武 幸 广义 泛 
函 ) 空间 (2 ,使 得 


CA CE pg RY) (CA 人， 
从 而 可 在 “(RR) .上 并 展 类 似 于 Re 上 广义 函数 理论 的 研究 . 
粗略 地 讲 , 白 噪声 分 析 就 是 ( 史 (R) ,pz) 上 的 广义 鹃 数 盟 论 . 它 特别 适用 于 研 
究 革 些 荆 子 力学 和 量子 场 论 的 问题 . 例如 , 费 兹 积分 在 时 可 看 成 复 值 的 名 川 武 幸 
广义 泛 函 . 
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PPp)a 场 的 " 局 测度 "可否 成 下 的 改 田 起 幸 广 交 泛 责 . 由 于 布 调运 动 也 可 看 成 
时 噪声 论 果 ,反而 白 巾 声 分 析 世 上 林 以 用 简洁 的 万 忒 处理 随 机 积分 和 随机 分 析 理 论 ， 

最 后 , 白 召 声 分 析 已 被 建立 企 任 何以 楼 空间 为 基础 空 问 的 高 斯 空间 上 , 它 构 战 
了 高 斯 空间 的 广义 函数 理论 . 

关于 遍 斯 空间 上 的 分 析 详 细 情 况 可 移 看 文献 131. 


5.2 狄 成 型 理论 


狄 利 克 雷 fpP.G.L.Diriehlet) 型 奋 论 又 简称 犹 氏 增 理 论 , 忆 发 源 于 1959 和牛 比尔 
林 格 (Bearling) 和 丹 尼 (.Deny) 普 次 引进 的 犹 利克 雷 空 间 归 沦 , 它 是 联系 位 所 论 
马尔 可 夫 过 程 理 论 的 桥梁 . 汶 了 方便 ,在 此 仪 介绍 对 称 犹 氏 型 的 框架 . 

对 称 狄 氏 型 的 主要 框架 汶 : 

设 玉 为 豪 斯 多 大 (F, Hausdorff) 拓扑 空间 ,m 为 在 E51. 有限 的 测度 , (区 ,0) 
Em) 上 以 2( 兴 为 定义 域 的 非 负 对 称 向 定 叉 线性 型 的 . 令 

Su) = + (i 
明显 好 ,区 为 2 六 上 的 肉 积 . 关 ( 名 (加 , 澡 ) 为 希 尔 们 特写 何 , 且 满足 

i 

Sut hl uh) a ,nn), 
则 称 ( 澡 , 留 ( 淮 ) 为 2(E,m) 内 的 对 称 狄 氏 型 的 , 狄 氏 型 和 (EE,m) 上 对 称 马 碟 于 
群 (TT,t 忆 R+) 有 如 让 - -对 应 关系 : 设 4 为 (TT,t 蕊 R*) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 

A = fw da — Av), 后 一 A AY. 

狭 氏 型 理论 的 主要 问题 是 利用 上 述 关系 来 构造 与 (T,,t E R*) 对 应 的 良好 性 质 之 
马尔 可 江 过 程 , 玉 由 此 建立 在 上 的 位 势 论 和 在 5 上 的 马尔 可 夫 过 程 理论 的 联系 . 
扫 岂 为 局 部 紧 第 二 可 数 空间 时 , 福 岛 正 俊 (Fukushima) 利用 正则 狼 氏 型 的 概念 给 出 
了 上 述 中 心 问题 一 个 充分 条 件 . 

对 于 上 述 问 题 , 在 一 般 情 况 的 充 要 条 件 由 马 志明 和 阿尔 比 瓦 里 奥 (3. 
Albeverio) 给 出 . 该 结果 特别 适用 于 无 穷 维 空 间 上 狄 氏 型 竟 研 究 , 也 是 狂 氏 型 理论 
在 非 相 对 论 量子 力学 . 欧 儿 里 德 量子 场 论 .无 穷 维 空间 上 随机 微分 方程 和 但 微分 方 
程 .路 径 空间 各 环 空间 上 随机 分 析 学 ,无穷 维 己 尔 可 去 过 程 构造 论 等 领域 中 应 用 的 
理论 基础 . 以 这 结果 为 基础 ,由 下 志明 .阿尔 比 瓦 里 奥 、 罗 克 纳 (M.Rockner) 等 人 
建立 的 氢 正 则 狄 氏 型 理论 已 在 数学 和 牺 理 学 等 学 科 中 得 央 ] 这 应 用 . 

关于 狂 氏 型 理论 的 详细 情况 参看 文献 [8] . 


5.3 ”大 偏 益 理 论 
天 偏 兰 理论 来 源 丁 统计 学 中 的 大 样本 统计 理论 , 希 训 从 收 襄 于 极限 分 布 的 隶 


度 来 决定 取样 之 大 小 . 在 概率 论 中 它 有 较 长 的 历史 渊源 ,20 此 纪 的 - 加 年 代 瓦 殷 
德 汉 (Varadhan} 和 哮 斯 克 {Donsker 在 前 人 工作 的 基础 上 ， 创立 了 大 仿 差 理论 的 - 
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般 推 架 , 并 建立 了 有 关 马 尔 可 卖 过 程 的 大 偏差 床 奋 . 

大 候 差 原理 的 基本 框架 为 : 

设 记 为 流利 斯 (Polish) 空间 { 即 完备 可 分 度 基 空间 ) ,in.,e > 01 为 下 - 族 博 
出 尔 概 率 测度 ,日 当 & -> 站 时 ,Au 红妆 化 于 某 点 mi E 下 处 的 狄 拉克 (P.A.M. Dirac) 
测度 5 . 消 数 三 一 [0, + %] 称 为 速率 函数 , 若 了 关 + ww, 且 [x € E:1(x) 二 站 
为 大 中 紧 集 (YE [0 + 名); 称 1 ,sz > 0| 满足 以 了 为 速率 隔 数 的 大 偏差 原理 ， 
斯 


1° lime logpe( F) 六 一 infT(x) (YY 闭 集 FFC 二)， 
? limelogu.( ©) 世 一 in «) {于 集 6 c )， 


大 偏差 原理 的 蝶 上 用 外 是 处 理 搞 普 拉 斯 (P.3.Laplare) 积分 的 浙 近 居 讨 . 鲍 
如 ,乌拉 德 汉 的 "上 峭 架 定理 ”指出 -车 和 ,6 > 9) 满足 以 [为 速率 陋 数 的 大 入 差 原 
埋 , 则 有 


timelog( | exp( © ) ar) = sup| Dx) 一 T(x)t (YPE CUE)Y. 
关于 大 偏差 理论 及 其 应 用 的 较 详 细 情 况 见 参考 文献 | 131. 


5.4 例 向 随机 微分 方程 


设 (n, 信 中 ) 为 概率 补 间 ,| 8B,,tE R*| 为 其 上 布朗 运动 . 倒 疝 随机 微分 方程 的 

典型 结构 为 
人 (Di eT), (C521) 

其 中 上 为 给 定 的 .号 可 测 随 机 变量 ;1 E10,T]| 及 ; ,tt E€ [0.7] 为 未 知 的 
ZE [0,7T] 适应 可 调 过 程 ,而 | 实 ,tE [0, Ti| 为 iB,t [0.7]1 的 完备 自然 
r 代数 流 .显然 它 与 棋 汞 随机 微分 方程 上 有 本质 区 别 ， 

设 随 机 函数 gz :x RR? x Rax [0,7T] 一 及 "满足 : 

?对 于 每 一 对 (y,z) EE 取 "” x Rn ,过程 1g( yz [0,7]i 是 R* 值 
| 安全 0,7 适应 村 测 过 程 , 量 


了 
zd| | gf ,0,0,3) Jds) <+ ce 


对 于 任意 3 ,YY 于 下 "zz 全 R"**", 有 
ely Tt — gy ,a te Cty y+- 2 1), 

其 路 忆 为 正常 数 , 则 有 上述 便 向 随机 微分 方程 解 (F,Z) 的 存在 唯一 性 定理 . 

定理 1 此 随机 函数 g 满足 上 述 条 件 了 ,也 , 则 对 于 任何 站 E CO,. 完 ,中 ) , 倒 
亲 随 机 微分 方程 (5-]) 式 存在 唯一 的 1 突 ,t EE [58, Ti 适应 可 测 解 

Y= |¥,t€[0,T] 和 2= |Z,t € [0, Tl. 

倒 阿 随机 微分 方程 可 以 和 仇 芯 型 随机 微分 方程 配合 起 来 给 出 非 线 性 人 入微 分 方 

程 解 的 概率 解释 ,也 可 以 用 来 研究 随机 最 优 控 制 和 推 1 的 动态 规划 原理 ,以 及 非 线 


s 随机 分 棉 若 干 研究 广 国 . 671 - 


性 数学 期 诅 , 特别 地 , 它 吕 用 来 研究 金融 衍生 证 券 的 定价 第 滞 : 诺 革 上 蛇 - 岩 根 斯 
畏 { Von Neumann-Morgenslerm) 偏好 理论 . 

倒 向 随机 微分 方程 理论 的 真 下 发 展 始 于 加 世纪 名 年 代 , 其 中 茧 实 区 作 由 子 帘 
出 贡献 . 倒 向 随机 微分 方程 理论 在 非 线 性 篇 微分 方程 理论 .随机 最 优 控 制 及 动态 
规划 理论 ,以 及 经 济 学 理论 等 领域 由 的 应 用 方 兴 未 葬 . 六 本 倒 向 随机 徽 分 卢 程 的 
详细 情况 吕 参 看 文献 [ 131. 


5.5 ” 量 于 随机 分 析 


设 (D,. 菇 呈 ) 为 经 典 维 纳 空 间 , 即 人间 = CCR+T 一 有 R),P 为 维 纳 测度 , 则 坐标 过 程 
Toftn),t ER+| 鸭 其 上 上 布朗 运动 , 记 桓 = 让 (人 ,六 PY 于 Os 二 撕 外 
.weseaeberi, 
Hr[, 一 ,PP) 1. 
由 于 布 妆 运动 只 有 独立 增 量 性 ,对 于 RR? 的 任意 分 划 0= 和 < 和 区 和 
有 如下 张 骨 积分 解 ; 
村 = WB Hs BB FH 5 加 入 
此 处 稳定 序列 取 为 111. 
在 ji wz(D)AxXw)e(da) < w| c 吾 上 定义 算 子 
(hii) 三 of 所 (ow CE 2), 
则 ,万 Ri 为 吾 上 上 交换 的 自 伴 算 子 族 .特别 屯 , 扩 让 w= wt 由 , 基 为 (1， 
. 生 Py 上 通常 的 布朗 运动 , 央 此 ,在 状态 1E 再 $0) ,1 EE R+! 实现 了 布朗 运动 
对 于 四 和 2(R+) ,定义 指数 向 量 ( 相 下 态 ) 


Elop){lr) = orp( | .wpDda(p 一 了 | eeodj ， 
加 {tp :和 和 (CR')! 为 五 中 的 完备 线性 独立 了 于 集 . 注 六 slp) = elio.r) 他 
Etopili, wm) ), 
对 于 任意 * EE R,t 关 昌 ,证 义 
UC)etp) = 有 Cexpfixy 0 zl) 和) 
Vitetp) = exp( 一 了 + zj eta)dsjs(e - xfgo ri 


则 (VCb 列 为 在 上 丁 算 子 , 且 10U:(b,z 生 有 和 VDxE 有 | 均 为 强 连 续 
西 群 .由 斯 通 (M.H.Stone) 定 哩 ,存在 自 伴 算 子 A(t) ,PC ,使 
Ut) = explixACA), Wi = exptixl 2)). 
定义 


A(1) = FP) + ib()), 
A* (1) = FWD -P(A)), 
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称 14t1) ,tf 有 | 为 漂 天 过程 ;1 4+ (4) ,1 RR* |) 为 增 牛 过 程 ,| (C8) ,1 Rt 为 计 
数 过 程 . 尼 们 构成 量 于 随机 分 析 中 的 基本 曲 声 过 程 . 


特别 地 ,对 于 任意 3， 
(Consd I 2 + Casing P(r 


在 状态 | 为 布 庆 运动 ,而 


be) HAACE) + A 


在 状态 1 为 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 


世子 随机 分 本 是 用 概率 的 思想 和 方法 研究 融 尔 伯 特 空间 中 算 了 理论 的 学 科 ， 


其 中 最 子 马 尔 可 去 过 程 . 算 子 动态 半 群 .量子 噪声 ,量子 随 杭 柚 分 方程 等 都 旦 近 任 
来 很 话 妈 的 课题 ， 详情 参 在 文献 [16] 
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引 襄 


排队 论 是 研究 排队 现象 随机 规律 的 一 门 学 科 . 它 是 辽 机 数学 ,运筹 掌 的 - -个 竺 
可 分 交 , 也 起 工程 技术 .工商 管理 .信息 科学 等 的 重要 理论 基础 . 

排队 理论 是 加 直 纪 50 年 代 埃 尔 朗 (4.K.Erang) 等 人 从 研究 电话 系统 时 升 始 
建立 .发 展 起 来 的 .在 今天 , 它 已 成 为 广大 工程 技术 人 员工 籼 管理 人 员 所 必 备 的 知 
识 . 它 的 应 用 遍及 于 通信 .管理 .计算 本 .信息 等 科学 的 各 个 应 域 . 

随 着 计算 折 科 学 . 佑 息 科学 的 发 展 , 排 其 论 的 内 容 也 越 来 不 丰富 .如 在 本 篇 第 
8 章 里 所 介绍 的 气 阵 解析 方法 就 是 计算 技术 与 排 蕉 理论 续 全 的 产物 , 它 淋 起 了 计 
算 机 计算 与 排 挫 理论 妍 完 的 桥梁 ,使 排外 论 的 研究 更 为 河 跃 . 另 ~ 方面 ,不 断 更 新 
和 丰富 的 排队 理论 ,又 使 得 其 应 用 更 为 广 永 .因此 ,排队 论 人 其它 创始 至 今 ,一 直 都 根 
填 于 实际 ,并 以 之 为 禾 上 不 断 发 展 与 丰富 自己 


1 排队 论 的 基本 概念 


1.1 排队 论 王 要 素 


排队 论 是 鲜 究 服务 系统 中 排队 现象 随机 规律 的 - - 门 运 筹 学 分 文 ,其 组 成 的 -… 
贤 吾 为 : 

{1) 输入 过 程 ” 指 各 种 类 型 的 顾客 按 怎 样 的 规律 到 洲 . 

{2) 排队 规则 ” 指 人 到 达 的 顾客 按 翅 样 的 规定 次 序 接受 服务 ， 

{3) 服务 机 构 ” 指 同 -- 时 刻 有 和 多少 服务 设备 可 接纳 夺 客 ,每 “设备 可 接纳 多 
少 顾客 ,以 及 对 每 -顾客 服务 多 长 时 间 . 

随机 因素 对 输入 过 程 与 服务 时 间 起 着 根本 性 的 影响 , 拓 队 论 也 因 之 又 名 为 随 
抓 服务 系统 理论 .码头 船只 的 装卸 . 折 场 飞机 的 降落 、 工 人 对 目 动机 床 的 管理 ,电信 
局 用 户 的 通话 .计算 本 和 茶 统 对 信息 的 处 理 都 是 贿 机 服务 系统 的 典型 例子 ， 


i.1.1 输入 过 程 


实际 中 ,可 以 有 各 式 各 样 的 输 人 人 过程, 如 

(1) 诈 长 输 人 大。 即 显 客 有 有 规则 地 等 哮 到 达 . 

(2) 最 简单 流 , 民 称 泊 松 (S,D.Poisson} 输 入 , 它 是 满足 直列 四 个 条 件 的 输 人 : 

号 平 往 性 ”在 区 间 Lo,a+ 昌 内 有 上 大 个 顾客 旬 达 的 概率 与 e 无 区, 只 与 大 右 
基 , 座 为 要 (1 

多 无 后 效 性 ”不 相 变 区 疝 内 到达 的 顾客 数 是 相互 独立 的 ; 
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普通 性 令 yy() 表示 在 长 为 ;的 区 间 内 至 少 到 运 西 个 顾客 的 概率 , 则 
lim Et = ; 
mo 上 


出 有 限 性 ”任意 有 限 区 闭 内 刘 达 有 限 个 顾客 揭 概 率 为 1. 

关于 简单 流 有 上 面 的 定理 . 

定理 1 对 于 最 简单 流 ,长 为 :的 区 间 内 到 达 # 个 顾客 的 慨 率 加 (0 服从 泊 松 分 
布 , 即 


v(t) = exp (A) 2 (k= 0,1,2,.…), 


共 中 > 0 为 常数 ， 它 代表 单位 时 间 内 到 达 顾客 的 平均 数 , 称 为 最 简单 流 的 参数 
定理 2 住 输 人 人 过程 中 , 令 第 i 个 顾客 到 夺 的 时 刻 为 ,ro = 0, 并 令 
t= Ti Ti {i = 1,2,."…). 
则 此 输入 过 程 是 参数 为 4 的 最 简单 流 的 充分 必要 条 件 是 相继 顾客 到 达 闻 隔 ;,i = 
2,… ,相互 独立 ,并 有 具有 相间 的 负 指 数 分 布 
， t -exp(— At) (t= 0), 
4A) = Plasrl= {0 0) 
(3) 带 刘 动 参数 的 简单 流 。” 如果 输入 不 具有 平稳 性 , 则 本 区 闻 [a,a + :) 内 有 
个 腻 客 到 达 的 概率 与 起 点 s 有 关 , 记 为 (1 ,a). 所 谓 带 全 动 参 数 的 简单 流 赴 指 满 
足 卜 列 四 个 条 件 的 输 人 : 
中 对 于 任何 a 0, 极限 
4 
都 存在 , 称 为 参数 在 时 刻 的 瞬时 值 ; 
加 无 后 效 性 。 其 定义 与 最 简单 流 的 相同 ; 
凶 普通 性 ”对 于 任何 e 0, 有 
jm 工 = tf 4 二 CeG) _ 
和 有限 性 其 定义 与 最 简单 流 的 相同 . 
定理 3 对 于 带 变 动 参 数 的 简单 流 , 区 间 [a,a + 1) 内 到 达 下 个 顾客 的 概率 为 
Ut a) = expt— ACE, 2)) (430) {£ = 0,1,2,""), 


1 - te) _ ta) 


其 中 
Alis0) = | (ta+ wdu. 
(4) 埃 示 天 输 入 即 到 法 间隔 相互 独 六 ,并 上 共有 相同 的 埃 尔 于 分 布 密 度 
alt) = A exp( - Az) (1 = 0) 


的 输入 , 技 中 为 下 整数 , 称 为 埃 尔 朗 输 人 的 阶 ;4 > 0 为 :常数 .用 下 表示 开 防 埃 
尔 遍 输 信 .由 定理 2,E5| 输入 就 是 最 简单 流 . 
定理 4 设 二, 包 ,…, 纪 为 相 碧 独 立 、 具 有 相同 负 指 数 分 布 的 戎 机 空 量 , 令 


1 排队 论 的 此 木 概念 . 677 ， 


下 一 t1 十 相 十 "二 页 
则 和 县 有 上 阶 埃 尔 划 分 布 瑟 . 
{5) 超 措 数 检 入 于 苑 到 达 疝 隅 相互 独立 ,并 具有 相同 的 超 指 数 分 布 密度 


好 1 tt) = jalexp( - At) {1 = 0) 
:=| 


的 输入 ,二 中 > 0;a > 0, = 12 于 六 ,oa = 1. 上 为 下 整数 , 称 为 超 指 数 输 


入 的 阶 . 由 定理 2, fi 输入 是 最 阐 单 流 ， 

{6) 一 般 独 立 输入 即 相 继 师 客 到 达 冶 陪 相 王 独 名. 由 回 分 布 的 输入 . 身 疝 的 
定 长 输入 .最 简单 流 . 埃 尔 关 输 入 , 超 尼 数 输 和 人 都 是 一 般 独 立 输 入 的 特例 . 

(7) 成 批 到 于 的 输入 斯 假定 有 一 系列 到 达 点 ,到 和 达 避 本 庙 可 以 是 上 述 各 种 
输入 ,但 在 每 - -到达 点 上 到 来 的 不 是 单独 一 个 顾客 ,而 是 . 批 顾 客 ,每 批 顾 客 的 数 
日 m 为 - -随机 变节 ,其 分 布 为 

Plm = ki = a (k= 1,2,). 

(8) 到达 间 漠 独立, 但 上 其 有 不 同 分 布 的 输入 ”这 种 输入 世 称 为 带 限定 后 效 的 

流 . 只有 平稳 性 与 普通 性 的 带 限 证 后 效 的 流 称 为 巴尔 姆 (Palm) 流 ， 


1.1.2 排队 规则 


(1) 执 失 制 。 同 客 到 达 时 ,着 所 有 服务 台 均 收 占 用 ,该 磺 客 就 自动 消失 . 

(2) 等 待 制 ”顾客 人 到达 时 ,车 所 有 服务 台风 被 占 几 ,他 们 就 排 成 趴 伍 ,等 待 服 
务 , 服 务 次 序 可 采用 下 列 各 种 规则 . 

中 先 独 先 服务 。” 按 到 达 次 序 接受 服务 . 

售后 到 先 服务 。” 如 通信 系统 中 ,最 后 到 达 的 信息 - 般 岗 是 最 有 价 信 的 ,网 而 
可 能 采用 “后 到 先 服务 ”的 方式 . 

鲜 随机 选择 次 序 的 服务 “” 当 服务 机 构 得 空 时 ,在 等 征 的 顾客 中 随机 地 选取 - 
名 进行 服务 ,也 即 每 一 等 待 的 显 客 被 选 到 的 概率 相 问 . 

曲 优先 权 服 务 。” 对 某 类 顾客 和 给予 优先 权 , 如 长 途中 话 比 市 内 电话 优先 ;急诊 
病人 比 六 通 病人 优先 等 . 

号 多 个 (nm 个 ) 服务 台 的 情形 顾客 可 以 排 成 ~- 个 公共 的 队 , 核 次 序 接 受 服 
务 : 也 可 排 成 # 个 队 , 当 第 m 个 顾客 到 达 时 ,以 概率 GC.'"™ 排 入 第 i 个 队 ， 

jo" = 1 Cm = 1;2，…)， 

(3) 混合 制 ”前 述 两 种 制式 相 结合 的 规则 . 

人 队长 有 限制 的 情形 顾客 到 达 时 ,者 队长 < 旋 ( 给 定 的 于 整数 ) ,就 排 人 队 
仇 , 若 队长 = 六 ,顾客 就 离 去 ， 

加 等待 时 间 有 限制 的 情形 ”顾客 在 臣 估 中 的 等 征 时 间 不 能 超过 Tt 给 定 的 起 
数 ) ,超过 了 后 顾客 就 立刻 醒 去 . 

全 过 留 时 间 { 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 ) 有 人 恨 制 的 恨 形 如 栈 机 飞 赵 高 射 起 
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射击 区 所 希 的 时 间 为 了, 若 南 机 飞 过 该 区 后 还 未 被 击落 ,名 算 揭 饥 ， 

1.1.3 服务 机 构 

服务 台 的 个 数 可 以 是 -个 , 几 个 .其 译 无 穷 案 个 { 只 村 在 足 藤 才 的 服务 台 ,性 每 
一 个 顾客 一 到 达 , 就 能 灶 即 接受 服务 ) ,服务 可 以 昆 单个 最 芳 , 也 可 以 是 成 批 服 务 . 
服务 时 间 可 以 有 如 下 各 种 分 布 ， 

《1 定 长 分 布 ” 若 每 :顾客 的 服务 时 间 都 是 某 一 常数 10 > 个， 则 > 的 
分 布 晒 数 流 

1 (x 1), 
Bix) = Pisa x! = | (< 

[2) 贷 指 数 分 布 ”和 戎 个 感 客 的 服务 时 间 相 于 独立 ,上 只 有 相同 的 负 指数 分 布 ， 

则 
1 — expf- px) (x 00), 
B(x) = to {x < 全 )， 

其 中 届 > 0 为 一 常数 . 

(3) 诺 阶 埃 尔 半分 布 扎 ”省 个 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 , 旦 具有 相同 的 埃 尔 
朗 分 布 ,其 之 度 函 数 为 

- 点 一 上 
h(x)} = 全 exp(- 和 (x 0), 

其 中 此 为 正 整 数 ;y > 0 为 -常数 .下 = 工时 , 埃 尔 记分 布 睛 为 负 指 数 分 布 ; 上 一 w 
时 , 埃 尔 朗 分 布 为 长 度 为 Lp 的 定 长 分 布 . 

(4) 开 阶 超 指 数 分 布 及 ”各 个 顾客 的 服务 时 间 相 弓 独 了 ,有 具有 相同 的 超 指 
数 分 布 , 乓 密度 琐 数 为 


blx)} = iat exp( — 有 人) 


其 中 心 ,aa > 0,7 = 1.2,…, 寺 ， Da- = 1. 显 然 , 超 指数 服务 分 布吉 以 看 成 每 个 顾客 


依 概 率 a, 接受 参数 为 的 负 指 数 分 布 服务 的 情况 . 又 显 损 .局 分 布 为 负 指数 分 布 . 

5) “- 般 服务 分 布 ”所 有 左 客 的 服务 时 间 相 互 独 和 ,于 为 相同 分 布 的 随机 变 
量 , 其 分 布 钞 数 记 为 BLx). 前 面 所 有 的 服务 分 布 都 是 一 般 服 务 分 布 交 特例 . 

16) 多 个 服务 台 的 情形 ”可 以 假定 各 个 服务 台 的 服务 分 布 参数 不 同 成 分 布 类 
型 不 同 . 

(7) 服务 时 间 依 顿 于 队长 的 情形 ”这 反映 耻 服 敌 员 的 心理 ;排队 人 数 增多 , 服 
务 速度 就 加 快 ， 


1.2 数量 指标 
随机 服务 系统 最 重 昌 的 数量 指标 有 三 类 :等 待 时 间 、 忙 期 . 鞭 长 . 
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1. 等 待 时 间 

[ti【 实 ) 等 竺 时 间 ”第 普 个 顾客 的 等 待 时 间 w ,是 从 他 到 达 时 起 到 睹 始 接受 
服务 时 止 这 段 时 间 . 

(2) 庶 等 待 时 间 在 任意 时 刻 1 之 后 的 到 达 不 于 考虑 的 情况 下 ,从 41 于 始 钊 服 
务 系 统 中 至 少 有 一 服 舌 台 得 空 为 止 的 时 间 w(t) , 称 为 5 全 ) 占用 时间 ,在 先 到 先 服 
务 的 规则 下 ,at 为 在 1 时 刻 和 到 达 的 某 个 假想 的 顾客 的 竺 入 时 间 ( 实 际 上 在 :时刻 
不 一 赴 有 顾客 到 达 ) ,因而 称 为 虚 等 待 时 间 . 

2, 忙 期 

企 服务 系统 中 所 有 服务 台 痢 处 于 连续 繁忙 (者 在 进 有 有 服务 ) 的 时 期 称 为 忙 期 . 
位 期 的 长 度 记 为 4. 

3. 队 长 

(1 总 队长 (简称 队 区 】 上座 长 即 系统 中 脑 客 的 数 是 . 它 包 括 正在 接受 服务 的 
与 排队 等 待 的 顾客 . 下面 都 以 qt1) 表示 时 刻 1 的 队长 ;wg 走 未 第 六 个 顾客 到 达 瞬 
时 所 看 到 的 队长 ,9 表示 第 贡 个 离开 系统 的 归 窜 离开 及 | 所 留 下 的 队长 . 

{2) 等 竺 队长 正在 排 捧 等 竺 的 顾客 数 百 称 为 等 和 以 长 . 


1.3 ”系统 分 类 的 记号 


后 而 均 以 下 列 字 母 代 表 各 种 输 人 与 服务 ; MW 一 一 最 简单 流 或 负 指 数 分 布 ; 
一 一 定 长 输入 或 分 布 ; 妃 一 一 上 阶 夏 尔 庆 输 入 或 分 布 ;让 上 阶 超 指数 输入 或 
分 布 ;名 一 一 一 般 独 六 输入 ;6 一 一 一般 服 务 分 布 . 

以 /AYA 代表 输入 为 半 . 服 务 为 了 的 #5 个 服务 台 的 系统 ,例如 , DAHAL 表示 定 
区 输入 ,人 负 指 数 服 务 分 布 的 单间 系统 ; 肛 AWAn 表示 输入 为 展 简 单 流 ,、 服 务 为 货 指 
数 分 布 .= 个 服务 台 的 系统 :ie 表示 最 简单 流 和 葵 人 人 、 -有 般 服 务 分 布 的 单 台 系统 . 
如 果 趟 附加 其 但 说 明 ,这 种 记 导 一 般 都 指 先 到 先 服务 .服务 与 输 大 独立 .单个 服务 
的 等 待 制 系统 . 

有 时 也 用 XAYAneR 代表 队长 不 超过 WON ss 9) 的 识 合 制 下 /Yan 系统 .特别 
地 ,AYAnAn 代表 插 拓 制 的 /YR 系统 ,XAYAnAm 代表 等 竺 制 的 XAY/n 系统 . 


2 MAMA， 系统 


2.1 Mn 系统 


假定 有 和 参数 为 (4 > 0) 的 最 简单 流 到 过 ntn 过 1) 个 最 务 台 的 系统 .顾客 到 达 

时 ,将 有 空 的 服务 台 ,由 该 磊 客 立即 接 爱 服务 ;者 所 有 上 服务 台 均 在 服务 , 则 顾客 排 成 

-个 队伍 等 竺 服务 ,服务 次 序 任意 ,服务 时 间 与 钙 达 间 隧 独立 , 并 日 服从 二 数 为 
Fa > 0) 的 负 指 数 分 布 .此 系统 即 为 有 /AMAR 系统 . 

令 qt 为 在 时 刻 上 的 其 医 .大 的 呈 = 了 过 二 则 在 时 划 基 有 7 个 昔 正 在 进行 服 
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务 ,而 剩 下 的 二 -个 台 空 着 ;上 首 > 5a; 则 在 时 刻 1, 所 有 "个 帮 在 进 和 服务 ， 谭晶. 
有 jj- 5 个 顾客 正在 排队 等 竺 .j 的 取 值 集合 为 10,1,2,…… 
称 其 为 服务 曲 度 ,省 表 示 每 个 台 人 在 单位 时 间 内 所 增加 的 平 坊 负荷 , 则 对 于 有 AMAn 
系统 ,有 下 面 的 定理 此 推论 ， 

定理 1 对 于 AMAn 系统 , 若 6 < 1, 则 队长 gt 的 极限 分 布 


Ji 天 1 人 (和 = /| = D, (7 = 0,1.*…) 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 昌 可 表示 为 
ep Ci 二 ] ,了 一 1), 
1 = ) 
ep, 《二 二 
eh ney (Cap) LY 
其 小 ,pn = (2 | .着 c 宇 1, 则 
limPlalt) =j=0 i= 0,1.2,..), 


此 时 不 为 概 举 分 布 . 
推论 1 在 统计 平 血 ( 指 已 达到 极限 状态 时 ) 的 M/A/n 系统 中 ,顾客 因 上 所 有 

服务 台 被 占 而 寡 等 答 的 概 举 为 
2 {ney 1 


I 一 | 一 pou, 
1 nt 1l-p 
平均 等 待 队 长 为 
= 之 or = 1 
平均 队长 为 


Es = Dip = Bqe + mp; 
其 中 po 击 定 埋 ] 给 出 . 
定理 2 对 于 上 先 旬 先 服务 MMAn 系统 ,着 p < 1, 则 仁 时 刻 # 的 虚 等 待 时 间 
w(t) 的 极限 分 布 
lim Plw(:) Ei! = Wix) 
存在 ,与 初始 条 件 匹 关 , 杜 可 表示 为 


W(x)} 1- 这 Lp) sp Cye — A)#) (x 2 0), 
x)} = 。 一 请 nl Cx 0) 
共 中 po 如 定理 1 中 所 绽 . 兰 Pp 宇 1, 则 
limPlwlt)} < * = 0, 


2 村 /时 A， 系统 - G81 : 


此 时 不 为 概率 分 布 ， 
推论 2 ”对 十 统计 平衡 的 先 到 先 服 务 系 统 /ANAn ,出 平 均 虚 等 待 时间 为 
， i 
Pw = (me — 站 业 ， 
其 中 也 由 推论 1 给 出 . 
二 而 考虑 两 个 特殊 的 肛 /1ia 系统 . 
[mm=1 的 邓 “/a5Al 了 系统 对 上 此 系统 ， 


站， 
2 二 
在 p < 1 时 ,系统 统计 半 衡 ,此 时 其 队长 分 布 为 
p= ti op (Cj = 0,1,2,.1, 
顾客 因 上 服务 台 被 占 而 需 等 符 的 慨 率 为 
HH = 之 加 = 站 
半 均 队长 为 
_ 
Er = 1 p? 
平均 等 待 队 长 为 
Erp, = 1 


对 于 直到 舌 服 务 的 统计 半 衡 的 邮 /KEA] 系统 ,在 1 时 刻 的 虚 等 竺 时 间 w{1) 的 分 
布 为 
timPlw(s) & xf = W(x) = { Pexp(— (px = 4)x) > 0 
平均 虚 等 待 时 间 为 
天 一 A 
(2} n= 名 的 及 /AMAw 系统 ”此 系统 总 是 能 统 让 下 衔 的 ,平衡 时 其 了 位 的 分 
机 可 表示 为 


Ew = 


了 
pi 一 exH 一 有 Ai py ef 三 性, | ,2,..…)， 


平均 队长 为 


2.2 上 用 /M/An/N 系统 


假定 者 参数 为 4(04 > 人 的 最 简单 流 到 达 个 服务 全 的 系统 .车 疗 客 到 达 时 有 
空闲 的 台 ;, 册 站 即 接 受 服务; 车 顾客 到 达 时 所 有 二 个 台 都 已 在 进行 服务 , 则 党 系 统 
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中 的 顾客 数 (包括 正在 服务 的 个 顾客 ) < 指定 数 NCN 六 1) 时 ,新 来 的 顾客 排 人 
了 革 伍 等待 服 务 ,而 当 系 统 中 顾客 数 = NN 时 ,新 来 的 顾客 就 被 拒绝 而 扣 失 .假定 服务 
次 序 任意 ,服务 时 间 与 输入 独立 ,并 且 服 从 套数 为 y( > 0 的 负 指 数 分 布 .此 系统 即 
为 有 MAMAn/N 系统 ， 


令 4 为 1 时 启 系 统 的 队 民 ,其 状态 空间 为 0,1,2.… ,NW|, 记 pp = 起 , 则 对 于 


WAMAnAN 系统 ,有 如 下 定理 及 推论 ， 
定理 3 对 于 前/NARnAN 系统 , 隐 长 的 极限 分 布 


lim Pi gtt) = 中 = {j= 0,.1,..,N) 
行 在 ,并 与 初始 各 件 无 关 , 片 可 表 冰 为 
tp (了 = 1 .2， ,RR 1), 
1! 
Pi = (no . 
{no} i 
nim Gi ’ + 1， V)， 
n-l ] -1 
, (no) { rp) 
其中 De 


特别 地 , 扫 = 时 ,在 o < 1 条 件 下 ,以 二 各 式 均 成 六 
推论 3 在 系统 统计 平衡 时 , 顾 容 的 损失 概率 为 


HI = py = {pi Po 
顾客 因 所 有 服务 全 被 占 而 需 等 符 或 损失 的 概率 为 
1 让 一 nm (px), 
一 Nn +D, (p = 1); 
平均 等 待 队长 为 
= Zi 
i -人 UDP +(N- me "Jp (p #1), 
tN 好 了 (p= 0; 
六 均 队 长 为 
Eg = Eq + 人 - H), 
其 中 m 出 定理 3 给 出 . 


定理 弛 对 于 先 到 先 服务 的 性 7 六 /nAN 系统 ,共和 < 2 , 则 在 时 刻 上 到达 的 根 
想 顾 客 来 遭 损 失 的 条 件 下 , 它 的 虚 等 待 时 间 wtx) 的 极限 分 布 


2 有形“ 时 ， 系 统 683 + 


lim Plw( 1) < x| = W(x) 
存在 ,初始 条 件 无 天 ,是 有 


1 
Wr) = 1 a eS QF (wn ix0 p= 1), 
~ | 二 1 
0 (x < 他， 


其 中 咎 出 定理 3 给 出 , 测 开 由 推论 3 给 出 ,在 求 和 寻 上 上限 小 于 下 限时 ,和 值 取 为 0. 
推论 4 对 于 统计 半 衡 交 时 /有 HAn/N 系统 CN < oo 人 在 等 竺 空 介 尚 有 空位 的 

条 件 上 ,服务 台 全 部 被 占 的 概率 为 

lp 《np 和 人 on (p # 1), 


Hl-p ni 
10) = ! FR 


Lin TN - 中 (p = 1); 
未 如 所 类 和信 拓 并 守信 


— -2 人 ap -nn mY-n+l 1 
ip mCN nt + Nn) Coz 
| 1 

]】 一 Hn! Ts tn = 1), 


其 中 po, 下 分别 出 直 理 3， 的 沦 3 给 生出 . 

下 面 讨 论 两 个 特 踩 的 MAMAnAN 系统 . 

(到 = 多 的 对 [nm 系 统 此 系统 已 在 2.1 节 中 详细 讨论 过 .容易 验证 .此 
节 中 玖 结论 与 2.1 节 引 所 给 出 的 相关 结论 是 一 答 的 . 

(2) N= nn 的 MAM/AnAn 系统 统计 平衡 下 ,队长 分 布 可 简化 表示 为 
《AAA 7 一 和, 1 ,re), 


pp, = mn 


> 
此 式 称 为 埃 尔 朗 公 式 . 损失 率 让 表示 为 
人 ZL 
= ps, i 2 
人 人 
平均 占用 的 服务 人 台数 为 
Eg = A ) 


2.3 ”顾客 到 达 与 离开 时 刻 的 性 在 
记 gm 为 第 mm 个 顾客 到 达 用 时 所 看 到 的 队长 ,gi 为 第 mr 个 离开 系统 的 顾客 ( 包 


- 684 - 第 5 篇 排队 论 

括 服 务 完 的 与 损失 控 的 都 在 内 ) 离开 构 时 所 留 下 的 队长 ,qt1) 为 任意 时 刻 # 系统 的 
队长 , 则 半 上 YAMA :系统 ,有 有 下面 的 定理 ， 

定理 5 对 于 上 述 各 种 时 “时 7“ 系统 ,但 有 

lim Pi = /| = lm Pig'n = =j1 = = lim 吕 1 (7 = 月 ， 

极限 值 等 于 pj; 或 0, 分 唱 由 新 面 各 系统 有 关 的 定理 所 决定 ， 7 对 于 不 问 标 统 有 不同 
的 联 值 集合. 

对 于 时 /有 Hn 系统 , 令 ww 为 第 im 个 顺 容 的 等 待 时间 , wt#1) 为 时 刻 上 和 茶 统 的 虚 
壬 待 时 间 , 则 有 下 面 的 定理 ， 

定理 看 ”对 十 先 到 光 服 务 的 WAMH/n 系统 , 恒 有 

Jim Plan x1 = lmPlw(s) < i (mx<+%), 

极限 等 于 Wex) 或 0， 出 定理 2 所 决定 . 

对 天 时 Wan(R < mm) 系统 ,在 顾 窜 到 达 时 未 遭 损 兴 的 条 和 件 下 , 记 第 mm 个 


疏 遭 扣 失 的 顾客 的 等 待 时 间 为 也 , 记 假 想 顾 客 的 虚 等 特 时 间 为 wt+) , 则 有 下 面 的 
定理 和 推论 . 
定理 了 对 于 先 到 先 服务 的 时 /用 /n/N 系统 [mw < mw), 恒 有 


ne 三 = limPlw(t) x| = VP{ x) (<x<+w), 


mm 于 


推论 5 对 统计 于 衔 前 亨 / 有 Hn/ 系统 CN < wm ), 怖 客 到 达 时 在 未 遭 损失 


的 条 件 下 需要 等 待 的 襟 尝 宪 = 六 ,此 处 六 由 推论 4 所 给 定 . 未 遭 损 失 的 类 客 的 平均 
等 待 时 间 Ew = EE 芭 ,其 中 EE 宫 亦 由 推论 4 所 给 出 . 


3 GCI/AE1/1 及 有 关 的 系统 


3.1  Grr 号 /1 系统 


考 虚 到 达 问 出 分 布 为 41z) 、 殉 值 为 1 > 0) 的 一般 独立 输入 ,服务 时 间 与 
输入 相 五 独立 , 旦 分 布 B(x) 为 均值 17u(p > 0) 的 站 阶 埃 尔 朗 分 布 政 , 有 单 服务 台 
的 等 待 制 系统 . 服务 次 序 在 讨论 队长 与 忙 期 时 不 需 作 任何 规定 ,但 在 讨论 等 待 时 间 
分 布 时 假定 为 先 到 先 服务 .此 系统 即 为 GI/ B41 系统 . 令 0o = 和, 则 对 于 这 样 的 系 
统 , 有 下 面 的 定理 及 推论 ， 

定理 1 对 于 C1/El 系统 , 若 p。 < 1, 则 队长 gq 与 f 的 极限 分 布 均 存 在 ,与 
初始 荣 件 无 关 , 日 相等 , 即 


3 GAEAl 及 有 关 的 系统 + 685 ， 


lim Pia = 7 = limpPlon = jt =p, (j= 0.1,2,) 
存在 , 旦 
go { = 0) 
ps 一 | 基 、 A 
半 上 Cj 二 ] ,之 } 


其 中 Hg,| 为 具有 母 函 数 


2d = (七 了 (el< 1) 


的 概 府 分布; ,中 ，… ” 0 为 方程 
-Al 2)) 
在 单位 加 | :1< 工 内 的 天 个 根 ;4” 1 六 到 达 问 隐 分 布 Aix) 的 L-8S 变换. 车 w= 
1 . 则 
lim Pi gw = 了 | 二 lim Pl g's, = 下 二 性 (7 = 0,1,2,.)., 

此 时 不 为 概率 分 布 . 

推论 1 在 统计 半 和 奖 G77EA1 系 岛 中 ,顾客 到 达 时 迪 刘 服务 台 被 下 而 需 等 待 
的 概率 为 


本 
B=1-pp=1- aa- 
其 中 思 ,下 ,中 的 窒 文 问 定理 1 
定理 2 对 于 全/ 系统 , 答 p< 1, 则 等 待 时 间 wx 的 极限 分 布 
Jim Plw, x| = 和 P(x) (x = 0} 


存在 ,与 初始 条 件 无 关 ， 日 共 LS 变换 为 


。 (1 — Oh + 5) 
多 (9) = TT (Ss | (Re(s) > 0), 


其 中 dis Ha “ 上 的 售 广 局 定理 1. 若 站 


= 1 则 
lim Pt < x| = 0, 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
推论 2 在 统计 半 衡 好 /下 /1 系统 中 ,到 达 顾客 需要 等 符 的 概率 全、 顾客 的 半 
均等 待 时 间 #0 分 别 为 
R= 1 Bo = 1 ro) 1- 1-00. 


其 中 页 ,外 ,所 会 叉 同 定理 1. 
定理 3 对 于 如 AZ 系统 ,着 p < 1, 且 4tx) 为 非 情 了 于 成 分布 , 刚 队 长 gqt) 
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的 极限 分 布 
limPiatt) 一 下 二 Pp; Ci 三 O,1,2,.-) 
存在 .与 初始 分 布 无 尖 , 旺 
1 一 (j= 0, 
2] (ASTD) AWK) d(x) + 
Pp 三 0- 


| exp- kr) Cd) [六 = 1,2,."), 
1 = 心 。 


其 中 AD(x) 为 4A(x) 的 j 重 卷 积 ; * 为 卷 积 运算 ;党 (r) 为 等 待 时 间 ww 的 极限 分 
而 ,出 证 理 2 哗 … 确 定 . 
右 P < 1 但 a(x) 为 格子 点 分 布 , 则 队长 yf7) 的 分 布 , 当 上 一 w 时 极限 不 存 
在， 
条 DP > 1 或 5 = 1, 介 A(x) 与 Btx) 不 全 为 定 长 分 布 , 则 
limPlg(i) = 及 =0 (j = 0,1,2,..). 
各 日 = 1, 有 日 ACx) 与 B(x) 全 为 定 长 分 布 , 则 极限 
limPilgtt) = 用 
存在 ,但 与 初始 条 件 有 关 . 
推论 3 对 于 统计 平衡 的 ABBA1 系 统 ,任意 时 刻 服 务 台 被 占 的 概率 为 = 1 
一 py = pn, 仁 意 时 刻 的 平均 队长 为 
RFq= p+ A , 
其 中 上 出 推论 2 给 出 . 
定理 4 对 于 6Gx 吕 /1 系统 ,车 < 1, 日 4(x) 为 非 格 于 点 分 布 , 则 韦 等 待 时 
上 6 wt 4) 的 极限 分 布 
lim Plwt it) < x| = (x) tx 节食) 
存在 ,与 初始 条 件 无 其 , 且 可 表示 为 


四 站 | ， 
Wix) = 1 p+ 让 DCs w) 2 exp(— hn) du {x 0),， 
f= 六 “ 


其 中 仿 (x) 由 定理 2 上 唯一 痛 定 ， 
若 p< 1, 介 40x) 为 格 节 点 分 布 , 则 当 上 一 w 时 , 嵌 等 持 时 间 wt{1) 的 分 布 极限 
小 存在 . 
苦 p > 1, 或 p - 1, 但 A(Cx) 与 B(x) 不 全 为 定 长 分 负 , 则 
limPl wt t) < | = 0. 


若 p = 1, 且 A(x) 与 B(x) 全 为 定 长 分 布 ， 则 极限 LnPiwtt) < rt 不 存在 . 
推论 4 对 于 统计 平衡 的 GL/ EA 系统 ， 平均 虚 等 待 时 间 为 


ktl < a 
Be = 人) 


3 G7 及 有 关 的 系统 ,687 ， 


其 中 Bd 舍 艾 同 定理 1 
定理 5 对 于 史记 AL 系统 , 忙 期 长 度 4 的 分 布 Dix) 的 LS 变换 为 


ke 
1] - 
Dts)=1- Bs Ccts) > 0), 


及 
[1 (1 fs)) 
其 中 让 (Dis) 让 (5) 为 当 Rets) 2 0 时 方程 
wr 二 症 “ 人 十 tl 一 z1) 
在 单位 圆 | zs | < 1 内 的 天 个 根 ,4 人) 流 A4(x) 的 JS 空 换 . 
推论 5 若 p 志 1, 则 Dm) = 1, 吕 D(x) 为 真正 的 概率 分 布 , 若 > 1, 则 
Dm) -1 kp- <1. 
pl 8) 
表 盖 忙 期 长 度 为 无 守 的 概 闪 | 
i: = 友人 一 了 > D0, 
ela-o) 
其 中 司 人 全- ! 为 当 4 > 1 时 方程 六 - = 4 (hetl - 2)) 在 单位 圆 1zhs< 1 内 


的 根 , 而 当 连 革 积 符号 [| 的 上 标 小 于 下 标 时 台 个 连 节 各 取 什 为 | 


3.2 GIAMAL 系统 与 D/AMA1 系统 


这 一 节 将 讨论 G77EiA1 系统 的 两 个 特例 ;GIAMAL 系统 和 D/A M1 系统 ， 
3.2.1 /M/A 系统 


用 参数 为 jm > 0) 的 负 指 数 分 布 代 赫 名 /EA1 系统 中 的 分 布 , 即 得 
GIAMAl 系统 .对 于 BA 系统 ,对 应 于 3.1 节 中 前 结论 有 如 下 简化 的 结论 . 
(1 车 po < 1, 则 队长 和 与 9 的 极限 分 布 均 存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 旦 相等 , 即 
lim Pl qm = i 三 lim Pig’m 一 有 二 六 { 三 DO,1,2,..") 
存在 ,有 昌 
p= (1- 05 ( = 0 
其 中 #8 为 方程 z = A* Ctl -zz)) 在 (0,1) 内 的 唯 - 解 ,而 47 15) 为 分 布 4tx) 的 LS 
变换 ， 
东 P 全 1, 则 
jim Pi} gm = 由 = lim Pig'm =j| = 中 (fj 二 0,1,2: 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
在 系统 平衡 时 ,顾客 到 达 时 还 到 服务 台 被 占 而 壳 等 行 的 概率 为 
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分 = 1 -po = 总 ; 
顾 寄 到达 瞬 时 所 看 到 的 和 离开 瞬时 所 留 人 攻 均 为 


£9 = 2 = = | 
restmu reds mi hat 1 
- PB = 一 
(0) p< 1,H A(x) 因 吉 栓 分 则 也 长 9 的 极限 分 布 

lim Pi q(t) =j|l=p, Cf = 0,1,2..) 

下 在 ,并 与 初始 分 布匹 关 , 岂 
_ | -pp (7 = 0), 
od MP Cf = 1,2,.). 


三 << 1 但 A(x) 为 膨 期 1 的 格子 点 分 布 , 则 耻 长 910 的 极 肉 分 布 不 存在 ,但 
对 于 性 :rrOsr<e 上 有 


lim Plgtmi + ry = j|-= 全 CC = ] 


pr — Oo! 下 
持 与 初始 条 人 特 碟 关 ,其 中 
_ nl- 8) 
Pp{r) = pexp(— ttl — 0)) [Temp bl ~ 0) 
荐 pnp 守 1, 则 
lim Platn) =j| =0 (i = 0,1,2,-.…), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
在 p < 1 时 , 苦 4(x) 为 非 格子 点 分 布 , 则 极限 分 布 |P| '51pii 存在 如 下 关系 : 
| 一 2 《了 三 0) ， 
P=] 和 ~ 
pi (f= 12,…). 


在 系统 平生 时 ,任意 时 刻 服 务 台 被 占 的 概率 为 
HH=1-po= pe; 


任意 时 刻 的 平均 队长 为 _ 
Eq = 这 总 = 一 
任意 时 刻 的 等 待 趴 长 为 
- Sin = 
(3) 车 p < 1, 则 等 待 时 间 vw 的 最 限 分 布 
lim P| wm < x) = Wx) {x 2 0) 


存在 ,与 初始 条 件 无 闫 ,月 


3 GLAE6A1 及 有 关 的 系统 - 680 - 


La = 1 expt— etl — dx) tx = 0). 
车 2 宇 1, 则 
lim Pili sx: -i 
此 时 不 为 慨 率 分 布 . 


任 系 统 平 衡 时 , 钊 达 的 顾客 击 要 等 待 的 概率 为 
全 = 1 - 从 (0) = #8; 


顾客 的 平均 等 待 时 间 为 
Ew = 一 
Htl— 人 0) 
(和 在 p < 1,H Atx) 次 非 格子 点 分 布 , 则 虚 等 待 时 间 wl) 的 极限 分 布 
lim Pilart #) := Wir) (x = 0) 
存在 ,与 初始 如 件 亡 关 ,日 
Wix)}=1— Pexpf — ntl — BYx) (x 0). 


站 < 1, 但 Atx) 是 周期 为 1 的 褚 了 点 分 布 , 则 碟 等 行 时 间 wtr) 的 极限 分 布 
不 存在 ,但 对 于 往 一 ,0 万 < 上 有 


lim Piw(lm + eer 1- oltrexpt— atl - 2)x) Cx 0), 
且 与 本 始 茶 件 -无 关 . 
苔 p 3 1, 则 
lim Ptwt t) 二 xX! = 0， 
此 时 不 为 概 六 分 布 . 


在 系统 平衡 时 ,任意 时 刻 服 务 台 被 占 的 概 淮 为 
T=1- FO = p; 
平均 虚 等 待 时 间 为 
Ew = 一 一. 
tl — 9) 


(5) 系统 GLAMA1 忙 期 长 度 & 的 分 布 Dtx) 的 LS 变换 为 
， Ef) 
D (s) = 证 ull 一 我 人 【Ret s) 六 0 ， 
其 中 5 为 半 Rel 5) > 0 有 方 特 xz = 405+ AL- 了) 在 单位 圆 | zs | < 1 内 的 
唯一 和 解 .从 市 ,Dlx) 可 表示 为 
D(x) = Don- pc) Way] (1 -AD wd {x ww 0). 
若 p 寺 1, 则 Dw) = 1, 好 p(x) 为 真正 的 概率 分 布 . 而 性 期 的 平均 长 诬 为 


a (ame 
mm to= 11. 


车 b> 1, 则 
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旭 忙 期 长 度 为 无 穷 的 概率 汐 fH, = 1 - 
3.2.2 D/AM/Al 系统 


用 间隔 为 ACA > 人 0 的 定 长 输入 代替 3,2, 1 节 中 GLAM 系统 的 一 般 输 入 , 即 
得 DAMAL 系统 .对 于 DNA 系统 ,有 上 面 更 为 简单 的 结论 ， 
(由) 车 p < 1, 则 队长 mw 与 g'。 的 极限 分 布 均 存 在 , 且 相 等 ,并 与 初始 条 忻 无 关 ， 


即 
lmPlgn = 形 = lmPlyn -=p (=0,1,2,..) 
存在 ,日 
p= {1- 8 (Ff = 0,1,2,..°), 
其 中 日 为 方程 z = 1+ plnz 在 {0,1) 内 的 唯一 和 解 . 
车 p 3 1, 则 
limPig = 让 = 和 Pig = 并 =0 (=0,1,2,..), 
此 时 不 为 慨 率 分 布 . 


在 系统 平衡 时 ,顾客 到 法 时 遇 到 服务 台 被 占 而 需 等 待 的 概率 为 
HF=1-p= 0; 
顾客 到 达 骨 时 所 看 到 的 和 离开 瞬时 所 贸 下 的 平均 队长 均 为 
Eq= 2 77) = 了 
谭 平 均等 待 队 长 殉 为 
Ky, = 二 2 二 1 a 
(2) 若 5 < 1, 则 队长 gt2) 的 极限 分 布 不 存在 ， 但 对 j 任 --r,0&<r < 1 有 
lim P| d+) { HE - H)) {7 = 0), 


oxp(— pr{tl — BNL — OH (= 1,2,3,.") 
存 和 全, 且 与 初始 条 件 无 关 ， 


若 p 关 工 刚 
lim Platt) = = 人 0 Cj = 0,1,2,..), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
(3) 者 p < 1, 则 等 待 时 间 ws 的 极限 分 布 


lim P| wn 过 | = La tx 0) 
存在 ， 与 初始 条 件 无 关 ， H 
(x) = 1— expt= ill - HO)x) {x 人 0). 


4 /CGA 及 有 关 的 系统 * 691 : 


车 bp 二 1, 则 


lim Pi wn x| 二 0, 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
在 系统 平衡 时 ,到 达 顾 窜 需 要 等 待 的 概率 为 
人 = 1 WO) = 8, 
顾客 前 平均 等 待 时 间 六 
他- 了 
EW = a 07 
4 荷 p < 1, 则 上 庶 等 待 时 间 wt 00 的 极限 分 布 不 存 件 ,但 对 于 任 一 r,0ar< 
1“A ,极限 
limPlw(Y +r) 二 = 1 exp- pt] — Br + x)) {x 之 


存在 , 且 与 初始 条 件 元 关 . 
若 p 宇 1, 则 
limPlwtt) 之 *| = 人 0， 
此 时 不 为 概 卒 分布 . 
(5) 系统 DAMAL 的 性 期 长 度 二 的 分 布下 fs) 的 1-5 灾 模 为 
机 可 太一 5)) 
D (8) = y+ nt {Rel s) > 0), 


其 中 让 35) 为 六 Rel(s) > 0 时 方程 
z= 1+ wr + plnz 
在 单位 轩 | z 1 < 1 内 的 唯 - 解 ， 
若 5 志 1 则 Diwm) = 1, 即 D(x) 为 真正 的 概率 分 布 ,而 忙 期 平均 长 度 为 
1 -一 
sa - | tp < 1), 
ea (0 二 1). 
车 p > 4, 则 D(m) = 站 < 1, 即 忙 期 长 度 为 无 穷 的 概率 为 


1 
T=1-—>»0. 
4 p 


4 EA/G/1 及 有 关 的 系统 


4.1 巨 /CA1 系统 


考虑 输入 是 均 信 十 (4 > 0) 的 & 阶 埃 尔 朗 输入 到, 服务 时 间 与 输入 相 坟 独立， 
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分 布 是 均值 为 (je > 0) 的 一 般 分 布 B(x), 有 单 服务 台 的 等 待 制 系统 .服务 次 
序 在 讨论 浴 长 与 性 期 时 不 震 作 任何 规定 ,但 在 讨论 等 待 时 间 分 布 时 假定 为 先 到 先 
服务 .此 系统 好 为 Eri/ GA1 系统 . 令 p = 去, 则 对 十 BAGA 系统 ,有 下 面 的 定理 和 
推论 ， 

定理 1 对 于 丽 /6/1 系统, 若 m < 1, 则 队长 gu 与 wa 的 极限 分 布 均 存在 ,与 
初始 条 件 无 关 , 且 相等 . 即 


lim Plogn 二 7 广 lim Plog, 一 了 | 一 Pp; Cf = 0,1,2,'*) 
存在 , 且 
~ DL 
Pr = Bi tj 一 0,1,2,.…), 
i 此 


其中 1, 上 | 为 具有 母 随 数 


oo ， #1 i 
Sl 


的 慨 率 分 布 ;:B*(s) 为 服务 时 间 分 布 Btx) 的 1-S 蛮 换 ;ow) 0,… ,wy-! 为 方程 到 = 
B* (4A{1 2)) 在 单位 图 1z1< 1 内 的 根 ,而 当 连 姜 积 符号 | | 的 上 标 小 二 下 标 时 束 


个 连 习 积 取 什 为 1. 
基 主 1,; 则 


limPlan = i = limPlog, = | =0 (7 = 0,1,2,..), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
定理 2 对 于 EE/ GAl 系统 ,着 p < 1, 则 队长 qt 的 极限 分 布 
lim Pi qt) 二 了 | 二 上 凡 Cj 一 吕 ,1 2, 
存在 ,与 礼 始 条 件 无 其, 且 
m+ DE + + Et) © = 0; 
一 二 (Goes 十 Hg 十 "十 kg + ( 庆 一 Dgan 十 + Bd) 
好 三 1.2,…)， 
其 中 概率 分 布 1g ,上 的 定义 同 定 旦 1. 车 p 2 1, 则 
lim Platt) = = 站 {fF = 0,1.2,..), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
定理 3 对 于 访 GAL 系统 , 若 p < 1, 则 等 待 时 间 ww, 的 极限 分 布 
lim Piw, a x| = W(x) (x = 0) 


存在 ;与 初始 条 件 无 关 , 且 其 LS 变换 为 
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_ 二 一 | 1 

wey 
3 AB* (3) (CAs)t 

共 中 人， 的 售 芝 了 回 定 暴 1. 大 a 2 1 则 


2 1 
lim Pili x! = 0, 
JP 短 


[Retsy > 0, 


此 时 不 为 慨 率 分 布 . 
推论 1 在 系统 半 衡 时 ,到 达 顾 客 需 要 等 行 的 概率 为 


[EO - ww) 
定理 4 对 于 有 /CMI 系统 , 若 < 1, 则 虚 等 待 时 间 wl1) 的 极限 分 布 
lim Pi wt t) < x| = Fix) {r= 
存在 , i 初始 条 件 无 关 , 晶 共 1.5 变 模 为 
k 人 kl , 
wo ot oy a)) 9 > 
此 中 BY (Es), a tk 的 会 名 同 定理 1. 若 户 衬 1]. 
lm Plwtt) xX! = 0, 

此 时 不 为 概率 分 布 . 

推论 2 ”在 平衡 号/671 系统 中 ,任意 时 刻 服务 人 台 被 山 的 概率 为 

I = 1 WO) = 1- W*{m) = : 
定理 5 对 本 B67l 系统 , 忙 期 长 度 4 的 分 布 唤 数 Dix) 的 LS 变换 为 


上 
D'{s)y=1— ll - hts)] (Ret#) > 0), 


其中 (5) ,有 (s)，…, 生 (5) 为 在 Rels) > 0 时 方程 荆 = 8”(s+ At1l 一 z)) 在 单 
位 加 | z 1 < 1 内 的 上 个 根 ,B*(s) 为 服务 时 间 分 布 B(x) 的 LS 变换 ， 
推论 3 车 po 志 1, 则 D(w) = 1, 好 D(x) 为 真正 的 概率 分 布 . 
若 5 > 1,; 则 
Diswm}= 1- Te =- w) 过 1， 
即 忙 期 长 度 为 励 穷 的 概率 为 
i -0) > 0, 
其 中 En 为 "ip ~ 1 时 方程 
= Batl - £2)) 
在 单位 加 | z 1 < | 因 的 上 个 根 . 
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4.2 种 /GA 系统 与 MM/D71 系统 


不 在 来 时 论 后 “ez 系统 的 两 个 特例 :大 /GA1 系统 和 /DA1 系统 . 
4.2.1 有 AGA 系统 
用 和 参数 为 4 人 14 > 介 的 泊 检 过程 代 蔡 志 G1 系统 中 的 不 阶 埃 尔 庆 输 和 过程， 
即 得 MAGA1 系统 .对 于 此 系统 ,有 下 面 的 简化 结论 ， 
(0 荐 p< 1 则 队长 700,9o 与 了。 的 极限 分 布 均 存 看 ,与 补 始 条 件 无 关 , 且 相 
等 , 即 
Jim Pi et = 中 = lim P| gm = 
= limPign=i|=# (fF = 0,1,2..) 
存在 ,H 其 峡 晃 数 为 
_ Cola)B’ (A(tl—- 2)) 
Ofz) = > oz - FT (| zs1< 1), (4-1) 
寺中 B*(s ) 为 服务 时 间 分 布 Btx) 的 LS 变换 . 
车 p 1, 则 
limPlqtt) = i = limPlgn = 
= lim Pen = 让 = (7 = 0,1,2,.…), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
在 平衡 的 MAG71 系统 中 ,顾客 到 达 时 遇 到 服务 台 被 占 而 需 等 待 的 概率 全 与 任 
意 时 刻 服 务 台 被 占 的 概率 五 相等 , 且 
人 = 了 =1-m=1-000) -= p. 
任意 时 刻 ， 硕 客 到 达 前 朋 时 以 及 离开 后 骨 时 的 了 均 队 长 均 为 


9 37 2 
6 Dp = or Gt (4-2) 
其 中 os 为 服 舞 时 间 的 方差 . 
任意 时 刻 ,顾客 到 这 肌 榜 时 以 及 离开 避 鼎 时 的 十 均 导 符 队长 均 为 
0 cs 5 


- Pp = -p= 1- 
其 中 5 为 服务 时 间 的 方差 和 直人 和 式 (4 发 狐 拉 切 克 欣 生 
{ Pollaczek-Khinehin) 公式 ， 
(2) 若 oe < 1, 草 惠 等 待 时 间 wt#) 与 等 待 时 间 ww 的 栋 限 分 布 均 存 在 且 相 等 ， 
六 与 初 媳 条 件 无 关 , 邯 
lmPiwtt) sx| = im 已; wm xl = Wtx) (x 0) 


存在 ,日 W(x) 的 L5 变异 为 
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。 _ (| 一 po)s l 
Ws) = 【Refs) > 0), (4-3) 


其 中 B" Es) 为 服务 时 间 分 布 B(x) 的 LS 变换 . 
在 了 主 1, 则 
lim Pi wt t) 址 xX| = lim P| ww 过 xX" = 
此 时 不 次 概率 分 布 . 
在 平衡 的 Wexvl 系统 中 ,顾客 到 达 时 需要 等 待 的 概 闪 二 与 任意 时 刻 服务 三 
占 的 概率 豆 机 等 , 均 为 
B= T=1- WO -1- Ww) = p; 
半 均 等 待 时 间 Ew 与 于 均 康 等 待 时 间 Ew 相等 , 均 为 
a 十 az 
2A(1 ~ po， 
共 中 避 为 服务 时 间 的 方 莽 .了 世 称 式 (4-3) 和 式 (4-4) 为 扑 拉 切 克 - 欣 钦 公式 ， 
(3) 系统 HZGz] 忙 期 长 度 4 的 分 布 BOx) 的 ES 变换 为 
Ds) = h(n) (Refs) > 0), 
其 中 (5) 为 Rets》> 0 时 方程 2 = B (s+ 40- 2)) 站 | 3z1< 1 内 的 唯一 解 . 
若 pP 和 1, 则 Btm) = 1, 即 D(x) 为 真正 的 要 闪 分 布 . 而 忙 期 长 度 为 


1 
sa -| (po < 1), 
雹 Cp = 1). 
特 p>1, 则 Be) = ww < 1, 即 习 期 长 度 为 无 穷 的 概 准 每 十 1- w > 0, 基 中心 为 
方程 z = 中 (CALL- zi 在 各 ,1 内 的 唯一 解 ,号 3) 为 服 舌 时 间 分 布 BLx) 的 11-5 
变换 ， 
4.2.2 上 及 /DA 杀 统 
用 长 度 为 17p(p > 四 的 定 长 分 布 代替 4.2.1 小节 中 A&A1 系统 的 服务 时 间 
的 一般 分 布 , 即 得 时 “DZ 系统 . 闭 于 贞 ADAi 系统 ,有 上 下面 下 为 简化 的 结论 . 
(0 车 p <1, 则 队长 各 让 ,gm gg 5 的 极限 分 布 均 存在 .与 初始 条 件 无 大, 昌 相 
等 ,有 即 


kw = Fw = {4-4) 


[mi 二 7| 二 lim Pl a 二 i 二 lm Pian 二 i 二 Hh CF 一 站 ,1 .2,…). 
队长 找 隐 分 布 的 母 图 娄 为 
QD) = >pz = 人 外 (lsl< 1). 
在 6 守 了, 则 


lim Pl a(t) 一 了 一 lim Pi gm = i 二 lim Pi = 了 | 二 六， 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
在 平衡 的 /DA1 系统 中 ,顾客 到 达 时 通 到 服务 台 被 上 向 需 等 待 的 概率 全 与 任 
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意 时 刻 服 务 台 被 占 的 概率 开 相等 , 均 为 
HI=1-po=p. 
任 人 总 时 刻 .顾客 到 过 前 有 瞬时 以 及 离开 后 赔 时 的 平均 队 攻 均 为 


- 2(2- Pi 
Pq = 2f1 一 P 


平均 等 符 队 长 均 为 


2 
Eq = Ey -p= 2 7 
{2) 着 PP < 1, 则 虚 等 待 时 间 wtt) 与 等 待 时 间 ws 的 拔 限 分 布 均 存在 , 与 初始 
条 件 无 英 ,出 相等 ,好 


lim Piwt 1) 之 YY = lim P 1 tw x = Wix) tx 0) 
他 在 , 且 于 tx) 的 LS 寞 换 为 
W* (3) = 一 全 二 0 (Ret sy > 0). 
3 一 如 十 Acxp( 一- ) 
下 
荐 PP 宇 1, 则 
lim Pi wt it) 三 x| = lim Pi pm x| = 人 0, 

此 时 不 汶 概 率 分 布 ， 


在 平衡 的 性 ADA1 系统 中 ,顾客 到 达 时 需 旨 等 待 的 概率 届 与 任意 时 刻 服务 台 
石 的 概率 了 相等 ,日 向 为 
人 = 1 -~ Wo = ] 一 WwW"{iom) 二 应 3 
平均 等 待 时 间 Ew 与 平 向 庶 等 待 时 间 Ew 相等 ,日 均 为 
.~ _ _ - 
Ew= Ew = 2pt!l 一 1 
(13) HZPzl 系统 的 忙 期 & 的 分 布 B(x) 的 L-S 变换 为 
D*(s)y = hts) ‘(Rels) > 0), 
其 中 hits) 为 在 Re(s) > 90 时 方程 


zx 二 1+ 


在 单 位 圆 1 z | < 1 内 的 唯 -… 解 . 
若 p 和 志 1 则 Biw) = 1, 即 D(x) 为 真正 的 概率 分 布 , 叫 忙 期 平均 长 度 为 


芳 p > 1 则 Doe) = ww<1, 即 忙 期 长 度 为 无 穷 的 概率 等 于 1 - w > 0, 其 中 
om 为 方程 


5 Mn GM nn M/C nn 系统 . F907 : 


住 (0,1) 内 的 叭 一 和 解 . 
5 G/M/An, G/M/n/An 与 MAC/An/n 系统 


5.1] GIANAn 系统 


兰 虑 输 人 间隔 分 布 为 dx) ,均值 沟 L740X > 人 的 -一般 独立 输入 ;服务 时 间 与 
输 人 独立 .日 分 布 是 参数 为 pfu > 目的 负 指 数 分 布 ; 有 个 服务 各 的 等 竺 制 系 统 . 
服务 歼 序 在 讨论 了 区 攻 与 忙 期 时 不 作 作 何 规定 ， 站 在 讨论 等 行 时 间 分 布 时 假定 为 先 


米 完 服务 ,此 系统 即 为 GI 用 A 系统 . 今 p = ne "对 cd 系统 ,有 上 向 的 


定理 和 推论 . 
定理 1 对 于 GIAMAn 系统 ,车 po < 1, 则 队长 4 与 gs 的 机 限 分 布 均 存 在 ,与 
稻 始 荣 件 无 关 , 且 相等 . 即 


lim Pl gn = /| = lim Pi qn = j| = p, Ci = 0, ,2,..) 
存在 ,用 可 表示 为 
m | 
~ > 区 (~ 1 jw Cj 二 站 1 
1 二 r=} J . 
Kp- 《= 


其 中 


， ( ] ntl— dtm)) - 
br = KC >) For Cy)) aA 
(r= O10,n 1) 


n -1 
KE- 1 > 的 | : 
1- 97 OQ A nt-0)-i 


_ A" (le) | , 
Co = 1; -|| A {lr 】 (£ = 1,2, ,有 


4 (5) 为 到 达 间 隔 分 布 At 人 交换 | 9 为 方程 : = 4 (nll 2)) 在 (0,1) 内 


区 1; 则 
limPlgs = 711 = limPigq', =j:=0 (7 = 0,1,2,-…), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
推论 1 在 平 入 G4Mn 系统 中 , 磊 客 到 达 时 遇 到 所 有 有 服务 台 害 占 而 需 等 行 
的 概 准 为 
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li- 2p;= -3 
而 顾客 到 达 朋 时 上 所 看 到 的 与 离开 瞬时 所 留 下 的 平均 队长 均 为 
1 DR SU + Retr 


a 
半 均 等 符 队 长 均 为 
~ ne Wy 
Eq = Dip = 0 oY 


1 {Cn 三 1), 
Gn: = to fm 天 1). 
定理 2 对 于 CANna 系统 , 昔 p < 1, 旦 A(x) 为 非 和 格子 点 分 布 ,出 队 长 9 
的 极限 分 市 


lmPig(t) 一 | 一 pp CF 一 0,] ,2 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 世 赴 表 下 为 
1 一 一 2 之 ， 和 (j= 0) 
pi = 反光 t= 1,2,.…,n— 1), 
pp 《了 三 凡 s 册 十 上 


其 中 概率 分 布 12 上 册 定 理 1 给 出 . 
若 p <1, 但 Atx) 为 档 子 点 分 布 , 则 队长 ?0 的 分 布 , 当 tt 一 w 时 极限 不 存 
若 p 衬 1, 则 
lim Piloti) =j| =0 (7 = 0,1,2,..…), 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
推论 2 在 平衡 的 (Mn 系统 中 ,任意 时 刻 服 务 台 全 占 的 概率 工人 性 意 时 刻 
前 平均 队长 £54 . 仁 意 时 刻 的 平均 等 待 隐 长 £9 分 别 为 


AS 
人 = Zp gy 


AS Kp 
kn 一 2 一 WT 
,Ny ,ee. 
Edw = 之-。 = 0 
其 中 外 ,#8 均 由 定理 1 给 出 . 
定理 3 对 于 /WMAn 系统 , 若 p < 1, 则 等 待 时 间 zw 的 极限 分 布 


5 人 nr 与 时 Penna 和 蒜 统 ”699 ， 


Lim 于 | ao se *| = Wix) (x 二) 
存在 ,与 宰 始 条 件 无 关 , 且 可 表示 为 
Cx) = 1- 7 sexp(— ntl 一 已) ‘x 2 0), 
其 由 天 ,9 均 由 定理 1 给 出 . 
lim PE wn, | = 人 0, 
此 时 不 为 概率 分 布 . 


推论 3 在 平衡 的 GAM/An 系统 中 ,到 达 顾 客 需 要 等 行 的 概率 全、 顾客 的 平均 


等 待 时 间 分 别 为 
A Ee KK 
R=1- WO) = 75, 
~ 天 
Fw = 了 人- 0 gy 
走 中 关 , 人 的 出 定理 1 给 出 . 
定理 4 对 于 GIAM/n 系统 ,车 < 1, 朋 40) 为 非 格子 点 分 布 , 则 虚 等 待 时 


间 w(29 的 极限 分 布 


limPlwtlt) < | = Wix) (x 2 0 
在 在 ,与 茹 始 条 件 无 关 , 且 可 表示 为 
oR 
Wx) = 1 -je GP ell ~ Ox) ‘x 0), 


共 中 外 ,8 由 定理 1 给 出 . 

芋 P < 1 但 A(x) 为 格子 点 分 布 , 则 虚 等 符 村 间 wt7) 的 分 布 在 当 1: 一 mo 时 极 
限 不 存在 . 

茶 p 六 1, 旭 

limPiwt£) < x| = 0, 

此 时 木 为 概率 分 布 . 

推论 4 “在 平衡 的 AMAn 系统 中 ,任意 时 刻 服 务 台 伞 占 的 概率 开平 均 虚 等 
竺 时 间 Ew 分 六 为 


te 
[a 一 1 一 WD) ”EL 全 
nd(1 - 0) 


此 中 天 ,日 均 由 定理 1 给 出 . 
定理 5 系统 人 /时 和 mm 忙 期 长 度 避 的 分 布 中 (xx) 的 1-5 变 措 为 


» nll- fs) 
pn fs 二 四 ma[1 — Fis)] {Rels) > 0D), 
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其 中 5) 为 在 Ret s)> 0 时 方程 
三 二 A"{s 十 ne rz 
在 单位 加 1 z | < 1 内 的 唯 - - 解 ,而 4* (3) 为 到 达 间 隔 分 布 4(x) 的 1-5 安 换 . 
推论 5 从 p 三 1, 则 Diwm) = 1;, 即 D(x) 为 真 目的 慨 率 分 布 , 忙 期 平均 长 度 
为 


l 
pa = {et -0 tn < 人， 
四 (n= 1), 
其 中 8 由 定 赫 1 给 由 ， 
车。 > 1, 册 
D({wm}= lp < 1， 
即 忙 期 长 度 为 无 窃 的 概 六 等 于 1 - Le > 0. 


5.2 CIAM/An/n 系统 


考虑 到 达 问 隔 分 布 为 Atx) .均值 为 1AA(A > 0) 的 一 股 独 立 输 入 ;服务 了 时间 
输入 独立 ,分 布 是 参数 为 At > 0) 的 负 指 数 分 布 ;有 * 个 服务 台 的 损失 制 系 统 , 此 系 
统称 为 GIAM/n/n 系统 ,日 有 于 面 的 定 妊 及 推论 . 

定理 6 对 于 AM/AnAn 系统 ,队长 与 9 mt 注意 gi5 为 第 w 个 离开 系统 的 
顾客 (包括 服务 完 与 损失 拧 的 顾客 ) 离开 后 瞬时 的 队长 } 的 极限 分 布 均 存在 ,与 初 
始 条 件 无 关 , 旦 相等 , 即 


lim pig = 站 = limPiga=/|=p, (j= 0,1,2，n) 
存在 ,日 为 
-20 人 02 
其 中 
、 1 
co ( 7) 
Ui = t= Cr = D,1,2,..,n); 
> 人 (; 中 二 
© 
tn = 1; C= [Te {i = 1,2,.,n), 


4*(s) 为 到 达 间隔 分 布 4(x) 的 LS 变换 . 
推论 在 在 GIANMAnAn 系统 [顾客 到 达 时 遭 色 损失 的 概率 , 即 握 失 次 为 


Tn, 


= p, = ti,, 
其 由 上 由 定 嵌 5 给 出 . 
顾客 到 达 前 瞬时 与 离 二 后 瞬时 的 平均 队长 , 即 平均 必用 服务 台数 均 为 


5 OAMAn, CAMAnA 与 刷 AGAnAn 和 东 统 . 701 :* 


其 小 由 定理 6 给 出 . 
定理 7 对 [GIAM/n/n 系统 , 若 4(x) 为 非 格 了 点 分 布 , 则 队长 gt 的 极限 
分 布 


lmPlolt) = =p (j= 0,1, .0) 
存在 ,与 初始 条 件 无 区, 且 为 
1- 2 > 四 GO = 0)， 
= ~ 
人 (= 42 


其 中 概率 分 布 | 上 出 定理 6 给 出 . 
推论 7 了 7 在 zxraxn 系统 中 ,任意 时 刻 上 个 服务 台 休 部 被 占 的 概率 为 


1 = Pn 一 rr ， 一 nt ) ， 
Fe 
二 中 Ui_1, 上 5 均 由 定理 6 给 出 . 
任意 时 询 的 半 均 队长 ( 即 平 拘 占用 的 服务 台数 ) 为 
Eq = > - 人 0 -也 )， 
其 中 二 由 证 理 各 铬 出 


S.3 Mernn 系统 


考虑 输入 是 参数 为 4(4 > 0) 的 最 简单 流 , 服务 时 间 与 稍 人 独立 , 且 分 布 是 均 
值 为 7xtr > m 由 的 : 般 分 布 B(x), 有 n 个 最 务 台 的 所 失 制 系统 . 此 系统 称 为 
M/AG/AHAR 系统 ,是 有 如 下 定理 及 推论 ， 

定理 8 对 于 jMreGvnm 系统, 队长 gg 与 1 注意 9 为 第 严 个 离开 系 
统 的 顾客 (包括 服务 完 与 损失 掉 的 顾客 ) 离开 后 瞬时 的 队长 ) 的 极限 分 布 均 存在 ， 
与 初 始 条 人 忻 无 关 , 且 相等 , 即 
limPlatt) =j| = lim Pi gm = 咱 = lim Pian =j|=p, (7 = 0,1,2,.…) 
存在 ,日 串 表 示 为 


卫 一 7 = DT {5-1) 


”i 


称 式 (5-1) 为 埃 尔 朗 公式 ， 
锥 论 8 在 村 /C/A/n 系统 中 ,顾客 到 达 时 过 到 服务 个 个 部 被 占 而 遭 到 损失 的 
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任 点 时刻, 顾客 到 达 有 前 瞬时 与 离开 后 散 时 的 平均 队长 ， 即 于 均 点 用 的 服务 台数 均 为 


Ey = > - = 0 - 从). 
定理 9 对 上 上 Hzevmzn 系统 ， 在 队 攻 gD = j= 0 2,-…,n) 的 条 件 下 ， 
正在 服务 的 这 j 个 顾客 在 时 刻 : 以 后 的 删 余 时 间 m( rat， 0) 的 极限 联合 
分 布 
limPlrts) te qt) = jj| = Br) x) 
存在 ， 与 初始 条 件 无 关 ， 而 
B(x, = a tt Bin) de tx m0, = 1,2,.…,)). 
推论 9 在 系统 “eraxn 中 ,是 客 的 平均 剩余 服务 时 间 为 
” ter 1 
| xdB{ x) = 7 + 2 
其 中 于 为 服务 时 间 的 方差， 


6 CGI/M/w 与 WNW/G/w 系统 


6.1 OCI/AM/w 系统 


考虑 到 达 间 隔 分 布 为 ALx) ,均值 为 1 > 0) 的: 股 独 立 输 和 ,服务 时 间 与 
输入 独立 ,日 分 布 导 参 数 为 jy > 0 的 负 指 数 分 布 ,有 无 穷 多 个 服务 人 台 的 系统 .此 
条 统称 为 GI/ 有 HH/ w 系统 .在 此 系统 中 ,顾客 到 达 时 不 需 等 待 就 能 被 接受 服务 . 对 于 
此 系统 ,有 如 下 年 理 利 推论 . 

定理 1 对 于 GIAM/Aw 系统 ,队长 gq 与 gs 的 极限 分 布 均 存 在 ,与 初始 条 件 无 
关 , 昌 相等 , 邮 

limPilgn = j= limPtqm= 咱 = pi (7 = 0,1,2,.") 
存在 , 且 可 表示 为 
B= EDA) =012.), 
虑 中 


AMAw 与 柱 / 人 /A 系统 ， 703 ， 


Cn = 1; -| 所 和 放 0) (r = 1,2,..), 


4”fi) 为 到 达 问 天 分 布 4tx) 的 LS 变换 . 
推论 1 在 好 7 Mo 系统 中 , 磊 客 到 达 前 肯 时 与 离开 后 瞬时 的 平均 只 长 , 邵 半 
均 占 用 的 服务 台数 为 
£9 = > = Cl 三 Ta 
其 中 Ci,A* {ts} 的 会 光 如 定理 1. 
定理 3 对 于 GIAM/Aw 系统 , 兰 ALx) 为 非 格子 点 分 布 , 则 队长 gt 的 极限 分 


布 
limPlq(t} = =p (j= 0,1,2,.…) 
存在 ,与 切 始 和 茶 件 无关 , 且 可 表示 为 
A Pl 。 
1 一 yi {7 = 0 
Pi = A 
A Bil Ci = 1,2 ) 
= J 


其 中 已 由 定理 1 给 出 . 
推论 2 在 系统 GLAMAwm 中 ,任意 时 刻 的 平均 队长 为 


a , 1 
Eq = 2 = 
6.2 上 及 /GA%m 系统 


考虑 输 人 是 参数 为 4{4 > 0 的 最 简单 流 , 服 务 时 间 与 输入 独立 , 且 分 布 基 均 
值 为 Litp > 0 的 一 般 分 布 B(x), 有 无穷 多 个 服务 台 的 系统 . 此 系统 称 为 
及 /AGA%w 系统 .在 此 系统 中 ,顾客 到 达 时 不 需 等 待 就 能 接受 服务 .对 于 此 系统 ,有 如 
下 定理 和 推论 . 

定理 3 对 于 村 CAwm 系统 ,队长 g9( 站 ,gq 与 9m 的 极限 分 布 均 存 在 ,与 嫂 始 亲 
件 无 关 , 且 相等 , 即 

limPlo(t) = ji = limPlg, = i = timPlg, =j|=p (Fj = 0,1,2,.…) 
存在 , 且 可 表示 深 
A、 (x) 
pi = exp(- 全) (f= 0,1,2,.*"). 

推论 3 在 zero 系统 中 ,生意 时 刻 , 顾 客 到 达 前 瞬时 与 离开 后 瞬时 的 平均 

队长 , 即 平均 占用 的 服务 台数 均 为 
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hg = Di = = 
定理 4 对 于 六 /GA/wm 系统 ， 在 队长 q(t) = 7 的 条 件 下 ， 正在 接受 服务 的 这 j 
个 顾客 和 在 时 刻 :以 后 的 剩余 服务 时 间 (8) ,ra( 和,… (1) 的 极限 联合 分 布 


Him 严 Pr 站 gmt) ei 1 gt) = = Bx) By) 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 ,而 
By = pl Bd (0 
推论 4 在 M/C/w 系统 小 ,顾客 的 平均 剩余 服务 时 问 为 
| dts) -= 人 + 2 
其 中 到 为 服务 时 间 的 方差 


7 _Crrevl 系统 


从 腻 到 过 间隔 分 布 为 40xz), 殉 值 为 1 > 目的 - 股 独 立 输入, 服务 时 间 与 
输入 独立 ,县 分 布 是 均值 为 1zufu > 0) 的 - 般 分 布 B(x), 有 单 服务 台 的 等 待 制 系 
统 . 此 系统 称 为 GIAGAL 系统 ,在 此 系统 中 ,服务 次 序 在 讨论 队长 与 忙 期 时 不 需 作 


任何 规定 ,但 在 讨论 等 符 时 间 分 布 时 假定 为 先 到 先 服 务 , 今 p = 光 , 则 对 于 该 系 
统 , 有 下 缸 的 定理 和 排 论 ， 
定理 1 对 于 1767 系统 , 若 p < 1, 则 等 符 时 间 rr。 的 极限 分 布 
lim | som | = Fx) {tr 宇内) 
存在 ， 与 初始 条 件 无 关 ， 且 注 足 积分 方程 
Cx) = } P(x 一 wdHin) (x 0), 
其 中 Hm) = {BC+ Dad4(9 (et nm) 
进 _ 步 ， 0) 的 -5 变换 可 表 奈 为 
从 * (5) = op( -> > (1 — expt— sx))dHD (x)) 《Retsy > 0), 
寺中 
HDCx) = rao, IAD (wm cx<%) 


为 HCx) 的 7 恒 卷 积 ,4DCx), BWCx) 分 别 为 4(x), B(x) 的 重 卷 积 . 
藉 6 > 1 或 o = 1 且 Atx) 与 吾 (x) 不 全 为 证 长 分 布 , 刚 


lim 严 | 如 。 衬 于 = 0, 


mn 


7 dll 系统 705 : 


此 时 不 为 概率 分 布 . 
车 = 1,HHAtx) 二 B(x) 全 为 定 长 分 布 , 则 
limpi Wm x = W(x) (x 0) 
存在 ,但 与 初始 条 件 有 关 . 


推论 1 在 平衡 的 QE 系统 中 ,到 达 顾 客 笛 要 等 竺 的 概率 为 
= 11 WO = 1- WB'{w) 


荡 


一 |- expl 一 Lj (1 一 BNCr)ldAnN (x) » 
J "0 


:= 


其 中 ACx), BIO(x) 的 含义 如 定理 1 车 二 式 丰 训 级 数 收 笋 , 则 顾客 的 平均 等 待 时 
品 为 

EW = > 了 | xdaH'iitr) ， 
其 中 HCx) 的 含 关 如 定理 1， 


定理 2 对 于 GLAG7A1 系统 ,全 6 < 1, 日 4Cx) 为 非 格 了 点 分 布 , 则 虚 等 答 时 间 


lmPiwtt) s x! = Wix) fy 主人 0) 
存在 , 与 初始 条 件 无 关 , 旦 为 
Wix) = 1- p+a) fs - utl— Biwi)dr 【3 人) ， 


其 中 全 (sx) 由 定理 1 给 出 ， 
车 o < 1, 且 A(x) 为 档 子 点 分 布 , 则 虚 等 竺 时 间 wii) 的 分 布 当 1-* wm 时 极限 
不 存在 . 
若 p > 1 或 p = 1, 但 4(x) 与 B(x) 不 全 为 定 长 分 布 , 则 
lim Plwt i) 过 2 = 0, 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
车 p = 1, 且 A(x) 号 B(x) 全 为 定 长 分 布 , 则 极限 limPiwtt) < x 不 存在 . 
推论 2 在 平衡 的 CrZGx1 系统 中 ,性 意 时 刻 服 敌 台 被 占 的 概率 为 
HH= |- WO = po; 
平均 虚 等 筛 时间 为 
| ~ 
Bu = p( 2 十 全 ， 
其 中 殖 z6 为 平均 等 待 时间 ,十 推论 1 给 出 :e 为 服务 时 间 的 方差 . 
定理 3 对 于 GAGAL 系统 ,车 6 < 1, 风 队长 go “jg; 的 极限 分 布 均 存 在 ,与 
初 姑 条件 无 关 , 且 相 等 , 即 


lim 严 | 9 = 六 = lim Plg, = /| = Dp, (i= 1 
存在 , 且 为 
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~ 1[* J i : 
op(- Fao)Ans)) 0G=0, 
pb, = J 
| aD) -AODP) Ba) = 27°), 


其 中 种 (xz 由 定理 1 给 出 ; A(z) 与 BODEz) 分 别 为 4Cx) 1 B(x) 的 7 重 卷 积 ; x 
为 准 积 运算 符号 . 
车 p> 1, 或 p = 1 但 ACx) 与 B(x) 不 全 为 定 长 分 布 , 则 


lim Pl qm 有 = lim Pta'n = 几 =0 (Ff = 站 ,12 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
车 p= 41, 日 A(x) BCx) 全 为 定 长 分 布 , 则 
lim Pia, = | 二 lim Pl g's = | tf = 12 ) 


存在 ,但 与 初 妈 条 件 有 关 . 
推论 3 在 平衡 的 QZexi 系 统 中 ,顾客 到 达 时 遇 到 服务 台 和 被 占 而 需 等 待 的 概 
率 为 
-1_-po=1- exp( 一 >， Ha 一 BOCx)) dAD( x)) ; 


顾客 到 达 前 瞬时 与 离开 后 瞬时 的 平均 队长 均 为 
所 = 六 全 = 11+ | aD) dts), 


其 中 从 (x) 由 定理 1 给 出 ; 40D(x) 与 BD(x) 分 别 为 4(x) 与 B(x) 的 j 重 卷 积 . 
定理 4 对 于 GG71 系统 ,车 p < 1, 昌 A(x) 为 非 格 子 点 分 布 , 则 队长 g(#) 
的 极限 分 布 
limPla(s) = =p (j= 0,1,2,..…) 
存在 ,与 初始 条 件 无 头 , 且 为 
1] - 加 《了 一 0 ， 
Lee oa 400e))da( 审 (ex 吉 C1- BCD ds) 人 = 12)， 


其 中 党 (zx) 由 定理 1 给 出 ; A(x) 为 A(x) 的 了 重 卷 积 . 
车。 < 1, 有 旦 A(x) 为 格 了 于 点 分 布 , 则 队长 9f9 的 分 布 妆 1 一 am 时 极限 不 存在 . 
车 6 > 1, 或 p = 1 但 Atx) 与 B(x) 不 全 为 定 长 分 布 , 则 
limPieto = 有 形 =0 (7 = 0,1,2，…)， 
此 时 不 为 概率 分 布 . 
车 p = 1, 日 A(%) 与 B(x) 全 为 定 长 分 布 , 则 极限 lim P| q(t) = 姬 不 存在 ， 
推论 4 在 平衡 的 G1/GAL 系统 中 ,任意 时 刻 服 务 合 被 上 时 的 概率 为 
=1l-po= a, 
任意 时 刻 的 半 均 队长 为 


四 3 ”矩阵 解析 方法 .707 ， 
Kg = > = p+ AF, 
共 中 Ew 由 排 论 1 所 给 . 
定理 5 对 了 上 Gel 系统 , 候 期 长 度 4 的 分 布 D(x) 的 TS 变 模 交 
p(sy=1- expl 一 之 ， 上 | exp(- St)L1 一 40(s))dBG(s) 


Rets) > 0), 
其 中 (x), B(x) 分 别 为 A(x) 与 B(x) 的 7 重奏 积 . 
推论 5 车 p <1, 或 np = 1 但 A(x) 与 B(x) 不 全 为 定 长 分 布 , 则 Dtmw) = 1， 
即 D(x) 为 真 让 的 概 认 分 布 ,而 忙 期 的 平均 长 度 为 


[i 7 上 A(xIdBM Cr)) Lo < 1), 
27=1 一 


Ed = 
2 Co = 但 4), B(x) 不 全 为 定 长 分 布 ) 
oo= 1 Atx) SH Blx) 全 为 证 长 分 布 ,如 Dix) = 0. 
若 pp > 1,; 则 


p(wm)=1- exp( - > + - AD(z)) dB Ds)) < 1， 
因而 忙 期 长 度 为 无 穷 的 概率 等 上 1 - 0(m) > 0. 


8 和 矩阵 解析 方法 


矩阵 解析 方法 可 以 比较 方便 地 求 得 复杂 排队 系统 的 数 二 指标 ,更 重要 的 是 它 
能 利用 计算机 来 实现 对 数量 指标 的 计算 ,下 面 用 e 表示 分 惰 均 为 1 的 列 向 车, 了 表 
示 单 位 矩阵 ,它们 的 维 数 和 阶 数 均 分 别 使 它们 所 在 的 公式 有 意义 . 


8.1 PH 分 布 及 其 性 质 


座 在 有 限 状态 空间 = 11,2,… ,mm+ 1 上 碎 m+ 1 为 吸收 态 的 马尔 可 到 
{A.A Markov) 过 程 (简称 马 丰 过程 ) 为 | 寻 门 :3 人 ,其 年 成 子 为 


oe=[s 


其 中 了 为 下 xx 机 阶 非 奇异 矩阵 ,其 所 有 对 角 元 囊 为 负 , 非 对 角 元 素 为 非 负 ;m 维 非 

零 列 向 量 熙 满 Te + 了 = 从 并 设 m+ 1 维 行 向 量 (6 ,ew,1) 为 马 氏 过 程 |¥(2): 

上 之 0! 的 初始 概率 向 量 , 且 有 we + om, = 1. 那 么 , 马 氏 过 程 1 (0);t 2 0; 由 初始 
状态 出 发 最 终 进 人 吸收 态 所 需 时 间 的 概率 分 布 为 

Flx} 一 1- 站 expt 了 re (x = 0). (8-1) 

定义 1 由 式 (8-1) 定 义 的 概率 分 布 称 为 PH 分 布 ,(e, 了) 称 为 x) 的 一 个 囊 
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由 定 这 上 有 下 列 绊 论 : 
1 Fx) 在 x = 0 处 有 -高度 为 mil 的 跳 蚂 , 共 密 遮 羡 数 为 


r(x) = 次 Expf Tx) T° (x > 0); 
2 xz) 的 LS 秋 搞 为 
fs) = en + Rs- TAIT (Rets) 3 O00; 
邹 F(x) 的 非 中 心 拓 有限 ,是 为 
Hs = { - (mTie) {Et 主 0 


例 1 参数 为 41,42.… An 的 m 阶 埃 尔 盘 分 布 为 其 有 志 示 (& ,了 ) 的 PH 分 布 ， 
攻 中 


& = (1,0,.…,0); 
-Ai A 
— A dz 
T= 
— Am-l An 1 
A 
例 2 起 指数 分 布 


Flix) = yal - expl— Mx)) 
为 具有 表示 { 吉 ,了 ) 的 PT 分 布 , 其 中 


谨 二 【12 
了 = dhiagf 一 AI 一 
定理 1 当 且 仪 当 (tx) 满足 下 列 条 件 时 ,[0,%) 上 的 慨 率 分 布 F(x) 为 PH 分 


lp Ftx) 具有 上 有理 1-5 变换 ; 

> 在 (0,w) 上 ,F(x) 其 有 止 的 连续 密 上 典 函 数 ; 

?到 xz) 的 LS 变换 具有 了 唯一 的 最 大 实 部 极点 ， 

设 在 有 限 状 态 空间 1;],2,… ,mm + 直上 以 m+ 1 为 吸收 态 的 马尔 可 夫 链 ( 简 
称 马 氏 链 }) 为 | 和 Y,;n > 中 ,其 概率 转移 矩阵 为 


r=[o 了， 


其 中 工 为 mm x 所 阶 次 随机 短 阵 ,(I - 了 ) 非 膏 异 , 且 Te + 下 = e。 
蓉 定 马 氏 链 1 :zn 二 0| 的 初始 概 这 向量 为 (6g ean) ,et anrl = 1 则 马 氏 链 
fn 守 0| 由 初始 状态 出 发 ,第 亡 步 进入 吸收 状态 的 概率 pi, 寺 D0 如 下 : 
Po 三 Rm+l; 
[* = TT (kx 1), ‘8-2) 
定 兴 2 由 式 (8-2) 定义 的 高 散 概率 分 布 ip;: = 0i 称 为 离散 PH 分 布 ,(w&， 
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T) 称 为 它 的 表示 、 

由 式 (8-2) ,容易 得 到 离散 PH 分 布 ;m 0] 的 地 帅 数 和 阶乘 矩 如 下 : 

离散 PH 分 布 !mm: 天 关 0 的 母 顺 数 为 

Pfy) = om + mlT — 2T)IT, 
离散 PH 分 布 ; p; :3 0| 的 阶 习 夭 为 
PO) = EloTi-i( TT TY)-te i 0). 

定义 3 对 于 县 有 下 不 (&, 的 PH 分 布 Fx), 共 07 = 了 T+-a0 Te 
为 不 可 约 的 , 则 称 表 示 {a ,TT) 为 不 可 约 的 . 除 特别 声明 ,下 击 总 假设 所 给 的 表示 为 
不可 药 的 ,PH 分 布 均 措 连续 时 间 的 PE 分 布 ， 

PH 分 布 的 封闭 性 : 

l]? 有 具有 mw 和 阶 表示 (&,T) 的 PH 分 布下 和 民有 nn 阶 赤 示 { 蛙 ,5 的 H 分 布 6， 
它们 的 卷 积 x 6 要 为 PH 分 布 , 昌 其 有 mm 阶 表 示 (7Y, 工 ) ,其 中 了 = fw,e 由)， 

7 Tp 
瑟 = 下 4 | ; 
吕 

mm 设 瑟 为 共有 m, 阶 表示 (a( 丫 ,7T( 门 ) 的 PH 分 布 , 则 祖 ,p.f 亦 为 PH 分 布 ， 


月 具 有 六 m 阶 表示 (ex ,7)， 上 中 Jp - = 1， 


ox = (patl), prt (2) ,per (hk)), 
T = diagt TL), TI2) ,0, TE); 
PP 设 }jn:v 0| 为 具有 nn 阶 表示 (B35) 的 离散 FE 分布， 让 为 具有 m 阶 表 未 


(gr,T) 的 PH 分布， 则 Sys 为 具有 有 mn 阶 表 未 (Y, 工 ) 的 PH 分 布 ,其 中 扩 n 为 


下 的 v 重 卷 积 ， 
Y= a BI- aas)', 
L= Toot a Te® (ll - ant) !'s, 
al = Br + emp — my lS) s", 
= no { 了 一 9) st, 
其 中 砚 为 训 曙 内 过 (Kronecker) 积 运 算 ; 
下 设 is:v 字 0| ,|pp: 丰 宇 0| 分 别 为 具有 # 阶 表示 (8B,5) 和 和 襄 阶 表 直 tw, 工 ) 


的 离散 PH 分 布 ， > spei' 为 具有 mn 阶 表示 (7, 工 ) 的 离散 PH 分 布 ,其 中 


pel 中 汶 ifpy:kk 产 01 的 4 重 善 可 ， 
y= oI- gn) ， 
L=T@f+t(i- a To (am.s) S$, 
了 设 针 ,Y 为 相互 独立 的 随机 窒 迄 ,它们 的 分 布 分 六 为 共有 m 阶 表示 (wx, 7) 
和 5 阶 表示 (是 ,5) 的 PH 分 布 , 则 maxt 王 ,了 ) 的 分 布 为 其 有 ma + 下 + 上 ma 防 表示 {7， 
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让 的 PH 分 布 ,minf ,了 的 分 布 为 有 具有 mn 阶 表 示人 (oa 多 ,TT&@IJ+1T 金 引 的 PH 
分 布 ,其 中 
Y= (dr 0 BH.g, amiB), 
TOI+I®@SsS I TI@]! 
= 0 T 心 
0 心 硬 


8.2 CLAMA1 型 马 氏 链 ( 过 程 ) 与 G61/ PHA1 系统 


定 光 4 若 状 态 空 间 下 = 1 人, 门 六 演 01 jemil 上 上 欧 马 氏 链 | :mm 之 出 
的 概率 转移 年 阵 具 有 如 下 形式 : 
Bo ao 
Bl A An 


P= 
号 > 起 2 上 1 4 


其 中 hi, 有 Bk 宇 0) 均 为 mx mm 阶 非 负 和 矩阵 , 则 称 马 氏 链 {X,:n 0 为 GIAMA 弄 
蕊 民 和 链 . 有 时 ,也 称 卫 为 全 AWMA1 型 马 民 链 . 状 态 集 i = | 人 i, 门 :1 过 也 过 严 | 称 为 水 
平 
沁 m x 玫 阶 矩阵 及 为 方程 下 = > whi 的 最 小 非 负 解 , 称 玉 为 马 氏 链 P 的 率 
是 阵 . 令 | 
BLR] = > RB,, 


A = > 4 
=0 
六 "(2) = > A (Oz 1), 
E= 


及 ”= Mi 

车 4 为 不 可 约 的 , 则 存在 正 的 m 维 行 向 蔷 #, 司 得 x4 = x 及 Xe = 1. 

定理 2 ”对 于 不 可 奴 马 氏 链 王 , 若 率 矩 阵 R 的 所 有 特征 值 均 在 单位 图 内 , 甘 随 
机 先 阵 BL[LR] 有 正 的 堪 不 变量 , 则 马 氏 链 了 为 正常 返 的 . 

定理 3 若 马 氏 链 号 为 正常 返 的 ,其 不 变 概 率 向 量 汐 站 = (xo, #1: N27 (i 
关 0) 多 为 严 锥 行 辐 基 , 则 有 

1 x = 2 是 (i = 0), {89-3} 
称 式 (8-3) 为 马 氏 链 疡 的 矩阵 凡 何 解 ; 
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和 率 算 阵 R 的 谱 半 径 sp(R) < 1; 

j 和 上手 阵 BLR| 为 随机 和 矩阵; 

下 m 维 行 间 量 x6o 为 BLRI 下 的 左 不 变 向 量 ,并 由 xof 1- 灵 )-Le = 1 规范 化 . 

定理 4 车 不 可 约 , 则 不 可 约 蕊 民 链 了 正常 运 的 充分 必要 条 件 为 哺 ”>、 【及 
B[R] 具有 正 的 不 不符 概率 各 量 . 

下 面 考虑 BIAPHA1 系统 , 灌 明 其 状态 过 程 为 GIAWMA1 型 马 开 更 新 过 程 ,并 由 此 
出 发 来 讨论 其 排队 指标 . 

在 GI/PH/1 系统 中 , 设 顾客 到 于 时 间 间 隔 分 布 为 下 ,Ft0 +) = 0, 此 均值 4， 
有 限 ; 服 务 时 间 独 立 同 分 布 ,为 共有 ww 阶 不 可 约 表 未 {8,$) 的 PH 分 布 ,并 设 吕 ,+ = 
0, 其 均值 为 

Hl 一 一 的 - e， 

记 瑟 为 第 rn 次 到 达 前 瞬时 系统 的 队长 ;大 为 第 上 次 刘 夺 后 办 时 系统 服务 台所 处 的 
位 相 ;z 为 第 n -1 次 与 第 4 次 到 达 的 时 间 间 隔 , 则 后. ;n 守 0| 为 状态 空间 
ij X01 志 了 了 志 vx 守 0| 上 的 蕊 氏 更 新 过 程 ,其 概率 转 称 函数 垂 阵 
Botx) Ant x) 
Bilx) Al{x) Antx) 


Ba Aslx) at At | (8-4) 


Pix) 三 


其 中 对 于 庆 3 0,x 这 0， 
Ai(#) = |e ar 


B(x) - > 站 pli, dr) ep, 


2 


对 于 任意 :1 = 0,1P(E,t)1 由 其 枉 函 数 
Pr(z,t) = 人》 六 (开门 夫 = exp{(S + 25°8)11(| zs | 1) 


唯一 确定 ， 

定义 5 称 具 有 概率 转移 隙 数 第 阵 式 (8-4) 的 马 氏 出 新 过 程 Ptx) 为 GEILAMA1 
型 马 氏 更 新 过 程 ,显然 ,其 襄 人 马 氏 链 P(tw) 为 G14 天 马 区 链 、， 

所 六 二 加， ,= Bl mw) 下 


并 令 xu 阶 和 矩阵 如 为 方程 天 = > A, 的 最 小 非 负 解 . 省 定理 4 即 可 证 明 , 幅 入 
马 氏 链 P(w) 正常 返 的 充分 必要 条 件 为 x'| < 1. 再 由 定 寿 3, 可 得 
定理 5 若 y | < 1, 则 平衡 GI/PHA1 系统 在 顾客 钊 达 时 刻 所 看 到 的 队长 分 
布 为 直 二 {CKo 着， 
x = CBR* {天守 0)， 


在 顾客 到 达 时 肇 所 厂 到 的 平均 队长 为 
i 二 CBT— RY:e 一 
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其 中 C= [Br R)-tel-!. 
定理 6 若 产 | < 1; 则 系统 GLAPHAL 在 任意 时 刻 :的 队长 的 极限 分 布 为 
Y= CE, Fi 3 了 
了 = 1- A pa, 
Y= ABR BR (pee ) A) S! (k= 1). 
平衡 系统 在 任意 时 刻 的 平均 隐 长 为 
DD= A ph A BT R) Se, 
其 中 , 上. 均 由 定理 5 给 出 . 
定理 7 对 于 于 答 的 GPHA1 系统 ,在 先 旬 先 服务 规则 下 ,顾客 等 待 时 间 分 布 
的 T-s 变 换 为 
B's) = OBO RG 8)-' Sp) re (Re(s) 3 0); 
点 = 用 
顾客 在 系统 上 由 逗留 时 间 分 布 的 LS 变换 为 
Hs) = (p> RE 可 一 SS)-1S08) :rile ‘lets) =» 0): 
[| 
顾客 在 任意 时 刻 的 虚 等 行 时 间 分 布 的 TS 变换 为 
Ws) = 1 -oir ORR RB- Ns-!. 
(( 8)-180 有 二 (Refs) > 0), 
其 中 pp = 2 出 定理 5 给 出. 
推论 1 平衡 GLPHA1 系统 的 平 向 等 待 寻 问 为 
Ew = A i, 
其 中 5 出 由 型 给 出 ,平均 逗留 时 间 为 
Eu = 六 1， 
侍 均 虚 和 证 符 付 间 为 
Fw = ple+ A lps 
其 中 p= TI Ar = 28S™e. 
定 灾 5 六 状态 补 间 琅 = 1 说: 六 0,1 jj 委 mm .| 的 马 氏 过 程 iX{ 站 :1 之 
0! 的 过 兽 小 牛 成 子 具 有 如 下 形式 : 


0 = ， 《8-5) 


算 阵 日 的 所 有 对 攻 元 素 均 严格 为 贷 , 非 对 角 元 泰 冉 为 非 员 ,HH mx m 阶 短 阵 A 天 
满足 
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> Ae+Be=0 Ck = 0), 
1 = 已 
则 称 怠 氏 过 程 : X(N :1 坟 0! 为 0AM1 型 马 寺 过 程 ， 
定理 8 不 可 约 马 乓 过 程 Q 为 止 常 返 的 充分 坚 要 条 人 性 为 方程 > ,XA, = 了 0 的 
下 = 和 首 
最 小 非 负 解 吾 的 庶 半 径 sp{ RR) < 1 虐 及 存在 正 向 量 各 ,使 得 
xn 下 | 玉 ] = 0, 
其 中 BLR| = 全 ,RiBi 为 一 生成 子 . 
= 说 
定理 9 频 马 氏 过 程 旭 不 可 约 正常 运 , 则 其 平稳 概率 由 明 ¥ = Cxo, Xl, 
可 表示 为 
Xi 三 xoRe 【十 Pe 1)， 
且 xol 了 -中 )-!e = 1, 此 时 , 称 马 氏 过 程 如 上 共有 算 阵 儿 何 解 . 
定理 芍 ” 率 汗 阵 R 的 谱 半 径 sp{ 玉 ) < 1 的 充分 必 上 监生 件 为 
AApe < Ne: — ll}mAre, 


其 中 为 4 的 平稳 概率 向 量 , 即 
NA = 0, Ne= 1. 
定 突 了 若 式 {8-5) 的 旭 矩 阵 可 简化 为 如 上 特殊 形 洲 


Bo A 
BB 二 和 0 
人 = A AL A ! 


4 人 40 


其 中 Boe+d4oe = Be+4e+4aoe= (4s+4I+4noe =0, 则 称 此 时 的 号 氏 过 
程 1X(t) ;1 宇 0| 为 状态 空间 户 = (让 :i 这 0,1 二 jg mw; 上 的 氢 生 严 过 程 ,简称 
为 QBD 和 过程. 

对 应 丁 氢 生 天 过 程 ,定理 8 - 定理 坦 可 简化 为 如 下 沦 理 . 

定理 11 不 可 约 的 QBD 过 程 为 正常 返 的 充分 必要 条 件 为 片 程 不 42 + AI + 
Ao = 0 的 最 小 非 负 解 R 的 谱 半径 spCR} < 1 及 有 唯 -的 止 向 是 mm 满足 

wof Bn + RBI) = 0; zf 下) ee =1. 

定理 了 2 若 4 = A6 + 及 [+ 丰 ; 不 可 的 , 则 上 R 的 谱 玫 徐 sp{R)< 1 的 充分 必要 

条 件 为 
TAne < TAsE, 

其 中 为 4 的 平稳 概 率 向 量 . 

定理 3 不 可 约 正常 返 的 QBD 这 程 的 平稳 概率 同 闻 x = (2 如 人) 可 以 
表示 为 
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T= xoR (i = 0). 

在 衬 际 应 用 中 ,很 咱 排队 系统 的 状态 过 程 为 DBD 过 程 ,如 排队 系统 M/A/PH/A1， 
PHAWA, PH/AMAe ,WMAPHAe ,PH/PHA1, PH/PH/e 等 等 . 这些 排队 系统 的 队长 .等 
竺 时间 , 蕉 至 忙 期 拘 可 通过 它们 的 状态 过 程 求 得 . 下面 就 M/PHA1 系统 讨论 其 排 
队 指 标 . 

设 顾客 的 到 达 过 程 为 参数 144 > 人 的 泊 检 (Poiason) 过 程 ,服务 时 间 分 布 为 其 
有 上 阶 不 可 约 表 示 5B,5) 的 PH 分 布 ,并 设 BB = 0. 令 A(7) 为 时 记 并 系 统 的 队长 ， 
78) 为 时 刻 服务 冲 所 处 的 位 相 , 在 (8) = 0 时 ,定义 Jt) = 0, 则 NAPHAL 系统 
的 状态 过 程 1C7(00 ,J(20);t 下 为 状态 空间 

E= OU1i,Disllaiertl 
上 的 氢 牛 灭 过 程 , 共 无 穷 小 咎 成 子 叮 写 虐 为 
-4 提 
SA A 
= Sp Sa A 
Sp Ss-u Af 


由 注 理 11 ~ 13, 有 下 面 的 定理， 
定理 14” 时/ PHAL 系统 平衡 的 充分 必要 条 件 为 
A = 4 = - 68S-Le < 1. 


在 系统 平衡 时 ,其 队长 分 布 
X= xoNiN), w=1-p, X= (1- ope {iw 1), 
其 中 R= ACAT -Aep — 5§)-!. 


MAPHA1 系统 的 等 待 时 间 `、 逗 留 时 间 、 虚 等 待 时 间 以 及 性 期 的 分 布 都 可 以 基于 
其 状态 过 程 双 , 通 过 构造 适当 的 县 有 暖 监 态 的 QBD 过 程 来 分 别 求 得 . 限于 篇 则 , 在 
此 就 不 作 详 细 讨 论 . 


8.3 六/AGA 型 马 氏 链 与 PH/ G1 系统 


定 兴 8 若 状 态 空间 = | 让 :i 中 1 志 j 了 声 mi 上马 撕 链 | 无 :nn 这 中 的 
慨 亨 转 称 类 阵 县 有 如 下 形式 : 
B, BH B; 
Co 六 | 及 
P= A 册 ， 


共 中 访 :, 好 ,不 这 0 及 Co 均 为 mx m 阶 非 仙 矩阵 , 则 称 雪 开 链 ji 亏 :R 兰 人 为 MAG 
型 马 氏 链 . 有 时 ,也 称 上 与 氏 链 PP 为 MM/GA1 型 马 氏 链 . 


8 挫 阵 解 入 方法 


" 71715 : 


令 4 = 之 /A&. 攻 起 不 可 约 , 则 存 存 唯 .的 正 向 基 x 使 得 m4 = x 及 xe = 1. 
上 由 = 中 


记 甜 阵 G 为 方程 2 = >)A.Z 的 起 小 非 负 解 ,并 令 甩 = >)ihie,p = 硼 , 则 有 有 
如 下 定理 ， | | 


定理 15 在 PP 不 可 约 时 , 若 4 不 可 的 , 则 GG 为 随机 称 阵 的 充分 必要 条 件 为 o 挟 
1. 
在 G 为 随机 年 阵 时 ,矩阵 [I - > 4,G"-!] 为 卡 奇 异 的 ,从 而 令 


H = Colf ~ Bo OBG + 之 4 
t=1 us=1 


是 = 号 0 十 SRG - SAG ic, 
则 当天 不 可 约 , 且 GG 为 随机 矩阵 时 , 万, 均 为 不 可 约 随 机 矩阵 . 
令 G, 互 , 玉 唯 - 正 的 不 变 概 率 向 基 分 别 为 g,h,k, 记 


Wi = (I- 4o - AG) CT - A+(le- Be) et+(]l- oe) iAve, 
-ll 
Wi= E+ (2,8,- 2,B,0°"') (CIT-A+rle—ps) e+ 
rv- r=st 


(1 pS DBe, 
= Wi+ ColT - Bn) ly,, 


KE = wz + Spe f— S40"71) yy,, 
记者 r=1 
则 有 如 下 定理 . 
定理 16 ”对 于 不 可 约 担 7Gz 型 翅 氏 链 瑟 ,车 右 不 可 芍 , 则 严正 常 返 的 充分 必 


要 条 件 为 p < 1 及 知 阵 了 .stB, 有 限 .此 时 ,P 的 唯 - 正 的 不 变 概率 向 量 为 (x0,x， 
x2,…) ,其 中 | 


4 一 | 
二 | 二 [xo 再 十 > x%A,s1i] (了 一 A)-! (i 半 21， 
其 中 


Ld 
»" E— 顾 
A, = 2 AO", 
a 二 LU 
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B= vpo (pm 
下 面 考 虑 PHACA 系统 ,说 明 此 状态 过 程 为 MAGA1 型 号 氏 更 新 过 程 ,并 川 此 


来 讨论 其 排队 指标 . 
在 PH/GA1 系统 中 , 设 顾 客 到 达 时 间 间 隔 分 布 为 具有 有 in 阶 不 加纳 表 小 Ca, 了) 
交 PH 分布, 其 ! 阶 矩 为 41(1 1, 且 mi = 0. 没 服务 时 间 分 布 为 如 ,1 阶 知 为 yxy(1 
宇 1). 记 了 为 第 个 顾客 被 服务 完 离开 系统 后 瞬时 系统 中 的 烦 客 数 ; 为 第 个 顾 
阁 的 服务 完 域 时 刻 到 达 过 程 所 处 的 位 相 ;z 为 第 就 个 顾客 所 需 的 服务 时 间 , 则 
0 为 关 态 字 间 1 和 jx 于 宇 0,L jj mx 安全. 的 马 氏 史 新 
过 程 , 其 概率 转移 明 数 抢 阵 为 
Bolx) Blx) Botzx) 
Corx) Allx) Atx) 
Plx) 二 Ant x) A |; (8-6) 
n(x) 


其 中 对 于 让 守 0,x 宇 0， 
六 EX 一 | Pik,u)dHiu}, 


Bitx) = [We Tx oe) Tad (udu, 
对 于 任意 二 9 ,| P(E 中 : 衬 0| 由 其 母 欧 数 
P*(2,0) = > PO OA = exp(l(T + 2TIo) Ns | 1) 
= 


叭 -确定 . 
定义 9 称 上 共有 概 玉 转移 函数 矩阵 式 (8-6) 的 马 氏 更 新 过 程 PLx) 为 M/AGA1 
型 马 氏 更 新 过 程 , 旺 然 ,其 港 人 马 氏 链 P(t%) 为 由 /671 型 马 氏 链 ， 


他 六， = (加) ,和 =- Hlw) (0)， 
记 4 = 之 / 态 ; 则 对 于 上 守 0， 
下 = 自 


#8, =- 了 -170wai = gd ， 
定理 17 系统 PH/6/1 的 幅 入 蕊 氏 链 pfa ) 为 正常 点 的 充分 必要 条 件 为 ji 
< 如 1 在 平衡 的 PH/G71 系统 中 ,顾客 离开 后 肯 时 所 曾 下 的 队长 分 布 为 


于 一 【0 党 1 


其 中 Xn 二 Di ， 


工 ! 二 ee[z- SG 一 a}, 
母子 数 (x) = > xx 由 方程 


Xia -A (1z = Bol zt- GA (%) (1211) 
傅 定 ,此 处 
8 = (A -aod(-— 了 Te] 1 ， 
A"{z) - | xp (T+ zT er) udHiu) {| zi 和 1. 
进 : 东 , 在 任意 服务 完成 时 刘 , 顾 客 惠 达 休 相 的 菜 件 概 次 分 布 为 
下 [1) = wr GIA, 
睦 中 = (FT- 和 + eX) ;到 为 4 的 左 不 变 慨 玉 向 量 ， 
定理 玖 ”在 平衡 BHAGA1 系统 中 ,任意 时 刻 上 的 极限 队 长 分 布 为 
用 = (yo 1 3， 


且 
yo = 六 WCG 一 站)， 
其 = 如 2) 和 二 (二 池上， 
其 中 日 ,如 天福 自 均 由 定理 17 纵 出 . 
推论 2 人 > 外 = A 
下 一 币 
9 排队 网 络 


9.1 溃 联 排队 阅 络 


3 排队 网 络 - 717 : 


假设 有 一 个 有 野 个 节点 ,节点 工 有 品 个 服务 全 的 串联 排队 网 络 ,; = 1,2,…， 
条 .在 串联 败 队 网 络 中 设 所 有 节点 的 服务 相互 独立 , 节 忆 工 的 个 服务 台 的 服务 时 
间 均 服从 套数 为 的 负 指数 分 布 ,i = 1,2,…, 抽 .顾客 按 仿 数 为 4 的 浪 松 过 程 到 达 
系统 ,并 依次 在 第 - -个 节点 ,第 一 个 节点 ,，… 第 放 个 市 点 分 曾 任 选 一 个 空 着 的 服 
务 从 接受 服务 ,在 第 并 个 节点 接受 完 上 服务 后 离开 整个 条 统 , 并 设 每 个 节点 前 面 的 


排队 空间 无 限 . 对 于 此 网 络 , 令 
A 


P= ope (i = 1,2,..", MM). 
Mf, 
p= 之 io 


若 。 < 二 则 网 络 是 平稳 的 ,在 网 络 平稳 时 , 记 节点 i 指 和 隐 的 队长 为 .i = 1， 


2 , 财 , 则 网 络 的 半 稳 队长 概率 分 布 为 


pln) = TT pn). 
其 中 m= CR na My) 
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(cap ‘pp 


[9 Cn, 之 如) 
Pikm) = "| 
{epi™ 
ce ob Cn; > ci) 
,二 一 
(县 cas ) {i = 1,2,.., M). 


9.2 杰克 进 于 网 
没 网 络 有 并 个 节点 ,顾客 以 参数 为 4 的 泊 检 过 程 从 外部 到 达 节 点 i ,i = 1,2， 


… 昕 .顾客 在 节点 i 结束 服务 后 ,以 概率 二 转移 到 节点 j 接受 服务 ,以 概率 1 - >)r， 


离开 网 络 ,i,j = 1,2,--…, 亲 , 设 节 点 i 有 ,个 相 提 独 立 的 服务 台 , 它 们 的 服务 时 间 均 
服从 人 参数 为 jp 的 负 指数 分 有 ， = 1,2,…', 李 .并 设 所 有 节点 的 服务 相互 独立 ,每 个 
节点 前 面 的 排 挫 空间 无 限 ,此 网 络 称 为 杰克 运 (D Jackson) 开 网 . 

记 gti = 1,2,…, 腊 ) 为 方程 组 


ao (i = 1,2,.…, YM) 


-组 非 负 解 (这 组 解 屁 存在 的 , 只 要 假定 所 有 的 顾客 都 会 离开 系统 ,参看 文献 
12 2]) 全 令 


p = 六 (i = 1,2,., MM), 
如 困 对 于 所 有 的 = 1,2, 时,p < 11, 那么 网 络 为 于 稳 的 .在 网 络 平稳 时 , 记 节 点 
i 前 面 的 队长 为 ,= 1,2,…, 衣 , 则 网 络 的 平稳 队长 概 准 分 布 为 


p(n) = 1Tacn), 


其 中 过 二 (my 
Ci 
nt i (ne 0), 
pil ni) = ) > 
CD 
nab {nh > 01); 


by Ce 


1 (人 =] 2 
| 


9.3 ” 杰 死 进 了 网 
设 网 络 有 用 个 节点 ,节点 i 有 个 相互 独立 的 服务 台 ,各 服务 台 的 服务 时 间 分 


9 ”排队 网 络 


布 均 为 参数 为 x 的 负 指 数 分 布 ,所 有 节点 的 服务 相 王 独 汉 ,i = 1,2,…, 用. 网 络 中 


的 顾客 总 数 永 和 撑 为 N, 网 络 外 襄 的 顾客 不 能 进 人 网络 ,网 络 内 部 的 周 客 也 不 能 离开 


网 络 .顾客 在 节点 i 结束 服务 后 以 概率 转移 到 节点 ; 接受 服务 , 且 7 


= 1,2,… ,六 .此 网 络 称 为 杰克 还 闭 网 . 
杰克 渤 闭 册 的 状态 容 间 


机 
上 = :Hn 二 Ci Ra fi) > = Nan i = 1,2,..",WH} 


Li,j 


为 有 限 的 状态 空间 ,其 中 名 为 节点 i 前 商 的 队长 ,i = 1,2,… 卫 .因此 ,杰克 他 闭 网 


总 是 平稳 的 . 
记 gti 二 1 2，…, 1 为 方程 组 
f= Do (i = 1,.2, i} 
的 一 组 非 负 解 , 令 
p= 起 (i = 1,2,, M), 


则 杰 交 进 闭 网 的 平稳 队长 概率 分 布 汶 


并 
pin) = by [Tpitn) (mE Ek), 


其 中 


by = [> Len ” {f= 11,2, 


HE = 


9.4 BCMP 网 络 


设 网 络 有 半 个 节点 , 异 客 有 民 种 型 .一 个 7 型 的 顾 千 随 过 程 的 进 屡 可 属于 有 限 


类 集 局 中 的 不 同 的 类 .假定 5 可 分 成 一 些 子 类 集 忆 ,， 


师 
6, = ce. (lere R,lai VY), 
1 


其 中 C 为 * 型 顾客 在 节点 ; 所属 的 子 类 和 集 . 设 > 型 e 类 的 贵客 在 节点 ;接受 完 服务 


后 ,以 4 类 进 人 节点 j 的 概 六 为 P06, 离开 网 络 的 概率 为 


市、 
Pt = 1- > >,Pi (e EC dE CsraRleije dy). 


i 


并 设 r 型 ce 类 顾客 在 节点 i 的 半 均 服务 时 间 为 mt,eE ClsreRlsisg 人 ed， 
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则 概 谤 转移 外 阵 
Pin - [ piilia:e €E Cd Cel ai ae 
称 为 r 型 顾客 的 路 径 链 ,r 型 的 慑 客 又 称 为 r 链 顾客 ,| 所 了 所 
BCMP 网 络 称 为 和 链 排 队 网 络 . 
没 ， 型 c 类 顾客 按 参 数 为 1440 的 泊 松 过程 旬 达 节 点 i,rE Cl 二 了 所 加 ,1 苹 
二 时, 基 存 在 ce 蕊 C0, 扩 产 外 ,2 和 李 | ,使 得 44 > 0, 则 称 路 径 链 r 是 开 的 ; 
若 对 于 所 有 的 ce € CG; 及 1 EE 1 2 好 使 得 和 = 0, 则 称 路 征 链 r 为 闭 的 .所 
和 路 径 链 都 是 闭 的 网 络 称 为 闭 网 . 

网 络 节 点 的 服务 规则 可 以 是 , 先 到 先 服 务 (FCFS) ,站 宝 服 务 (PS, 指 服 务 人 痛 
服务 对 间 平 均 分 配 阅 系统 中 的 顾客 ,这 些 疗 客轮 流 接受 服务 , 且 每 次 只 接受 一 个 充 
从 小 的 单位 量 时 间 ) ,后 到 上 汪 优先 服务 LTCFSPR, 指 服 务 各 在 顺 客 到 达 时 总 是 立即 
中 断 当 前 药 服 务 ,来 为 新 到 顾客 进行 服务 ,而 苓 中 断 服务 倘 磺 客 在 以 后 轮 到 服务 时 
从 他 蕊 经 历 过 的 服务 时 间 的 基础 [继续 下 去 ) ,以 及 无 穷 服务 全 (1S) 等 情形 ,者 节 
点 守 按 先 刘 先 服 务 规则 , 则 此 服务 时 了 闻 需 要 服从 以 参数 为 min 的 负 指 数 分 布 ,c E 
CT1sr 近 员 ,1 二 is 虹 , 若 节点 !i 按 共享 服务 .后 到 占 优先 服 务 或 有 无 阁 服 务 台 
则 其 服务 时 间 的 分 布 只 再 有 具有 有 理 拉 彰 拉 斯 (Laplace) 变换 苑 可 .因此 ,节点 守 撑 上 
述 服 务 规则 服务 时 , 址 服务 时 间 的 分 布 吕 以 是 负 指 数 分 布 . 趋 指 数 分 布 、 埃 尔 关 分 
布 ,以 此 一般 的 PE 分布. 具有 以 上 特点 的 网 络 就 称 为 BCMYP 网 络 

itiai ,cE€ CG,, ! sr Rl ie 为 方 各 组 


0 + pie ec (lsraRlsis) 
的 一 组 非 负 解 , 令 


N] 
R. 因 此 , 志 型 顾客 的 


o, a (9-1) 

rED. 

Cr rd 
ti = Te Mi {9-2) 
FE 可 

Ci 一 Orie (leare Rlsi< YH), (9-3) 

则 称 mw, 为 节点 对 + 地 顾客 的 相对 服务 强度 

BCMP 网 络 的 状态 空间 为 
E = in 三 CA a A ) Hs 一 Ci 有 


m0lereRlesia dl, 


其 小 nm, 为 节点 i 前 面 的 + 型 顾客 总 数 ; 记 nm = 之 yn; 则 为 季 点 i 前面 所 有 顾客 


因此 ,在 BCMP 网 络 平 榴 时 ,各 节点 各 型 腊 客 数 的 平稳 概率 分 布 为 


rn) = G|| Ftn), 
其 路 
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na 《节点 于 的 服务 届 则 
Fm) - TM 为 FCFS,PS 或 LCFSPR) ， {9-4) 
E [3 a LD, { 节点 有 无 和 劳 服 务 癌 ) - 
[1 各 (eis 
C= [> 1s 
志和 本 指出 ,对 于 辣 网 ,平稳 分 布 恒 存 在 ; 而 对 于 非 朵 网 . 笠 稳 分 布 存在 的 充分 条 


件 为 6 他 -< %. 

下 向 评 论 儿 种 挫 广 的 BCMP 网 络 . 

1 咖 客 由 外 部 到 达 网 络 的 泊 检 过程 的 总 到 于 率 泥 1x), 它 依 玉 于 网 络 中 的 
顾客 总 数 


™ 
工 二 于 


设 > 型 感 客 由 外 部 以 < 类 到 达 节 点 点 ; 的 概 概率 为 Pn， eo re Rl 
过 于 ,入 有 
227 Pn =1 
r=1 +21 cE, 
记 agfrE 1 二 了 过 是 | 二 工 过 蜡 ) 为 方程 给 
Lo (cE CT 二 rs 上 < 过半 


下 号 人 
Ea .组 正 负 解 , 并 以 此 代 蓉 式 (9-1) , 式 (9-2) 中! 的 a 本 
村 , 则 在 此 网 络 平移 时 ,其 半 稳 概率 分 布 为 


mtn} = Giad(m) [LACm). 
其 中 有 m0 二 MW) 由 式 (9-4) 给 册 ， 各 
> -1 
dtn) = JI A{E), 


= | an) [cn] 
(2) + 型 顺 客 由 外 部 到 达 网 络 的 消 松 过 各 的 总 到 达 率 为 2.5x), 它 入 藉 于 网 纤 中 
r 型 顾客 总 数 * = = nt - Dn 


各 ， 型 顺 客 由 外 部 以 类 到 达 节 点 ; 的 概 认 为 gC ClereR,let 
过 刷 , 且 有 


(9-5) 


Da -1 2 


r=1 ri 
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记 atfeE CC, 1 和 组 


a = 0 + 2 ep keE CearaRtiesic Ni) 


1=] dE Gi 


的 一 组 非 贫 解 ， 并 以 此 代 蔡 式 (9- 让. 式 (9-2) 中 的 a 了 ,ce€E CereRleigc 
型 , 则 在 网 络 平稳 时 ,持平 稳 概 率 分 布 汶 


frfm) = Gd(n) [| fn), 
其 中 Fa)1s<is 肛 由 起 (9-4) 给 出 ; 9 由 式 (9 5) 给 出; 


d(n) = [ Ta 


(3) 在 服务 规则 FCFS,PS 成 LCFSPR 下 ,网络 节 ， 点 了 的 服务 率 六 赖 于 其 前 面 的 
三 寄 数 . 

设 节 点 前面 大, 个 顾客 时 其 服务 座 为 {a) ,1 这 时 , 则 网 络 在 平稳 上 时， 
其 平稳 概 认 分 布 为 

A(A) = cll -: A 
lc 

其 中 Ca) (1 二 翅 是 ) 由 式 (9-4) 给 出 ， 

设 节 点 前面 7 型 顾客 数 为 m 时 其 服务 率 汶 p(n araRleiecl, 
则 在 网 络 半 稳 时 ,其 平稳 概率 分 布 为 

(mn) = cl CAL 


中 


HH [Tv Ck) 
其 中 jn) (0 志 语 帮 村 ) 由 式 (9-4) 式 给 出， 


9.5 所 道 排 队 网 络 


假设 有 一 个 其 有 蕊 类 顾客 ,不 回 类 顾客 要 求 不 同 的 服务 时 间 的 排队 系统 . 设 其 
状态 过 程 为 状态 宝 间 EE 上 共有 无 穷 小 后 成子 全 = [gj] 的 与 氏 过 程 X(0):t 0)， 
平稳 概 池 分 布 向 量 为 x. 

对 于 cE 让 记 

= 下 六 :由 状态 i 到 状态 i 的 转移 为 一 个 c 类 顾客 到 达 系 统 ,i,j 所 天 | ， 
= | 引 , 门 :由 状态 i 到 状态 j 的 转移 为 一 个 。< 类 顾客 离开 系统 ,也 五 | ， 
则 有 下面 的 定理 . 

定理 1 若 上 述 系 统 已 处 于 平稳 { 如 取 初 始 和 分 布 为 x}, 则 未 来 的 到 达 独 立 于 

系统 当前 状态 的 充分 必要 条 件 为 存在 -组 4.,c € ,使 
A = Dl Den (iE EcE CC) (9-6) 
EF 
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此 时 ,对 于 ee € CC, 所 有 这 些 = 类 顾客 的 到 达 过 程 相 5 独 渡 ,分 别 为 具有 戎 数 4. 的 
泊 松 过 程 ， 
定理 2 在 1: 述 系统 已 处 于 平稳 (如 取 初 始 分 布 为 zx), 则 过 扩 的 离开 独立 于 


系统 当前 状态 的 充分 必要 条 件 为 存在 一 组 4 ,ce EC, 使 


A = >ine Dn (jEErce oO. (9-7) 
此 时 ,对 于 c€ Cc, 所 有 这 些 c 类 顾客 离开 系统 的 过 程 相 互 独 闻 ,分 别 为 具有 和 参数 


的 记 检 过程. 
定 儿 如果 个 排队 系统 的 状态 过 程 是 一 个 具有 平 税 分 布下 的 马 氏 过 程 2， 


同时 存在 一 组 4. ,ACe € CC) 合式 (9-6) 和 和 式 (9-7) 成 立 , 则 此 系统 称 为 拟 逆 排队 系 
统 . 
由 上 面 的 定理 1 与 定理 2 可 知 , 拟 逆 排 队 系 统 定妆 中 的 条 件 式 (9-6) 与 款 19- 帮 
可 改 为 未 来 的 到 达 独 立 于 当前 的 状态 ,同时 过 去 的 庚 上 也 独立 于 当前 的 状态 . 另 
外 ,对 于 拟 道 排队 系统 ,各 类 顾客 的 到 达 与 各 类 顾客 的 离开 均 为 相互 独立 的 泊 松 过 
容易 验证 多 类 顾 窜 的 AMA, APHAPS, WP-LCESPR 与 时 /PH/w 系 
统 以 其 服务 时 间 服 从 PH 分布 的 BCMP 网 络 均 为 拟 逆 排队 系统 .下 面 介 绍 一 个 更 为 
一 般 的 拟 逆 排队 系统 一 一 凯利 (Kelly) 对 称 排队 系统 . 
流 在 该 系统 中 共有 类 顾客 .对 于 ecE fc 类 顾 寄 以 相互 独立 的 ,参数 为 .的 
泊 松 过 程 到 达 系 统 , 服 务 时 间 服 全 具有 m 阶 表示 {mo;5.) 的 PH 分 布 , 且 
ge = 1, fe 二 一 Se 区 tee CY), 
在 该 系统 路 有 个 顺 窜 时 , 记 系 统 的 状态 为 
和 fi {rn = 0), 
{cs Bis cas P23 rns pb)} tn 1), 
共 中 5, 贞 分 别 为 第 ! 个 位 置 顾客 的 类 型 和 共 服 务 所 处 的 位 棚 ,1 < 关 二 大 a. 在 此 状态 
下 ，: 个 到 达 的 顾客 在 1 位置 加 入 排队 的 概率 假定 为 


rmi 30 (1 过 了 下 +1)， 
SN 
且 Dr = 1 (n=; 
[1 


而 服务 台 的 总 服务 率 假 定 为 y(n) ,并 接 c, 1 比率 分 配 到 第 ! 位置 上 的 顾客 ,1 < 1 < 
A; 则 此 排队 系统 称 汶 凯利 对 称 排 队 系 统 .可 以 看 出 ,上 凡 ADHAL 的 PS, MAPHAL 的 
LCFSPR 与 /PHAm 系统 都 是 凯利 对 称 排队 系统 的 特例 . 

定理 3 ”对 于 饥 利 对 称 排队 系统 , 令 


-1 
ple,$) = ey ($), 
共 中 mm 维 行 癌 量 
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V6 的 平稳 慨 率 分 布 向 量 ,e El 
三 .车 在 华 正 常数 4 使 得 


wers Bl ea Was; = A gr pe on) pers) tn 0) 
(D-8) 
规范 化 , 则 规范 化 的 x 为 饥 利 对 称 排队 系统 的 平稳 概率 分 布 向 其 .此 外 ,平稳 的 顷 
利 对 称 排队 系统 为 拟 首 的 ， 


假设 有 一 个 有 奢 个 六 成 忆 类 顾客 的 排队 网 络 , 催 共 类 顾客 在 节点 i 接受 完 服 
筋 后 ,以 qd 类 进入 节点 了 的 概率 为 尝 , 则 离开 系统 的 概率 为 


于 > 
1 (cd€E Cl sii MM). 


设 系统 外 徊 的 顾客 以 参数 为 7 的 消 松 过 程 进 入 网 络 , 到达 的 顾客 作为 。 类 进入 节 
点 :的 慨 座 海 站 ,ee 区 下 豆 过 时 , 则 通过 节点 基 的 = 灶 顾 客 的 平均 率 邓 满足 方程 


1 +t D> (eg el is (9-9) 


在 网 络 的 每 个 节 点 所 对 应 的 排 区 系统 在 孤立 考虑 时 均 为 拟 道 的 ， 则 称 此 网 络 为 氢 
送 排 队 网 络 . 

需要 指出 ,这 里 的 定义 是 直观 的 ,真正 严格 的 定 头 要 用 描写 网 络 的 蕊 氏 过 程 的 
无 穷 小 生成 了 来 给 定 '*. 对 于 氢 逆 排队 网 络 , 有 下 列 人 定理 : 

定理 4 ”平稳 的 拟 道 排队 网 络 其 有 杂 积 型 平 往 概 率 分 布 , 即 其 分 布 为 各 人 点 
所 对 应 的 拟 道 排队 系 统 平稳 慨 率 分 布 的 乘积 ,其 中 < 类 顾客 到 达 节 后 i 的 到 达 率 
A 内 式 (9-99 给 出 . 
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t0.1 和 恰 要 的 指标 关系 


10.1.1 不 同时 启 的 各 种 队长 分 布 


盆 设 有 一 个 输入 输出 系统 (可 指 整个 随机 绥 务 系统 .或 只 指 排队 部 分 ,或 只 指 
服务 部 分 ) , 令 4 为 第 严 个 顾客 到 达 前 瞬时 系统 中 顾客 的 总 数 ,ff 为 第 m 个 离开 
系统 的 顾客 离开 后 瞬时 系统 中 顾客 的 总 数 ,9 为 在 时 刻 上 处 在 系统 中 顾客 的 总 
数 ,对 于 这 种 系统 ,有 十 面 的 定理 和 推论 . 

定理 1 计 于 显 客 单个 到 达 和 和 单个 离开 的 输入 输 计 系统 ,对 于 任 -j,i = 由 
1 只 要 极限 lim Pi gq = 7| 可 下 mm Pig = 半 之 一 存在, 则 另 一 个 也 存在 , 且 

lim Pign = ji = lim Pian = fi. 
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因而 只 昌 gw 或 g's 存在 级 了 眼 分 布 , 则 二 者 的 极限 分 布 均 存 在 , 旦 相同 ， 

定理 2 对 本 输 人 为 最 简单 流 的 输入 输出 系统 ,对 十 人 性 一 了 7 = 0,1,2,… ,只 
归 概 限 lim Plqtt) = 六 行 在 , 则 极限 lim Pi gq。 = 所 也 存在 .| 

limP| gm = 用 = lim Pigtt) = 7. 

因而 只 要 w(t1) 存 在 极限 分 布 , 则 5 的 棋 限 分 布 也 存在 . 圭 相 同 . 

由 定理 1 和 定 旦 2, 有 旭 下 推论 . 

推论 1 对 于 输入 为 琶 简 单 流 ,单个 到 村 .单个 离开 的 输 人 输出 系统 ,对 于 任 
— jj = 0,1.2,，…， 从 要 极限 limPigti) = J 在 在 ， 则 极限 lim Pi gn = 月 与 
im Pi gn = 说 也 存 全 ,是 

lim Pi qm = j= Lim Pig'n = j| = Ji = 让， 

因而 只 归 gt) 存在 极限 分 布 , 则 5%.q"s 的 极限 分 布 均 存 在 , 愉 一 者 相同 . 

10.1.2 ” 利 特 汞 公式 


候 沿 有 一 个 输入 输出 系统 .顾客 在 时 刻 二 jr, 人 = 站 妆 r si 过 和 相 
继 进 入 系统 ,他 们 在 系统 中 的 逗留 时 间 分 别 为 #1, tw,…. 全 9 让 为 时 刻 :在 系统 
中 的 顾客 总 数 , (4) 为 [0,1] 内 进 人 系统 的 顾客 总 数 , 妈 


Nei) = maxii | Tt, ti. 
1 :也 


再 令 
入 二 lim CD, 


T = 各 


1 1 d 
0 = lim F| 9 00d, 


J- 不 
则 有 如下 定理 及 推论 ,其 中 所 有 公式 都 称 为 利 特 尔 (J.D.C.1ilde) 公式 . 
定理 3 ”对 于 上 述 的 输 和 人 输出 系统 , 若 极 限 1, 心 均 以 概率 1 存在 且 有 限 , 则 8 
也 以 概率 1 存在 下 有 限 , 回 时 8 = 人 也 福 率 1 成 立 . 
推论 2 对 十 输入 为 Gf 的 单个 到 达 单 个 服务 的 等 待 制 的 随机 服务 系统 ,在 平 
衡 情形 下 , 恒 右 
Eq = AEs, koe = AEtw, 
， A ， 入 
kgs = ba = Het 
其 中 gg, 9, 9,8; 名 分 别 为 平衡 情形 下 的 任意 时 刻 队 长 .任意 时 刻 的 等 待 队 长 ,任意 
时 刻 被 占 川 的 服务 台数 ,顾客 的 扣留 时 间 与 顾客 的 等 待 时 间 ;4 为 单位 时 间 内 平均 


到 达 的 早 客 球 ，,， 为 平均 服务 时 间 ， 
推论 3 ”对 于 输入 为 GT 的 单个 到 达 ,单个 服务 的 混合 制 或 损失 制 随 仙 服务 系 
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统 ,在 半 衡 情形 下 , 忆 有 


> 
到 


Eo = A(1- BIE 
Eq = A(l -~ PYEw 
站 ev 
Fg, = 二 (1 -BB), 
9 wm } 


Eg = Eq, + pe - 他), 


其 中 全 为 平衡 情形 下 的 顾客 到 达 时 遭 到 损失 的 概率 党 与 立 分 别 为 平衡 情形 下 的 未 
中 损失 顾客 的 逐 留 时 间 与 等 待 时 间 :其 他 各 其 的 会 义 同 排 论 2. 


10.2 如 近 理论 
iI0.2.1 上 上 下界 
定理 4 在 平衡 的 GIACA1 系统 (p = 阿 < 1) 中 ,平均 等 待 时 间 后 具有 上 界 ， 


2 2 
u 


wy (10-1) 


其 中 廊 , 吕 分 别 为 到 达 间 陋 : 的 均值 与 方差 ; . ,0,? 分 曾 为 服务 时 间 的 均值 与 方 
差 .此 上 界 表达 式 当 p 1Cp < 1 但 p 一 1) 时 就 是 如 的 近似 式 , 即 此 上 界 在 饱和 服 
务 (p 1) 情形 下 误差 最 小 . 6 的 下 界 有 如 下 两 种 形式 : 


人 ~) Eltu')| 
Ew A 201 - oj ， (10-2) 
Ew 1, (10-3) 


其 中 由 = max(t0,w),&w = sv 一 4;1 为 方程 
i = | pls = x| dx 
-上 


年 [0,%) 内 的 唯一 解 . 式 (10-2) 所 得 的 下 界 在 人 饱和 服务 (2+ 1 情形 下 误差 较 小 ， 
而 式 410-3) 所 得 的 下 界 在 低 负 区 服务 (p 4 由 情形 下 误 着 较 小 . 


定理 5 对 于 G1/G/n 系统 ,在 半 衡 情形 (p = < 1) 下 ,平均 等 待 时 间 玲 具 
有 如 下 上 下界 ， 


Fis ~ eb, + 8) < Ewe hol. oy 


其 小 Biwi 为 到 达 间 陋 为 ,服务 时 间 为 s/n 的 平衡 GIAG71 系统 的 平 欠 等 待 时 间 , i 
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与 v 嘴 指 所 考虑 的 WAGAn 系统 的 勾 达 间隔 与 服务 时 间 . 持 别 地 ,可 用 式 010-2) 或 
式 (10-3) 来 计算 这 里 的 gwi 的 下 界 , 但 注意 要 以 wn 来 代 侍 原来 的 o. 
10.2.2 近似 分 布 
定理 大 饮 和 服务 通 近 ) ”对 于 平衡 的 GZez1 系统 ,在 愧 和 服务 的 情形 下 ,等 
待 时 间 分 布 有 下 列 近 似 公 式 : 
Ps zs exp( - 
内 而 平均 等 待 时 间 有 下 列 近 做 会 式 : 


A 和 《GE + 0 ) 
a 31 本 a) 3 


其 中 1 ,ci2 分别 为 到 达 问 附 ! 的 均值 与 方差 ;二 ,ae 分 别 为 服务 时 间 的 均值 与 方 


推论 4 ”对 于 平衡 的 型 EX 系统 ,在 饱和 服务 情 睛 上 下. 等待 时 间 分 布 有 如 下 
近似 式 : 


_2(1 -po) | (x 0). 


A Co 十 2) 


-5 (zs 0). (10-4) 
Atg” + x “) 

定理 7 【饱和 服务 通 近 ) ”对 于 平衡 的 G6n 系统 ,机 愧 和 服务 的 情形 下 ,等 
符 时 半分 布 的 近似 成 为 


a 
Plwe x!| ~ |] - expl - 


二 而 , 半 均 等 竺 时 间 有 下 列 近 航 式 ， 
~ Afor: + on™) 
Ew = 2(1 0) 
其 中 各 量 的 合 义 与 定 嵌 6 相同 . 
定理 8$ (扩散 台 近 】 ”对 于 Grzex1 系统 ,在 平衡 情形 (4 = 阿 < 1) 下 , 虚 等 竺 
时 间 的 近 们 分 布 为 
! _ 2 TP 
Plwy a x ~ 1 ep (x = 0), 
鱼 而 虚 等 竺 时 间 的 均值 有 下 列 近 似 式 ; 
， Ala + pg,”) 
~ 2 -0) 
其 中 各 量 的 定 立 旭 定 理 6 所 给 .此 外 的 近似 关系 式 企 愧 和 服务 情形 下 较为 精确 ， 
推论 5 ”对 于 平衡 的 MAGA1 系统 ,三 饱和 和 情形 下 ,等 行 时 间 与 虚 等 待 时 间 的 
分 布 具有 相同 的 近 亿 或 (10-4)， 
定理 9 (扩散 通 近 } ”对 于 G76G71 系统 ,人 概 由 初始 虚 等 答 时 间 w(0) = coo 为 
-常数 ,出 膜 等 符 时 介 如 (9 的 近似 分 布 为 


Plws wi) = | em - 


2f1 - Dx ) ( 0) 
Alg + oan?) i 


。 72% 。 第 15 简 排队 论 
-wot+ tl — or 2 — p)x 
Piwtit) 过 #| = | Na po - Dao }- expl alg + 人 * 
-4 w+ 人 一 站: 
ol Vi sion (4 =0), 195) 

其 中 盏 fo 为 标准 下 态 分 布 丽 数 ;其 他 各 量 的 会 义 与 定理 5 相同 . 

若 初 始 虚 等 待 时 间 w(0) = wo 为 一 随机 空 其 , 则 将 式 (10-5) 对 wo 的 分 布 靖 数 
积分 , 即 得 w(t) 的 近似 分 布 . 

定理 扒 {扩散 理 近 ) ”对 于 G1AGA1 系统 ,在 平衡 情形 (0 = 阿 < 1) 下 ,任意 时 
刻 队长 y 有 如 下 近似 分 布 : 


rla=i={| (= 由， 

ntl 产品 和 三 | .2,7)， 

其 中 分 (- -04) ; I 1 中 
站 二 #xp oer ee? 证 = Ie, = pr, 和 耸 抽 为 到 达 间 隔 与 服务 叶 间 的 


变异 系数 ,此 处 1a 分 曾 为 刘 达 间隔 的 均值 与 方差 . -， 与 ae 分 别 为 服务 时 间 
的 均值 与 方差 .这 里 的 近似 关系 在 饱和 服务 情形 下 (pe + 1) 较为 精确 . 
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引 言 


库存 问题 是 在 人 类 的 生产 经济 .军事 等 社会 活动 中 必然 理发 生 的 问题 . 普遍 
存在 的 .合理 的 .科学 的 库存 管理 ,对 于 提高 经 济 效益 是 | 分 显著 的 .库存 论 (in- 
vemtory 由 eory) 就 是 以 库存 问题 为 研究 对 锭 ,在 运筹 学 与 管理 丹 学 中 -- 直 比较 活跃 
的 一 个 研究 领域 ,有 普 广泛 的 应 用 潜力 . 

库存 问题 很 早 就 究 人 研究 过 . 1915 年 哈里 斯 {F. Hamis) 第 一 个 对 商业 中 的 库存 
问题 进行 了 研究 ,他 建立 了 一 个 简单 的 确定 性 模型 , 求 得 了 现在 被 称 为 经 济 订 货 基 
公式 {EOQ ,economic onjer quantity) 的 最 优 解 .第 一 次 世界 大战 后 ,科学 工作 者 对 随 
机 性 .多 上 晤 种 .多 阶段 或 非 平稳 的 库存 模型 进行 了 广泛 的 耐 究 .在 所 建 的 模型 中 心 
考虑 到 了 需求 的 随机 性 . 非 平 稳 性 , 供 货 滞后 的 随机 性 ,以 茂名 阶段 、 多 是 种 .多 级 
的 库存 管理 模式 . 近 20 老年 来 ,由 于 市 场 变化 起 速 ,库存 问题 提 规 埋 小 批量 黎 品 
等 特点 ,要 求生 产 / 库 存 系 统 适应 这 种 竞争 的 需要 ,计算 机 技术 ,信息 技术 及 应 用 软 
件 的 飞速 发 展 ,使 得 库存 管理 许 人 入 了 现代 北 的 计算 机 管理 时 代 . 20 世纪 ?0 年代 末 
出 现 了 物料 需求 计划 (MRP, material requirement planning) ,以 三 又 进 - - 步 发 展 为 制造 
资源 计划 (CMRP 了 ,manufacharing resouroe planning) . MRP 及 ME 的 宗旨 是 计划 零 部 
件 的 生产 (或 商品 的 订购 ?时 间 ,以 便 使 用 最 小 的 资源 去 满足 需求 .20 世纪 中 年 代 
初 ,由 于 充分 兴 识 到 过 量 的 库 帮 会 导致 占用 大 量 流 动 资 金 点 支付 大 笔 利 息 , 因 此 ， 
出 现 了 适时 生产 (JIT,just in time) 的 概念 .区 的 应 用 在 日 本 的 一 些 著名 汽车 制造 ) 
{ 如 丰田 等 ) 获 得 了 很 大 的 成 功 . 

如 邻 ,库存 管理 是 每 一 个 生产 /流通 企业 必须 认真 去 做 和 的 -- 项 日 常 工作 ,只 有 
做 好 库存 管理 , 吉 速 资金 周转 ,提高 效益 ,才能 增强 企业 和 的 葛 争 力 . 


1 库存 问题 的 描述 


库存 问题 有 供 一 在 一 销 三 个 环节 . 供 是 指 订 货 (或 安排 生产 ) 仓 是 指 到 货 后 的 
库存 ; 销 是 指 通过 部 件 的 集成 (生产 装配 ) 或 直接 销售 来 满足 熙 客 的 需求 ,在 这 样 的 
一 个 系统 中 ,决策 者 通过 控制 订货 (开工 生产 ) 的 时 间 问 隔 受 订 贷 量 来 调节 系统 的 
运行 ,使 得 在 某 种 费用 准则 下 系统 的 性 能 达到 最 优 . 

一 个 库存 系统 有 如 下 的 要 豪 : 

1. 需求 

需求 是 库存 系统 的 输出 .在 一 定时 间 内 的 需求 (销售 ) 居 可 以 通过 对 历史 数据 
的 统计 处 理 获得 ,或 者 基于 对 市 场 销售 量 的 调查 与 分 析 来 获得 .需求 其 可 以 是 一 个 
常量 ,如 自动 装配 线 上 一 个 工作 日 对 某 种 零 侍 的 需求 量 ; 也 可 以 是 非 平 稳 的 ,如 某 
地 区 -- 年 四 季 生 活用 煤 的 需求 量 , 它 受 季 节 性 的 影响 ;需求 岂可 以 是 随机 的 ,如 某 
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种 出 品 在 :个 月 内 的 销 人 骨 碟 . 

对 需求 曙 特 征 的 掌握 是 制定 合理 的 库存 计划 的 重要 有 前 拱 ， 

2. 补 充 殿 应 

沉 物 的 不 断 补充 供应 是 使 库存 系统 能 能 运行 下 去 的 输入 ,; 它 可 以 通过 订货 或 
安排 泪 产 米 获得 .在 补充 殿 应 这 一 环节 中 ,订货 与 到 货 之 阿 的 时 间 灌 后 是 影响 库 群 
系统 性 能 的 一 个 重要 因素 ,通常 把 滞后 时 间 设 定 成 常数 或 疾 负 随机 变量 . 理想 化 的 
简单 情形 足 瞬 时 交 货 , 它 是 殿 货 或 生产 能 力 非 常 太 时 的 - -种 近似 . 谱 后 现象 十 库存 
问题 变 得 复 浊 化 . 

3. 缸 货 处 理 

由 上 需求 骆 供 货 问 后 时 间 可 能 具有 随机 性 ,因此 , 缺 货 是 可 能 发 生 的 .对 于 授 
货 ,通常 采取 如 下 丙种 处 理 方式 ; :种 是 ,对 于 未 能 完全 渍 中 的 再 求 , 其 址 中 部 分 在 
订货 天 太后 立 邮 补 下 ; 男 -种 是 ,对 汪 木 能 全 部 渍 中 的 需 决 ,上 其 不 足 部 分 “ 损 拓 乔 ”， 
印 不 万 补 充 供 应 ,后 :种 情形 常 发 和 在 顾客 到 零 展 店 购物 时 , 当 缺 货 时 顾客 会 到 划 
的 商店 去 购 关 . 

4. 盘 点 方式 

用 六) 记 时 刻 zz0 时 的 库存 其 水 半 . 为 了 掌握 库存 岂 , 兰 李 对 系统 进行 盘点 ， 
工 点 方式 分 为 两 类 : -- 类 是 连续 盘点 ,此 时 对 于 任意 14,711) 都 已 知 ; 另 一 类 是 周期 
盘点 ,此 时 只 知道 让) =0,1,2,…) ,这 里 上 是 :个 常数 ,通常 称 作 周期 .不 同 的 
号 点 方式 日 然 全 影响 到 库存 的 诀 策 ， 

5. 存 贮 策 赔 

存 贮 策略 移出 何 时 补充 库存 ,以 及 补充 多 少 的 一 个 方案 .常用 的 有 如 下 斤 种 ， 

fs ,OQ} 策 暗 ” 即 系统 连续 豚 点 ,一 旦 库存 水 平 小 上;, 立即 发 出 一 个 订单 ， 
共 订 货 黄 为 常数 9; 车 库存 水 平 大 本 等于:, 则 不 订货 ,s 称 作 订货 点 库存 水 平 ， 

(2)(s,5) 策 略 系统 连续 盘点 ,-- 旦 库存 水 平 小 于 ,立即 发 出 -个 订单 ,其 
订货 贡 司 得 订货 时 刻 的 库存 水 平 达到 5; 否则 ,就 不 广 订 借 , 称 为 (s,5) 策 略 . 注 
意 ,(s ,3) 策 障 中 每 次 的 订货 量 不 一 定 相 同 ; 

(3){RR,s 0) 策略 系统 以 周期 R 进行 盘点 ,其 余 行为 同 (s ,0Q) 策 略 , 称 为 
(中 ,5 ,如 ) 策 略 ; 

(4){R,s,S) 策 略 系统 以 周期 只 进行 盘点 ,接盘 点 哇 的 库存 水 平 执行 (5,S) 
策略 , 称 为 (! 吕 ,8S) 梨 畴 . 

5. 费用 结构 

库存 系统 中 的 费用 通常 包括 订货 (进货 ) 费 ,保管 ( 库 在 ) 费 、 缺 货 损 失 费 ,以 上 
为 控制 系统 运行 所 帘 的 费用 . 

订货 费 通常 有 如 下 形式 : 

CD=| 0 (1-1) 

其 中 为 货物 单价 {或 单位 生产 费用 );z 为 进货 量 { 战 生产 莽 ) ;KK 为 一 次 进货 所 各 
之 固 让 费用 (如 手续 费 .生产 玲 备 费 、 最 小 起 运费 等 }. 注 总 ,处 理 批 其 折扣 时 进货 费 
有 不 同 的 形式 ， 


2 位 定性 库存 模型 ，733 ， 

保 笃 费 包 括 库 存 费 .保险 费 以 及 保管 过 程 中 的 损 粒 等 贞 用 . 

铀 货 费 是 用 米 衡 忆 因 缺 货 而 带 来 的 横 失 的 . 丢 货 直接 学 至 营业 攻 的 损失 或 生 
产 的 中 了 断 , 间 接地 会 造成 企业 信誉 的 下 降 . 有 的 情形 则 会 造成 更 严重 的 影响 ,如 医 
院 血 库 缺 货 会 危及 锋 估 尘 命 ,而 在 战争 时 军需 物品 供应 不 上 其 后 果 史 是 汪 堪 设想 . 
在 库 丰 系统 中 , 缺 货 损失 的 咽 用 往 行 最 难 基 化. 

系统 控制 费用 包括 闭 得 决策 所 沉 数 据 的 费用 ,计算 以 太 其 他 管理 费用 , 不过， 
在 月 前 人 过 数 库存 研究 文献 中 这 部 分 费用 都 被 弧 略 了 . 

7. 目 标 函 数 

日 村 前 数 基 选择 最 优 策 略 的 准则 ,常见 的 目标 函数 本 下 均 费 用 {或 利润 } 帮 折 
扣 费 用 (或 利润 ) .最 优 策略 的 选择 应 使 费用 最 小 或 利润 坊 人 人 . 

综 上 记述, 若 杰 对 单个 货物 库存 问题 进行 完整 描述 , 庙 甫 要 知道 以 上 要 率 . 痰 
策 者 通过 何 时 这 货 . 订 老少 货 来 对 系统 实施 控制 . 若 采 用 周期 盘点 , 则 周期 长 庶 也 
二 一 个 次 策 蛮 和 册 . 

由 二 涯 存 模型 由 许 霹 要 素 组 成 ,因此 ,不 同情 形 的 组 全 使 得 库存 模型 变化 区 
问 . 但 大体 上 库存 模型 可 按 如 下 外 个 方面 分 类 : 确 乍 性 库 在 对 随机 人 忻 需 求 ; 单 品种 
货物 对 湖 品 种 ; 单 阶段 (周期 ) 刘 多 阶段 ; 单 级 对 名 级 ;参数 站 稳 的 情形 对 随时 间 变 
化 { 非 平稳 ) 的 情形 等 等 . 

FF 面 将 介绍 库存 论 中 的 基本 模型 .需要 指出 的 一 点 是 ,这 里 所 介绍 的 模型 只 是 
分 析 问 题 的 个 基本 栓 架 ,在 企业 实际 管理 中 ,应 将 其 他 请 于 内 素 与 库存 问题 统 - 
考虑 ,这 样 才 能 给 出 合理 的 雪 合 实际 的 库存 方案 . 


2 确定 性 库存 模型 


2.1 确定 性 库存 基本 模型 


确定 性 库存 斯 本 异型 有 录 焉 假定: 

1 单 上 种 货物 库 丰 ,连续 盘点 ; 

2 瞬时 供 货 ; 

3 需求 率 诱 是 站 数 : 

中 不 允许 缺 货 ， 

他 采用 (; ,3) 策 略 ; 

久 费用 包括 订货 费 及 保管 费 , 让 贷 费 Ci(z) 由 式 (1-1) 给 出 ,保管 沉 与 一 个 运 
行 冉 期 {相信 两 次 订货 之 间 的 间隔 ) 中 的 平均 库存 量 成 正比 :; 

下 标 哺 数 为 狼 期 运行 下 单位 时 间 中 的 晤 小 平均 费 霸 . 

那么 ,如 何 求 出 (s ,3) ,使 日 标明 数 达 到 最 小 ? 为 示 ,引进 如 下 记号 ; 

[41) 一 一 从 一 个 运行 周期 开始 经 过 时 间 1 后 的 库存 其; 

了 运行 周期 长 度 ; 
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他 = 向 一 1 -次 的 订货 其 ，; 

让 一 一 个 单位 价格 的 货物 存单 位 时 间 中 的 保管 费 . 

在 (s ,5S) 策略 上 ,这 个 基本 模型 无 缺 货 损 所 费 ， :个 过 行 周 期 中 的 订货 费 为 
(0 保管 上 费 为 CT) = er (De 出 恨 定 匀 和 子 , 且 不妨 假定 上 = 任 是 一 个 运 


行 周期 的 起 始点 , 凤 KO) = 3 网 必 有 
I = SR {Oate TT), {2-1) 


Tre) 
如 
1 
上 
上 
[ 
于 27 1 


图 2.1 
上 其 图 形 如 图 2-1 所 示 . 出 于 瞬时 供 货 习 不 允许 缺 货 (假定 和 池 ) , 故 在 (3) 策略 
下 尺 有 = 0. 央 此 每 次 前 订货 量 
0= 5, {n=0. (2-2) 
由 式 (2-1) 和 式 (2-2), 可 得 
0=5= Dr. (2-3} 
故 单 位 和 时间 中 的 平均 库存 最 为 
了 | Dd = 0. (2-4) 


日 标 耳 数 为 一 个 周期 中 的 半 均 温 用 
了 
元 | CO) + cr oC Del = (K+ ecO) + 六 er@， 
对 是 日 标 函 数 可 表 为 中 的 一 数 , 即 目标 咀 数 


FIO) = cD+ + p22 【2-5) 
由 此 可 求 得 最 优 解 
0° =v 2. (2-6) 
相应 的 最 小 平均 费用 为 
F{(0°) = cD + V2orDK., (2-7) 


成 02.6) 就 是 经 典 的 EQQ[ 既 济 订 贷 量 ) 公式 . 
EOQ 公式 在 实际 中 常 被 采用 ,其 原因 除 公式 简单 外 ,还 由 于 其 稳健 性 好 , 即 当 
订货 量 售 离 最 优 订 伟 时 0* 时 ,其 费用 的 相对 变化 不 大 .稳健 性 概念 可 措 述 如 
F. 
由 于 里 标清 数 表 达 式 (2-5) 中 的 cD 与 订货 最 如 无 关 , 因 此 只 需 考 虑 如 下 的 费 
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用 : 

G(0) = 0+ 六 0 (2-8) 
使 上 式 达 最 小 的 解 9” 仍 由 (2- 昌 式 络 出 ,对 应 的 最 小 平均 费用 为 

G0*) = vw 2crPR. (2-9) 


著 记 = (1+) 加, 用 表示 偏离 订货 喇 昌 的 大 小 , 记 al5) 为 偏离 最 性 订货 租 时 
费用 的 柑 对 谋 差 , 则 


Dk ll. 。 
(8) GOD) - C00) Ut" 
GQ) Q=0" V2erDk 
= 0131L+ 人 -1< 二 咏 . (2-10) 
馆 at5) 反 映 了 偏离 最 佳 计 货 量 时 造成 半 均 费用 增加 的 百分比 , 它 反 映 了 平均 费用 
对 最 佳 洒 货 其 的 敏感 性 . 


例 1 设 生产 线 年 需求 某 种 元 件 8 000 个 ,单价 c = 0.4 元 /个 ,每 次 的 固定 订 
货 费 外 = 5.2 元 ,年 存 贮 费用 率 r = 0.36/ 年 ,类 最 佳 订 货 筑 . 
解 由 E00 公式 人 2- 外 ,得 


» 2 x 8 000 x 5.2 
0 = 04x0% 1 = 70 个 . 


年 订货 次 数 = 8 000760 次 = 10.5 次 ， 
即 每 也 35 天 订货 一 次 ,相应 的 最 性 平均 费用 为 
GO) = v2x0.4x0.386x83000x5.2 元 = 109.5 元. 
现 若 每 次 订货 星 为 1 000 个 , 即 
6 = 3 = i ~ 0.316, 


因此 ， 


此 时 有 

atd) = 0.038. 
由 式 (2- 10) 知 , 和 相应 的 费用 为 最 佳 费 用 的 1.038 倍 .这 表明 相应 订货 量 的 变化 并 不 
引起 有 关 典 用 很 大 的 增长 ,这 种 稳健 性 正 是 实际 问题 需要 的 . 


2.2 ”人 殿 货 请 后 时 间 固 定 的 模型 


供 货 汪 后 时 间 固 定 的 模型 只 是 把 ?2.1 节 中 基本 模型 的 投 定 也 改 成 : 

2 供 货 灌 后 时 间 为 常数 2 

此 时 最 佳 订 货 量 9” 的 公式 不 变 , 但 由 十 有 固定 的 供 货 淋 后 ,订货 点 的 库存 水 
平 应 为 s* = 1. 
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2.3 ” 缺 货 事后 补 是 的 模型 


缺 货 事后 补足 的 模型 让 是 把 基本 模型 由 的 假定 中 改 为 ; 

中 ' 在 许 缺 货 , 缺 货 事后 补足 ， 

这 电 仍 记 了 为 一 个 运行 周期 ,下 县 不 妨 设 它 从 上 = 站 开始 . 记 x = maxf0,x)， 
并 引进 如 下 记 导 ， 

1 一 一 时刻 二 的 库存 水 平 , 有 之 < 工 广 意 , 苦 时 刻 : 缺 货 , 则 有 开间 < 0. 

正门 一 一 时 亲 上 于 并 有 的 库存 量 , 即 后 = (4),. 

BC = (~ 1(1)) ,一 一 时 刻 :的 缺 货 晤 . 

p 一 一 一 -个 单位 价格 的 货物 缺 货 单 你 时 间 
的 费用 . 

这 个 库存 模型 在 -个 周期 中 库存 量 的 变 和 化 
如 图 2-2 所 本, 其 中 所 是 使 库存 水 平 为 0 的 时 
刻 , 即 有 #1} = 0. 

网 2.3 注意 到 库存 水 平 1) 仍 有 式 人 1) 这 种 形 
式 . 内 此 一 个 局 期 中 总 的 库存 量 及 缺 货 量 分 别 


为 


了 了 #| 1 2 
Fn, d= [da = sn -tpe, 
-让 各 2 


了 T | 
| Btnat = -| (tt)dt = 六 PC7 - 于) 一 SET- 01). 
再 注意 到 一 个 周期 中 的 订货 费 为 外 + 吕 , 邯 可 得 单位 时 间 中 的 平均 总 费用 
Cs = 二 ie KD, di+ oj Bd + 大 + (2_11) 


将 条 件 3S = s+ = 出 及 站 = 末代 回 式 (2-11) ,消去 5, 了 ,经 过 简化 可 得 以 兄 ， 
3 为 变 基 的 目标 函数 

8(S,0) = cD + pL2DK + ers2 + p(s ~ 0)] (5,9 > 0). (2-12) 
容易 验证 其 暴 塞 (Hessian} 所 阵 


HF 有 下 -efr+P)SO- ctr+ Pp)O! 

a09s D8 
是 一 个 正定 年 阵 .因此 ,2 六,S) 是 5,0 > 上 的 严格 凸 明 数 , 故 有 了 唯 - 的 最 小 值 . 
此 最 小 值 可 由 


oF 
| og | [2 + etr+p)S]0 -ctr+ 5 ] 


解 出 . 处 解 为 


S* = 2 ， 4 了， (2-14) 
4 、 ” 2rK 
* = 7 = ptrr py 

值得 注意 的 足 : 

(1 若 p = %,;, 即 术 允 许 缺 货 , 则 此 时 式 (2-13) 化 归 ROQ 公式 (2-6)， 

(2) 在 实际 的 库存 问题 小 , 缺 货 枫 失 的 费用 率 很 难 估 计 . 为 此 可 从 管理 的 加 上 度 
来 才 虑 .假定 决策 首 监 求 认 存 不 能 满足 需求 的 是 问 比 讽 要 小 a,0 < a < 1, 由 于 
本 模型 中 缺 化 的 时 间 比 例 为 上- xT, 故 可 邻 a = 工 - 有 27 因此 


_ 1 SS _ 
= 1- 0* = 有 
于 是 可 以 太 解 出 
p= (1). 
这 对 应 用 十 方便 的 . 


2.4 允许 缺 货 压 供 贷 能 砾 有 限 的 棉 型 


允许 缺 货 且 殿 货 能 力 有 限 的 模型 1 只 是 把 基本 模型 的 假定 下 改 成 缺 货 事后 补 
中 模型 的 下 和 守 网 2.3 节 ) ,以 及 将 基本 模型 的 假定 也 下 为 : 
22 单位 时 间 供 货 率 为 RR,R > DD， 
模型 在 : :个 运行 所 期 中 的 库存 变化 如 图 2-3 所 未， 
在 一 个 送行 周期 (0, 7T) 中 ,初始 时 刻 库 
存 水 平 $, 在 (0,4) 中 以 需求 率 卫 的 速 
率 减 少 ; 在 {1,7) 中 进货 (或 生产 ) 与 ”5 
需求 同时 存在 , 财 此 库 在 量 以 速 举 RR 一 
站 增加 .下 向 用 简单 的 几何 论证 把 它 
化 为 2.3 节 中 研究 过 的 模型 . 0 
如 图 2-3 所 未 ,在 -个 周期 中 , 保 
管 费 与 依 405, 和 全 BTF 的 而 积 之 和 成 
正比 , 缺 货 斤 失 与 人 ABC 的 面积 成 正 
世 . 连 5E, 交 0T 于 6. 川 相似 三 胡 形 对 
应 边 成 比例 可 得 : 


Pre 


AG _S4 _ 0 I BT 

CE SC ss EF FE 

因此 ， 4 = BT. 
十 蚌 有 如 下 而 得 关系 : 
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Sa = SAEs Sas + SAgFT = Sas. 
因 市 图 2-3 中 的 - -个 周期 对 应 于 2.3 节 中 的 一 个 周期. 相 虚 的 需求 率 Dl 是 5E 斜率 
的 绝对 值 . 仍 沁 8 = S$- ;. 注 意 ,本 模型 与 基本 模型 不 则 的 是 ,0 不 再 是 一 个 运行 
周期 的 订货 量 , Dp， = QT; 而 SC, CF 的 斜率 的 绝对 信 分 别 为 


t] TT 
由 此 得 
i 
t= D+tR-D’ 
[| 
D, = D A . 


把 式 (2-13) ~ 式 (2-15) 中 的 换 成 DD , 即 得 本 模型 中 的 最 佳 方案 ; 
2DE r 
0 = af rytt+t pp 
* 1 2 | 
3 =4 Cr Fp 
«__ /2rDk 
5 二 一 怀 splr + p) 4 


其 中 a = v1 一 Dz8.s” 即 为 一 个 周期 中 的 最 大 缺 货 量 . 进 一 步 可 得 最 佳 订货 局 


期 长 度 
， ZKR r 
?=D NaDR- DN 


在 这 一 周期 中 开始 牛 产 (或 进货 ) 的 最 佳 时 刻 为 


生产 持续 的 时 间 长 度 为 


T* _ ft 一 0 
1 R-D 
-个 周期 的 订货 量 为 
REOT*Y A) = 0"4+ DT 0 ). 
其 中 有 加 下 特例 需要 注意 . 
(1) 若 p = m, 则 模型 为 不 允许 缺 货 , 供 货 能 力 有 限 的 模型 .共性 结果 为 
0 0 
(2) 苦 吕 = am, 旭 模 型 为 允许 缺 货 ,但 供 货 能 万 无 穷 大 ( 即 瞬 时 供 货 ) 的 模型 . 
其 中 07 ,5S" 及 s*” 的 公式 同 式 (2-13) ~ 式 {2-15) ,与 2.3 站 中 缺 货 事后 补足 的 模 
型 一 致 . 
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2.5 ”有 常数 损耗 率 的 库存 模型 


许多 库存 物品 会 有 拱 耗 , 这 里 讨论 最 简单 的 有 常数 据 托 痊 的 模型 .在 这 个 模型 
中 , 除 有 基本 模 并 的 假定 外 ,还 设 定 : 
了 存货 有 常数 损耗 率 pr- 
用 #2) 记 订 货 后 时 刻 上 的 未 损耗 的 库存 水 平 ,0 二 1 < 7 从 工人 到 :+ 于 ,库存 
水 平 的 变化 为 
Her di) = Fe) pdt idi — Ddi. 


于 是 其 微分 方程 鸭 
rt} = pttt) -DD (Ost < 1), 
HN0) = 585= s+ 人 0. 
上 央 解 为 
卫 D 
Hs) = ‘Oat< TD, 《2-16) 
由 于 玉 7T) = *, 故 出 上 式 , 得 


0 = (s+ A (expl puT) — 1). 《2-17) 


日 标 丽 数 为 单位 时 间 中 的 平均 费用 
1 


去 ( 下 二 e+ er A djj ， 


利用 式 (2- 16) 太 式 (2-17), 上 述 目标 函数 可 表 为 +, 了 的 央 托 


Kk er 有 ee r 0 。 
Fis,T) = Tp 十 ntl tt 1). 
其 最 小 值 在 ;= 0 及 由 
3F 
a7. ~ 0 
解 出 的 T” 上 达到 , 即 7T” 应 满足 方程 


£ ec 工 ， 业 _ 
T+ rtlt+ mr (exp 了 ) -1) = cpDIl+ i expl pn T) ， 


或 满足 方程 
xT—-1-= &exp( 一 (un TT — 1)), (2-18) 


Kh 
“二 | cD(i+ 工 ) 
Ah 


其 中 


一 Jew 1}. 


车 记 x = pT -1, 则 式 (2-18) 变 为 
x = texp (~ x), (2-19) 
不 难 刘 明 , 若 a& 这 0, 则 上 式 有 了 崔 一 解 x* ,0 和 x < mm; 若 <0, 则 在 -l<%<0 
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中 有 了 唯 - 解 x .因此 ,总 有 
T'* = Li + XX > 
Hh 


由 此 得 
s* =0, 0 = 8S*- em - 1 = 卫 ( 唱 -全 ， {2-20) 
| mer x 
注意 ; 令 pg，*0, 即 得 库存 无 损耗 的 模型 .此 时 山上 碟 得 总 = D7* .而 
7* 满足 的 方程 式 (2-18) 变 为 
和 
2 7 er 


解 之 ,有 了 ”= v2KAerD) ,基本 模型 一 致 . 
例 2 红 损 耗 宁 ja = 0,.02, 此 傈 数据 同 例 1. 由 于 存 及 过程 电 有 损耗 , 故 年 大 
求 其 变 为 
n= 0 98 0 个 = 8 164 个 ， 


人 这样 才能 保证 有 3 000 个 好 的 元 忻 . 将 其 代入 各 式 , 容 易 算 小 
二 0.3079, 7* = 0.0815 4:. 
述 7T” 是 由 式 (2-19) 用 数值 方法 求 得 的 . 相 调 的 一 次 门 货 苦 由 式 (2-20) 得 
0” = 748 个 . 


竺 年 的 订货 次 数 为 了 - 10.9 次 . 
如 提 损 桥 率 变 为 wn， = 0.04, 则 年 央求 量变 为 


杠 膏 的 & 的 全 不 变 , 而 
了 ”= 0.0882 年 ， 0 = 7336 个 ， 
每 年 的 订货 次 数 为 


-= 11. - 
上 = 11.3 次 


2.6 ”有 通货 脱 胀 的 基本 库存 模型 


当 不 考 虚 货币 的 时 间 价 值 及 通货 膨胀 时 ,库存 控制 问题 在 各 个 运行 周期 中 的 
情 内 相 同 . 时 而 长 期 运行 下 的 平均 费用 与 -个 周期 中 的 季 均 费用 相同 ,其 优化 问 丁 
在 -个 周期 中 老 虚 芭 可 .但 是 ,如 时 引信 利 雁 与 通货 膨 版 案 . 则 目标 函数 就 不 再 是 
长 期 运行 的 平均 费 由 ,市 应 代 之 蓉 折 扣 费 用 .因此 ,本 柑 型 要 把 基本 模型 中 的 假 十 
严 换 成 ， 

严 ' 有 上 标 困 数 为 折扣 总 费用 ,并 设 连续 时 间 的 利率 为 " ,通货 膨胀 率 为 

并 咱 只 壮 虑 采购 费 及 保 算 费 , 其 余 假定 不 变 . 
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这 时 由 分 订货 问 员 为 
7r- 2 
其 中 吕 为 订货 姑 ; 呈 为 需求 率 . 辩 虑 到 货币 的 时 问 价值 其 通货 阿 胀 , 呆 得 总 费用 的 
现 伯 为 
FO) = K+ e+ 本 erg + (KE+eD+ 2 cr )expt tt — a) 4) + 
= (K+c0+ 了 crg)tl — expt— (a— i St. 
上 式 内 有 在 < a 时 才 成 立 .为 求 FO) 的 最 小 值 只 需 解 tvde = 0, 化 简 后 可 得 


cp((a -DO) - | 人 1 中 人 


cl+ 了 Fr 
若 记 
< = (ec -日 疙 ， 全 一 [+- 
cf 1 十 5 1] 
加 有 有 * 诺 讲 足 的 方 释 为 
a 二 好 十 开 . {2-21) 
显然 , 式 (2-21) 必 存在 瞧 一 解 *”> 0. 因 此 0 -= jx". 


由 上 在 - : 般 情 堪 下 有 0 < fa -站 人间 = 本 1, 族 蕊 但 -21 中 的 x 可 以 近 
似 地 由 下 式 解 出 ， 


1+z+ 厅 空 = 民 十 半 - 
凤 有 
/Fs 2K{(o i) 
x 二 2f2 -1 = DT ry) 
故 


/0 
oatl + 区] ) 


(2-22) 


例 3 ”假定 通货 脱胶 率 i = 0.04, 利 率 a = 0.06, 其 余数 据 同 例 1, 则 式 (2-21) 
中 的 a = 1.000 027 6, 相应 的 解 x = 0.007 42， 
人 ”= 2966 个 ，T* = 人 37 年， 
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疹 利 用 近似 公式 人 2-22), 则 有 
97 =299 个 ， Tr = 0. 了 7 年 . 
与 精确 解 相 差 很 小 . 
与 不 考虑 通 贫 腾 情 的 基本 模型 比较 ! 例 1) ,订货 量 在 钱 大 的 区 别 . 


2.7 ”批量 折 招 库存 模型 


直面 讨论 在 友基 采购 时 单价 和 批量 折 扫 的 库存 模型 . 通常 可 设 货 物 的 单价 
vtz} 靶 采 网 量 ; 的 递减 阶梯 阻 数 .本 模型 的 其 他 假定 加 2.1 告 的 车 本 模型 , 为 简单 
起 见 ,这 电 凡 考虑 一 慨 单 价 的 情形 , 凤 单 价 为 
v2) - 人 ftO< zz< 0,), 
( OE 所 2)， 
的 情形 , 共 中 #8; 为 实行 折扣 的 批 二 . 
与 此 本 模型 的 指导 相仿 ,由 于 不 多 许仙 贷 , 战 单位 时 间 ! 中 的 平均 总 费用 为 


(ci > cz) (2-23) 


ci + 0 + Far 【站 但 裤 人 ) ， 
PO) = DK 1 
2 0 + cr (On 志 0). 


观察 FLO) 的 图 撒 ( 图 2-4) 可 知 , 使 其 达 最 小 值 的 点 , 即 直 仁 订货 量 07 与 OO 的 位 
置 只 有 图 2-4fa) ,tb ,te) 所 示 的 -种 可 能 情形 . 


下 mf 0} Feo 


LIP 


0 =0” #0 
{Ca 


出 此 可 得 求 最 佳 订 货 量 8” 的 步骤 如 下 . 
(1) 计算 有 批量 折扣 时 的 E00， 
避 = ADKACea ri 
(2) 车 信守 06 图 2-4(0)), 则 ”= 2; 否则 可 算出 
01 = ww 2DK/A eT). 
(3) 计算 FCQ5) 及 (01)， 
， FItH) = cD + vw 20DK. 
若 必 Oo 志 记 (CO1( 图 2-4(a), 则 ”= 05; 罕 则 人 ”= 01( 图 2-4(b)). 
用 相仿 的 步骤 nf 以 推广 到 多 种 折扣 价格 的 情形 . 
例 4 -种 货物 的 基本 数据 如 表 2-1 所 示 . 


2 确定 性 库存 模型 ， 743 ， 


表 2-1 
六 夫人 ”后 》 ci 必 雹 7 件 ) Pr Pe 年 -! 
1 0 0.25 
2 L200 3.5 20 0.25 
3 $0 000 4. 2 站 95 


供应 商 答应 订货 基 超 过 1000 件 时 单价 优 囊 5 , 即 c= 0.95c. 试 分 别 求 其 最 住 让 
货 其 . 

解 ”对 于 货物 1:02: = 233 件 < 1000 件 ,站 = 227 件 . FF(Ob) = 70 278 元 ， 
0 = 72 349 6 > 了 四 ), 政 0 = 1000 件 . 

对 于 货物 2:0 = 241 件 < 1000 件 ,0 = 235 件 .FiO1) = 4430 元 ,Fi(0,) = 
4405 元 < FEO, 战 0Q”= 235 件 . 

对 于 货物 3:0 = 1489 件 > L000 样 , 故 0 = 1489 人， 


2.8 一 类 特殊 库存 模型 


下 而 介绍 实用 中 常见 的 一 类 库存 问题 .假定 在 第 :次 采购 时 可 以 用 较 低 的 价 
档 来 进货 ,例如 ,在 成 侠 设 备 引 进 的 同时 ,其 易 搬 零 部 件 的 进门 ,或 者 是 涨 价 前 的 量 
后 一 次 低 价 的 订货 机 会 等 .那么 ,第 -次 订货 量 过 大 才 合适 ?第 一 次 什么 时 候 开 始 
订货 ,订货 量 多 天 ?模型 的 其 余 概 定 同 2.1 节 的 基本 模型 . 

若 当 前 的 单价 为 cj ;而 单价 即将 为 eaf el < 52); 记 首次 订货 基 为 0, 则 它 可 以 
供应 97D 个 时 间 单 位 .由 式 (2-4 ,这 一 阶段 中 的 平均 库存 曙光 092. 因此 ,在 07D 
时 间 中 的 总 费用 为 

CN) = 天 十 aQ+tar 鲜 二 二 长 + a0 + 2p. 

在 cz 价格 下 的 经 济 订 货 量 六 

0 = 人， 
相应 的 单位 时 间 平 均 费 用 由 式 (2-7) 给 出 , 即 
MN = cD + 2etDk, 
因而 在 9xD 时 间 内 采用 经 济 订 货 量 公 式 的 最 优 解 0; 总 器 用 六 


Oro) = (or SE) 0 
于 是 ,可 以 考虑 选择 0, 合 

H(Q) = SF(0,) - C(O) (2-24) 
达到 极 大 , 艺 使 第 二 次 订货 与 第 一 次 订货 的 费 川 差额 最 人 .由 政 (@) = 0, 即 可 解 
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得 首 歼 最 作 订 货 量 


Ow= hr 
而 此 后 的 订货 网 可 按 单 昼 为 总 时 的 EOQ 公式 进行 . 
秽 5 设 - = 中 拒 7 什 ,=3557 件 ,D = 480 件 7 年 ,k = 20 兢 ,r = 
0.47 年 , 求 首次 最 住 汀 沉 病 
解 


0 = A/ 228 ~ 如 件 ， FO) = 17 318.5 0, 


0w = ( 污 x38+ 开 二 人 x 的) 件 = 534 件 ， 

于 是 ,首次 订货 534 件 ,经 过 534/480 年 = 1.1 年 后 ,进行 第 “次 订货 ,每 次 洒 38 忻 . 
以 后 每 隔 4 周 订货 一 次 .容易 算出 HCO2) = 386.0 元 ,H(0,,) = 2 926.4 元 .因此 ， 
用 这 各 方式 订货 可 节省 所 人 -下 Go = 2 340.4 元 . 

末节 讨论 的 模型 还 可 以 推广 到 有 n 种 货物 ,并 且 对 第 -次 订货 有 总 预算 不 的 
约束 的 情形 .沿用 相仿 的 记号 ,此 时 间 题 归 为 求 

maxi( 信人， 0,) 
下 的 Qt = 1,2,…,) ,约束 为 
Zc0: 所 = 全， 


其 中 
(01, O20) = > (去 (Ce,D, + voiR) (Ch, + ei + 2 srg)). 
不 考 瞳 约束 条 件 求 出 第 : 种 货物 的 第 一 次 订货 基 9; ， 
O* - On + cu- od (Ff = 2), (2-25) 


大 1 r 


其 中 @ 为 第 种 货物 单价 为 cz; 时 的 WOQ 公 \ 式 的 最 优 解 此 时 苦 约 束 条 件 
0” 元 满足 , 则 第 一 次 洒 货 量 就 采用 上 述 公式 ; 否则 由 如 下 的 拉 格 朗 忆 
(jagrange) 乖 子 法 求解 . 仿 

HONG) = 01 2 Oo) -A( Pol 


弓 此 得 
57 =0, 闭 = (Cio= 1,2,. ,7). {2-26) 
解 之 有 第 天 贷 物 的 次 最 从 订 贷 量 ， 
0 = (Qu + ) ~ (Plo ) -wp). (2-2) 


3 人 铅 求 韭 平稳 的 有 限 阶 段 确 定 件 械 而 * 745 ， 


— - 一 -一 一 一 一 -一 一 


例 6 设 有 -种 货物 ,其 本 数据 旭 表 2-2 所 示 . 总 预 站 约 吕 下 = 10000 匹 .起 讨 
论 其 订货 策略 . 


表 2-2 
上 货物 eA 7 习作 KA 开 rzf 件 .外 1 
1 站 
2 20 0 500 0 1 
了 10 20 0 20 1 


先 算出 第 i 种 货物 在 单价 为 0 时 的 E09: 
Ou = “加 件 = 40 件 ，Qw = 26 们 、0w = 29 件 ， 
不 省 虑 也 算 约束 时 货物 1 的 第 一 次 订货 其 为 
07 = (加 40+ 于) 作 = 320 件 . 
外 人 入 ,902 = 289 件 .此 时 这 鹉 种 货物 的 费用 沪 
(320 x 15 + 289 x 20) 元 = 10 580 7 » 币 . 
故 利用 成 (2-27) 可 以 炒 则 满足 约束 条 件 的 最 值 订 货 遇 .它们 分 别 为 : 
QF = 715(40 + 800) — a005(20 x 840 + 30 x 526 + 20 x 429 - 10 000) 件 
= 161 付 ， 
02 = 189 件 ， 03 = 378 件 . 


3 ”需求 非 平稳 的 有 限 阶 段 确 定性 模型 


本 草 讨论 证 求 已 知 代 此 平 程 ,时 在 有 限 阶 段 中 运行 的 桶 定性 库存 模型 . 非 平 稳 
的 而 求 量 是 可 能 发 生 和 的 .例如 ,按照 签订 的 合同 ,每 阶段 有 不 同 的 供 贷 要 求 ;对 贷 物 
的 击 求 党 季节 性 影响 ; 圾 防 性 更 换 对 零 部 件 的 后 求 可 能 时 上 正平 稳 的 ,等 等 ,内 此 ,这 
种 推广 是 有 意义 的 . 


3.1 ”连续 朋 战 模型 


连续 盘点 模型 有 如 下 假 和 证 ， 

! 单 品 种 货物 库存 ,连续 盘点 ， 

mm 枚 时 贷 贷 . 

了 Pd 足 1 的 明 娄 ,Qa1r< 工 
中 不 允许 缺 货 . 

字库 在 系统 在 有 限 订 段 '0,7T) 路 运行 . 
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饼 在 [0, 7) 中 发 出 于 个 订货 单 ,m = 1;,2…; 第 + 1 个 订单 发 出 的 时 间 为 二， 
i 42 第 次 的 订货 其 为 ,i = 
1 2， ,六 

初始 库存 为 属 , 央 此 在 上 = 0 时 发 出 第 -- 个 订单 ,订货 性 汶 上 1， 

下 费用 了 包括 订货 费 及 保管 费 .订货 费 Cifz) 由 式 信 -1) 给 出 .保管 路 与 库存 水 
半 成 比 例 . 货物 的 单价 为 ,单位 时 间 单 位 成 本 的 保管 费 为 r. 

邮 么 ,如 何 确定 吕 及 一 对 序列 并 站 人 = 1,2,… ,ni ,使 得 库存 系统 在 [0， 
让 时 段 中 总 费用 杖 小 ? 

记 DEF) 六 到 时 刻 二 的 尝 积 需求 量 , 即 


Di) = | aaax (OgitxT). (3-1) 


首先 注意 到 在 时 刻 了 ,库存 水 平 应 为 0; 其 次 ,由 于 交 货 是 瞬时 交 货 ,因此 在 库 
存 水 平 变 为 和 时 再 订货 更 为 经 济 , 由 名 , 才 的 定 交 ,有 
0Q; = D(E) 一 了 (二 1) (i = 1,2,.,n), {3-2) 
这 表册 序列 上 与 人 互相 叭 - -确定 . 记 p(4) 为 到 时 刻 : 累 积 的 订货 量 . 由 于 订 售 信友 
和 牛 在 时刻 ,因此 pl1) 是 : -个 阶梯 函数 ， 


ptt) = SV py), (3-3) 


其 中 后 为 [4 1,4) 上 的 示 性 函数 ， 
在 财 间 段 [0, TY》 中 的 总 订货 费 上 及 保管 费 C; 分 别 为 


C= DK+ eQ) = nk+ cD(T), 


t=1 


C2 = oj ceo - 20D]dt 
因此 ,在 [0, 7) 中 库存 系统 的 总 费用 为 
了 
GTC = nk + oD(T) + a] [人 -DCD1dt (3-4) 


对 于 固定 的 订货 次 数 n, 要 使 式 (3-4) 达 最 小 ,只 楼 使 表达 式 小 的 积分 达 最 小 . 
利用 式 (3-1) 及 式 (3-3), 得 


fo- pu = Dp) + | CT ee(adz 


_ SQ + | ads、 (3-5) 
由 上 式 知 , 只 要 选 皮 4,t2,…, 刀 1, 使 
有 要 = So 
达 极 大 即 可 ,由 式 (3-2), 上 式 吕 以 写成 


nl 
Feryrtas "st .1) = > [DEs) - Der) si. 
= 


二 


需求 非 平稳 的 有 限 阶 段 确定 性 模型 * 347 ， 


由 极 值 必要 条 件 3E = 0,i = 12， -1 可 以 列 出 -1 个 方程 
Dg) — DE) = du) (Ut, - tL1) (i=1,2, ,nn-1). (3-6) 

因此 ,对 村 纵 定 的 n, 可 以 由 式 03-6) 解 出 m- 工 个 值 ,0 如 1. 然后 利用 式 
{3-2) 求 出 站 ,让 = 1,2.… ,nn. 最 后 ,出 式 (3- 相 算出 有 #5# 深 让 从 时 的 总 旨 用 (TO)，. 
比较 不 同 的 的 值 ,从 中 选 出 最 优 的 # 基 相 谱 的 5 值 (i = 1,2,…,n 一 1]. 下 而 用例 
于 来 说 明 这 个 过 程 ， 

例 1E 设 需求 罕 2)= DD,0 有 st <T. 此 时 模型 变 为 在 了 眼 扒 段 [0, 和 中 的 基 
本 库存 模型 . 显然 


Df = 应 (Det < 人)， 
方程 式 (3-6) 恋 为 
Dt 5) = DE- tL) i= 1,2..… ,rn 1). 【3-7) 
因此 ,可 以 递 推 地 求 出 解 
6 = 二 了 (i = 1.2m 1 (3.8) 


这 表明 在 需求 率 为 常数 的 情况 下 ,等 间 陋 地 订货 是 最 优 的 .由 碟 人 3-2) ,相应 的 订货 
量 为 
0 = 二 了 
由 式 (3-4) ,库存 系统 的 总 费用 为 (写成 n 的 函数 G{n)) 
ny = + DT + | 一 >) rET + | prdz) 
= nk + eDT + pe (43-91 


最 优 的 ns” 十 使 Glin) 达 最 小 值 , 即 n” 满 足 
Cin je Gn -1 fln' ye tn + 1]). 
利用 式 (3-9) ,上述 两 式 可 以 写成 
nn 1 «koDr < n'tn” +1). {3-10) 
由 此 可 以 唯 确定 rn ,自由 式 (3-8) 求 出 订货 时 刻 . 


例 2 代 定 了 =6e=3ir= 1,K= 10, 
dli) = Date 6). 


试 求 库 存 系统 的 最 优 策 略 . 
解 由 式 (3-6) 可 知 ,订货 时 刻 £ 满足 一 组 二 阶 常 系数 差分 方程 
t=0 (i = 1,2,"…,n ~ 1), (3-11) 


ti = 0， 志 = 了 (3-12) 
差分 方程 式 (3-11) 相应 的 特征 方程 次 

+- 3x+2=0, 
它 有 两 个 相 异 的 实 根 1 及 2. 故 式 (3-11) 的 通 解 为 
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t; = A+ 本 (i = 0,1,2,..…). 
由 边界 条 件 式 (3-12)》 ,可 得 
T T 
A 7 
融 有 
4 m1) (i = 0,1,2,.,n), (3-13) 


对 于 最 定 的 ,由 式 (3-4) 知 ,库存 系 统 的 总 费 几 为 
| 7 <" 
TO = nk + > T+ “(| x*dx 一 人 os 
和 人 
Gln) = 玉成 一 er > Ot 


= HK 一 DR — 4), 
则 虐 佳 的 二 使 ea) 达 量 小 信和 ,将 有 闫 数据 代入 |- 式 ,出 丰 
ot) = 10, £2) =- 776, C3)} = -0. 
战 眼 n” = 2. 此 时 由 式 {3-13) 及 式 {3-2) 可 知 , 第 次 口 货 在 1 = 0 时 , 红 货 量 避 
= 2 第 一 次 订货 在 上 = 2 时 ,订货 明 0, = 16. 


3.2 ”周期 失态 模型 


周期 巷 点 的 库存 模 磺 有 如 下 假 业 : 

b 单 贞 种 货物 ,周期 盘点 ,初始 库存 为 0， 

2 库存 系统 在 了 个 有 限时 航 { 周 期 ) 中 运行 . 

入 南 求 1 站 ,= 12 下 知 . 

中 大 多 许 缺 货 . 

予 瞬时 诬 货 ,在 每 个 周期 开始 的 时 刻 订 货 并 立即 得 到 补充 ,在 第 主 个 周期 开始 
时 刻 的 订 贷 苦 为 pt 莹 自 人 = 上) 

外 痪 用 包括 订货 费 皮 保管 距 . 第 :个 周期 中 的 亲 货 吕 为 Gp(0), 这 里 Ci(z) 
出 式 人 -起 定 立 . 记 拓 站 为 第 上 个 周期 结束 时 的 库存 量 ,在 周期 上 中 的 保管 费 泪 义 
为 

(Er Cr 二 12 ,7)., 

那么 ,如何 求 - 申 非 鱼 订 货 量 pC ,t = 1 2 了, 合 在 有 限时 段 了 中 的 总 

费用 最 小 ?使 总 费用 最 小 的 订货 量 序列 称 为 个 最 优 方案 . 


3.2.1 动态 规划 划 法 


在 所 讨论 的 库 丫 模 异 中 ,库存 其 #0 满足 如 下 关系 式 : 
Hy = m1) + peti) de) (t= 1,2,.%, 71). 《3- 14) 


3 而 米 紫 平稳 的 有 限 阶 段 克 定性 棕 玫 .749 . 


库存 蕴 的 变化 如 图 3-1 所 示 . 


firr 


心 
7—] T t 
dit) dil di2) dtT~-1) dt 7) 
peeptl) piwl pla} nlT) 
tit} 0 ily ri2) HT--1} 0 
图 3-1 
对 于 任 一 最 居 方 案 1pfe ,+ 一 1 了 , 必 有 
FE 13pfr = 日 tt = 1,2,.… ,7T), (3-16) 


这 可 以 由 反 证 法 来 证 曲 , 若 对 十 革 个 ta(1 < 二 站 ,有 1- 1p 到) > 0. 不 妨 设 
四 是 具有 这 个 性 质 的 最 小 数 . 记 诈 以 前 最 近 的 :次 订货 发 二 在 周期 1 开始 的 时 刻 
{1 和 本). 现 构造 一 个 新 的 订货 量 序 列 Tp* (00),t = 1 2 ,Tl , 它 与 原 序 列 仅 
在 下 与 让 FF 不 同 : 
pry = ply- I -1), 
p(n) = pli) + 11). 
对 于 fp “(| ,库存 量 (24) 满足 
a) = I -I 1) (tf tx<t -1), 
Fa 一 1 = 心 ， 
记 和 这 于 |pt2! 7 的 总 费用 分 别 为 Gtp) 及 Gtp"), 则 有 
ofp -如 [= cert I(t ) + + TD ort r+ (1)) 
= cr Tt 1 > 0., 
这 表明 1 p(t)1 不 是 一 个 最 优 广 案 , 由 此 得 出 矛盾 , 故 式 人 3-16) 成 立 ， 
现 设 对 于 有 限 的 阶段 了 ,15ft 是 一 个 最 优 方案 . 候 定 最 后 一 次 订 贷 是 在 第 x 
对 期 开始 的 时 刻 ,1 和 x 万 TT. 因此 ,p(x) > 0. 由 式 (3-16). 有 
开交 一 1) = 0. 
要 由 式 侣 -14) 可 其， 


工 ， 
plx) = Dade). 
在 周期 x ,x +1,…',T 上 的 总 费用 为 
了 
K+ cplx)+ 人 > erif 日 。 
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车 沁 0) 为 到 [阶段 结束 时 的 最 小 总 费用 ,1t = 1,2,…, 如 有 如 下 的 泛 阴 方程 ; 
全 7) = ,min | 二 + cp{x) + Dorllt) + Fx — 1)}, 


fA0) = 0, 
这 组 方程 中 以 递 推 求解 , 先 算出 Fi1) ,再 算出 2),…，- 直 到 算出 要 求 的 站 站 为 
正 . 这 就 下 动态 规划 算法 .下 面 用 一 个 鲍 子 来 说 出 求解 过 程 . 
例 3 设 了 =4: 大 =5 元 .ce= 3 元 7/ 件 ,r = 0.3/ 周 期 .相继 的 需求 为 15,4,6， 
21 . 求 最 优 订 货 方 案 . 
解 按 式 (3-17) , 先 求 f(]1): 
下 上 = min | 丸 + cptl) +errl + 大 0 


= {5+3x5+43x0.3x0) 大 = 各 元 . 


{3-17) 


对 于 了 = 2. 有 有 
2 
fl2) = min {K+ plx) + DAACODO + Ax -| 


B=- 工 


2 


| | ep) + 之 verf(i) + /0) (x = 1), 


K+ opt2) + erl(2) + A(l) 【 = 2), 
= mint = 年 . 看 无. 
故 相 应 于 2 阶段 的 最 优 方案 为 p(1) = 9 件 ,p(2) = 0 件 . 
对 于 了 = 3 ,相仿 可 求 得 


所 人 = min ik + cf + > er + Rx—1) 


(54+3x (5+4+6 3x0.3x (0+6+0)+0] 元 tx = 1), 
= nin [5+ 3x (4+6) +3x0.3x (6+ 0) + {x = 2), 
[5+3x 和 +3XxX03Xx+35.6] 元 (x = 3), 
二 minft4.4 元 .的 .4 元 .59. 和 元) = 人 .5 元 、 
故 相 应 于 3 阶段 的 最 优 方案 为 19,0,6| . 


对 于 了 = 4, 有 
15+3x {tS5+4164+2 +3x03x (lr84+2+ 人 + 人 OE (x = 1), 
HN = in [5+3x (44+46+2)+3x0.3x (+2+ 人 0 + 201 元 {x = 2), 
[5+3xf6+2+3xD3xt2+ 由 +356] 元 Cx = 3), 
[5+3x2+3x0.3x0+ .0 元 tx 一 本) ， 


= min(75.8 元 ,70 元 ,66.4 元 ,69.6 元 ) -- 全 .4 元 . 
于 是 相 店 的 最 优 订 贷方 案 为 要 ,0,8,0| .最 小 总 费用 为 大 .4 元 . 

上 述 算 法 虽然 可 以 求 得 最 优 订货 方案 ,但 是 在 实际 中 很 少 采用 . 埋 由 是 算法 不 
易 被 实际 工作 者 掌握 ;此 外 , 当 防 段 数 了 大 时 ,计算 量 太 大 ,因此 ,有 不 少 人 提出 近 
似 的 启发 式 算 法 ,目的 存 干 减少 计算 量 ,使 方法 更 实用 . 


3 需求 非 平 鼻 的 在 限 阶段 确定 性 横 鹿 ， 351 ， 
3.2.2 SM 启发 式 算 法 
SM 天 发 式 近似 算法 是 由 锡 尔 个 {E.A.Silver) 和 米尔 Ch.C. Meal) 提出 的 . 其 基 
本 思想 如 下 ;从 第 一 个 周期 开始 ,车 :次 的 订货 其 可 以 满足 x 周期 的 需求 , 则 可 以 
算出 x 周期 中 只 包括 国定 的 订货 费 及 保管 路 在 内 的 平均 昧 用 
r(z) = LK + er De Da). 
，， - 
to = min|x: T(x + 1) = T(x):, 
即 性 为 首次 满足 Tx + 1) 半 T(x) 的 正 整 数 , 世 就 是 ,mm + 1 为 使 平均 费用 首次 增 
加 的 周期 序号 数 , 则 第 -- 次 订货 量 取 


0 = dli). 
此 后 的 步 又 是 把 第 io + 1 个 周期 当 作 初始 周期 ,重新 开始 上 述 过 程 ,最 终 可 得 :个 
订货 方案 . 
例 4 数据 同 例 3, 由 启发 式 算 法 ,有 
T(t1) = 5 元 ， 


7T(2) - 方 (5 +3x0.3x 作 元 =4.3 死 ， 
T(3) = 广 (5+3x0.3x(4+2x6)) 无 =6.47 所 >4.3 元 . 


上 故 第 1 次 订货 明 为 8 = 谊 yd(i) = 9 件 ， 
向 再 从 第 3 个 周期 开始 计算 ,有 
Tt1) = 5 元 ， 
7(2) = 方 (5 +3x0.3x2) 元 = 3.4 序 . 


因此 ,第 2 次 订货 量 为 = (6+ 2) 件 =8 件 . 
由 善 发 式 算 法 可 得 订货 量 序列 19,0,8,0|. 与 例 3 的 结果 上 比较 , 它 恰 为 最 优 方 
案 , 这 当然 只 是 -种 巧合 .局 发 式 算 出 的 订货 方案 其 相应 的 总 费用 ,如 表 3-1 所 未 . 


表 3-1 忻 
周 期 1 2 3 4 总 让 
切 始 库 存 服 0 4 0 2 
订货 民 9 0 8 0 17 
需求 景 5 4 6 2 17 


期 木 库存 最 4 0 2 0 5 
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省 愁 ,去 中 第 1 个 周期 林 的 库存 项 即 为 第 2 个 周期 开始 时 的 初始 库存 量 . 由 表 

3-[ 可 知 , 卜 总 费 有 村 为 
(2x5+3x17+13x0.3x5) T= 的 4 元， 

其 中 第 -项 为 方案 中 2 将 订货 的 周 定 费用 ,第 一 项 为 货物 的 总 价值 ,第 二 项 表示 方 
案 中 共有 6 件 货 物 在 喧 了 一 个 周期 所 需 的 保管 费 . 

和 件 许 党 实际 问题 中 ,需求 量 明 然 足 非 半 稳 的 ,但 可 能 起 全 不 大 ,此 时 可 以 采用 
四 简便 的 近似 疡 法 , 即 对 于 平均 需求 府 


D 二 四 之 ， dt 1) ? 
利川 最 侍 订 偶 量 公式 来 求 出 订 贷 基 , 然 后 根据 问题 小 的 数据 定 出 每 个 向 期 开始 时 


的 订货 三 .为 此 , 需 杰 有 -个 标准 , 册 来 判断 何 时 可 以 用 半 专 需求 率 DD 的 E00 公 
式 ,而 不 雍 妨 差 最 优 方 案 太 过 . 


了 了 
令 Y= FA) - BY, ye- , 


其 中 的 眉 义 与 离散 随机 过 量 的 案 异 系数 相同 ,反映 出 从 米 的 变化 程度 ， 
根据 经 验 , 基 VC < 0.4, 则 可 用 半 南 需求 率 五 的 FOO 会 式 妊 埋 , 和 否则 表明 家 
求 率 变化 较 大 , 则 可 用 启发 式 算 法 . 
例 5 数据 同业 3, 此 时 有 
D = 4.25, VC = 0.32， 
内 此 ,可 用 互 的 PoOD 人 公式 处 理 ， 


0 -V2 - 6.9 件 . 
切取 吕 = 了 件 ,由 于 第 1 个 周期 中 的 需求 量 是 3S 件 ,第 1,2 网 个 局 期 中 的 总 需求 量 
为 9 件 ,7 件 处 在 5 和 件 与 3 件 的 中 间 ,但 6.9 件 更 接近 于 s 忻 , 故 取 pt = 5 件 . 而 第 
2,3 周 期 的 总 所 求 星 为 0 件 ,与 区 上 相仿 的 理由 最 pt2) = 4 件 . 第 3,4 周 期 中 的 总 
击 求 量 为 8 件 ,将 取 pt3) = 8 件 , 此 时 pt4) = 0, 于 是 得 订货 序列 15,4,8,0 .用 表 
3- 上 所 示 的 方式 可 以 求 出 此 方案 的 总 费用 为 好 .8 元 , 比 肚 优 方 案 要 密 支 出 1.4 元 . 


4 ”随机 库存 模型 


前 其 意 讨 论 的 库 在 模型 中 ,需求 、 供 锻 及 殿 贷 渍 后 等 有 有 汪 的 量 都 假定 为 确定 性 
的 .然而 ,实际 问题 中 常 有 许 凶 不 确定 的 因素 . 例 旭 需求 复 . 杯 委 多 情况 下 是 事先 励 
法 确定 的 ,内 此 假定 汶 随 机 变量 才 更 符合 实际 . 在 音 论 模 则 ' ,假设 需求 方 随 厅 让 
直击 共 他 量 为 确定 性 型 时 结果 比较 完整 .本 童 证 要 介绍 单 本 种 货物 、-. 个 存货 场记 
的 随机 夺 求 檬 型 ， 

随机 需求 模型 可 以 分 为 周期 枚 点 与 连 续 术 点 畏 大 类 . 同期 盘点 宽 型 中 又 是 分 
为 单 同 期 .多 霹 期 及 无 安 周 期 模型 等 . 


4 ” 随 碘 这 存 模 硬 -。 353 ， 


单 周 期 模型 内 有 -个 周期 ,决策 阁 只 在 周期 开 妨 时 有 ”次 开采 ( 打 货 ) 的 机 

人 空 .上 典型 的 单 周期 模型 是 “ 报 竟 冲 题 ". 每 天 报 齐 购 人 当日 报馆 , 购 人 量 是 决策 恋 引 . 
-大 的 南 求 基 丰 能 事先 确定 ,但 可 假定 服从 已 知 分 布 , 若 购 入 虽 过 消 . 则 供 不 度 求 ， 

收入 有 捞 从 :车 购 人 的 报纸 销售 不 完 , 则 过 翻 的 报纸 也 会 造成 损失 .那么 ,如何 根据 
而 求 分 布 以 及 各 种 费用 参数 进行 闫 策 ,以 使 莫 用 的 期 望 全 这 到 极 小 (或 者 考虑 使 利 
润 最 大)? 这 就 是 单 周期 模 型 又 解 央 的 问题 . 

多 周期 模型 号 虑 系统 在 zfl < n < z) 个 周期 小 运行 ,决策 背 在 等 个 周期 开始 
时 明 而 做 一次 记 策 . 与 昔 周 期 模 间 不同 的 是 ,每 次 决策 时 不 足 兰 谍 使 该 向 期 这 到 最 
优 ,而 是 使 个 周期 的 总 体 达到 最 做 ， 

无 穷 周 期 模型 考虑 系统 一 自 运 行 下 去 ,这 策 准则 通 稍 足 使 单 你 时 间 的 六 均 期 
咀 费用 或 折扣 总 期 望 费 用 达到 棋 小 ， 

在 研究 库存 控制 的 优化 时 , 希 户 解 染 如 下 两 个 间 题 : 报 优 策略 其 右 何 种 形式 ; 
最 优 策 略 的 求法 .在 相当 广 证 的 范围 内 ,(s,$) 被 广 明 为 忆 优 策略 .但 竺 随机 模型 
中 ，-- 般 不 容易 求 出 * 及 s 的 倩 . 实 用 中 常常 通过 多 种 方式 及 简化 求解 ,3 的 过 种、 
例如 候 定 3 - * 为 已 知 , 这 可 减少 未 知 数 的 个 数 ; 寻 外 还 订 下 用 安全 库存 其 于 方法 
来 简化 求解 过 得 


4.1 单 周 期 模型 


和 研究 单 周期 模型 的 重要 性 主要 表 需 在 两 个 方 而 :一 方 叫 是 它 可 以 用 来 近似 摘 
述 某 些 实际 的 库存 问题 ,例如 对 于 经 营 季 节 性 商品 或 时 尚 物 师 的 商店 ,其 进货 阿 题 
of 以 用 单 周 期 模型 来 描述 ; 另 一 方面 , 单 周期 模型 简单 ,和 它 为 进 一步 研究 多 同期 动 
态 槛 型 打下 基础 . 单 周 期 模型 的 假 汪 如 下 . 
lb 在 周期 开始 时 作 一 次 订货 决策 
2 瞬时 供 货 . 
j -个 周期 中 的 需 类 基 瑟 是非 负 随 机 变量 , 棚 定 站 分 布 及 密度 曙 数 分 别 为 
Flix) rx 让 D0, 
4 费用 包括 订货 费 、 存 货 费 及 缺 货 损 失 费 . 订货 费 CC) 出 式 (1-1) 给 出 . 企 货 
费 在 疯 期 水 结算 , 它 与 期 束 的 库存 量 成 正比 ,比例 系数 为 ”在 再 求 是 跪 机 的 稍 况 
F , 缺 货 的 可 能 性 总 是 存在 的 .假定 缺 货 损 失 费 'j 缺 货 量 成 外. 比 , 比 例 系 数 记 作 p， 
并 设 p > ef 否则 有 p 近 <, 表明 不 进货 费用 最 小 ,这 种 情形 溢 有 研究 的 必要 ). 
? 抉 策 准则 是 期 望 总 费用 最 小 . 
下 向 讨论 曼 优 天 策 的 形式 及 其 参数 的 确定 . 
设 徊 始 库 存 的 水 半 为 <, 作出 决策 之 后 的 库存 最 为 y{ 虹 订货 民 为 yx), 则 订 
货 费 为 
Kt+ety- x) fy > x), 
Cy #) = tb 《YY = x). 
期 户 存 货 灌 太 期 举 挟 货 损失 费 分 别 为 
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-Ely - D), =- ry ~ x)f(x) dx, 


pECLD — 7Y), = 中 x — yf dx, 
其 中 (x) = maxt0,x), 记 


Ltr) = rEty— D) + pE(D - Y),, (4-1) 
则 总 期 望 费 用 
A(y) = {re -+ 人 2 (4-2) 


由 式 (4-1) 容易 求 出 
Dy = (fr+Ppityh) 一 下 ， 
Pr = (rt pAy) 0. 
因此 L(y) 为 凸 隐 数 .再 令 


GF) = cy + LY). 【4-31 
显然 ,GLY) 亦 是 一 个 凸 男 数 . 令 为 使 曙 数 Gy) 达 极 小 值 的 点 , 即 
eS + LLCS) = minG(y). {4-4) 
再 令 
5 = miniy:ety = K+ GC(S):, (4-5) 
凸 关系 曲线 如 图 4-1 所 示 . 
Cfy) 这 里 下 加 证 明 地 中 用 如 下 的 定理 , 它 丝 出 
了 最 优 策 格 的 形式 . 
定理 1 单 周 期 随机 库存 模型 的 最 优 订 
K+ CfS) 货 策略 为 (s ,5) 型 , 册 当 初始 库存 量 x < :时 
订货 至 $; 当 x 2 时 不 订货 .3,8 分 别 由 式 
C18} (4-5) 及 式 (4-4) 确定 . 
由 定理 1 可知, 确定 最 优 的 :及 5 的 步 又 
如 下 ， 
(1) 求 5 出 于 $ 屋 使 Gy) 达 极 小 值 的 
点 , 故 可 由 如 fy) = 0 解 出 全 ,由 式 {4-3) 可 
知 ,5 应 满足 
F(S) = Dir {4-5) 


(2 有 求 Y 良 5 吕 或 出 , 则 * 应 满足 
十 一 下 Te 十 开 S)， 
车 记 0 = 5 - s, 由 式 (4-1), 经 化 简 , 上 式 变 为 


(p- dQ- r+) Fs- «ds = 太 . {4-7) 


由 上 式 求 得 如 ,进而 可 求 出 s. 
例 1 设 需 求 节 总 服从 参数 的 指数 分 布 , 即 D 有 密度 函数 及 分 布 函 数 ; 


4 随机 库存 模型 ，755 ， 


Fx) = Aexplt— Ar Fix) = 1 ~ exp(— Ar) Cx 0). (4-8) 
由 式 (4-6) 容易 解 出 
$=- 六 (FE) (4-9) 


由 式 (4-7) ,0 满足 方程 

Cp- 0 (reo) -op(- A(S- x)))dr = K. 
简化 后 ,得 
exp (40) = 1 + A0 + ~ (4-10) 


它 可 由 数值 方法 求解 . 由 上 式 亦 可 求 得 8 的 近似 解 . 妾 和 0 比较 小 时 , 展 于 
exp 《48), 取 到 - 阶 项 ,此 时 可 得 


AK 


Pr 十 下 


。 /2 大 
台 ”一 1fe 二 (4-11} 

注意 到 需求 量 D 的 均值 为 173, 故 上 式 右 端 与 2.1 此 中 基 椒 模 型 的 E00 公式 相仿 . 

例如 .到 = 0.01.p = 4,c = 2, =3,r = 1. 册 式 (4-10), 有 

axp (AQ) = 1.0] + a0. 

故 可 解 得 A0 = 0.138. 国 此 @ = 13.8 = 14. 

由 式 (4-9), 9] 得 = 51.1, #=$- 人 = 和 .14= 8. 
部 (s,S) = {38,52)， 

如 果 利 用 近 榴 公式 (4-11), 则 可 得 0”= 14.2, 取 作 15, 相 应 的 ”= 37, 与 最 
优 策略 (38 ,52) 相差 很 小 . 


例 2 设 笛 求 恒 五 遵从 和 (ao .这 里 由 定 = 二 六 出 上 PDBD<m= DL- 了 二) 
一 人 ,因此 ,实用 上 本 以 把 六 (Po 当 作 - :个 描述 需求 量 的 分 布 萌 数 .此 时 ,已 有 分 
布 沙 数 四 (一下), 其 中 B(x) 是 W(0,1) 的 分 布 函数 .由 式 (4.7) ,有 


S= p+ op (E277), (4-12) 


其 趾 是 旬 的 反 晒 数 ,可 以 由 At0,1) 的 分 布 表 查 到 .H 式 (4-7) 可 知 ,@ 满 足 超 
越 方 三 


破 有 


(pce tr p)| os- =) ds = KK. (4-13) 


由 式 !4-13) ,可 以 通过 数值 方法 解 出 8, 于 是 可 得 ts ,5). 
例如 ,五 遵从 上 (100,.1) ,其 他 数据 同 例 1, 则 由 式 人 4-12) ,可 得 


S= 100+r10x 5- 二) = 97.5 -. O04. 
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利用 四 Cx) 寺中 (一 x) 二 1, 式 (4-13) 可 只 体 写成 
20 - | —_ Ppt™1 -yd = 2, 

印 只 下 前 

5 et tH dz-30 -3 


利用 数值 方法 ,在 二 式 中 代入 pa 的 上 其 体 数 据 , 印 可 解 出 总 = 5 一 6 = 3 一 也 
= 98 -6 = 2. 国 此 ,最 优 订货 方案 为 ( 提 ,38). 
例 3 讶 需 类 只 已 遵 捧 情 玛 分 布 ,相应 的 密度 两 数 为 


lt) = TF exp(— At) Cr > 0), 
其 4 = 00lia = 2.5. 上 其余 数据 同 何 1. 记 相应 于 gti) 的 分 布 盯 数 为 和 后 ;, 则 出 
GS) = ; 


可 以 解 出 s = 182.8 = 183. 按 式 (4-7},0 由 
20 - s| ets _ x)dx =3 


解 开 .利用 数值 方法 , 求 出 8 = 19.93 = 加 0. 故 最 优 订货 六 略为 (163,183). 
注意 ;着 槛 型 中 的 假 业 六 改 为 
3 需求 其 记 是 均值 为 4 的 非 贷 离散 随机 变 戈 ， 
PID= ki = tk = 0,1,2,.), 


2 = 1， 
此 时 最 优 策 嘴 们 是 ts ,5) 型 的 . 
在 离散 随机 需求 下 , 求 扰 优 策 略 中 参数 *,s 的 砂 紧 旭 下 ， 
1) 完 求 $5 5 满 由 
[本 (4-14) 
其 小 Gfy) 由 式 (4-3) 给 出 ,其 体 写 六 并 经 过 化 障 ,得 


OF) = 一 《pp 一 十 三 十 站 入 ve， 


其 中 gtj) = ZA 
出 式 (4-14) ,5 由 十 式 确 炬 ;1 
a(S-D) eo Tr < 85). (4-15) 


(2) 六。 ;十 渡 呈 上 下 式 的 最 小 整数 ; 
Cs) ee E+ CS). 
印 求 最 小 的 3 ,满足 
(p+ r) et) — {po c)se K+tp+ r) > et) — {pe)s. {4-168) 
了 -日 


j= 


4 随机 库存 模 珊 + 757 * 


例 4 假设 沉 求 服从 几何 分 布 
PIlD = ki = a 【二 站 


其 中 ,8 > 0a+ 有 = 1 此 时 显然 有 gf 门 = 工 - 让 (414)5 应 满足 
P's Sr 二 疗 . 
记 人 = SS-s, 则 出 式 人 4-16) ,经 过 整理 ,为 满足 下 而 方 和 的 最 大 整数 : 
BT + (K+ {e+ ra) ~ 1. 
例如 , 肥 a = 0.1,8 = 0.9, 共 余数 据 同 例 上, 则 应 江山 
0.97! 5 过 站 .9 
故 3=4. 而 总 为 满员 下 式 的 最 大 整数 
0. 90(1 + Ol x 0. 95(3+ 30)) = 1 
不 难 求 得 日 = 3, 因 而 s = 1. 放 最 优 订 贷 策 酷 为 (1,4) 
攻取 2 = 0.4,8 = 0.6, 其 余数 据 同 例 1. 此 时 3 = 1 0 = 2. 于 是 s=-1. 上 最 优 
汀 货 策略 为 (- 1,1) .这 个 结论 初 看 起 来 似乎 不 合理 .事实 1 ,仔细 分 析 其 需求 其 可 
发 现 ,一 个 周期 中 的 平均 需求 量 公 为 re = 1.5, 谭 固定 的 订货 费 及 保管 费 很 人 , 央 
此 ,如 果 没 有 事先 肯定 的 定 址 的 拖 交 (反映 为 初始 库存 此 为 负数 ) ,经 营 这 类 商 师 
是 无 利 可 图 的 .内 而 当初 始 库存 其 为 0 叶 不 定货 . 
例 5 假定 需求 万 服从 参数 4 的 衣 松 分 布 


大 
PID= k= 条 exp(- 7 (Ck = 0,1,2,.). 
显然 ,均值 4 = ED = 4, 沁 
gtj) = exp (— > 人 


出 碟 (4-15) 可 知 ,$ 由 
ES -人 a 二 所 Eg(3) 
确定 .利用 数值 方法 可 得 SS = 97. 由 式 (4- 1 可 知 ,s 为 注 几 下 式 的 最 小 s: 
5 _ 2s 二 3 5> ie) -2x 97, 
可 求 得 ,* = 兄 . 央 此， 最 优 订 货 策略 为 (91， on) 


4.2 多 周期 模型 


本 节 把 4.1 闻 中 模型 的 周期 数 二 全 大 二 1 的 .很 定 竺 局 期 的 而 求 量 是 与 D 独 
立 同 分 布 的 随机 变量 ,密度 消 数 吧 分 布 晃 数 分 别 记 作 卫 4) 届 所 x) ,x 主人 0. 省 周期 
年 的 费用 结构 与 4.1 节 中 的 由 同 . 半 某 个 周期 的 需求 超过 届 给 时 ,库存 水 平 记 作 什 
值 , 共 不 足 部 分 作 下 一 次 进货 时 闲 即 补足 {由 有 最 后 :个 败 电 除外) ,每 个 周期 结 朱 
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时 都 对 库存 水 平 进行 - -次 盘点 ,并 对 下 个 导 期 作 轴 订货 鹿 的 次 策 ,目标 是 使 个 周 
期 的 期 望 折 切 费用 达 最 小 . 

nr 同期 库存 模型 的 优化 指 题 可 用 动态 规划 中 的 最 优化 原理 来 分 析 , 按 最 优化 
原理 ,可 把 周期 的 序号 倒 排 , 即 把 最 后 一 个 周期 称 作 周期 1, 倒 数 第 2 个 周期 称 作 周 
期 2,… ,倒数 第 = 个 同期 称 作 赂 期 #. 记 afl0 < a 志 1) 为 折 扣 因 于 , 取 目 标 消 数 为 
n 个 周期 的 折 邯 总 费用 . 记 wx) 为 周期 7 初始 库存 水 平 为 x 时 ,周期 1 到 j 的 折扣 
总 期 望 费用 .约定 yo(x) = 0. 根 据 最 优化 原 旦 ,对 于 | = 1,2,…,m, 可 得 如 下 递 推 
关系 : 


W(x) = min} KB( x, 7) + cty— x + Ly) + 中 Fy 一 8 天 下 di ， 
其 中 


1 ， 

dt,y) = to 人 
rt ) = {PD fy = 0), 
和 Cy < 0). 


在 Vx) 起 达成 由, 石 端 大 括号 电 的 头 二 项 之 和 表示 住 第 同期 之 初 把 库存 水 平 增 
加 到 y 时 ( 即 订 货 基 为 7 -x) 所 需 的 期 望 费 用 .车 第 j 阁 期 的 需求 量 为 &, 则 第 - 1 
周期 的 初始 库存 为 y - “那么 在 头子 - 1 个 周期 中 的 期 尝 扩 扣 总 费用 为 ay ~ 
&). 丰 人 括号 中 最 后 一 项 为 第 j 周 期 有 初始 库存 y 时 , 头 j -- 1 个 周期 的 期 望 折 扣 总 
筑 用 . 

可 以 证 明 , 对 Jn 几 期 的 动态 模型 ,其 最 优 策略 由 一 到 临界 数 对 1(s ,5S),j = 
1,2,…,n| 给 册 . 凤 当 周 期 7 的 初始 库存 水 半 为 x 时 ,着 x < ，, 则 订货 至 5; 否 则 不 
订 代 ,j= 1,2,. ,nn. 

对 上 = 42 全 


人 = cr+ Ly)+ 中 Vr- wi udu. (4-17) 
基 采 用 1( .5)| 第 略 , 则 有 
TK+ G8) -ex (x < 5), 
go = ec 和 (4- 18) 


对 于 n 同期 动态 模 噶 ,要 想得到 最 优 参 数 的 值 ,可 以 利用 递 推 公式 (4-17) 及 式 
(4-18) ,但 是, 计算 量 一 般 很 大 . 目 脏 尚志 在 实用 上 方 使 简 济 的 方法 .但 当 wm 较 大 
时 ,of 以 用 下 他 介绍 的 稻 态 模型 来 近似 ， 


4.3 ”基于 稳 态 分 析 的 随机 库存 慌 型 


前 面 讨 论 的 多 阶段 随机 库存 模型 的 实质 是 利用 动态 规划 的 最 优化 拓 理 ,把 问 
赴 的 求解 化 为 一 个 才 阶 段 决 策 计 程 .基于 稳 态 分 析 的 随机 盯 存 模型 的 求解 恩 路 是 ， 
假定 讨论 的 周期 是 无 限时 级, 先 对 库 们 水平 ( 随 册 过 程 》 齐 行 种 态 分析 , 然后 根据 
所 采用 的 订货 策略 和 系统 的 费用 结构 ,对 稳 态 下 单位 时 间 系 统 运 行 的 期 望 平均 费 
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用 (或 折扣 费用 ) 求 极 小 ,从 市 求 出 最 优 策略 中 的 参数 . 
下 面 千 从 最 简单 的 随机 模型 开始 过 论 . 


4.3.1 单个 需求 连续 盘点 的 随机 库存 模型 


沪 模 型 的 假定 如 下 . 

1 相 视 单个 需求 之 加 的 时 章 癌 击 独 立 同 分 布 , 记 随 册 变量 为 区 ,有 密度 好 数 
x) 分布 函 数 F(x) ,x 0. 为 处理 方便 想见, 假定 1: = 0 I 寺 愉 有 一 个 需求 发 年. 

z 订货 后 瞬时 诡 货 ， 

采用 ts ,5) 策略 .出 于 每 次 需求 本 是 单 个 ,上 故 当 库存 间 沟 :时 应 立 芭 订货 ， 
订货 量 浪 0 = 5 - s, 是 一 个 常数 ， 

下 费用 仅 包 括 订 货 费 与 保管 费 , 其 形式 同 4.1 节 中 的 向 型 .由 于 是 瞬时 交 贷 ， 
区 可 不 计 缺 货 损失 沉 . 

记 H(t4) 为 上 时刻 : 系统 的 库存 哩 ,+t 关 0. 不 妨 设 初始 序 他 量 为 

HID+) = s+ (Lei 和 e000). 
显 热 ,1F(1) ,zt 0| 是 :个 有 限 状态 ls + 1,s +2,… ,3 十 昌 ! 上 联 值 的 时 间 连 纺 的 
随机 过 程 . 记 
pt) = PIH(L) = s+ (7 = 1,2,..…,0), 
p= lim pyt 全 {车 行 在 的 证 ). 
下 面 利 用 更 新 过 程 理 论 米 证 明 p; 存在 ,于 求 出 其 值 . 

若 把 8(1) 由 继 进 入 状态 s+ i 的 时 刻 记 成 开 ,, 号 ,…… ,出 库存 量 的 初始 条 件 可 
知 ,ft = 0 时 订 有 和 DO) = s+ 阐 故 于 | 于; 一 于， W3 - 六， 独立 同 分 布 .由 于 需 
求 是 单个 的 ,因此 这 个 公共 的 分 布 男 数 为 Fo(x), 它 是 下 的 0 重 卷 积 .由 更 新 报酬 
定理 LY 知 , 在 稳 坊 (1 -> w 时 ) 下， Ee 处 在 状态 ; + j 的 概 案 有 极限 pj, 且 

EX (Ff = 1,2.,0). 
= EW ™ OEX = my] ， 
若 记 百 为 稿 坊 -的 让 量 则 
PIH= s+j| = 四 (7 = 1 2 


即 百 是 |s+1,5+2 5+ 了 | 上 上 的 一 个 离散 均匀 分 布 . 

下 面 来 求 目标 函数 . 它 是 稳 态 下 单位 时 间 系 统 运行 的 期 望 费 用 , 记 作 6ts， 
0) ,这 里 * ,已 为 决策 变量 . 

记 了 为 相 分 订货 之 间 的 时 间 同 隔 , DD 为 单位 时 间 中 的 半 均 需求 量 , 则 有 


1 _ _ 
D= Br: EY= QEX = 方 . 


而 单位 时 间 中 的 平均 订货 次 数 为 (£7)-1 = np 稳 态 下 的 期 诊 库 存量 为 


EH = 2 二- {0+ 1)， 
多 此 , 稳 态 下 单位 时 间 中 的 期 望 费用 为 
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DR 


ots, 0) = (K+ e0) + rEH = c+ + rls+ (0+1)]. 


J 
坚信 G(s ,0) 达 概 小 ,只 理 睛 = = 0, 而 对 于 人 ,只 需 恒 
CG(0) = 0 + 二 四 


达到 极 小 .由 于 @ 只 取 整 数值 , 故 & 应 满足 
0- Da < QQ+. 


4.3.2 周期 瘟 点 随机 库存 模型 


仍 采 用 先 对 库存 水 平 进行 稳 态 分 析 ,然后 在 给 定 的 各 贬 类 中 .对 给 定 的 费用 结 
构 及 目标 函数 求 最 优 策略 中 的 参数 的 方法 来 讨论 模型 . 

称 相 妾 盐 点 之 间 的 时 间 为 一 个 周期 ,周期 长 度 已 知 ,不 和 护 取 成 单位 时 间 ， 

周期 盘点 随机 库存 模型 存 如 下 假定 . 

1 第 个 周期 的 需求 为 ,成 独 立 同 分 布 ,an = 1,2,…, 记 随机 变量 为 五 ,其 密 
度 函 数 及 分 布 函 数 分 别 记 作 fx) 及 F(x),x 之 人 

2 在 每 个 周期 开始 时 作 一 个 决策 ,采用 (*,S) 策 略 . 供 货 于 后 时 间 为 0,. 缺 货 事 
后 补足 . 

了 费用 结构 同 4.1 节 单 周期 模型 中 的 中. 

和 日 标 画 煞 为 稳 态 下 单位 时 间 平 均 期 望 费用 最 小 . 

记 第 ”个 周期 开始 时 已 作出 决策 后 的 库存 水 平 为 总 ,于 为 第 mn 次 订货 的 时 刻 ， 
na = 1,2,…. 约 定 z = 5, To = 0. 由 十 在 各 个 周期 中 的 需求 其 独立 同 分 布 ,因此 序 
列 | 马 ,nm = 0,1,2,…| 为 时 间 离 散 状 态 连 续 的 马尔 可 夫 (Markov) 链 ; 而 1 ,7 
则 为 一 个 离散 分 布 的 更新 过 程 ,T - 不 .独立 同 分 布 ,i = 1,2,…, 日 在 每 一 个 史 新 
时 敌 ( 即 订货 时 刻 ) ,都 有 

Xr = 3 tn = 0,1,2,.). 

假定 系统 处 在 稳 态 , 仍 用 各 记 稳 态 下 第 a 个 周期 初 作者 决策 后 的 库存 水 平 . 
下 面 米 讨论 总 的 分 布 . 

天 以 :个 正 概 率 最 值 8, 这 是 由 于 

， ， 、 - l 
Pi = S| = Pin,n 为 更 新 过 程 区 ,7T2，… 的 更 新 时 网 | = 二 


上 式 存 直观 上 二 穿 易 奉 出 的 ,因为 内 有 经 过 每 次 订货 ,库存 术 平 才能 恢复 到 8. 因 
此 ,库存 水 平 汐 的 机 会 在 相 硫 汀 货 间 隔 中 间 只 有 有 “了 沈 , 夏 上 式 成 立 ， 
由 上 了 -人 下， 独 了 同 分 布 ,5 = 1,2,-…, 战 


ECT TT) = ET = SRPIT = k= >,PT 
上 =1 上 =] 
若 记 如 = 5S 一 3, 则 右 
上 


PIiT | = Pl 用 过目 | = FF .1(0). 
ff- 路 


J 
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这 里 约定 页 = OFnofsl = 1r 区 0 下 为 天 对 其 日 身 的 上 -工交 着 积 . 天 是 平均 
i 和 货 间 随 
MO = FTI = DF (0) = 1+ DR (0). {4-19) 
| 记 = 1 
因此 
rv Le . 
Pih = S$: = N07 (4-20} 


记 ts 在 [上 的 密度 国 数 .村 川上 式 政 系统 人 在 机 态 
的 条 件 , 有 


中 (JE = Pixe her+ dr 
二 
= Pl = SIPix < BEF+dr|= 9.1 
S 
[Pra x+tdr| k= wi udu 
= M0) lS-*- = 人] <9-x| + Piu -x 中 1 <r pd 
__ 1 py |. 
= 床 DS 一 xidxr + A -xttu dudr. 
因此 ,人 
1 |. ， 
pin) = pr OWS 一 区】 十 Hu 一 x tuidu. {4-21) 
作 变 换 , 令 
v= SS—x, gv) = SiS— y), {4-22) 


则 式 (4-21) 恋 为 
go) = jd oY?) rj/ -edd OcveQ). 
这 是 :个 更 新 方程 , 片 解 3 为 
gv) = RD (0 < 1 0), (4-23) 

其 中 = 

f(s = | hr DD n= .2,0). 

将 式 (4-22) 的 ,sto) 代 人 人 式 (4-21), 即 有 
px) = Rr AS- x) fe 【有 24) 


出 式 (4-20) 及 式 (4-24) 知 , 读 , 的 平稳 分 布 在 | s, 5) 中 有 密度 晒 数 下 ,而 在 5 点 
有 正 概 率 .因此 ,XX 的 平稳 分 布下 (打住 点 上 有 跳 妊 ,如 改 4-2 所 未， 

下 而 利用 半 稳 分 布 来 分 析 竟 用 - 

4 订货 费 由 于 出 就 缺 货 时 ,事后 都 子 以 宪 足 ,个 思 期 的 平均 订货 二 就 等 
于 平均 和 再 求 量 , 必 一 次 进货 的 平均 货物 的 价值 为 cED. 而 对 上 一 个 局 期 ,下 在 着 证 
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货 与 碍 的 两 种 可 能 性 , 订货 的 概率 由 式 
J ， 《4-20) 给 市 , 周 定 的 订货 费 为 下 5. 办 此 一 
三 下 个 周期 单位 时 阳 ) 由 的 订货 费 为 
， ， 下 
| + WO) {4-25) 
” (2) 保管 费 与 缺 货 损 失 费 ”当局 期 开始 


时 的 库存 水 平 x 已 知 时 ,一 个 周期 中 的 期 望 
保管 费 与 扇 佛 损 兴 淡 分 别 为 rE(x 一 DD),， 


pECD - Yi 记 
Lix) = rex D+ pECD - x), 
= rs 一 uf(udu + pe 一 x}ftuydu. 
在 稳 态 下 ,周期 开始 时 的 库存 水 平 为 所 ,其 分 布 密度 为 (x) ,因而 期 望 保管 费 与 
缺 货 损 失 费 为 


| L(x) Ca)dr = Be + | ls) YC)dx 


A 
= Meo + + LS— x pts — x)dzr. (4-26) 


由 式 (4-25) 及 式 (4-26) , 即 得 一 个 周期 中 的 期 望 总 费用 


P(Q,S) = cED + KG + | ES PS sd。 (4-2] 


使 FtQ,S) 达 极 小 值 的 09,5 便 是 最 优 的 . 
例 6 假定 每 周期 的 需求 量 服 从 参数 为 1 的 指数 分 布 . 此 时 有 密度 函数 
的 = EXR 一 AX) (x 0). 
+ 是 
1 


ED = 人， 


Flx) = Ti emp- Ax), Sfx) = 外， 

nl I 时 E 
F(x) = ht = 1 - exp(— hp) 人 = cxpt— hr) 2 Wx}, 
MIO) = 1+ >,F.(0) - 1+ 30， 


Hx = i 0 (se 9). 
经 过 -: 些 计算 ,得 
Hz) = rx -了 ) + 二 exp(- hz)， 
按 式 (4-27) ,期望 总 费用 可 有 具体 表示 为 
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FQ,S) = E+ ot K+r(S -7 人 + 


元 A 
AQS - 7407) + exp(- ACS - 0))). 
藻 把 上 式 写 成 x = 5 -器 与 0 的 函数 ， 四 总 费用 上 直下 为 


G(s, = > + eol +riso + AsD+ 407) + exp( - 4)) . 
{4.28) 
将 上 式 对 求偶 导数 ,并 令 其 为 0, 即 
0 - 党 = 
可 得 
exp(- As) = "+ 20) (4-29) 
将 式 (4-28) 对 0 求 偏 导数 ,并 今 其 为 D0, 有 
it 
0 = 30 = = 1 oF + 六 10) + ro EK- tr+ pexpt— As}), 
利用 式 (4-29) ,得 
六 Mr0z = 上 . 
于 是 得 最 佳 值 
2AK 
0 -V 焉 ，，-- 1 ) 
A ri+p . 


不 难 验 了 证, G(s ,D0) 相应 的 黑 密 (ewoian) 矩阵 


HE PG 
ds 3530 

在 1 = 
于 26 FE 


as30 30 
在 W - (s,Q) 点 取 值 时 是 一 个 正定 短 阵 .因此 ,并 是 6 的 -- 个 最 小 值 点 . 


4.4 ”基于 安全 库存 量 的 随机 库存 模型 


由 于 需求 的 随机 性 , 缺 货 总 是 可 能 的 . 直观 上 容易 想到 ,在 订货 时 应 该 嵌 要 考 
虚 到 滞后 时 间 中 的 平均 需求 量 , 又 要 顾及 需求 可 能 出 现 的 波动 性 .这 种 随机 的 波动 
性 可 以 通过 下 面 将 要 引信 的 安全 库存 量 加 以 控制 ,通过 安全 库存 量 的 正确 选择 ,在 
一 定 的 费用 结构 下 可 以 使 系统 的 运行 状况 最 佳 . 

下 面 分 别 讨论 随机 需求 和 供 货 滞后 时 间 为 常数 的 库存 横 型 的 几 种 典型 的 情 
形 . 
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4.4.1 《5s; 蝇 ) 策略 ,9 已 知 

卉 型 有 旭 下 假定 . 

ip 连续 其 点 ,系统 在 稳 态 下 运行 . 

2 殿 货 灌 后 时 间 十 常数 工 , 缺 贷 事 后 补足 . 

3 需求 是 平稳 的 ,在 一 个 长 度 为 工 的 时 间 间 隔 中 的 而 求 量 为 X, 苯 从 NUps， 
o3) 分 布 . 下面 为 书写 简单 想见 ,省 去 gr 和 oar 所 带 的 下 林 . 

下 采用 (ss,0) 策略 ,日 已 知 . 

3 费用 包括 订货 况 .保管 费 及 缺 货 损失 费 . 订货 费 及 你 锋 咒 与 2.1 节 确定 性 库 
存 基本 模型 的 相同 , 缺 货 损 失 费 可 由 不 同 的 量 来 刻画 , 例 划 i!: 

个 每 -次 扇 贷 带 来 拱 失 Bi{ 元 ), 它 与 读 货 数量 及 缺 贷 时 间 无 关 , 这 种 情形 砾 
生 在 临时 采取 某 种 行动 {如 紧急 空运 } 所 需 的 额外 费用 ,11 芍 是 防止 旭 将 出 现 的 短 
缺 ; 

加 每 缺 货 :个 单位 ,其 缺 货 费用 为 cB, 此 中 民 为 单价 ,B; 为 比例 因 寺 ,这 里 
cB; 可 以 解释 为 由 于 缺 货 导 致 加 班 生产 而 引起 每 单位 货物 额外 增加 的 成 本 . 

可 以 根据 癌 古 的 不 司 情 忱 选择 一 种 矶 货 括 失 费 ， 

鲜 目标 晴 数 为 单位 时 间 中 的 平均 期 户 沈 用 .模型 中 的 决策 变量 次;， 

上 却 各 ,如何 确定 * 使 共 平 均 期 望 装 用 最 小 呢 ? 

为 此 ,引进 如 下 记 芒 . 记 

OH 为 更 有 库存 量 , 指 能 马上 满足 谋求 的 库存 最 ; 

009 汐 订 货 量 ，; 

BO 为 延期 交 货 的 货物 量 , 指 册 于 缺 货 丙 本 能 满足 的 那 部 分 笛 求 量 ; 

NS = OH - BO 为 兆 库 存量 . 当 净 库存 量 大 于 0 时 表示 现 有 库存 量 , 小 于 0 时 表 
示 缺 货 莉 ; 

f= NS + 00 = O01 一 BO+08 为 库存 水 平 , 表 示 可 单 朋 于 满足 需求 的 库存 县 
{和 伺 括 已 订货 但 尚未 到 贷 的 其 ). 

上 述 诸 量 都 是 随机 的 ,一 般 都 依赖 于 时 间 # 但 模 过 假定 系统 在 稳 态 下 运行 ， 
因此 这 些 量 不 依赖 于 请 

记 了 为 相仿 订货 之 同 的 时 间 间 隔 . 称 这 个 间隔 为 - -个 周期 .不 纺 设 : = 0 时 从 
好 一 个 周期 开始 .库存 水 平 随时 间 :的 变化 如 图 4-3 所 示 . 

再 记 一 个 周期 中 的 平均 缺 货 量 为 SC, 安 全 库存 量 为 55. 安全 库存 量 定 六 为 补 
充 的 订 债 明 到 达 前 一 时 刻 的 期 望 净 库 存量 .车 用 sj 记 亲 货 前 一 时 刻 的 库存 水 平 ， 
则 翁 可 表 为 

SS = 天 (3 -是 )， 
在 应 用 外 可 以 接受 的 一 种 近似 为 ,s - sj 与 供 货 滞后 时 段 中 的 需求 量 志 比较 谭 吉 小 
得 志 ,因此 有 $41 二 = 1 ,上 破 
SS = Ets— RN)= 4 py. 

出 上 需求 的 随机 性 ,为 了 尺 基 避免 需求 随机 波动 带 米 的 缺 贷 间 题 , 令 实 全 库 

存 馆 与 需求 的 标准 莽 o 成 正比 .地 邻 
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订货 到 货 “订货 到 货 
一 一 净 库 存 - - -库存 水 平 
图 4-3 


S93- s-K= 有， 
其 中 上 称 为 安全 因子 ,是 一 个 待定 的 常数 .显然 ,& 越 大 , 注 后 时 间 中 的 需求 得 到 满 
是 的 可 能 性 越 大 . 另外 ,其 管理 的 角度 出 发 ,有 一 个 至 洗 应 福 足 的 最 小 安全 因子 
上 "(A” 中 .因此 ,要 求 的 上 必须 满足 二 大 .于 是 最 终 订 货 点 的 库存 量 
5 = 上 + 和 

下 面 通过 不 同 的 费用 呐 数 来 求 得 上， 

{1) 保管 费 -个 库存 周期 也 可 以 看 成 是 相 邻 到 货 之 问 的 时 间 间 陋 . 因 此 ， 

一 次 到 供 前 一 时 刻 的 期 诅 现 有 库存 是 = Ets - XY),， 

-次 到 货 后 的 期 望 瑶 有 库存 其 = Els -XX) + 9. 

由 十 实际 库存 系统 中 每 个 周期 的 缺 货 概率 应 很 小 , 故 近 和 似 地 有 

Els— Em Els—- A)})= ss-r:= tw. 

又 由 于 需求 量 是 平稳 的 ( 邵 在 任 一 单位 时 间 中 的 壳 求 竹 有 香 同 的 分 布 ) ,因此 

一 个 周期 中 更 有 库存 量 期 望 值 的 变化 ,可 以 近似 地 看 成 从 9 + 和 线性 地 减少 到 


jv. 于 是 平均 的 期 望 库存 量 为 全 + 后. 由 此 可 推 得 单位 时 间 的 半 均 期 望 保 管 费 为 
Cl = al70 + Ir), 


(2) 订货 费 ”只 考 虚 固定 的 订货 费 . 若 记 单 位 时 间 中 的 期 望 需 求 量 为 DD, 此 时 
已 =_ pz, 则 单位 时 间 中 的 期 望 订 货 次 数 为 D/O. 因而 固定 的 期 望 订货 费 为 
C0, = OF 
(3) 缺 货 损失 费 。” 缺 货 损失 费 可 由 几 种 不 同 的 方式 表达 ， 
1. 基于 每 次 缺 伐 造成 损失 品 的 情形 
由 /一 个 周期 中 缺席 的 概率 为 PCX > s) ,因此 ,单位 有 H 问 中 读 贷 的 期 望 损失 
费 为 
D 
C0, = ORIP(X > 5). 
内 为 瑞 亲 从,o) 以及 = + 陋 , 胡 上 式 可 与 碟 
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C= pi /PE), 


上 其 中 更 = 1 - 中, 下 为 mw(0,1) 的 分 布 函数 . 
于 是 ,长 期 运行 下 PE 的 期 望 是 


Ck) = OF + erf 一 0 + kr) + 0 1 Ck). {4-30) 
现在 的 问题 为 求 出 让 ,使 GCE 达 极 小 . 由 极 信 必 要 条 件 .得 


有 了 ,就 可 计算 ; ,确定 * 的 步骤 为 : 

{1) 计算 4 = DBIAw 2 pr, 若 4 < 上, 则 转 到 步 双 国 ; 

(2) 计算 二 = w 2ndi, 若 有 > 大 , 则 转 到 步骤 田 ; 

(3) 了 肥育 = 上 * ,Kk* 为 从 管理 上 考 虚 选取 的 安全 因 -; 

(4) 取 s = + 语 . 

例 7 DP = 100 件 /年 ,0 = 200 件 ,c = 4 元 / 件 ,r = 0.1/ 年 ,un = 品 件 ,c 
= 加 件 , B= 500 元 ,上 ”= 0. 求 订货 点 库存 量 *. 

解 由 4= DBIAw2r Ocns) = 149.6,k = Vv 2nd = 3.16, 因 此 ,s = p+ 
Mr = 144 件 . 

2, 基于 缺 货 一 件 其 损失 为 cB; 的 情形 
此 时 单位 时 间 缺 货 损 失 费 为 

C= DBE(X — 8), 
由 于 立 服 从 WOrse3, 败 区 记 
ek) 定 2 3) 


- 7 | 《一 全)expf 一 2 ex — 1)dxr 
区 


_ | (x — BE) $C) dr, (4-31) 
共 中 由 为 At0,1) 的 密度 症 数 , 则 
0 = OBB 有， 
于 基 长 期 运行 下 单位 时 间 的 期 望 总 费用 为 
G(R) = oF + er( 二 7 0 + ko}+ Doar). {4-32) 
与 前 相仿 ,可 得 上 应 满足 的 方程 
5 = 厂 . 


于 是 ; 的 计算 步骤 为 ; 
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0 计算 由 = 小 ,者 如 > | 转 步 桑 加; 


(2) 求 丰 ,使 盏 (5) = 轴 , 若 上 > 转 步 又 由 |; 

{3) 服 天 三 Ek* 

{4) 腾 ss= + 入. 

例 8 = 10 元 ,其 余数 据 同 例 7, 冰 ;. 

解 4 = 0.002,B{k) = 0.002. 出 标准 正 态 分 布 表 舍得 下 = 2. 品 ,因而 = x 
+ 有 = 137.56 件 , 肥 成 : = 138 但. 

3. 缺 货 费 基于 服务 水 平 的 情形 

安全 因子 大 的 选取 还 可 建立 在 库存 系统 满足 需求 程度 (服务 水 平 ) 上 . 

一 种 扬 然 的 想法 基 上 的 选择 应 基于 每 个 订货 周期 中 无 缺 货 的 概率 bp， 上 .此 时 

PIE» 3) =1- pt = #1. 
出 于 POX > 5s) = 二) , 故 可 取 安 全 因子 ,使 耳 (K) = pi 订货 点 库存 量 s = jy 
+ ks. 

但 是 ,仔细 分 析 起 来 上 述 关 于 s( 或 站 的 决策 月 很 大 的 缺点 .原因 是 只 考虑 用 
每 个 周期 中 不 缺 货 的 概率 来 做 服务 水 平 的 度量 ,而 物 视 了 ?| 货 周 期 的 长 度 , 例 如 现 
有 两 种 货物 ,中 一 年 订货 1 次 ,而 乙 只 有 1 次 . 苦 都 要 求 每 个 订货 周期 中 缺 货 的 概 
率 汶 0.1, 则 对 于 货物 甲 ,平均 每 年 有 一 次 缺 货 ,而 对 于 货物 忆 ,平均 1 年 才 发 生 - 
次 缺 贷 .按照 管理 上 服务 的 会 义 ,就 不 能 认为 这 两 种 货物 拱 供 的 服务 水 平 二 相同 
的 .因此 ,在 多 种 货物 的 订货 周期 相差 悬殊 时 ,可 以 采用 服 和 芳 水 平 的 其 他 度量 来 窗 
其 . 

若 拓 的 决策 是 基干 需求 立即 得 到 满足 的 比例 ps 上 ,显然 , 洁 后 供 货 的 比例 为 


= 1- p= DEC- ,= EY). 
于 是 确定 s 的 步 又 为 ， 
(D 求 各 使 王 ( 和 ) = 苹 q, 注 意 ,和 Ch) 可 写成 


Vk) = $k) - BE), 

其 中 $$, 硬 分别 为 N(0,1) 的 密度 函数 与 分 布 函 数 , 人 = 1 - 全. 

[2) 若 上 声 上 ", 则 转 步 又 人 加 . 

{3) 最 天 = 下， 

(4) 最 = p+ 三， 

例 9 基本 数据 同 例 7. 

车 = 号, 则 天 = -0. 昌 ,此 时 最 上 =0, 故 = 850 件 . 

若 oo = 0. 亿 , 则 8 = 0. 和 9, 取 = 0 性 . 

若 呈 =0.01, 则 二 =0.90, 取 ;= 9 件 . 

这 个 全 了 表明, 当 缺 货 损 失 费 不 易 居 计时 ,由 服务 水 半 的 某 个 要 求 亦 可 求 出 相 
应 的 安全 库存 量 或 订货 点 的 库存 量 . 

需 旨 指出 的 是 , 太 电 的 模拟 试验 表明 ,在 上 述 诸 模型 中 , 若 供 货 河 后 时 同 中 的 
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需求 节 XX 遵从 正 态 分 布 这 -结论 是 由 实际 数据 的 统计 分 析 得 出 的 ,并 且 其 参数 4， 
of 也 是 统计 出 来 的 , 则 此 时 用 ,oi 的 估计 值 来 代替 真 估计 算 * 的 做 法 不 会 引起 : 
值 的 案 天 变化 . 

若 本 小 节 的 模型 假定 中 的 子 换 成 在 -个 长 度 为 上 的 时 问 间 阳 中 的 需求 最 xX 有 
一 般 秀 布 Fx), FC(0_)= 0, 此 时 仍 可 用 相仿 的 方法 讨论 上述 模型 ,但 是 表达 式 会 
很 复杂 ， 

4.4.2 多 种 货物 安全 上 库存 决策 的 比较 


泛 多 企业 在 进行 多 种 赁 物 的 库存 管理 时 对 和 谷 种 货物 - 律 回 等 看 待 , 即 订货 点 
均 取 为 相 何 时 间 中 的 需求 量 . 下 雇用 -个 简单 的 例子 来 说 明 ,若是 采用 上 述 介绍 的 
其 他 库存 迟 制 的 方 直 , 则 库存 系统 的 性 能 会 得 到 很 天 改善 . 

例 地 ”有 二 种 货物 ,其 订 赁 点 的 库存 量 均 足 基于 2 个 月 的 殿 应 量 来 计算 的 .其 
数据 如 表 4-1 所 示 . 

区 4-1 
货物 需求 基 单价 谐 后 时 间 标准 差 ”二 前 订货 量 日 前 订货 点 

DAt 件 /年 } ec 下 7 忻 ) fx 月 ax 性 Gx 件 sw 性 


1 15 009 20 1.5 10 了 S00 2 000 
2 石 O00 10 1.3 200 3 000 1 oo00 
3 4 400 12 1.5 友 2 200 S00 


基于 等 时 间 需 求 其 订货 和 基于 每 个 周期 有 相 丫 缺 货 概 率 的 订货 的 情况 分 别 
如 表 4-2 及 霄 4-3 所 示 . 现在 两 种 订货 方式 的 安全 库存 所 占用 的 费用 相同 的 条 件 
F ,比较 每 年 半 均 缺 货 总 次 数 及 缺 货 的 总 价值 . 


右 4-2 
代 曙 安全 因子 安全 库存 最 。 平均 每 作 缺 货 。 平均 每 年 缺 货 
的 价 植 $s/ 元。 次 数 并 次 7 年 ) 总 价值 上 元 7 年) 
(DD {2) (3) (4) 
1 0.83 2 490 0 .41 683.9 
2 1.25 2 500 0.21 202.3 
3 3.13 3 005 0 0.5 
总 计 | / 775 0.62 836.7 


表 4-2 中 各 栏 的 计算 公式 如 下 . 
3 类 货物 在 澡 后 时 间 1.5 个 月 中 的 需求 分 布 分 别 为 N(1 875,1507), (750， 
2007) ,NC550,80). 下面 的 公式 中 省 去 下 标 . 


() 栏 不 = 


(2 栏 5 = cei. 这 中 计算 的 是 安全 库存 量 的 价值 ， 


(3) 栏 DP(X > 3) = CD ,其 中 人 为 每 年 计 贷 次 数 . 
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(41 榨 TECX ~ s),=e Go¥(h). 
基 省 每 个 周期 有 相同 扎 货 概 窑 的 管理 方式 ,要 求 每 个 同期 中 各 类 货物 号 货 的 
概率 相等 , 败 诬 有 相同 的 安全 因 了 于 下, 因而 
sL-185 件 呈 -750 件 号 -550 件 


150 件 - 200 御 “80 件 一 
对 “要求 是 ,与 相同 问 表 订货 策略 所 寡 之 安全 床 存 的 费用 相亲 ,二 
(20(s| ~ 1 875) + 10fs — 750) + 12€53 — 550)) J = 7 995 元 . 
上 述 两 方程 联 立 解 之 ,可 得 
Ek 三 1 . 341 ,5) 二 2 077 性 ,s， = | 019 件 ,3; 一 558 性 . 
表 4-3 中 (2) ~- (4) 栏 的 各 量 仍 用 和 前述 等 间隔 订货 中 用 过 的 公式 计算 . 比较 两 
种 管理 方式 , 显 热 后 者 好 . 
表 4-3 


货物 安全 因子 安全 库存 基 平均 每 年 缺 货 半 均 人 千年 缺 华新 的 订货 点 


的 价值 Ser 元 次 数 A{ 深 / 千 ) 总 价值 /元 sr 性 

‘4 (2) £3) (4) £5) 

1 1.341 4 4 024 0.09 250.0 2 077 

2 1.341 4 2 689 0.09 165.6 LO19 

3 1.3414 1 288 0.09 80.0 658 
总 计 $ 的 | 0.27 ‘406.6 一 


4.4.3 {5s, 晶 ) 订货 策略 ,s ,0 都 未 知 


这 里 除 0 未 知 外 ,其余 假定 与 4.3.1 小 节 的 相同 .下 面 按 不 同 的 缺 货 损失 分 别 
讨论 s,0 的 求法 . 

1. 苏 于 每 次 缺 货 的 损失 哄 为 B 的 情形 

此 时 ,长 期 运行 下 单位 时 间 的 期 望 总 费用 用 式 (4-30) 计算 , 即 


Ck,O0) = BK+ BB(E)] + ol 0 + Ww). 
为 求 ,0 ,两 边 乘 以 二 ,得 
(DO) = 2 + (A)] + + 25， (4-33) 
广 意 到 经 济 订 贷 量 


ee rat (4-3 
因此 , 式 (4-33) 变 为 


Hk,0) = (OF) #0 + Bh)] + < 十 2 点 . 


可 
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由 极 值 必 要 条 件 30 = 0, 关 = 0, 得 到 
0, van +; PB), (4-35) 
! 站 
= 2n| 二 二 x 6( 一) | (4-36) 


于 是 可 得 C&D) 的 :个 迭代 格式 ， 

(1) 由 式 (4-34) 求 06 = 90"; 

(2) 出 式 (4- 和 3) 求 与, 若 式 (4-35) 厂 问 < 0D, 或 名 < , 则 联 和 加 =”, 这 于 
kk* 为 管理 上 允许 的 最 小 安全 国 子 ;否则 代 回 式 (4-35) 求 出 01, 反 复 达 代 , 直 到 权 
邻 的 值 之 差 满 足 定 的 精度 时 计算 终止 . 

由 式 人 4-35) 可 以 看 出 ,最终 得 到 的 上 > 0 ,而 不 比 由 式 (4-31) 得 到 的 笃 小 . 

例 1 DP=1220 箱 /年 ,ae = 12 元 / 箱 ,r = 0.27 秆 ,K = 8 元 ,1 = 如 箱 ,a 
= 35 箱 ,5 = 320 元 . 试 求 s,Q， 

解 ” 若 按 4.3,1 小 节 中 的 方法 处 理 ,可 由 EOQ 会 式 求 出 已 ,再 由 式 导 -31) 求 出 
下 .此 叶 


2 0 of2DK - il BY 
已 = 站 ”= or = 30.2 箱 ， 如 = 2 二 | = 2.46. 


吉 s0 = 4 kor = 166,1 箱 . 取 Qo = 引 箱 ,由 式 (4-30), 相 应 的 总 费用 次 
Co O00) = 453.2 元 7 年 . 


控 本 节 的 方法 , 则 有 初 值 侠 = 多 = 2.58, = 2.46. 列 出 计算 的 表格 ,如 表 
4-4 所 示 . 


表 4-4 
先 代 次 数 0 i 2 3 4 
《 2.58 2.91 2.96 2.97 2.97 
k 2.46 2.41 2,40 2.4 2.40 


于 是 按 式 (4-35) ,订货 量 0 = 103.9 箱 = 104 箱 ,订货 点 库存 量 
sng+ 如 = 1654.03 箱 = 165 箱 . 
总 费用 
Ck,0) = 451.0 元 7 年 ， 

比 玫 E00 公式 得 出 的 0* 作 订货 最 时 要 节省 费用 2.2 邢 ”年 - 

从 库存 管理 的 经 验 与 实际 情况 看 ,对 那些 最 重要 的 物品 , 因 其 价格 遇 贵 , 园 定 
订货 费 .保管 费 及 缺 货 损 失 费 都 很 大 ,此 时 可 用 同时 优化 人,) 的 方法 来 计算 ; 否 
出 可 用 FOQ 公式 先 定 昌 , 然 后 再 求 此， 

2. 基 于 每 缺 货 一 件 其 损失 为 cB 的 情形 

此 时 由 式 (4-32) ,单位 时 间 的 期 望 总 费用 为 
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人 (下 人) = 0 K+rcoB vk} or( 如 


F hr). {4-37) 
与 前 面 的 处 理 相仿 ,两 边 乘 以 < ,得 

HitEk, 0) = (2 ) sl 上 十 oh) | + 人 十 了 天， 
由 了 下 ja = 0,287/2Q = 0, 得 


B(4) -ao 2 鱼 ] ， (4-38) 


= (0 Daf 1l+ar wk), (4-39) 


若 取 初 值 bn = 0? ,出 式 (4-38) 求 出 , 冉 代 回 式 (4-39) 求 出 总. 这样 恒 得 :个 克 
代 求 解 的 方法 . 壕 代 中 责 和 注意 的 -一 点 是 , 当 上 证 志 0 或 < 大 时 应 取 关 = 大 

例 12 基本 数据 同 例 11,B = 10, 求 (5 ,9). 

解 若是 对 的 秆 乱世 ,而 9 的 值 由 E08 公式 求 得 , 则 IH 式 (4- 闪 ) ,订货 量 总 
= ”=- 91 箱 .由 式 (4-38), 得 = 2.97 ,因此 订货 点 

三 上 十 说 二 1%5 箱 ， 

若 同 时 对 ££,8 进行 优化 , 则 由 式 (4-38) 上 帮 式 (4-39), 达 代 两 步 后 有 上 = 3.09， 
全 = 和 销 .内 而 s = n+ 如 = 1 有 9 箱 . 事 实 上 ,公用 PoOO 公式 来 确定 8 相差 不 
大 . 


5 多 品种 多 级 库存 系统 的 控制 


5.1 多 品种 多 级 库存 问题 


多 品种 多 级 库存 系统 串 用 图 5- | 形象 地 表示 .在 这 种 系统 中 , 晤 高 的 第 一 级 是 
货源 点 { 中 心 仓 库 ) , 它 供应 第 二 级 的 库存 点 . 依 此 下 去 ,最 低 的 一 级 库存 点 (如 零售 
店 ) 直接 满足 跨 窜 的 需求 . 货源 点 直接 从 外 办 订货 或 组 织 午 产 . 若 在 图 5-1 中 第 一 
级 有 多 于 一 个 货源 点 , 则 系统 是 更 筑 杂 的 多 货源 多 级 库存 系统 . 

多 品种 多 级 库存 系统 的 :个 特点 是 ,可 能 有 区 种 不 问 的 江 货 策略 :单个 货物 分 
别 订 货 ;联合 订货 , 即 站 时 订购 所 有 物品 ;混合 策略 , 它 是 1: 壕 了 两 种 方式 的 混合 , 允 
许 同 时 订购 所 有 或 部 分 货物 ,相应 于 这 王 种 门 货 策略 ,每 次 i/ 货 的 固定 费用 对 最 优 
策略 有 显著 影响 . 以 两 种 货物 为 例 ，，- 次 单独 订购 货物 诗 的 冉 定 费用 为 天 ,联合 订 
网 时 为 天 .一般 应 有 

maxf Ki, Ka ce Ee Kt Ko. (5-1) 

问题 的 复杂 忻 还 表现 在 如 下 玫 个 方面 . 

(1) 需求 过 程 的 复杂 件 ”由 于 整个 过 程 具 有 一 种 层次 纺 构 ,因此 ,与 不 同 的 库 
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存 ! 或 生产 ) 策略 结合 起 来 的 而 求 过 从 是 复杂 的 过 程 的 先 如 ,特别 在 需求 是 随机 的 
情况 下 . 

(2) 决策 变量 优化 的 复杂 性 ” 识 策 变量 和 再 竖 从 系统 的 角度 同时 优化 . 

(3) 多 级 情况 证 服务 水 平 度量 的 复杂 性 ”通常 ,服务 水 平 只 在 最 低 一 级 上 来 
度量 . 较 高 一 级 上 的 缺 货 只 对 服务 有 次 昌 影 响 , 果 它 可 能 增加 对 下 … 组 的 供 货 滞后 
时 间 ,当然 最 终 会 影响 服务 质量 . 显然 , 某 一 级 上 的 安全 库存 量 会 影 啊 另 “级 上 的 
缺 货 情况 .多 级 问题 必须 从 总 体 上 考虑 ,避免 过 多 的 安全 库 人 存量. 

{4) 缺 货 外 理 的 复 条 性 ”由 于 多 级 结构 本 身 的 复杂 性 , 当 缺 华 出 现时 ,可 采用 
的 处 理 方式 会 多 种 名 样 .例如 ,一 个 下 级 的 仓库 向 中 心 仓库 发 出 订货 量 为 8 的 一 
份 订单 时 , 若 中 心 仓 库 的 现存 库存 最小 于 8, 则 是 马上 发 送 库存 部 分 还 是 等 货 备 齐 
后 一 起 发 送 ? 从 中 心 仓库 向 零 肯 店 紫 惫 发 货 是 否 吕 能 ? 同 - :组 之 间 能 否 互 相 调剂 ? 
当 最 高 一 级 面 对 几 个 不 同 地 点 的 要 求 不 能 全 部 满足 时 , 足 采 到 配给 策略 还 是 其 他 
方法 来 性 理 ? 这 些 因素 都 会 使 得 对 多 级 系统 进行 优化 时 更 加 复杂 化. 

(5) 计算 的 复杂 性 无论 基 用 多 级 名 变 量 的 动态 规划 来 计算 ,还 是 采用 评定 
有 限 个 不 同 的 系统 策略 的 优 沙 ,甚至 仅 做 -: 些 近似 的 启发 式 计 算 ,其 计算 量 都 是 非 
常 大 的 ， 

(6) 组 织 实施 中 的 问题 复杂 性 。 管理 一 个 多 级 系统 需要 信息 的 收集 与 寻 理 ， 
需要 协调 各 项 活动 .但 是 ,局 部 利益 常 妨碍 系统 的 成 功 实施 . 这 是 实际 执行 中 的 最 
大 障碍 ， 

下 面 讨论 最 简单 的 模型 . 


5.2 ”两 种 货物 的 确定 性 模型 


下 面 简单 介绍 在 不 同 的 订货 策略 下 两 种 货物 的 库存 模型 ， 
5.2.1 黄种 货物 单独 订货 模型 


模 玉 的 想 定 与 2.1 节 中 的 基本 模型 相同 .用 下 标 i 表示 第 i 种 俩 物 , 于 荐 柑 邻 最 
佳 订货 间隔 t; 和 经 济 订货 量 97 分 别 为 


4 | 2K, 
i caiD; 


5 名 品种 多 级 库存 系统 的 控制 ， 773 ， 


鞍 Zn, : 
J 一 兴 | er Ct 三 1.2). 


2 
(TO = DeD, + 2er hk). 
f = 上 


总 和 费用 为 


5.2.2 两 种 货物 联合 订货 模型 
肛 芋 记 联合 订 俩 的 时 间 和 间隔, 下 为 -- 次 联 全 订 江 所 过 国定 竟 用 , 则 总 费用 为 
Co = 下 ao 二 
贞 些 ,胡佳 订货 问 隅 为 


se 2 大 
A| > enD, 
经 济 订货 才 
全 = Dt’ (1 = 1,2), 
最 小 总 费用 次 


2 2 
TC) 一 > ci 十 2K Yenid,. 
t= t=1 


上述 蚌 种 订货 策略 谁 优 谁 步 呢 ? 这 上 只 要 比较 (TC)7 CC 的 大 小 戎 可 知 .为 
圭 , 记 
上 K; cer, 


二 本 7 { 二 1 .271 
1 
| > erp, 
于 是 ,有 
(TOF < (CTC)F ,有 量 仪 当 4 + A2 > 1. 
这 表明 : 


当 A + 22 > 1 时 ,联合 订货 的 总 费用 小 ; 
当 a1 二 22 < 上 时 ,单独 汀 货 的 总 费用 小 ; 
当 Al + A2 = 1 时 , 岗 种 洒 俩 的 总 费用 相同 . 
节 然 , 当 所 = 总 = 大 时 ,总 有 + > 1 故 联合 订货 付费 用 小 . 


5.2.3 两 种 货物 的 混合 订货 策略 


在 这 个 模型 中 缺 货 是 不 双 许 的 ,订货 采 几 混合 订 货 策略 .满足 式 (5-1). 此 种 策 
略 在 某 一 时 刻 允 许 同 时 订货 ,有 时 也 允许 单个 订货 . 坡 简 单 的 混合 订 贷 策略 是 ;只 
介 许 某 一 种 货物 单独 订货 ,如 图 5-2 所 水 . ， 

这 里 只 对 典 种 货物 的 库存 系统 进行 讨论 .为 『 报 述 广 倘 , 称 有 较 长 杂货 间 随 的 
货物 为 主 产品 , 另 一 上 产品 称 为 附属 产品 . 
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语 用 相同 的 记号 ,人 恨 定货 物 1 是 让 
产品 ,2 是 附属 六 上 闻 , 则 
OF = Do Wi= Dita 1 = Ma 
{5-2) 
其 中 ptr 2) 力 在 货物 1 的 相 部 订货 
> 间隔 六 中, 产 此 2 的 订货 次 数 . 若 在 时 刻 
7 ' 0 时 有 一 -次 联合 的 订货 , 则 二 为 联 侣 订 


5-2 货 时 刻 , 而 丰 (f0.5) 中 有 n -1 次 贷 物 2 
的 单独 亲民 .因此 ,总 的 平均 费用 为 
Te} 二 cla 十 cry 十 B+ "A + en Ot 十 > co ryt. (5-3) 
由 式 (5-27 可 知 ,(TC) 是 (n,t2) 的 函数 .固定 上 ,由 区 TC)xop = 0, 可 解 出 
2CK+ (Cn— 1)K,) 
1 -这 + crt (5-4) 


把 [ 式 民 辣 式 (5-3), 表 成 的 晒 数 ,得 


Flin) = ci Dl 十 rz 到 > 十 失地 2 天 一 并 > 十 九天 3 1 十 一 carzDa) {5-5) 


今 n* 是 合式 13-5) 达 极 小 的 值 . 若 货 物 1 起 十 产品 , 则 必 存 在 n”3 2, 央 此， 
汇 双 订货 策略 至少 要 与 加 时 订货 策略 一 翌 好 , 夏 
Fin*) < PF{L). 
中式 (5-5), 上 式 可 表 成 
i Kesrz Ds + Ks cory Da 十 巷 ” Kctr 了 上 0, 


由 于 mn” 池 2, 履 必 有 
car 
Kaciri 站 1 
因此 ,若是 十 产品 , 则 应 有 
2 过 上 ”二 全 Kk erd, 
i 和 Ks cero 
上 吕 以 证 册 , 若 1 基 主 产 卓 , 则 2 不 会 是 主 产 品 ,和 否则 会 与 式 15-1) 了 矛盾 .这 表明 产品 ] 
!j 2 不 能 同时 为 主 产 品 . 因 此 ,如 果 有 主 产 品 的 话 , 则 不 等 式 (5-7) 可 用 来 判明 哪个 
产品 是 主 产 品 , 若 式 ({5-7) 不 成 立 , 则 或 者 产品 2 是 主 产量 ,或 者 无 主 产品 ,对 于 后 
者 , 则 采用 联合 订货 策略 . 
n” 由 式 (5-5) 求 出 .显然 ”满足 
Flin Fin 1), Fin ye Fein + Et). 
其 体 来 说 ,n” 满足 
下 一 ky crt 


nn -Ds Ek, 


(5-6) 


(5-7) 


Cn zn {tn +1). (5-8) 


例 1 嘛 种 货物 的 基本 数据 如 表 5-1 所 水 . 
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表 5-1 
千 物 贡 便 ez 元 &z“ 玉 需求 其 记性 > 了 年 1 rr 元 7 人生) 
1 | 1 500 100 0.02 | 
2 1 000 中 230 01.04 


末 用 联合 订货 时 , 周 定 订货 费 = 140 元 . 试 讨论 这 两 种 货物 的 订货 第 上 略 . 
解 。 先 确 内 十 产品 .因为 
A- kK; cri Dy _ 1 -20 工 300x 和 02x 泊 -01 <? 


KE crnDlY 80 1000 x 0.0 x 2%0 
A- kl Ki cm, _ 10 ~ 100 L000 x 0.04 x 280 ~ 2.982 
丰 | card 本 100 ] SO x ORxWD 一 ' 


套 2 基 十 产 中 ,pn 应 福 忠 
KA- Ker 


nin -1 se KR 22.8ea ntn" +1), 
Ll 


cara Dy 
本 nn”= 2, 出 与 式 (5-4) 相仿 的 公式 ,得 
/2K DK 


1 ~ na tn corrDs + errid) 
ta 三 2 = 72 大. 
最 佳 订货 量 为 
or = Dt = 5 件 ， 
好 =- Dy 刀 = 57 件 . 


6 ”库存 控制 的 实践 
本 章 介绍 库存 分 析 及 控制 较为 实用 的 技术 . 
6.1 库存 系统 的 ABC 分 闫 法 


在 库存 系统 的 控制 中 ,有 许 几 应 该 控制 的 因 率 , 共 中 内 有 少数 是 重要 的 ,但 这 
些 少 数 因 素 的 影响 却 是 很 大 的 .在 实际 中 经 常会 发 现 加 所 左右 的 货物 其 占用 的 金 
额 (需求 量 乘 以 单价 ) 为 总 金额 的 驹 和 左右 ,而 共 余 各 化 广 丰 的 货物 只 占用 总 金额 
的 20% 左 有 有 . 称 这 些 重 要 的 货物 为 A 类 货物 .此 外 , 称 上 滞 用 的 金额 较 少 , 约 占 用 总 
金额 的 15% 左 石 的 货物 为 B 类 货物 , 称 只 占用 非常 少 的 爹 额 ( 如 占 总 金额 的 3 多 ~ 
5%%) 的 货物 为 C 类 货物 . 

外 | 对 王 述 三 类 货物, 实用 上 上 可 分 别 采 用 不 同 的 订货 采 略 . 
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眉 撕 经 验 , 对 于 4 类 货物 ,应 予以 特 划 注意 .例如 每 月 夫 查 其 库存 洒 货 求 平 及 
末 网 费用. 寻 议 用 经 济 订货 其 F009 公式 人 确定 订 贷 且 , 对 于 户 类 货物 ,其 种 类 数 约 上 
货物 总 类 的 20% - 30% ,和 人 金额 约 山 15 免 , 建 议 每 6 个 月 柠 查 其 库存 水 半 改 确定 其 
订货 其 .对 ] 蕊 类 货物 ,其 种 类 类 约 占 货 物 总 类 的 0 咒 - 切 各 ,但 占 贞 5 有 左右 的 
总 金额 ,…- 般 可 以 抄 年 庶 检 查 其 库存 生 ,等 年 进 估 :次 :在 大 多 数 情 形 下 可 以 内 用 

-个 简单 的 订货 策略 ,而 不 必 去 单独 考虑 每 个 货物 的 订 贷 、. 

下 面 用 - -个 侧 子 来 说 明 具 体 如 何 应 咱 这 种 思想 ，. 

例 1 呈 企 业 对 16 种 贷 物 的 需求 及 单价 如 圾 61 所 水 .每 次 圈定 的 订货 费 为 
各 元 ,- -个 单位 价格 的 货物 在 单位 时 间 中 的 库存 费 r = 0.40 元 7 年 .由 表 5-1 所 下 
的 数据 ,可 拒 货 物 1,2 看 成 4 类 , 货 牺 3,4,5 看 成 下 类 ,货物 6 ~ 16 看 成 二 类 . 

在 过 5-2 中 列 出 了 用 ED 会 式 算出 的 最 尾 订货 姑 总 ”及 每 年 的 门 货 次 数 六 ， 

由 胡 6-2 知 , 按 EOQ 公式 ,对 于 货物 1, 每 了 0.3 月 订货 -次 ,每 次 订货 量 为 和 
件 , 每 年 订 能 和 次. 而 对 于 货物 16, 每 随 闻 月 订货 :次 .由 此 可 见 4 ,人 类 货物 之 间 
的 差异 : 般 地 ,4 类 货物 者 不 采用 E09 公式 来 确定 订货 量 , 则 其 损失 比 二 类 货物 
不 采用 EO0Q 公 不 来 确定 订货 量 要 大 得 多 ， 


态 6-1 
_ 货物 需求 最 DC 作 7 年) 单价 oO L 件 ) oH 大 
! 2 O00 1 的 320 000 | i 790%,4 
2 1 000 0 96 000 
3 150 400 £50 000 
4 500 50 25 000 让 18 钨 ,B 
5 5 000 2 10 000 
6 300 20 a ON 
7 100 如 3 000 
8 120 加 2 400 
9 1300 1 | so0 
0 0 罗 900 
Ll! 00 1 NO 3%, 
12 100 2 200 
13 0 20 200 
14 1 15 150 
15 6 0 0 
地 0 5 50 
525 960 元 
只 管理 的 角度 来 讲 , 忆 类 货物 可 以 J 并 在 一 起 订货 .假定 货物 5 ~ 如 及 用 每 并 


如 个 月 订货 次 ,货物 11 ~ 16 每 年 订货 -次 , 表 6-3 列 出 了 相应 的 结 来 . 


6 库存 控制 的 实战 :773 ， 


礁石-2 
A 人 持 》 eve YA 御 } edr 元 站" 何人 | A 
| 2 000 0000 0 8 0.3 40.0 
2 1600 0 % 000 74 4 .0 0.6 21.6 
3 I 400 60 000 3 HW 0.7 16.7 
4 3500 0 25 000 4 2 330 1.1 11.1 
5 5 000 2 10 000 708 1 416 1.7 7.1 
6 300 20 6 O00 55 1 iM 2.2 5.5 
7 100 0 3 O00 26 780 3.1 3.8 
8 120 20 2 400 35 700 3.5 3.4 
1 500 1 1 S00 548 548 -44 2.7 
10 0 30 300 15 450 6.0 2.0 
11 00 1 500 317 317 7.6 1.6 
12 100 2 200 100 200 12.0 1.0 
13 10 20 200 10 200 12.0 1.0 
!4 10 15 150 12 180 14.4 0.8 
15 6 10 oD 11 119 22.0 0.5 
16 10 5 WD 0 100 24.0 D.5 
- 119.3 
表 6-3 

货物 最 乱 E00 党 略 _ 联合 订货 策略 。 . 

加 NA 次 只 "7 元 罗 N/A 移 oo7 TC 

6 5.5 1 100 2 3 000 

7 3.8 780 2 1 500 

8 3.4 700 1 200 

9 2.7 548 2 150 

10 2.0 450 2 450 

11 1.6 317 1 300 

12 1.0 200 1 100 

13 1.0 200 | 200 

4 0.8 180 1 10 
15 0.5 110 ! 0 
16 0.5 100 WD 


22.8 4 585 16 7 960 


人 
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对 于 货物 6 ~ 156, 当 采用 E00Q 公式 时 ,有 22.8 深 订货 ,因此 固定 订货 响 为 
C= 可 x 22.8 元 = 912 元 ， 
平均 的 库存 将 为 
已 = re@ = 方 X0.4x4685 苑 = 937 元 . 
总 费用 为 
CTCY = (912 + 937} 元 = 上 349 元 . 


CIC), = (40 x 16+ 本 x0.4Xx7960) 元 = 2232 元 . 


比 域 优 E00 公式 埋 洛 支出 383 元 ,增加 费用 20.7 品 . 

家 如 起 来 最 优 E08 各 式 给 出 的 结 蛙 航 乎 要 好 .但 是 , 任 细 分 析 后 可 发 现 , 若 考 
虚 到 管理 上 的 振 索 ,如 联 全 订 开 时 车 可 以 用 - 份 订 单 在 同 - -供应 商 处 洒 圭 个 品 
哆 货物 , 则 固定 的 订货 费 会 大 大 地 减 小 .此 外 ,联合 订货 也 焉 少 了 管理 上 的 费用 .此 
外 ,过 长 的 订货 间 阳 可 能 不 适应 市 场 的 变化 ,一 旦 产品 沉 昌 改 型 ,那么 旧 的 存货 就 
厅 能 相关 用 .这 种 情形 也 会 造成 额外 的 损 拓 .因此 ,从 经 昔 管 蛙 |- 业 讲 ,联合 订货 第 
略 可 能 史 有 利 些 . 

但 是 ,对 王 重 要 的 4 类 货物 , 若 采 用 每 月 订货 一 次 , 则 最 传 策略 相 线 , 费 册 的 
增 匠 就 会 很 大 ,站 表 丰 4 所 站 . 


表 6-4 
货物 最 优 E00 策略 咬合 订 澳 策略 
N/A 次 ce 人“ 区 让 次 lr 
| 40.0 8 000 12 5 720 
_ 2 21.6 4 400 !2 8 040 
61.6 12 400 2 4 760 


最 优 E00 策略 下 ,4 类 货物 的 总 费用 为 
(TCY = (40x61.6+ 方 x 0.4x 12 400) 元 = 4 44 元 ， 
采用 联合 订货 时 的 总 费用 为 
1 


(CTC) = (Dx 24+ XxX0.4x34760) 元 = 7912 元 ， 


后 音 比 前 者 多 支出 2968 元 ,增加 费用 如 名， 
出 于 4 类 货物 的 数目 很 少 , 采 用 联合 订货 威 少 固定 订货 费 的 可 能 性 较 小 , 因 
此 ,对 于 4 类 货物 ,应 尽量 采用 F098 公式 确定 订货 莽 . 


6.2 傅 定 性 库存 问题 的 总 体 考 虑 


在 库 全 异型 的 实际 执行 中 ,有 时 费用 鱼 梅 中 的 许多 参数 很 礁 估计 . 然而 ,对 企 
业 或 工厂 的 高 层 决 策 中 的 一 些 定 量 因 素 的 考虑 ,能 帮助 半 这 些 参 数 作出 合适 的 选 
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择 , 通 常 这 些 因素 有 : 

(平均 总 库存 占用 的 资金 应 在 某 个 数 以 上 ; 

(2) 在 单位 时 间 ( 如 一 生 ) 中 ,订货 的 总 次 数 , 亦 即 订货 的 总 固定 费用 应 控制 在 
某 个 数字 以 下 . 

一 般 地 ,总 库存 量 增 大 ,必然 会 使 单位 时 间 中 的 订货 次 煞 减 少 ;友之 ,总 库存 痢 
减少 ,订货 次 数 必 然 增 加 .因此 ,系统 应 在 平均 库存 及 单位 时 间 的 总 订货 次 数 之 间 
的 某 个 折衷 方案 上 运行 . 

假定 现在 考虑 种 货物 的 库存 问题 ,认为 所 有 货物 的 因 定 订货 费 相 近 , 均 设 为 
到 ;而 单位 价格 的 货物 在 单位 时 间 中 的 保管 费 为 r>, 对 所 有 仙 物 也 在 作 是 一 样 的 . 

对 于 确定 性 基本 模型 , 记 货 物 i 由 EO9 公 式 确定 的 订货 二 为 0,, 则 单位 时 间 中 
平均 疙 库存 占 由 的 资金 为 


_ LiKk 一 下 _ 
(TC) = > 二 c0 = BN “> ob,, (6-1) 
单位 时 间 的 订 佛 总 数 
"3 Pe ] 上 一 -一 
N= 人 kK 之 DD. (6-2) 
由 此 
(TON = } (> we = (6-3) 
寺 而 在 CN ,TC} 坐标 系 中 ， 过 方程式 3) 的 曲线 相应 ] -第 双 曲线 {图 6- 1)., 因 
Tt 上 
N= {6-4) TC 


最 在 双 曲 线 工 的 任意 一 点 都 对 应 于 一 个 相同 的 
Kr 的 值 . 当 才 或 r 中 的 其 一 个 已 知 时 ,就 可 由 
此 求 得 兄 一 个 的 值 . 
此 外 ,由 这 条 并 曲线 能 看 出 库存 系统 总 体 
性 状 的 变化 与 改善 . 对 高 层 决策 者 来 讲 , 这 比 对 
单个 货物 使 用 E09 公式 使 其 总 民用 最 小 更 有 咀 0 
站 | 力 ， 
例 2 数据 品 例 1. 由 式 16.4) ,得 
IC Ek 
N Tr 
几 表 6-2 可 知 , 总 的 汀 货 次 数 入 = 119.3 次 .因此 由 式 (6-4),{TC) = 11990 元 .在 
(CN,TC) 坐标 系 中 田 出 的 双 曲 线 ( 图 6-1)， 
CTCO}YN = {1 193)2 = 1423 249 = 常数 . 


假定 在 这 个 库存 系统 中 ,根据 己 有 数据 估计 出 来 的 单位 时 间 总 订货 次 数 为 请， 


平均 总 库存 占用 的 资金 为 这 ,在 图 6-1 中 用 五 点 的 坐标 表示 .为 了 改进 库存 系统 的 
性 状 ,总 经 济 师 可 以 提出 要 求 ,其 指标 用 FF 表示 .显然 ,系统 具 以 下 点 的 指标 运行 ， 
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济 总 汀 贷 湾 数 此 占用 资金 部 比 合计 的 情形 要 好 . 伺 古 ,出 上述 分 析 可 知 ,系统 可 按 
双 有 曲线 5 上 的 任 -- 点 上 的 指标 运行 ,其 相应 的 CN,TC) 信和 都 比 下 点 的 要 小 . 若 进 
一 步 通过 经 皮 管 理 上 的 分 析 , 认 为 再 点 相应 的 CN,TC) 值 比较 合适 , 则 单 点 的 让 就 
吕 以 作为 订 代 总 次 数 的 决策 仁 . 这 样 确定 的 N 术 必 是 最 优 的 ,但 它 能 与 TC 取得 某 
种 折 惠 ,满足 管理 上 的 需求 . 
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5 引 高 


大 类 在 征服 月 然 改 造 社会 的 实践 中 ,最 具 魅 力 的 莫 过 | 人 能 对 某 些 系统 作出 
- -系列 快 策 ,以 控制 (或 影响 ) 系 统 未 来 的 发 展 . 与 尔 可 类 (4 .AMarkov) 决 策 过 程 
(Markov desision processes, 简 记 为 MDP) 就 是 研究 可 控 随 机 动态 系统 序 贯 决策 优化 
问题 而 迅速 发 展 起 来 的 - - 门 年 轻 学 科 . 为 掌握 与 控制 随机 三 念 系 统 ,决策 者 必须 在 
-系列 (离散 或 连续 的 ) 观 察 时 刻 , 依 据 当 时 的 状态 ,从 系统 可 用 的 行动 (措施 .方案 
或 参数 等 ) 集 合 中 选取 其 -( 即 作出 决策 ) ,从 而 将 获得 一 - 民 的 效益 {或 性 能 指标 
等 ) ,同时 ,系统 下 -一 叶 刻 的 转移 概率 已 知 , 且 它 与 以 往 的 所 中 无 闫 { 即 其 背 某 种 号 
尔 可 夫 性 ) .决策 者 要 依据 下 一 次 观察 到 的 状态 , 即 得 到 新 的 信息 后 ,再 作 下 一 步 新 
的 决策 .这 种 序 贵 决策 ( 即 策 略 ) 与 系统 状态 转移 规律 相互 作用 决定 了 系统 的 发 展 
进程 . 选用 策略 的 目的 在 于 控制 系统 的 全 过 程 ,以 达到 基 种 意义 下 的 最 优化 . 
MDP 起 源 于 20 世纪 名 年 代 贝 东 曼 (R.E.Bellman) 与 沙 普 利 tL.5S.Shapley) 的 工 
作 ,20 世 纪 0 年 代 霍 华 德 (R.A.Howard) . 布 列 克 威 尔 (D. Blackwell) 等 人 的 工作 为 
它 竟 定 了 理论 基础 ,至 今 已 形成 为 概率 统计 与 运筹 学 相交 叉 的 新 分 支 . 它 在 存储 销 
售 .更 找 维 修 .排队 系统 .可靠 性 工程 .水 库 调 度 玉 管理 等 领 厌 已 有 成 功 的 应 用 , 近 
十 多 年 又 在 许 包 高 科技 ,金融 投资 风险 等 新 领域 显示 威力 1 


1 基本 概念 


1.1 离散 时 间 MDP 模型 


一 个 离散 时 间 MDP 模型 一 般 由 {S ,4 ,9 站 四 个 要 素 组 成 . 
(1) 状 态 空间 $ 指 系 统 所 有 可 能 状态 ( 非 空 ) 集 . 
(2) 行 动 集 4 ” 指 状态 i(iE5) 可 用 行动 集 
二 二 HAD ( 非 定 }. 
又 称 
K= {i,a)liE Ss,aE A)! 
为 侈 许 的 状态 -行动 对 构成 之 集 . . 
(3) 系统 状态 的 转 神 律 族 g 9 = jog!i,a),ijE Sa€ 4di. 其 中 gl 
a) 为 在 任 一 时 刻 it1 = 0,1,2,…), 系 统 处 于 状态 让 采用 行动 a 的 条 件 下 ,于 时 刻 
t + 1 到 状态 ;的 转移 概率 , 它 与 系统 在 1 时 刻 以 前 的 历史 元 关 { 妈 具有 马尔 可 去 性 ) 
昌 与 时 刻 上 无 关 ( 时 齐 性 ).9 具有 如 下 性 质 : 
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和 (jE€ S)， 
Sia-1 (ES,a€ ar)， 


即 gq 基 参 数 为 上 的 时 齐 的 马尔 可 去 转 移 律 族 . 

{4) 报酬 沼 数 + 记 rie) 为 系统 在 任 -时刻 在 状态 :选用 行动 的 一 步 报 
酬 ,* 是 从 到 RR = | 全 体 实 数 ; 的 函数 . 

为 便于 理解 ,本章 1.2 节 ~- 1.6 节 假设 5 和 4 均 为 可 数 集 ， 


1.2 策 咯 
1.2,1 决策 函数 
定 灾 1 设 f 是 从 5 到 #4 的 阔 数 , 妈 
fi:S— 14d. 


蔡 财 于 每 一 状态 i E 3, 有 对 应 选用 的 行动 ACi) E At 门 . 册 称 站 为 确定 性 决策 规 
则 ,或 称 为 决策 函数 . 
决策 耳 数 之 集 记 为 FF = ji 产 S -> 4|. 


1.2.2 确定 性 马 氏 策略 


害 儿 之 称 下 三 {ofp pe 万 Ft 三 0.1,2,") 为 确定 性 马 氏 第 
略 ,此 中 € 表示 + 时 刻 选用 的 决策 函数 (规则 ). 
全 体 人 确定 性 马 狼 策略 之 集 记 为 了 5. 


1.2.3 确定 性 平移 策略 


定 尖 3 设 r = ||, 0| ,车 其 中 并 = 与 1 磊 关 , 则 称 x = 1 
0| = 产 为 确定 性 平稳 策略 . 

全 休 确 定性 平稳 策略 之 集 记 为 5. 可 将 i.…! 前 记 为 让 或 疗 ), 换 人 句 话说 ， 
9 将 下 等 回 于 5. 


1.2.4 随机 策略 


定义 4 称 h = 【时 ,ap 站 el 《为 系统 直到 时 
刻 :的 个 历史 .其 中 以 Sy EE ACi),bE KD0en<iies. 记 = 3 
于 = 臣 $S = | 天 则 称 所 为 系统 直 刘 时刻 ! 的 历史 集 . 

定 灾 5 称 x = friaz0=frorr 为 随机 策略 ,其 中 mi = (| 下) 
品 在 给 定 历 史记 时 定义 在 4(i) 上 的 概率 分 布 ,好 (Af) 大) = 1,mta 1 上) 表 
而 在 历 中 下 下 时 刻 选 用 行 惑 = 的 梳 率 .因此 ,策略 f = (7,t 3 0) 是 一 串 决 策 序 
列 . 它 规定 了 在 系统 运行 历史 为 六 的 情况 下 ,决策 者 在 时 刘 ! 麻 选用 行动 上 的 概率 
{oct A(r)). 

记 芽 = ix 为 全 体 策 略 之 集 . 
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对 天 和 = (ri 汪 站 二 开车 着 (| 训 ) 为 运作 分 布 , 即 存 任 愉 好 到 4 的 
遇 数 jh) 万 A4(5) 满 呈 
mth = {yheH,! = 人 0, 
副 称 卫 = ( 记 记 ; 户 … 让 ,…)】 为 确定 性 策略 ,其 全体 沁 汶 天 


1.2,5 马 民 策略 类 与 平稳 策略 类 


定 党 站 阁 Xx = (ri 汪 人 和 在 开 几 有 与 历史 天 凑 , 邮 时 员 和 邦人 全 Sat 
人 
xm{talh)= mtali}, 
加 称 x 为 马 氏 策略 ,并 全 体 所 成 之 集 记 作 五 ; . 称 它 为 蕊 氏 立 略 类 . 
车, 且 x = roVYts0O, 则 称 z 为 平稳 策 轿 . 乓 全 址 押 成 之 集 记 为 也 ， 
称 由 为 平和 策略 类 . 


1.2.6 策略 类 的 关系 


策略 类 有 如 下 关系 : 
HcHicH, cH HcHhcei,. 


1.3 马尔 可 秦 决 俩 过程 


记 总 及 态 分 别 表 示 在 时 刻 ! 系统 的 状态 及 选用 的 行动 .由 于 状态 转移 是 随机 
的 ,选用 的 行 惑 也 是 随机 的 .这 样 对 于 国定 的 上 演 0, 世 上 太 上 是 二 维 随机 变量 .内 此 
六 0 为 - -离散 参数 的 随机 过 程 . 星 而 易 见 ,这 术 随 机 过 程 的 概率 特性 
依赖 本 所 用 的 策略 . 当 用 策略 < 毛 了 时 ,所 对 应 的 随机 过 种 记 为 
ET = 0 


1.3.1 定义 
定 灾 7 了 称 2ri = 儿 计 ,A ,tt 社 01 为 由 策略 x 产生 的 马尔 可 夫 决 策 这 程 . 


(简称 蕊 氏 决 策 过 程 ). 称 R(x) 一 一 尼 = ri 二 小 为 由 产生 的 报酬 过 
程 .在 给 定 x 入 号 时 , 简 记 济 j 六 ,3 0|. 

1.3,2 MDP 的 概率 空间 注解 

记 电 = 547” = 24 虽 … 交 为 其 上 上 相应 的 了 代数 ,过 时 站 的 元 素 = 全， 
Ga 人 Di 人 和 4 可以 证 明 . 若 给 定 各 的 衬 始 分 布 及 策略 所 五， 
出 在 可 测 空 间 (2 ,有 上 存在 叭 的 概率 测度 PP 称 (0 ,站 为 由 zt 产 生 的 概率 
(测度 ) 空间 .这 里 ， 

P{NXn = ioAo = tor = ,A = a1. ) 
= PlXo = iolrn( ao | in) geil | or dn) Rt | or os i 

因此 ,1.3.1 小 节 中 的 2{x) 由 5,4,9,T 名 古 及 高 的 初 巡 分 布 叭 一 确定 . 
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1.3.3 Zlx) 的 性 质 


x 若 z EJ,, 则 对 应 的 Z(x》 = | (多 , 妨 ),t > 0; 为 -- 非 时 齐 马尔 可 夫 链 . 

车 x = (froyri 蕊 工 ,, 则 对 应 的 Z(x) = |{ 基 ,541),t 3 0i 是 一 时 齐 马 
氏 链 ,其 - 步 转移 概率 为 

P(X = j= bl| R= iA = 三】 
= gj lia}xoth |7), 

车 x = fF 全 , 则 对 应 的 Z(x)= [和 A) ,1 之 0; 为 一 时 齐 马 氏 链 ,其 一 

步 转移 概率 为 
Pr (R= A = PT 下 = = /0)) = gq01 i Ai)) 
(Ii ES,t = 0). 


1.4 准 则 


在 引入 MDP 的 基本 要 案 (5S,4,9,r) 及 决策 者 对 系统 所 有 可 能 采用 的 策略 集 
本 后 .为 反映 决策 者 决策 控制 的 主要 目的 与 意愿 ,需要 引入 某 些 决 策 准 则 (性 能 指 
标 或 目标 函数 ) ,以 便 能 够 度量 在 给 定 的 策略 下 ,系统 的 性 能 或 经 济 效益 的 优 沙 . 
目前 常用 的 准则 有 以 下 几 种 . 


1.4.1 有 限 阶段 期 望 总 报酬 准则 
给 定 正 整数 m, 设 策略 亚 毛 也 及 ;ES 称 
Wx,i) = F(R | 加 = 让 = E(x AjlXo=) (1-1) 
为 有 限 阶 段 期 望 总 报酬 . 其 中 本 表示 对 严 求 数学 期 望 严 是 对 应 r 产生 的 概率 测 
度 . 已 (r,i 的 直观 意 立 是 采用 策略 , 在 : = DD 时 ,系统 从 i 出 发 的 条 件 下 ,到 第 
阶段 块 策 者 获得 的 期 望 ! 总 ) 报酬 . 记 
Va) = CVn,i),iE 5) 
为 其 列 向 量 , 则 称 ( S$,4,g,r, VW) 为 有 限 阶段 模型 .其 中 WY, 由 式 (1-1) 定义 ， 
1.4.2 ”折扣 期 望 总 报酬 准则 
对 于 给 定 的 C0 < 8 < 1 , 设 策略 x E€ 工 及 i E 5, 则 称 
Va( x ,i) = (Oa REZ= i (1-2) 


为 用 策略 x ,在 0 时 刻 从 ; 出 发 的 条 件 下 的 折扣 期 望 总 报酬 . 其 中 8 是 折扣 因子 , 相 
当 于 把 上 时 段 的 单位 报酬 折合 成 0 时段 时 的 值 , 其 值 为 8 这 反映 块 策 者 既 侧 重 于 
近期 效益 ,又 兼 顾 长 远 效 益 的 意愿 ,同时 也 为 理论 研究 带 来 许多 方便 . 记 

Vx) = (Vl,i), EE SY, 
则 称 ( 5, 4A,q,r, Va) 为 折扣 准则 模型 ,其 中 W 由 式 (1-2) 定义 . 


1.4.3 平均 准则 
对 于 纵 定 的 TE 十 太 i EE 5S, 称 


为 用 策略 =, 在 0 时 段 失 ;出 发 的 条 件 下 ,长 期 运行 的 每 单位 平均 期 望 报酬 . 记 
Vx) = (V(x, ,iE $). 
则 称 ( S,4,9,r,V。) 为 平均 准则 模型 , 其 中 V 由 式 (1-3) 定义 .在 式 (1-3) 中 取 下 极 
限 (lim ing| lim infe 一 = sup( inf a) 】 是 为 保证 该 式 总 有 意义 . 自然 , 式 中 也 可 定 
义 为 取 上 极限 . 
1.4.4 概率 准则 


给 定 策 栈 上 开 ,i ES 皮 自 标 什 x ER=(-m,+ %m), 称 


n= Btni 三 Daeip, 
为 于 时段 折扣 总 报酬 .其 中 有 人 (0,03 为 折扣 因 于 ,B66 > 0, 称 
天》 = 下 (1-4) 
汶 采 用 策略 r ,在 1 时 刻 从 ;i 世 发 的 条 件 下 ,m 时 段 折 扫 总 报酬 未 超过 目标 值 x 的 概 


Flixn) 二 【人 
则 称 (5,4,g ,TF,) 为 有 限时 段 概率 准则 模型 . 
慨 率 准 则 具体 形式 有 许 款 种 .以 上 公 举 最 基本 的 一 种 ,它们 在 金融 经 济 友 工程 
技术 的 风 愉 分析 中 有 广泛 的 应 用 . 


1.5 最 忧 策略 


1.5.1 新 扣 准 则 最 优 策略 


设 一 商量 = (TFI 人 EST = (VF(D,iE S51" 从 Wi 5, 均 有 Vii) 
FFI, 则 记 VYa ;车 YsV 有 VYzxV 则 i 记 作 YY > Vie = (人 111 
为 单位 向 量 ， 

定 光 角 ”对 于 给 定 的 非 负 实数 :, 一 个 策略 x* 十, 着 对 于 所 有 x € 囊 , 均 有 

Vn’ ) 2 Volx) - ee, 
则 称 ”为 关于 折扣 准则 6 最 优 策略 ; 当 s = 0 时 , 则 称 r” 为 关于 折扣 淮 则 最 优 策 


略 , 称 V(r? ) -一 V; 为 最 优 值 函数 . 
对 于 有 限 阶 段 准 则 及 平均 准则 ,可 类 似 定 义 其 最 殷 策 略 . 


、 788 ， 第 1 由 与 尔 可 大 内 策 过 种 


1.5.2 最 小 风险 最 优 策略 


定 半 9 对 于 给 定 的 日 慰 值 zxE 民 ,R = (- 0, + ,长 阶 段 数 m，- 个 策略 
为 x”. 车 对 ] 所 有 集 旷 x 蕊 囊 及 iE 人 的 有 下 人 ar 则 称 节 * 
为 大 于 日 机 值 * 的 阶段 最 小 风险 策略 , 称 三 ,x ,x "Wn 和 阶段 未 超过 口 标 值 x 
的 最 小 风险 ( 概 滨 } 伍 . 

击 丰 指出 的 是 .对 上 -个 笃定 的 MDLD 模型 ,其 最 优 音 略 蚌 否 存 在 ?如 存在 ,好 
倍 寻 找 它 的 最 优 策 财 基 最 优 值 押 数 ?能 和 否 在 较 小 的 策略 尖 中 找到 最 优 策略 ? 攻 不 存 
在 , 作 怎 么 样 较 蜡 的 总 关上 存在 ? 邵 何 装 得 戈 优 策 申 及 起 化 值 函 数 的 有 效 算法 ?这 
些 恒基 MDP 点 用 出 关心 的 主要 内 容 . 

上 面 以 :一 个 简单 的 例子 来 说 明 MDP 的 应 用 . 

例 1 性 察 -简化 的 没 备 维修 策略 问题 . 设 甸 有 两 个 状态 ; 止 常 运行 ( 记 作 1)， 
发 征战 障 { 江 作 2. 设 等 周期 { 划 一 大) 地 观察 其 状态 .处 了 :下 常 运行 时 每 天 可 得 报 
出 10 元, 昌 到 下 一 时 息 仍 保持 正常 运行 的 概 认 为 0.7, 市 钊 下- 时段 出 故障 的 概率 
汶 昌 .3, 妈 证 备 状 态 竺 稳 基 随机 的 . 设备 江 常 运行 时 ,可 川 的 行动 民有 一 个 一 -~ 继 
续 运 行 ( 记 作 ai 在 处 于 故障 状态 , 则 有 两 个 行动 可 供 脖 用 ; 快 修 ( 记 和 作 a;3) 而 费用 
5 抑 { 即 报酬 方 - 5 抑 ), 且 该 时 段 能 修复 的 概率 为 0.8; 外 -个 是 常规 修理 ( 记 作 
93) ,而 费用 2 死 , 昌 在 该 时 段 能 修复 的 概率 为 0.4. 那 么 ,在 香 时 段 应 如 何 概 据 观察 
到 的 状态 ,确定 选用 的 行 劲 .使 整个 考察 时 期 的 兵 个 期 户 报 酬 达 最 太 ? 

试用 WP 来 描述 此 问题 ,此 HS = 1 Al) = ad 人 2) = |@2al,d= 
Taal; 芝 gtEi6) 表示 1 有时 段 设 备 钼 于 状态 i 选用 行动 4, 于 t+ 1 时段 转 榜 
到 状态 /的 概率 .rci,ai 表示 时段 在 i 状态 下 ,采用 @ 所 效 得 的 报酬 ,将 它们 列 入 
表 1-1. 


若 令 六 1 = a 02) = of = alyegf2) = 0 则 六 了 是 两 个 决策 男 数 . 产 
5 g” 分 着 表示 两 个 决定 性 平稳 策略 . 当 给 定 策略 g” 时 .去 示 不 管 在 任何 时 段 当 
观 宫 到 的 状态 为 1 侍 , 选 用 行动 下 = g(1); 当 观察 到 的 状态 为 2 肝 , 选 用 的 行动 为 
a = EL2). 
由 应 的 
人 | 六 人 ty) = a | lo = 人 D.7， qt2 | 1.2(1)) = 3; 
oat! 2, (2)) 一 df | 2, 93) = 总 .4， qt2 | 2.£12)) = 人 0. 
rfl1,gf1)》= rflo) = 10, rr(2,g(2)) = ri2,0) = -2, 
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节 在 + = 人 时 进 备 以 状 态 i 出 发 ,选用 策略 sa”, 则 到 1 = 1 时段 的 期 望 总 报酬 
为 


ri gE)) + 0 la)r(j, gd)) = Fli,g”), 


它 显然 是 初始 状态 = 及 策 腹 g* 的 晒 数 ! 谤 男 ). 求 最 优 值 着 数 及 最 优 策 略 的 这 程 
【求解 过程 见 2.3 节 司 1)， 

如 果 上 例 雏 出 优化 准则 ,就 串 比 较 在 该 准 旭 下 不 同 策略 的 乱 儿 .上 便 白 然 可 以 
推广 到 多 个 状态 且 维 修 措 施 是 多 种 的 情形 . 


1.6 博 志 有 条 状态 宇 间 的 MDP 


以 上 讨论 的 MDP 模 型 是 在 状态 空间 3 及 行动 集 均 方 可 笋 的 情形 下 进行 的 .这 
是 最 简单 志 是 最 重 昌 的 一 种 . 为 满 吓 实际 庶 用 的 需要 ,这 下 对 3 大 4 均 是 博 雷 尔 
(Borel) 空间 的 MDP 作 :扼要 介绍. 


1.5.1 博 雷 汞 空间 


车 Zz 是 -一 让 备 可 分 度量 空间 的 博 雷 尔 于 集 . 则 称 z 为 博 雷 尔 空 间 , 简 记 为 8 
室 间 , 记 . 湛 28) 为 由 2 的 所 有 开 了 于 集 生 成 的 a 代数， 

例如 ,通常 的 an 维 欧 几 里 得 空间 R" 是 #8 空间 ,又 如 -: 个 且 有 离散 拓扑 的 可 列 
集 是 旦 空间 . 

由 定义 易 知 ,8 空间 的 了 集 仍 汶 8 空间 ;一 串 B 空间 序列 囊 , 2Z;,…{ 可 数 或 有 
限 ) 的 奢 积 空间 仍 是 中空 间 . 


1.6.2 5S 与 4 是 博 震 尔 空间 的 MDP 


-个 MDP 巾 四 要 素 !3,4,7yr)7 组 成 .其 中 必 为 状态 空间 ,是 下 空间 ;4 为 行动 
集 , 是 下 空间 ;9 是 转移 概率 族 , 即 g9{B 1&) 是 随机 核 { 条 件 慨 率 测度 ). 更 确切 地 
谨 , 此 时 上 理 求 对 于 任意 给 定 大 和 毛 帮 .gf 8 旦 3 上 的 概率 测度 ;而 对 于 任意 给 定 上 8 
志 .六 5),9(81-} 是 从 二 到 [0,1] 上 的 可 测 丽 数 .rr 大--- 步 报酬 函数 , 即 = 是 天 到 及 
的 可 测 隔 数 { 凤 从 {天 ,并 所 一 (RR,, 抠 RR)) 的 博 雷 尔 可 测 铅 数 ). 

粗略 地 说 ,5,4 海 有 8 空间 时 ,要 求 g 及 r 等 必须 其 女 " 上 8 可 浏 性 ”对 策略 的 定 
六 亦 是 如 此 . 

-个 策略 r = ri 主 01 起 一 捉 随 机 杷 序列. 邮 对 1 0,m5B1 名) 在任 
意 给 定员 = {ioyaos 让) 后 下 上 ri 员 ) 左 Ati) .的 条 件 概 率 测度 ,日 
TA 有) = 11; 而 当 任意 给 定 BE .该 习 时 ,mw(B1) 呈 从 下 到 [0,1| 的 可 测 
蝴 数 . 

在 此 基础 上 ,可 以 严 贴 定 放 出 类 氢 于 1.2 节 中 的 其 他 柚 仿 ,这 里 不 再 重复 . 

1.6.3 实 合 


例 2 行 几 /销售 系统 的 林 货 优化 ， 
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考虑 一 有 限 存 货 容 是 © > 0 的 存 迪 7 销售 系统 .记忆 .和 及 训 分 别 表示 上 + 时 让 
的 存货 量 .订货 量 及 可 能 的 需求 量 . & 是 随机 的 ,为 简单 计 . 候 设 它 是 独立 同 分 布 随 
机 变量 ,其 概率 密度 为 mi*) ;om 是 决策 首 可 选 的 行动 ; Z, 是 系统 的 状态 变量 . 设 初 
始 值 = 与 部 独立 .此 时 ,! 时 段 的 实际 销售 量 为 min| 2 + mi + 时段 
的 .| 满足 状态 方程 

Zirl = Maxi s+ dC— 01. 

对 此 , 选 有 为 状态 变 最 ,a 为 块 策 变 量 , 则 状态 空间 与 决策 集 为 S = 4 = |0， 
.在 状态 为 + 时 其 可 用 行动 集 4tx) = [0,C - xj]. 转 物 律 9 为 

qf x,ai = [ial max( a + 3s,0) | mis )ds (i¥BE .wo, Cc]), 


其 中 Ll. ) 为 集合 吾 的 示 性 函数 . 
一 步 报酬 可 采用 各 种 形式 .这 里 只 考虑 最 简单 形式 ,例如 ,已 知 销售 .订货 与 存 
迪 的 单位 价格 分 别 为 we 及 大, 则 + 时段 的 一 步 报 一 函数 为 


ria,o) = | {pmin(s, x + al cn hix+ allmts)ds. 


若 决 策 的 目标 是 数 记 为 Y, 则 决策 者 的 日 的 是 研究 制定 订货 方案 (策略 ), 使 得 
在 月 标 下 意义 卜 达 最 优 .这 时 可 用 MDP 的 (3,4,9,r,y) 米 解 决 . 

例 3 资源 答 理 与 牛 态 控 制 

近年 来 ,MDP 应 用 于 资源 管理 与 生态 控制 领域 与 日 供 增 , 例 如 应 用 于 森林 管 
理 .流行 病 与 虫害 控制 .石油 勘探 等 , 尤其 是 利 业 管理 .由 于 多 业 管理 与 环境 诸多 方 
而 密切 相关 ,以 及 与 经 济 状况 之 间 关 丢人 复杂 ,使 问题 的 求解 变 得 较为 困难 . 通常 准 
了 业 管 理 的 动态 变 最 满足 如 卜 形 苑 ; 

Fr = FlUE,, A, St) 
其 中 Z, 是 状态 这 量 向 量 ,包含 1 时 段 渔 业 产量 及 经 济 发 展 水 平 ;a, 为 上 时 段 的 控制 
疗 量 ,如 捕获 率 ;&, 是 扰动 变量 向 基 ,如 随机 环境 效应 ,内 部 生长 过 程 等 等 .最 简单 
的 是 单 变量 情形 ,7, 表示 产量 .此 时 ,一 种 动态 方程 如 下 : 
Fl = (Fm expla -~ BEZ, — 0) + &), 

其 中 a,8 是 自 数 .如 决策 者 的 同 题 是 如 何 决 定 抽 获 方案 ,使 此 在 VY 意义 下 经 济 效 益 
最 佳 , 那 么 应 用 MDD 即 可 求解 ， 


1.7 “ 非 平 稳 MDP 


在 1.5.2 小 节 中 定义 的 MDP1S,4,g,r| 称 为 平稳 的 .出 3S,4,g,r 均 与 时 段 :无 
甘 , 记 NW = 10,1,2,…!. 

定义 10 称 i ,44,g ,nt 马 多 {为 非 平稳 MDP, 其 中 5, 太 入 蚌 :时段 状 态 空 
间 与 行动 集 , 均 为 8 空间 .车 瑟 = x 5, 即 i 时段 状态 六 x, 则 4.(x) 表示 状态 x 
存 t 时 段 的 允许 行动 集 , 它 蚌 4 的 非 空 可 测 子 集 .车 +t 时段 采用 行动 6, = a.a 
4x); 央 qtr| x04) 是 给 定 六 = {x,a) 下 ,1 时 段 的 条 癸 转 称 概 率 分 布 ,r(x,a) 为 
! 时 段 一 步 报酬 画 数 . 


2 有限 阶段 模型 79] ， 

利用 扩大 空间 的 办 法 可 将 非 平稳 MDP 化 为 半 稳 MDPCY 49,r). 定 这 

S= | (rzES ENI， 
二 = (aa dtE Ni, 
ALtx,2)]| = jtat)ia tt A{x)'. 
则 对 丁 任意 允许 的 状态 - 行动 对 |(x ,2),(a.0): ,任意 BE .ANS,1)， 
geBr retlli(ix ,toatl = oq(B| 7x,a) 
十 转移 律 , 共 中 
呈 if+1 = Ht+11: 反 五 :， 
下 
为 一 步 报酬 函数 .这样 即 可 将 非 平稳 前 MDP1S ,4 ,qn,! 过 N| 模型 化 为 平稳 的 
MDP!S,4,g,rl 模型 . 

最 后 ,需要 特别 指出 的 是 ,一 船 来 说 ,5,4 各 自 多 可 以 是 企 限 集 .可 数 无 限 集 、 
完备 可 分 距离 空间 的 博 帘 尔 集 、 解 析 集 等 ;az 除 是 时 齐 的 之 外 .也 可 以 是 非 时 亨 的 、 
半 马 氏 的 ,漂移 的 ;r 除 有 界 以 外 ,还 可 以 是 无 界 的 、 仿 不 万 由 的 等 . 此 针 , 淮 则 (月 
标 晒 数 与 性 能 指标 ) 现 已 有 10 多 个 了 ;时 间 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 晨 无 限 的 ,每 种 
叉 可 以 是 离散 的 或 是 连续 的 .以 上 几 个 方面 各 联 一 种 情形 . 城 可 构成 一 个 MBP. 因 
此 ,可 研究 的 MDP 懂 型 基 很 名 的 .本 得 所 介绍 的 愉 是 最 基本 的 檬 型 . 


2 有限 阶段 模型 


2.1 最 优 策略 存在 性 


本 章 研 究 有 限 阶 臣 模 型 , 即 1S$,4,9,r, 及 ) .对 于 给 定 所 了 过 及 正 整 数 
nx) 由 (1-]) 式 给 出 ,表示 用 策略 x, 在 从 i 六 出 发 的 条 什 下 ,前 n+ 1 阶段 的 期 
望 总 报酬 -VCr) = (Vx,D ,ite SY. 

2.1.1 最 优 值 画 数 与 最 优 策略 

定 穴 1 称 V(i) = supVn (x, i) 为 从 状态 工 出 发 的 有 限 阶 和 刁 野人 忧 值 通 数 ， 

TY = VE Ss) 
注意 ,记号 sup 表示 集合 取 最 小 上 界 , 即 上 确 界 ,例如 ， 
aupil - ,n> 1 = 1, 


定 尽 2 ”者 策略 x ”七 廿 , 满 是 V(x*) = WV; , 则 称 x “为 关于 有 限 阶段 准则 
是 最 优 的 ,简称 为 最 优 策略 . 

注 筷 : 泊 且 失当 对 于 任意 万 可 ,有 Vr"') 和 V(x) 趾 ,x* 是 最 忧 策略. 

由 于 是 讨论 有 限 醒 段 (n + 1 阶 鼻 ) 准则 .因而 ,一 个 策略 岂 划 知道 前 fa +1) 阶 
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段 的 央 策 规则 就 足够 了 . 

2.1.2 最 估 策 略 的 存在 性 

定理 1 ” 兹 对 十 任意 i 8S,At2i) 均 为 有 限 集 , 则 必 存 在 一 -个 号 所 策略 (确定 
性 J)xz* = ,让 ,…,f) 关于 有 限 阶段 准则 是 最 优 的 .2 tr*) = Vi.、 

如 税 寻找 最 优 策 上 略 r ”及 最 优 值 隔 数 VW 呢 ? 可 以 用 下 面 介绍 的 向 后 时 纳 法 解 
应 . 

2.2 加 后 归纳 法 
本 节 假 定 对 于 所 有 i 万 $,Ati} 为 有 限 集 ， 
下 


Ee 
me ee 人 0 ei EE 9), 
| 、 (2-1) 
(DD) = supE (Rn) | Zn = i (i€ SO0Rmen). 
2.2,] 最 优 方程 
定理 2 ”由 式 人 2-])} 定义 的 "人 ,i 亡 SO sm 过 于 满足 量 优 方程 
， 。 % mt 
Ti = 人 《| (2.2) 
(iE SO0am 人 en), 
且 若 令 访 ( 站 ,i 5,0 志 mm 委 n, 满 足 
OD) + 人 全 人 TFT 
JE 
= max [rtiya) 站 人 Pa 六 |， [2-3) 
六 A ry ER 


则 x”= i 记 , 记 ,…,f21 是 最 优 策略 . 

由 式 (2-1) 定 多 的 全 (站 表示 在 阶段 m, 了 从 状态 出 发 ,在 余下 的 n+1-m 阶 
女 的 最 优 值 画 数 . 显然 由 (让 = Vi ( 订 ,i 5. 由 式 (2-2) 的 递 推 最 优 方程 及 式 
(2-3) , 即 可 求 出 最 优 值 函数 Vx 及 最 优 策略 .以 上 方法 称 为 向 后 姓 纳 法 . 


2.2.2 最 优化 原理 


由 定理 2 可 得 以 下 推论 : 

推论 1 对 于 MDP 有限 阶段 模型 ,比尔 曼 tBierman) 的 最 优化 原理 成 立 , 即 若 
| 一 , 雇 ! 基 从 0 时 自 到 nw 时段 的 最 优 策略 , 则 对 于 仁 意 0 < mm 二 ,fn 
…, 记 | 也 是 从 m 时段 到 = 时 段 的 最 优 策略 . 

注意 :在 MDP 中 ,最 优化 原理 是 否 成 立 是 要 严格 证 明 的 ,而 不 是 作为 公理 给 出 
的 ， 
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2.3 “好 优 计算 实例 


例 1 以 二 一 章 例 1 为 例 , 求 m = 3 时 的 最 优 策略 及 最 优 值 油 数 . 
解 《ljn = 3， 
由 式 {2-1), 有 
Vi) = 0 (iES= 11,21)., 
VY = martril, oi = ra) = 10， 


取 三 C1) 二 凡 1> 
FF (2) = maxt r(2, 602) ,rt2, a6)| = ri2,a3) =- 2, 
故 户 (2) 二 8， 
(2)n 二 之， 


(DD) = la) + eleD) 人 TO 
JES 


= I0+07Tx 10+03xt- 2 = 16.4, 
取 谨 (1) = el， 
(2) = max!l- 5S5+0.8x 10+0.2x'(- 2), 
~ 2+0.4x 10+0.6x{-2)| 
= max!?2.6,0.8| = 2.6, 


大 并 (2) 三 1. 
(3}n = 1, 

Wh) = 10+07x16.4+0.3x2.6= 22.2%. 
职 语 (1) 三 fl 


V2) = maxl— 5S+0.8x 16.4+0.2x2.6, 
2+0.4x 6.4+0.6x 2.6| 
= maxld, 604,6,121 = $.64, 


故 让 (2) 一 耳 ?， 
(djn = 0, 

1) = 10+0.7x22.8+0.3x B64 = 28.174. 
取 让 11 三 实 ]， 


2) = maxl- 5S+0.8 x 22.26 + 0.2x 3.64, 
-2+D.4x22.26 +0.6 x 8.64! 
= maxril4.536,12.088! = 14.5356, 
戊 记 (2} = az. 
所 以 ,最 优 值 函 数 为 
ix’ = 28,.174, Valx’ ,2) = 14.5%. 
最 优 策略 ， 
T” = i :六 让 :3 | 二 ff fg * 
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其 中 rf,g 的 定义 是 上 - 章 例 | 所 定义 的 决策 基数 . 
上 面 列 淮 $ 与 4 尽 实数 集 的 例子 . 


2.4 ”投资 决策 优化 


条 虑 -一 个 简 世 的 六 阶段 序 鞭 投资 决策 优化 问题 ,议和 在 让 阶段 上 的 每 阶段 出 现 
投资 机 会 的 概率 是 pt0 < p < 1 , 且 它 与 以 往 投 资 机 会 出 现 与 否 相互 独立 . 当 出 现 
投资 机 会 时 ,多 策 背 必须 诀 定 在 剩 下 的 资金 中 应 投案 少 . 站 授 y, 则 在 入 阶段 将 获 
得 报酬 RCy) .那么 ,如何 投 资 使 在 六 阶段 的 投资 期 望 总 报酬 达 最 大 ? 

假设 投资 者 开始 时 有 DD 元 资金 . R(y) 是 3 的 非 降 叫 隔 数 且 RO) = 0. 记 W(x) 
为 距 结 束 还 有 nr 阶段 时 ,在 投资 机 会 出 现 的 条 件 下 ,还 剩 有 资金 x 可 以 用 于 投资 的 
情 说 下 将 获得 的 最 大 期 望 总 报酬 . W(x) 为 有 噬 结束 还 有 六 脐 段 时 ,还 莘 有 资金 + 要 
以 用 于 授 资 的 博 况 下 将 获得 的 最 大 期 望 总 报酬 .此 问题 的 状态 空间 为 5 = [9, Dj]. 
在 有 资金 为 x E [0, 上 DD] 时 ,可 采用 的 行动 集 4(x) = [0,*Yj] ,请 数 V(x)(x € [0, 
力 ]) 满足 最 优 方 程 

人 二 om (ROY) + F ICx 一 Fin > 0. 
了 人) 一 
由 全 概率 公式 ,可 得 


Vtx) = pl — pl'Vhn ,tx) 
+ 二 由 


(2-4) 


可 
Vn(x) = p(x) + (1-— pVe_iCx). 
记 ytx) 是 使 忒 (2-4) 右边 达到 最 大 的 值 , 即 
vax { RCY) + Vo x y= RYARIN 4 VF, {x yx)). (2.5) 
这 也 就 是 说 。 距 末 了 还 及 阶段 , 当 投资 者 还 有 资金 为 x 蔬 的 最 优 投资 值 是 和 (sx). 


困 此 ,用 式 12-4) 与 式 (2-5) ,可 求解 最 优 投 资 策略 {ytx) ,1 二 志 NN}. 
可 以 证 明 : 吕 y(tx) 是 x 的 非 降 晴 数 ; 加 ytx) 是 nz 的 恬 增 明 数 . 


2.5 ”股票 - 期 权 模 型 


记 及 为 第 EE 天 (3 1) 段 票 的 价格 ,为 简单 计 , 设 它 满足 


NT 三 十 总 11 = 530 十 Ss, 


其 中 ié& ,i 2 11 十 独 立 同 分 布 随 机 变量 ， 分 布 函 数 为 ps), 且 与 ot 初始 价格 ) 独 
立 . 假 证 某 人 拥有 圾 票 价格 商定 为 * 的 期 权 , 且 有 诬 天 可 以 使 用 ,他 也 有 权 不 使 用 
它 ,但 假如 使 用 它 的 当 厂 ,上 股 尝 价格 为 ,那么 他 将 效 利润 s - c. 使 用 计 么 样 的 策略 
才能 使 期 望 利润 过 最 大 呢 ? 
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记 玉 15) 是 股票 价格 为 , 且 期 权 还 有 呈 天 可 以 使 用 的 最 大 期 望 利润 , 则 亿 满 
足 最 优 上 得 
Flts) = max{s - c,| LN tn 1)， {2-6) 


初 峪 条件 Vots) = ma — ce.0). 
这 里 无 法 得 到 VW.(s) 的 显 式 解 .然而 由 它 的 简单 性 质 可 以 得 到 :fs) -3 是 ; 
的 减 隔 数 . 记 
n= infls: Vis}—- s+ec=0| { 弛 定 infk7 =+ 如 让， (2-7) 
可 以 证 明 :sj 二 5 二 攻 所 "于 是 ,最 优 策略 由 如 下 为 : 理 纵 出 . 
定理 3 :由 式 他 -下定 多 ,最 优 策略 如 下 : 设 距 期 可 刘 期 还 有 于 天 的 股票 价格 
为 ,和 蔡 < 汪 5 了 怠 使 用 它 , 百 刚 不 用 . 


3 折扣 模型 


本 章 研 究 折扣 模型 (8.4,g,r Va) ,其 中 本 为 折扣 期 望 总 报酬 向 蔓 . 对 于 给 定 
的 rz 和 开 iES, ri 由 1.4.2 小 节 的 式 人 4-2) 定义.BE [0,1) 为 折 加 因 了 于 (是 
任意 的 ,但 认为 是 已 给 定 的 ). 折 扣 模 型 是 MDP 中 最 基本 的 模型 之 一 , 它 有 许多 好 
的 性 质 , 至 今 已 研究 得 较为 深入 ,理论 成 果 与 算法 也 较 完 善 . 


3.1 预备 知识 
3.1.1 基本 假定 
假定 3 状态 空间 为 串 列 集 .4 为 有 限 集 . 报 酬 函 数 有 界 ,好 存在 时 > 0， 
型 = ap ， | riisa) |<+ %. 


3.1.2 ”记号 与 (B,p) 空间 
设 百 = (DE SDV = (VO ,jE SITe 为 $ 上 的 单 丛 列 向 二 .UV 
表示 Ui 冯 WD,iE 5.0 > 表示 UVHU2#Y. 岂 
rf) = (ri A ,i EE $0, 


其 中 
ri = rt A ,FEF; 
QD = [ qty | i fd] 
为 转 穆 概率 咎 阵 ,其 gi 让 = qt); 
人 
称 FW (i) 为 折扣 模型 最 优 值 负数 ， 
B= IV:- (1- PIMme eae Ve(l- A Yel; 
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称 otU,V)= | -TI = sup | Ui) - VOD | 


为 如 与 ¥ 的 距离 ,其 中 U,VE BB. 


引 理 1 yx € HH, Van) = (V(r,i) iE SERB 


2 (8.0) 是 完备 度量 空间 . 


由 引 理 知 , 所 有 目标 秆 向 量 均 在 8 中 ; 且 对 于 任意 ;: 本 ,na > 


lim To-U,l =0, 


则 必 存 在 5 8, 洪 中 


由 CB, 车 


lim | [ -+ | 二 El lim 0 二 U0). 


3.1.3 ”压缩 变换 Tr,T 


定 兴 上 对 于 任意 给 定 PE FF,VE 8B, 定 凡是 从 8 到 8 的 变换 (也 称 T 算 


子 或 映射 ), 即 定义 T 变换 ;8 一 8 如 下 ; 
TY = r(f) + BOUTY, 
写成 分 量 形式 为 
TCD = (i, f) + BA 1 A VD) 
TY = TT -3¥), TAY= 了 
定义 2 对 于 任意 WE 8, 定 交工 蛮 措 ;BB 一 8B 如下: 
TVY= gpl 
戌 等 价 地 写成 分 基 形 式 
TFI) = Sup, [rei,a) + 8 之 4 1 ,TCD 门 | 
记 Te = TCT -1y), TY = 下 ， 


变换 了 ;及 T 有 如 下 的 主要 性 质 . 
定理 1 任 给 AGE 下 ， 


(3-1) 


(iE 3). 


(3-2) 


(iE 5). 


PT 是 8-*8B 的 单调 压缩 变 撞 , 即 任 给 U,VEB. 有 etTV ,TO) < fot UF) 


(压缩 性 ); 若 Us, 则 TV>TVL 单 调 性 ). 
Vet 站 ) 是 了 在 8 上 的 唯一 不 动 点 ,有 即 
了 任 给 VOEB, 记 对 = 了 TY , 即 
Vn 一 TY- 1 ， 
则 Va(f”) = lim TS" VD = lim Vi. 
和 是 于 区 1， 


TO = BQ), 


Vtf*) = BQO) TN. 


(3-3) 


(3-4) 


{3-5) 
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定理 1 为 求 Wet 了 提供 了 先 代 到 近 算 法 . 

定理 2 1°T 尾 8 一 上 8 的 单 滑 压 纠 变换 , 妈 任 给 ,VE Bp(TU,TP) 有 (UU， 
VV) ,日 着 UV 有 TUTY. 

Vi 是 T 存 B 上 的 唯 -不 动 点 , 即 


TW 一 Va 。 (3-6) 
称 式 人 -的 汶 最 优 方 程 . 
入 任 纵 YE 吾 , 则 
Va = lim TY 【3-31 
H olT™V, VE 1 BD IPT) 


定理 2 为 求 最 饶 值 鹃 数 Wi 提供 算法 依据 及 误差 知 计 . 
3.2 最 优 策略 存在 性 反 性 质 


在 4 为 有 限 集 的 条 件 下 ,折扣 模型 最 优 策略 怪 存 在 且 有 以 下 结果 . 
3.2.1 最 优 策略 


定理 3 ”下列 命题 等 价 : 
Lx* 夺 和 是 最 优 的 ; 
2 Var = Wy = supVat 7 ); 
3 对 于 所 有 CE $5,n 过 0， 
和 人 


其 中 Wr (Ca | 硬 = 站. 


定理 4 在 在 一 确定 性 马 氏 策略 x”= 1 ， nO01 所 卫 和 是 折扣 准则 最 优 的 . 

注意 : 当 4 为 可 数 集 时 ,上 述 结 论 一 般 不 成 立 .但 可 以 证 明 , 必 存在 一 确定 性 
马 氏 策略 是 上 最 优 的 . 

定理 5 设 r“" 扣 了 ,车 对 于 任意 g&E 亚 , 均 有 

TS 二 Ta )， 

由 x* 是 最 人 忧 的， 

定理 6 若 /EF 满 足 下 =THI , 则 产 是 确定 性 最 优 策 略 . 

定理 7 设 x" =j 记 ,ff"| 马 是 最 优 策略 ,出 语 是 确定 性 平稳 最 
优 策略 (对 于 固定 的 记 ). 

裔 为 一 般 地 ,有 : 

定理 8 若 x =|1x? ,i 之 0| 是 最 优 的 , 则 xr “也 是 最 优 的 . 


3.2.2 最 优 策略 性 质 
为 了 从 直观 上 了 解 最 优 策略 的 结构 , 令 
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人 + 站 人 0 人 EaVeti) = TD At! (EE SS), 
JI 二 了 


称 #3 (让 为 折扣 8 状态 i 的 最 优 行动 集 . 
定理 9 没 x* = jx? ,t=0: 马 林 是 量 优 的 , 则 
和 对 于 所 有 i 3S,437 1 天 六 . 
Pr AID=1. 


太志 A (=iand tali)>0.a€ A(D: (全 访 }， 
贡 性 取 Ff 亿 下 满足 
fiDE A CO) (CY iE SY, 
则 产 亦 是 平稳 最 优 的 . 
四 任 取 f,gEF 合 1) ,gl dr(D) ,YiES. 今 
not f(a Ni = ati), mo atili)=1— ati) {iC S), 


其 中 (说 亏 [0,1], 则 x? 亦 是 平稳 最 优 的 . 
定理 3 说明, 任何 8 最 优 行动 集 上 的 "上 号 组 合 " 构 成 的 叶 稳 策略 均 是 同一 -六 的 
最 优 策略 .因此 ,有 如 下 定理. 
定理 0 存在 -- 个 g 民 下 ,使 得 
Va = supVal x) = sup, Val x ) = et }= Vol g™ ), 


即 存 在 平稳 策略 基 声 优 的 . 

这 说 明 , 当 4 为 有 限 集 时 ,最 优 平稳 策略 必定 存在 ,由 只 人 斋 在 J* 上 寻 优 即 可 ， 
这 大 大 缩小 了 寻 优 范围 .尽管 如 此 ,许多 实际 问题 集合 中 的 元 素数 量 仍然 很 大 . 
例如 1 S51 =30,14A1=2.(1S1 表 集合 $ 的 元 素 个 数 ), 则 [| FI =1 073 741 3924. 关 用 穷 
举 法 如 优 , 则 工作 量 相 当 太 .因此 ,研究 寻 优 的 有 效 算法 十 分 必要 . 

以 下 讨论 假定 天 为 有 限 集 , 即 5,4 均 为 有 限 集 . 


3.3 策略 选 代 法 


第 酷 沈 民法 必 1960 年 由 霍华德 {R. 点 , Howard) 提出 的. 
3.3.1 算法 原理 


当 已 给 策略 广 时 ,如 何 求 YeGP )? 
定理 11 任 给 fE Ff, 泛 阴 方程 
V=riN + BIA VY . (3-8) 
有 了 唯 -的 有 界 解 Y= Vt 外 EB. 
将 忒 (3-8) 写 成 分 量 形 式 , 有 
VO = rE FO) 4+ BO AO VO (i € 8). 


把 | V(i) ie Si 作为 未 知 量 求解 以 上 方程 组 即 得 1,(”). 一 般 说 ,这 比 计算 
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级 数 式 {3-5) 要 容易 些 .那么 , 产 是 否 最 优 ?” 如 不 是 ,如 何 得 到 一 个 比 产 更 好 的 策 
隐 ? 为 此 ,可 对 已 求 得 的 (fF ) ,定义 一 个 新 策略 g”. 设 ' 世 下 ,定义 
TeUF 1) = pes rf y+ PO VA = re) + Bg) Weft ). 
将 上 式 写成 分 量 形 式 , 有 
max | "(if (CD + Br HO .11 


FE 4 
= max fr (i 4 BT a 
JES 


电 忆 志 E1Y 
= ri 有) + PO | i, g(i)) Wolf™ ,7) (i € 85). 
JE 于 

这 样 改进 的 策略 g” 要 比 原 策 略 挛 好 .这 有 下 面 的 定理 作 梳 据 . 

定理 12 设 fgEFVEB. 

车 于 VW 则 (eg 3TY 若 TY>TY, 则 Vota”}>V. 

> 若 TVe()=TVe(), 即 对 于 iE 5， 

ri,g(i)) + Pog I i, gE Wal fr 
JE 


= max | rt 人 + 有 > i,a) (OF 让， 
志士 TES 


| 


则 
Volg”) vel). 
车 TVeC) =TVa( 六 ), 则 对 于 任何 六 EF,TeVet 产 ) < We). 由 定理 5 呆 
知 , 产 是 最 优 策略 ,Val" ) 是 最 优 值 函数 .车 TVeJm) = TYIU) > Ve(j”), 则 名 
Vtg”) > Vs") ,因而 g" 比 广 更 好 .实现 了 策略 改进 . 
因为 下 为 有 限 集 ,只 每 次 是 严格 改正 的 ,用 站 代 六 重复 上 面 步骤 ,经 有 淄 次 改 
进 , 必 能 找到 最 优 策略 . 
3.3.2 策略 渤 代 法 步 隔 
(1 策略 求 值 任 给 初始 策略 FE 对 产 解 方 程 组 
Vi) = iA) + 824407 1 i A VO) (i € $8), 
求 得 、 
Vf) eV. 
(2) 策略 改正 规则 寻找 gE 下 ,使 
rig) + BOLg) Val ) 
= max treh) + POCh) Veal”) 
> rr + POO Wolf™), (3-9) 
即 选 gf) 和 4 六, 使 下 列 方 程 石 边 到 达 最 大 值 : 
ri gti)) + B29 Li et) ) Vf ,7) 
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= x tr{ti, a) + Bol, a bt ,| \i€ S$). 


车 达到 右边 最 大 的 不 此 个 , 则 任 取 一 个 . . 若 了 也 达到 右边 最 大 ， 就 取 了 作为 F. 
(3) 线 止 规则 车 式 (3-9) 恒 成 立 , 则 产 为 最 优 . Vt ) 为 最 优 值 函数 , 收 终 
止 选 代 ; 兰 至 少 有 -分 量 严格 不 等 式 成 立 , 则 以 g 代 蔡 f, 转 入 步 缀 (). 


3.3.3 计算 实例 


例 1 设 有 一 工厂 生产 某 种 产品 ,其 销售 情况 好 , 记 为 状态 1, 销 售 情况 坏 记 为 
状态 2, 故 5 = 11,21. 每 个 状态 均 有 二 个 行动 供 选 择 : 登 告 ( 记 作 a1) 和 不 登 广 告 
( 记 作 &,) .考察 该 工厂 章 位 时 段 销 此 情况 皮 采 取 的 行动 后 ,下 时 段 状态 的 转移 是 
随机 的 ,其 转移 概率 gqg() | i .a) 及 一 步 报酬 随 炊 rfio) 刘表 3-1 所 示 . 

表 3-1 


对 于 8 = 0.9 的 折扣 准则 ,用 策 赂 选 代 法 求 最 优 策 赂 及 最 优 值 函 数 ( 取 两 位 小 数 ) 

解 A(1) = A(2) = ial, a2l. 

(1) 取 初 始 策略 (1) = mrE 83. 对 为 解 方程 组 

人 = 6+0.00.5W(01) + 0.5F,(2)), 
们 (2) = 一 3+0.3D 4 了 1) + 0.6F (2)), 

得 FY) = 15. 物 ， 凡人 = 5,60. 

2) 策略 改进 

max |6 4+ 00.9000.5x 15.40 4 0.5x5.60),44+0.9000.8x 15.49 1+0.2 x 5.60)| 


CR 
= maxi]5.49,16.16| = 15,15, 


上 式 是 当 i = 1 取 a 时, 达 最 大 , 故 取 fi(1) = a 
max}— 5+0.000.7x15,09+0.3x5.600), -3+0.9(0.4x 15.49 +0.6x5.60)| 
= max|?.52,5.60; = 7 了 .52， 
收取 六 (2) = ai， 
(3) 以 请 代替 态 , 对 万 解 方程 组 
人 = 44+0.90.8(01) + 人 27321271， 
V2) =- 和 +0.9(0.7Y2C1) + 0.31,(2)), 


Pi} = 22.20, F(t2) = 12.31. 


4) 第 一 次 策略 改进 
max {22.20,6 4 0.90.5 x 22,20 4+ 0.5 x 12,31)| 
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= maxi22.20,21.53! = 22.20, 
豆 仍 取 jf) | = f(t1)., 
max|12.3], — 3 +0,90.4 x 22.20 + 0.6 x 12.31)| 
= maxtl2,31,11.64| = 12.31, 
夏 仍 取 .02) 二 位 | 二 2). 
因此 , 户 是 8 = 0.3 的 最 优 策略 ,最 优 值 阴 数 
V = 有 0 ) = (22.20.12,31). 


3.4 ”逐次 逼近 法 
3.4.1 算法 依据 
由 本 章 定理 2 可 知 ,最 优 值 甫 数 V3 是 方程 
丁 = UU 


的 唯一 有 界 解 , 即 Y; 满足 动态 最 优 方程 
V3 = si 人) + (站 三 二 
将 上 式 扎 成 分 量 形 式 , 有 
只 (CD = sup lr(i,a) + 49071 i ti 0 
设 151- 4, 如 对 于 任意 1 维 向 量 V E B, 当 n> mw 时 .T'V V3 , 且 
PTY: Va) Pl BolTY, WV. 

因此 ,可 以 异 用 逐次 通 近 法 求解 最 优 值 函数 Vi . 

任 取 WE 吾 , 分 别 定 义 VV ,hh 如 下 : 


(~ = TY. = maz rtf) + ON: tn 1), 
A++ BAU, = maxlr (f+ 有 (用 有史 | (n > 1). 


将 上 式 写成 分 量 形式 , 即 


[5 = may, ‘rir i)) + B29 ENT (1)! 


= ri, hi)) + BY 上 VA) 


* S01 * 


《3-10) 


£3-11) 


(3-12) 


由 于 三 有限, 即 5,4(i)(i E $8) 均 有 限 , 故 式 (3-11). 式 (3.12) 中 的 最 天 值 - : 定 能 


述 到 , 即 存在 E€ FRCD EA(0,i EE 5S) 满 趾 式 (3-11) . 式 (3-12). 


由 上 可 知 , 当 给 出 误差 限时 ,可 用 逐次 逼近 法 求 到 的 近似 值 VV,, 那 么 如 柯 往 
到 最 优 策略 或 6 最 优 策略 呢 ? 一 般 情 况 下 ,这 个 算法 并 不 保证 经 有 限 次 选 代 能 得 到 


最 优 策 略 .但 在 严 有 限 集 时 , 却 有 以 下 的 有 限 步 选 优 定理 . 
定理 壤 ” 设 | 所 ,n= 1! 是 由 式 (3-11) 递 推定 义 的 ， 
AB (Li) = 二 “1 = ia:a 人 ct i), rti, em) 十 
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BG | i VO) = VE) GE 5). 


A = ACD AAS, 5S = ES (DO 
2? 若 3 = 信 , 则 对 于 任 给 EE 让,” 均 为 最 优 策略 ,从 而 对 于 基 1,F 均 为 
最 优 策 略 ， 
于 首 5 人 仿 , 记 
B= min mnVvili) -rib) -BO i DV} > 0， 
JE 


则 存在 


J 
引 写 二 民 册 


Nelln(80 AMITY- Vl 8 
ng 


生计 均 为 最 优 策略 ,其 中 下 为 近代 初始 值 , | Ss 1= 了 

定理 13 说 明 , 用 逐次 通 近 算法 ,在 亚 为 在 限 集 时 ,经 有 限 步 选 代 , 必 可 芍 最 优 
策略 .初始 向 量 7 的 夺 取 ,将 影响 选 代 所 需 的 步 数 上. 实际 计算 时 尽 可 能 选择 使 
上 TF -Yl 达 最 小 的 Y. 通 常 可 取 了 = 0 或 站 = Mag rt) 

逐次 所 近 法 有 时 称 为 值 迁 民法 . 

3.4.2 逐次 逼近 法 步 又 

{1) 任 取 上 维 癌 最 本 EE 8. 

{27》 递归 定 突 | 和 ,站 袜 昌 及 | 天 站 3 上 如 下 : 

= TW = maxirf 门 + BAW,: = r(f) + BOUT,. 

(3) 终止 迁 代 . 进 代 的 终 目 规则 通常 要 根据 实例 的 世 求 灵活 掌握: 呈 DD 当 对 最 优 
值 给 出 精 庶 要 求 时 , 只 要 求 出 满足 精度 要 求 的 : 最 优 策略 即 可 .他 当 求解 下 = 
(站 ++ BOUNTY 较 方便 时 可 对 #5 求解 , 即 求解 ¥Y = rCP + (LV, 得 出 Vp ). 
车 PC ) 满足 最 优 方程 TYCOY) = TUR) = VEC). 即 可 终止 适 代 ,f* 即 为 最 


优 策略 ;否则 继续 迭代 . 井 当 六 =1 pan S(1 - 外 T_T 201 能 求 出 时 ， 
只 需 达 代 到 na = 入 + 1 次 有 即 可 给 止 . 
3.4.3 计算 实例 


例 2 ”对 于 3.3.3 小 节 的 例 1, 对 于 8 = 0.9 时 的 折扣 准则 ,用 逐次 下 近 法 求解 ， 
和 解 取 Wi = 0,i = 1,2. 
Wil} = maxlr(l ejirtl,san| = ril,q2) = 6, 


坎 取 六 (1? 一 27. 
Ft(2) = max| r{2, a1), rt2, 602) | 三 rt2, a) 一 一 3， 
酸 腾 (2) = az. 


2 
If1) = max 1rflyGay + 0.9> ol) | 让 
站 氏 AKL j=1 


3 折扣 模型 : 803 ， 


= max|4+0.900.8x6+0.2x 06— 3) ,0+0.000.5x6+0.5x (3); 
= max|7.78,7.35| = 7.78 = ril,a) + 0.9N gt i a HP， 


鼓 声 (1) 三 91. 类似 地 ， 
2) = max}- 5S+O.007 x6+0.30-3),—3+0.00.4x6+0.6x(— 3 


= maxi 2.03, -2.461 = -2.03 = r(2,0) + O00 ol | i a yt), 


故地 (2) = . 
申 此 选 代 ,得 
Va = (9.24, -0.65)", 有意 = a (i = 1,2). 
Vy = 00.54,0.65)T, ft) = FAD = a (=1,2). 
可 暂停 选 代 ,以 疡 (= om = 1.2. 求 解 方程 了 = rf 志 ) + 0.9802) YW, 可 得 
VifF ) = (22.20,12.31)7 = Vj, 


1 


故 部 为 最 优 策 赂 . 
3.5 ”线性 规划 法 
对 于 折扣 准则 , 求 最 优 策 略 与 最 优 值 函数 的 问题 ,mJ 以 化 为 求解 相应 的 线性 规 
划 (LP) 问题 : 
寻求 六 SI= 站 维 向 量 满足 ; 
规划 规划 [ 
mny Max 
至 扎 用 王 此 
满足 约束 荣 件 满足 约束 条 性 
TVYeV: TY VV. 


定理 14 ”最 优 值 函数 Y; 是 上 述 两 个 规划 的 最 优 解 . 其 最 优 策略 由 使 约束 条 
件 等 式 成 立 的 决策 蚂 数 所 构成 . 

需要 说 明 的 是 , 因 V3 满足 TV = Vy, 故 V3 是 两 个 规划 的 可 行 解 . 进 市 可 让 
V3 为 它们 的 最 优 解 ;而 对 于 /EF, 若 TAVY = V8, 则 Volt 产 ) = 8 , 亦 即 ”为 最 
优 . 

从 这 两 个 LP 问 题 的 比较 看 ,规划 1 有 明显 的 优点 ,因为 规划 工 的 约 东 条 件 成 
立 的 充分 必要 条 件 是 对 于 每 个 /EF, 均 有 r() + BQ(AV < VV; 而 规划 了 [ 的 约束 
条 件 成 立 的 充分 必要 条 件 是 至 少 存在 -个 JE 下 ,使 rLP + BQ(AV > Y，, 后 者 在 
求解 时 很 难处 理 . 

由 最 优 策略 定义 知 , 所 有 状态 i € 5 都 要 使 折扣 准则 达 最 优 ,因而 minV 等 价 
于 min > WE), 或 等 价 于 使 1V(),i E€ 5| 任 一 正 的 线性 凸 组 合 达 最 小 . 故 规划 1 

1T 诺 上 
可 当成 如 下 形式 : 
规划 I 
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min > a Vi(i) (3-13) 
rE 
福 足 约 旧 条 件 
ri 有 FE 站 让 (aE fi 和 8)，(3-14) 


J 


其 中 心 > 0， 20. = -= 1, 是 任意 给 定 的 常数 . 
规划 I 的 对 偶 规划 记 作 了 ， 其 规划 可 写成 ， 


规划 了 
max > >， rati ,qarii,a) {3-15) 
ES nt 
福 足 约束 条 件 
>) > 8 Ba | isa))xtia) = 0 (j € 8), (3-16) 
a 
Xin) 守 人 0 {aE AC,IE SY. £3-17) 


定理 坊 ”对 于 所 有 jE 5, 均 有 a; > 0 时 , 件 一 平稳 六 格 都 对 应 于 式 (3-16) 的 
- -个 基础 可 行 解 . 旦 是 非 退 化 的 ;反之 , 式 (3-16) 的 任 一 可 行 解 圣 少 对 应 于 -一 个 平 
稳 策 略 . 

定理 区 ”对 于 所 有 jj € $, 均 有 a; > 0 时 ,规划 王 有 “最 优 基 础 解 .与 此 相 联 
的 任 一 最 优 平稳 策略 ,对 于 任何 非 负 数组 1ai , 均 保 持 最 优 性 . 

由 以 上 定理 可 知 ,证 从 一 个 适当 的 初始 分 布 ( 如 a = 1 站 开始 ,用 单纯 形 法 解 
规划 , 求 得 -个 最 优 基础 解 ,从 而 得 到 一 个 最 优 平 稳 策 略 . 若 还 需求 最 优 值 函数 ， 
则 上 只 需 再 作 策略 求 值 运算 即 可 得 到 . 

需要 强调 指出 的 是 ,以 上 给 出 常用 的 三 种 算法 ,种 有 优 缺 点 .通常 在 1 较 小 时 ， 
用 策略 改正 法 ; 当 i 较 太 时 ,用 逐次 表 近 法 .自然 还 有 三 种 算法 的 变形 与 湿 合 . 


3.6 ” 博 雷 尔 罕 间 MDP 的 折扣 模 奖 


前 几 节 讨论 的 折扣 模型 都 是 在 状态 空间 5 为 可 数 集 , 疝 行动 集 4 为 有 限 集 的 
条 件 下 建立 的 .本 节 讨 论 5 和 4 均 为 博 雷 尔 空间 的 情形 . 称 
CS,A, gr, Va) (3-1%) 
为 博 雷 尔 空 间 MDP 折 扣 模 型 .其 中 5S,4,g,r 与 1.6.2 小 节 中 的 定义 相同 ;5,4 均 为 
博 雷 尔 空间 ;4 是 随机 核 , 即 是 从 天 到 $ 的 转移 概率 测度 ;r 是 一 步 报酬 函数 , 即 是 
从 下 到 飞 的 可 洞 函 数 ; 
Wat;y 认 由 上 .4 节 的 式 t1-2) 定居， 
Va (i) = supVe( x, i) (iE S), 


3.6.1 最 优 性 条 性 


对 于 模型 式 {3- 18) .为 保证 最 优 策略 的 存在 , 需 对 其 作 如 下 最 优 性 条 人 忻 的 要 
求 . 


3 ”折扣 模型 * 805 ， 


假设 起 
lj 对 十 任意 i 3 4 是 紧 集 ; 
2r 有 界 , 即 存 症 时 > 0, 二 天 .| 和 | 二 时 , 且 对 了 于 每 个 让 和 Srfi,a)y 是 
atazE di 的 连续 图 妾 ; 
3 对 于 每 个 FE 3 及 每 个 可 测 函 数 (从 8 到 RJVCy).| Cg(dy15be) 是 a 
的 连续 哆 数 ， 
对 于 异型 式 (3-18) ,在 以 上 假设 4 的 条 件 下 .本 章 定 理 1 ~ 定理 则 的 结论 仍然 
保持 , 现 择 其 重要 扫 述 如 下 ,并 人 必 些 补充 . 
设 2 为 博 需 尔 空间 , 记 
Br) = Ja: 是 一 要 可 测 , 有 界 | . 
Di,a) = riisg)+ 中 让 (gay fia) Fit) (YiE€E 8S}. (3-19) 
尾 给 EE BCS),FE 下 ,定义 T) 算 子 及 T 算 子 如 下 : 


Ta 人 = (AD +B aedy iAD) GE 
(3-20) 


四 


和 


3.6.2 折扣 最 优 策略 的 重要 性 质 
定理 17 
1 V3 是 最 优 片 程 Ta = 在 中 SS 上 的 唯一 解 ; 
蚊 产 是 最 优 的 ,当月 侈 当 TY = V8; 
入 Sup, Sli, a) = 各 
个 产 基 最 优 的 , 当 目 充当 
Fi,Ai)= 0 {FEE 5). 
3.6.3 肖 近 折扣 最 优 策略 


定义 3 ”者 对 于 每 个 ES 策略 TE 也 满 足 
lim 1 太一 下 (RCR = D1=0, (3-21) 


Tu( 1} = 时 x Tt i) = max irti,a) 十 B| {ya(dy 1 2, 2)|. 


其 中 
ri) = 到 Sgr RIN= 717), (3-22) 
则 称 x 是 渐 近 折扣 最 优 策 略 . 和 
3.6.4 渐 近 折扣 最 优 与 古 (i,a) 的 关系 


由 式 (3.19) 可 得 ,对 于 任意 iE SrE 工 ,有 
St{i, Ar) = Erlr(i,a,) 十 BVa Cis) 一 Wat) | Ah, Qel 9 (3-23) 
其 中 玉 开 = 再 吕 1 关 = 和, 玫 = 上 = 人, 袁 孙 上 时 段 的 状态 有 采 取 的 行 训 ， 
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且 
SBEF Ba) = Wri) - EVB{i) 【VE 3 n). (3-24) 
定理 ”策略 x € 卫 是 渐 近 折扣 最 优 的 , 当 且 仅 当 :一 “时 ， 
Bi,a) 0 (VE $8), 
BH ye > 0, 
limp(l Bliva) lt<elX=i)=1 {Yi 8). {3-25) 


3.6.5 逐次 逼近 法 与 渐 近 折扣 最 优 策略 

定义 4 设 {fi,t 宇 00E nN 其 中 EF,t>0. 

FP? 称 C,t 宇 0D 是 浙 近 折扣 最 优 ,省 对 于 每 个 i 所 $, 有 limi, Ft) = 履 ， 
其 中 (i, a) 由 式 (3-19) 给 出 . 

2 称 (ji, 3 0) 是 一 致 渐 近 折扣 最 优 , 洛 对 于 每 个 ES, 均 有 1lim sup | B(i， 
六 人 = 0. 

3 设 任 取 加 € 8(59), 令 = To ia, 称 |o,n 二 0| 为 值 选 代 函数 序列 
( 乏 沈 通 近 ). 

定理 19 ”性 取 vw 声 B89), 设 |v,n 这 1! 是 值 进 代 明 数 序 列 , 令 扬 满足 

Zr 一 To 1 二 Tatn_1- 
即 YiEsS, 有 
Ey = rei Fi) + 下 mily) oldy | i hi) 


‘max Hr(i, 在 让 十 B| wy) gay [ia)l (ns 1), 


(3-26) 

则 1K,t 六 0i 是 交 近 折扣 最 优 的 ， 
推论 1 设 4( 让 是 4 的 紧 子 集 (对 于 每 一 个 i 9), 则 必 存 在 一 马 色 诀 定 性 策 

略 (#,t 安 0) 是 渐 近 折扣 最 优 的 . 


3.7 MDPP 序 列 的 逼近 问题 


设 i(S 49yr 人 关中 是 一 MD 序列 ,其 中 对 于 旨 定 0D, 模 型 413 4 gq,7) 
满足 3.6.1 小 节 的 最 优 性 条 件 ( 假 设 A). 本 节 讨 论 它 们 “ 收 伍 "到 MDPP 模 昏 (5, 4,g， 
r) 的 有 关 问 题 . 

值得 说 明 的 是 ,MDP 中 的 下 近 宥 许多 不 同 的 方法 与 意义 ,本 节 的 收敛” 问题 
主要 为 下 节 讨 论 自 适应 MDP 的 优化 问题 作 准 备 . 


3.7.] 牙 数 性 条 件 
恨 设 B: 
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令 pli) = sup | nk rk rt) = sup | | RR) qt EK}, 
则 有 
limp(t) = 0, limvt 下 = 卫 ， 
注意 :以 上 假设 等 价 于 
P(t) = suppts) 一 (0) = supr(s)*0 (tf oe). 


3.7.2 和 非 平 稳 值 沈 民 
定 兴 5 对 于 每 个 上 = fo 和 二 和 5 B49), 记 
Ls0) = nh +B| vy) gdy ia). (3-27) 
算 于 Ta = max li, a 2 YiE SEE BCs}.T 与 式 {3.20) 中 的 算 子 T 相 同 , 尽 
压缩 算 子 , 即 有 
Ta Tell 过 有 | -二 | fc Btls)). 
于 是 ,可 给 出 三 种 非 平 稳 值 选 代 { 简 记 NVYD; 
[NYI-1 给 定 二 设 站 是 有 US) 上 了 的 唯一 不 动 点 , 即 
vr 一 Ta, ， C3-28)} 
自 8* = | 产 ,t 0| 雍 昨 扩 EF, 扩 (72) 使 式 t3-28) 右边 达 最 大 , 邑 
wi) = if), vr) {tw 0, YiE SS). 
或 者 说 ,对 于 短 - -个 1 = 0, 六 (%) 是 MDP 的 最 优 策 略 . 
NVYI-2 ”对 于 每 一 个 :0, 有 ,EE B(S)， 
Vi = TF ,i) = ‘max bi a, V1) (YiE 5S), (3-29) 


其 中 约定 了 if 站 =0, 且 8 = (FE 由 ,满足 大使 式 (3-29) 右边 达 最 大 , 妈 
对 于 每 一 个 iE 5， 
VA = LiF (V1) (t= 0). 
3 NYVI-3 设 iuw,t > 01,w 所 B(S) 满足 
lim lu- ol = 0, (3-30) 


其 中 vy* 满足 式 (3-28). 令 序列 1fe,t = 01 ,8, > 0. 单 调 三 ,HH 8 一 0Ct 一 oo) 记 
A = farsa € ACD,H Lieu) a Tutr) 一 
(iE S,t = 人 0), 
8 = (f,,t¥ 0, 
其 中 了 :S$ 一 4 可 测 , 且 满足 对 于 每 一 个 EE S.A EE 4.(0. 
定理 加 “保持 3.7.1 小 节 的 假设 B. 
对 于 :这 0, 有 
上 a 一 下 
其 中 er = (1Beo)(tl -BB}!l;m = 


过 Cmaxlp(t) ,v(t)!, 
峙 


(1 — By. 


，808 ， 第 17 笠 马尔 可 去 类 第 过 得 


DD VF maxl p22)) .T2211) ,21 2211. 
其 中 [c] 表 不 超过 < 的 最 大 整数 :ez = 2co + cj. 
二 本 -村 | 芝 上 下- 让 as -el -Ow). 


名 人) 均 是 模型 MDP{S,4， 
9,r) 的 一 致 浙 近 最 优 策略 . 


3.8 自 适 应 MDP 模型 


一 个 依赖 于 未 知 参 数 8 的 MDP 模型 43,4,9,r, 称 为 自 适 应 MDP, 篇 记 为 
MDP, 对 于 这 种 控制 决策 问题 ,通常 采取 佑 计 与 桨 策 变 互 进行 的 办 法 来 解决 .这 
种 估计 与 决策 交互 进行 的 步 又 如 下 . 

在 :时段 . 将 系统 运行 的 信息 h.( 或 其 他 有 关 信 息 ) 对 林 知 参数 0 作出 个 计 , 忆 


全 = 外 ;由 此 估计 9(9),r9) ,分 别 记 为 9(&)，r( 台 ;然后 根据 8- MDP 模型 (5,4， 
gC) ,rt 所 )) 作出 决策 大. 


到 :+ 1 时 有 段 ,将 加 进 新 的 信息 后 得 到 和 ,3 ,再 对 7 作出 新 的 估计 , 记 人 9.,， = 
如 根据 台 -MDP 模型 作出 决策 f,1， 

如 此 重复 下 去 ,直到 14,,1 > 0j 在 满足 - - 定 的 条 件 下 .使 策略 (F,z 3 0) ,对 于 
给 定 的 &MDP 而 言 , 达 到 某 种 意义 下 渐 近 最 优 为 止 . 


3.8.1 站 MDP 的 二 


对 于 模型 {5,4,g,r} 原 有 的 记号 at) rR Vm Vr,i) ,VP 
Treoti ,v(t 在 人 MDP 模型 (S,4,g{9),r(8))(8 固定 ) 中 ,可 分 别 记 为 
ger | EO rR 0), Volr,i, 8), Wn, i,0), 

T CO) PE ER TAO), T(O), oft, 0), et 全 


3.8.2 MDP 模型 (S$,4,g(9),rt 昌 9)) 的 基本 假设 和 基本 结论 


定义 6 ” 设 蝇 是 傅 雷 尔 空间 ,对 于 8 EE 加, 称 (S,4,qg(6),r(8)) 
为 自 适应 MDP, 记 为 MDP. 对 于 每 个 固 灶 #8 世人 身 , 关 MDP 模型 满足 以 下 假设 CC. 

假 进 CC: 

1? 对 于 得 一 个 iE€ S,4{j 是 4 的 紧 子 集 ; 

PP rik,8) 是 从 天 癌 到 民 的 可 测 晴 数 ,对 于 任意 EE 天 及 日 后 加，| 玉环, 有) | 
入 , 且 对 于 每 个 纵 定 1 38E 日,r(i,2,8) 是 a 的 连 纺 消 数 . 

Pg(:1 上 ,8) 是 给 定 提 , 在 SS 上 的 随机 核 , 妈 给 定 (.8) 万 KB,gl:1 上 ,9) 是 
5 上 的 条 件 概 率 测度 ;给 定 y 忆 5,g(y 1) 是 以 天 日 到 10,1] 的 可 测 函 数 , 且 满 
足 对 于 任意 E BI(S),iE S,98€ 8， 


157 638(dy | i.a) 


3 折扣 模型 ”30D9 ， 
尽 6 的 连续 限 数 ， 

在 假设 CC 成 立 条 件 下 ,3.6 节 中 的 全 部 结果 对 于 每 一 个 8E 旭 的 (5S,A, gq(8). 
{8)) 模 型 均 成 立 . 主要 结果 如 下 . 

定理 21 在 假设 和 成 立 亲 件 下 ， 

1? V3 (8) 是 最 优 方程 让 (8) = TCO) Fi (在 B(5 日 ) 上 的 唯 - - 解 ;或 等 价 于 ， 
对 于 每 个 i€E 5S 太 8€ 日， 

max $B{i,a,8) =0, 


旭 丰 上 


其 中 
Biind) = rii,a0) + 引 Vi (ty,0) (dy | id Va (i, 0). 
> 对 于 每 个 8EB, 给 定 广 (EEF, 当日 反 泊 和 ,的 ,站 =0 时 ,对 
于 每 一 个 i€ $,/ 六 (9) 是 .MDP 模 型 折扣 最 优 策略 , 即 C0) = TV 09). 
和 当 且 仅 当 中 ss>0, 对 于 每 个 iE 53, 有 
limpr (IB( i, a 0) 1 < e)=1 
时 ,一 个 策略 rE 五 ,对 寺 妇 MDP 模型 是 新 近 折 扣 最 优 策略 . 
3.8.3 非 平 智 值 交代 
若 剖 是 真 值 ,但 却 是 未 知 的 参数 , 刚 可 以 用 与 3.7 节 中 相 类 似 的 非 平 稳 值 寺 代 
法 求 关于 只 MDP 的 最 优 值 两 数 天 (19) ,及 新 近 折 扣 最 优 策略 ， 
设 9.= 人 ,是 :阶段 对 #8 的 估计 , 且 当 :to 时 ,8 一 8. 会 
站 
P(t,0) = supl rt 下 ,中 一 以 并, 昌 )| 【让 ,8 HO,t0), 
站 = su | 3 人 1 二 ,多 一 号 下 全) (9 .0,0 ， 
五 (ts 人 = supp( s,#), T(t,0) = supv(s .0). 
假设 TD 
当时 ,对 于 任意 6E 加 ,有 一 有 00 有) 一 0 人) 一 0. 


对 于 商定 8 ,中 ,fs0, 在 B(99) 上 定义 算 子 T( 介 及 TT 划 下 : 
设 vii,9iEBiD), 


TOO) vi 0) = ma Lisa, 0,0). (3-31} 
其 中 
LEG) = rk) + 人 | oy Oad kG) (ke (ia) € A), 
TY), Lh ek, dy). 
即 Taw{i) = max Lli, a,v) 


= max, rlisa,t) + B) oy) oC dy est). (3-32) 
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接 了 述 记 导 ,3.7.2 小 节 中 的 NYIE 改 为 : 
PNYTELL 对 于 每 一 个 0 令 上 (= 人 人 有) 是 个 的 布 动 点 ,策略 5 = 
下 宇 人 ,其 中 产 握 下 满足 记 (= 产 玉 2 ,使 式 (3-31) 右 边 达 最 太 , 即 
人 
m NVT2 对 于 每 一 个 130, 令 (= 了 (人 9) 是 在 有 9) 上 县 由 递 推 方程 
WV = 了 TF | 定义 的 , 芭 对 于 得 个 iE 3 
V0) = TV (i = 
De a.0) + 人 Vy, od | i,a, 0). (3-33) 


其 中 约定 玉 _1(*)=0. 


的 


Sb = (7 ,te0), 

其 (=, 和) 所 下 ,日 对 于 每 个 jE$ 及 1 衬 0,f (1) 合式 (3- 33) 契 边 达 最 大 . 

注意 :V ,与 户 不 公 依 赖 于 如 ,也 依 霜 于 由 , 旬 ,…: 避 -然而 仍 简 记 为 {i 
0 和 fi,). 

3 NVL3 令 恒 () =, 入 ) 人 Bi3) ,满足 

lim 和 wl, 0) -va) l=0. 
今 }s,,! 衬 0 为 正 的 单调 递 隆 序列 ,日 6 一 0, 1 一 时 ,对 二 得 个 iE 5 及 10, 邻 
A = ornE A , Liad, wm) Tuli) - sl, 


策略 F=f ,i0), 
其 中 六) = 人) 吕 ) 是 从 3 到 4 的 可 测 机 射 . 旦 对 于 ao A 让 度 1t0, 有 Ff",( 癌 
全 起 (i, 


对 应 于 4.7 节 的 定理 加 ,在 自 适 这 MDP 模型 中 的 首 : 平 稳 值 只 代 ,有 以 下 结 
沦 . 
定理 22 ”在 假设 5C 及 假设 D 成 立 条 件 下 , 若 lim 9.=#. 则 


1 lim | {8-0) | =0, lim | FR 0) | =0, 
lim (BQ) -人 【| =0; 


定理 20 的 上 * 中 的 不 等 式 仍 保持 (只 须 将 符号 作 机 应 的 普 撞 ); 
加 当 上 上 ro 时. 
supl i, (Ci,0) ,0010, 


sup! Bi, Fi hd) ,1 -0, 
supl Pi, id), 9) 1 -0. 


即 上 = ,0 .60= (ft 关 们 及 5g = {fF te 仿 天 于 上 MDP 模型 均 是 - - 致 
淅 近 折 扣 域 优 策略 . 


3.8.4 自 适 应 策略 
粗略 地 说 ;如果 一 个 策略 是 由 参数 入 计 与 榨 制 尖 策 组 合 而 成 的 策略 ,那么 就 称 


二 “平均 模型 ， 811 ， 


之 为 自 适 应 策略 . 严格 的 定义 如 下 . 

需要 首先 说 明 的 是 ,在 统计 中 对 于 估计 参数 ,有 许 守 方法 合 其 估计 的 性 质 具 有 
稳健 忻 ,在 此 亿 以 强 柑 全 估计 人 情况 来 说 明 自 适应 估计 ， 

定义 7 给 定 tez0 旬 = 全 (是 及 到 名 的 可 测 函 数 , 芳 一 序列 党 ,eg 与 明 
各 加 满 是 ;对 于 给 定 策 酷 3$E 也 太 每 一 个 ji 和 3, 有 

Pt lim®, =0)=1, 

即 ;一 上 时 ,六 在 严 '? F 儿 乎 处 处 收 黎 于 , 则 称 | 命 ,:01 是 参数 上 的 强 相合 估 
计 . 

设 8EB,67 = ,tz0) .60= ft) ,Bg= (ff ,1 主 ) 分 别 由 3.8.3 小 
节 的 NYELNYL2 和 NYL3 定义 ,人 是 天 到 罩 的 可 测 两 数 , 则 有 如 下 的 定义 . 

定义 8 令 5* =(8*,t 守 0), 其 中 85) = (GR), YhEH IES,t 
宇 0, 则 称 8* 是 非 平稳 居 计 与 控制 原理 的 自 适应 策略 ， 

令 全 = (BO 其中 全 六 = 了 i EY}, 各 尖 H,, 已 委 点 及 i 主人, 则 称 
邮 是 非 平稳 估计 与 控制 原理 自 适应 策略 ; 


令 =(8,t 宇 0), 其 中 全 (= 了 (hy 名 EES 及 1 二 0, 则 
称 8’ 是 修正 的 非 平稳 估计 与 控制 原理 自 适 应 策略 ， 


定理 33 若 假设 5 此 假设 了 成 立 , 且 稚 ,, 1301 是 8 的 强 相合 估计 , 则 自 送 应 
策略 8* ,本 和 闻 均 是 关于 站 MDP 模 型 的 汤 近 折扣 最 优 策略 . 


4 平均 模型 
4.1 概述 


4.1.1 定义 


定义 1 称 18S,4,9,r,P ii 为 平均 模型 .目标 本 数 人 志 示 长 期 运行 单位 平均 
期 望 报酬 .给 定 r 息 再 ,ES PCD 由 1.4 节 的 式 (-31 给 出 ,YiTr) = (w(x,i), 
i STS 六 可 数 集 } .对 于 x * 所 下 ,车 对 于 任意 xEEH, 均 有 系 人 1 写本 (Cr), 则 
称 x* 是 关于 平均 准则 的 最 优 策略 ， 

4.1.2 基本 假设 


本 音 第 4.1 节 到 第 4.7 站 均 假设 决策 冰 数 亿 下 为 有 限 集 ， 
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4.1.3 预备 知识 


对 于 平均 模型 在 上 为 有 限时 ,要 用 以 下 预备 知识 . 
引 理 1 今 避 = | gj 是 1x 1 的 随机 和 矩阵 ,27 是 的 mw 次 蜡 , 则 


tim( 汪 2 2") = @' 存在 , 且 Q*" 亦 是 随机 知 阵 , 满 


0 =20 0=0 0 =0,， {4-1) 
还 有 
im - PB) 2 Po" = Q*. (4-2) 
[ff- (人 -人 0")] 存在 . 
今 H(B) = PaO" 0°), 
H={1- (0-0°)]'- 0", {4-3) 
则 lmH(8)= HH. 
有 卫 满足 
HOOQ* = 2° HC(2)= HO* =0°H=0, (4-4) 
(I- OH= HC- 0) -I1- 0°". (4-5) 
人 对 于 每 一 个 维 问 基 安 ,方程 组 
OX=, 00" X=0°0, (4-6) 
有 唯 - 解 双 ”C. 


4.2 平稳 最 优 策 上 略 的 存在 性 


对 于 上 玉 为 有 限 集 的 情形 ,可 以 通过 折扣 模型 当 8+ [时 的 极限 ,并 利用 以 上 巴 
备 知识 ,证 明 得 到 以 下 结果 . 

定理 1 对 于 折扣 准则 ,存在 B6E (0,1)(Bs 充分 接近 十 1), 及 一 个 "下 ,使 
得 Ye *)= supVet 7 ) = Va, 
对 于 所 有 BE (Bo, 册 0 均 成 立 . 

注意 ;对 于 折扣 模型 , 当 8 取 不 同 值 时 ,通常 其 最 优 策 略 了 字 依 赖 于 B; 然 而 在 
严 为 有 限 集 时 ,定理 | 说明 对 于 充分 接近 于 1 的 8, 即 8€E 4,1), 存 在 一 个 共同 的 
最 优 策 略 广 *. 

定理 2 若 广 和 下 同 定理 1 中 所 定义 , 则 策略 产 * 足 平均 准则 最 优 策 略 , 即 
¥ x 全 开 , 有 

. Vf V(r). 

定理 2 说 明 , 在 下 为 有 限 集 时 , 必 存 在 平稳 最 优 策略. 当下 为 无 限 集 时 ,情况 

要 复 染 得 多 . 
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4.3 平均 期 望 报酬 与 折扣 期 望 报酬 的 关系 
对 于 任意 站 下, 沁 
Qf = [19 让， 
QO) = lin( > Qf)"), 
种 (8, 有 n ,种 (让 是 分 曾 用 Q(),Q"() 代 蔡 0,Q' ,并 由 式 (4-3) 给 出 的 矩阵 . 
由 阿 贝 尔 { Abel) 定 理 可 知 ， 


biel - 站 28"8(D" = 9* (有 .从 而 有 如 下 定理， 
定理 3 对 于 任 给 的 )E F, 有 


1° Vv, Cf ) = limt1 -BVatf ). {4-7) 
2 V0 (NrN. (4-8} 
定理 4 对 于 任 给 的 臣下， 
Vatf” = (1-8) VF) + HONDFD + atB,N). (4-0) 
其 中 (用 是 方程 
[iI- QVT=0, 8 ANNV=0" Nr {4-10) 
的 唯 - - 解 ,再 (万 以 方 = 了 门 是 方程 
[7- 妇 ( 门 ]F=r 门 -有 (COP)， 如 "( 门 F=0 (4-11) 


的 叭 一 解 ; 而 st8, 站 = (18 让 -下放 门 且 lime( B.A) = 改 . 
4.4 策略 改进 法 


4.4.1 策略 改进 方法 依据 
对 于 入 给 的 /EF ,如 何 寻 找 比 策略 产 更 好 的 策略 zg“ 呢 ? 引 人 如 下 定义 . 
定 扩 2 对 于 任 给 的 fE 让, 记 

Cfi) = la:a€ A(i), D9 | ia (POP ,i) 


或 2 1 i) Velf™, 站 = Vi 
且 ri,a) + 0 AA VE) > pA (i € 8), 


其 中 9 《月 是 向 量 - pf) = HL 站 r{ 站 的 第 i 个 分 量 ， 
定 兴 3 对 于 人 尾 给 的 fE 下 ,定义 新 的 ec 严 , 为 
faE CLA) , 若 CLF DA, iCS), 
e000-{K) 诸 GU, i) = DiES). (4-12) 
定理 5 对 于 任 给 的 FE 下,g 由 式 (4-12) 定 义 ,车 fe 则 TTC)sV,(e”*)， 
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且 对 于 充分 接近 于 1 的 用, 均 有 Vet ) Wetg”), 对 于 SA i 不等式 
Voltf” 和 Vetg”) 的 第 i 个 分 量 严 格 不 等 式 成 立 , 即 WoC ,< Cg” 站. 
定 党 4 对 于 人 性 给 的 稚 下 ,经 出 式 (4-12) 得 到 的 gE 芋 . 称 为 -一 次 策略 改进 迁 
代 . 
定理 5 经 有 限 次 策略 改进 迁 代 , 必 能 找到 平均 准则 的 坡 优 平稳 策略 . 


4.4.2 策略 改进 算法 的 计算 步 又 


(1) 任 取 PE 严 . 

(2) 策 略 阔 值 运算 . 求 1 V0) ,pt ,其 中 到 (= 区 门 交 六 ,六 门 是 方 
称 组 

{ 了 一 信人 站 站 = 下 六- 天) 人 门下 站 = 
的 唯一 解 ;或 直接 阔 
iD = HOArOA =1r- ON + QO A) ri Vl ). 

(3 策略 改进 运算 . 对 于 求 出 的 | ( 产 ), FO)|, 按 式 (4-12) 定 义 gEF. 若 g 

三 六 则 终止 迭代 , 挛 即 是 最 优 策略 ; 若 g 关 六 则 以 上 代替 六 和 转 人 步骤 (2)， 


4.5 线性 规划 法 


用 线性 规划 方法 求解 最 优 值 冰 煞 及 最 优 策 略 的 步骤 十: 

[10 先 给 出 LP 的 原 问 题 . 设 定 ia, ,全 Sl, a>0, Pa, = 1. 寻求 i 人 ( 门 ,i 人 S| 使 

(PY min > ab (i) 

1 区 总 

满足 约束 

EE -giaoD) +r hrie) (oe A ie sy, 

Cs -0 a) V20 (a€ A(DiE 5). 

可 以 用 单纯 形 方法 求解 以 上 (P) 问题 

(2) 求 (P) 问题 的 对 偶 问题 , 即 寻找 变量 [x ,和 ,二 人) ,i $i} ,使 

“D) max >, > arfEy 总 ] 

让 是 由 

满足 约束 


aa a (a € A(i,iE 5) 
个 下 站 和 

> > OPa)) = (i € 8), 

"ES 应 守 下 [》 (jE sy) 

2 mt od il i) = J 
求 出 对 侦 规 划 (D)， , 即 可 寻求 平均 准则 最 优 策略 

定理 7 设 产 Ff, 它 是 由 问题 (P) 与 问题 (D) 的 最 优 解 采取 的 行动 定义 的 ， 
则 产 ” 半 于 平均 准则 是 最 优 的 . 
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4.6 不 可 约 链 的 情形 


一 般 地 说 ,不 同 的 策略 ,相应 的 马 氏 链 状 态 的 状态 分 类 会 有 不 同 .本 节 进 一 步 
假设 :对 于 每 个 产生 大 ,站 转移 矩阵 人 六 对 应 的 号 氏 链 足 术 可 约 的 , 即 对 于 得 - 
个 fF ,相应 向 马 氏 链 的 状态 空间 全 人 有 和 限 , 必 导 一 -正常 
返 类 ). 在 上 述 附 加 假设 下 ,出马 氏 链 的 基本 知识 可 知 , 对 于 任何 了 所 天 ,对 应 寺 
0( 的 马 氏 链 必 存在 唯 -的 于 稳 分 布 , 记 为 gf = (0 5), 车 
= OO) = ViE SN = 信号 无 关 . 因 此 


240 a = ET = 


年 成 六 , 故 在 此 情形 下 ,运用 策略 改进 法 时 ,在 策略 改进 步 晤 中 ,GCCP, DIE 5) 的 
定 沁 应 政 为 
人 Fi = 12:8 EEC 人 Yogi [ia ys A) CE 3). 


{4-13) 
在 策略 求 值 步 惊 中 只 而 改 为 求 }q( 站 ,iE SI 及 [Vw iE 31 旭 9 吕 , jo( 站 ,i 5 
是 方程 组 
{257 = gON, (4-14) 
gt)e= 1 
的 唯一 解 , 其 中 e = (1,1,…,1)7 晨 1 维 单 位 列 向 量 ,; nm S| 是 方程 组 


| ri FD) + Dg 1 iFi) (i€E S)， 
人 (4-15) 
2 = 澡 
的 唯一 解 ,由 下 可 知 ， 策略 迁 代 过 程 大 为 简 屁 . 
在 不 可 链 的 情形 下 .线性 规划 算法 改 六 
CP) mmImT 
服从 约束 
D6 qj li a) + Vor(i.a) {a€ A(D,iE 5), (4-16) 


其 最 优 解 |,m ,ie 5 引 是 7 = 矿 ' ,其 中 产 *” 是 最 优 策略 , 产 ( 昌 = @ 4 让 
使 式 (4-16) 等 式 成 立 的 行动 . 

对 偶 问 题 (nD} 化 为 求 变量 1x ,a € A( 站 ,i € 51, 使 

‘DD) max >) > rui 


= 
满足 约束 


| cr 人 号 上 已 【4-171 
> >) sl6, -qljlira))=0 CE 8). 


和 ER 


人 saE di 和 3 > r= 1. 
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以 1 nz + 人 1 1, 62a) 65(fi) 一 + 


机 


二 0 4 5 

= 6+0,5xTH -0.5 [有 -人 
寸 . 3 7 

六 8 < 1] 8= utf), 


圳 a2 EE Gf, of,1l) = 全. 
站 由 (2) = oa EG( 有 ,2), 上 哄 需 判断 a 是否 属 二 G1 ,2). 


r{2, 人 十 9( 本 ,ai) A) + ga) ti) 一 Vy 


-5+07xjS-03x -3 
= > -1 二 pA). 
喜 aE GOf12), 且 G01,2) = ja .因此 地 为 -改进 策略 .以 户 伐 在 太 转 信步 


又 {1). 


(4) 对 太 作 策略 求 信 运 算 ,由 
00) = [07 03], rf) = 64- 5) 


Rf) = ,er = 1, 得 
(有 = (可 , 汪 ) 
对 于 万 , 解 方 程式 (4-15) ,得 
pO) = (本 -全 1， 及 = (fi) = 2,1€ S$. 
(5) 对 所 作 策 辐 改进 运算 ,由 
万 (1 = ar E GR,1), 
判断 m2 是 否 属于 G0 ,1). 


ril,as) + > 人 | 1,02) tf) — a = py < 站 = vA). 


了 


鼓 [hin EE GA 1) 之 人 


尖 方 (2) = al E GC,2) ,只 需 判 断 9; 是否 属于 6 六 2、 


ri2, a2) + Dg | 2, 0 uf 一 a 二 一 3 ~ 三 12 六) 


故 a €E Gf,2), 好 Cf,2) = 四， 
由 此 可 条, 忘 对 平均 准则 是 最 优生 上 略 . 且 VV = Vi 让 = (2,2)T. 


4.7 不 可 约 遍 历 链 下 的 逐次 如 这 法 
为 简单 让, 本 节 附 加 假设 :对 于 每 个 EC 下, 人 及 对 应 的 蕊 氏 链 是 不 可 区 遍历 
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链 ， 
性 取 7 淮 初 始 向 量 同好 这 
Vr = maxi rtf) + QU (7 0), 
即 | 
VCi) = maxir(isa) + Pq i a) (i): {iE 5S,n 1), 
站 和 ri ES 
{4-18) 
下 站 一 本 一 区 《 呈 【 本 Sn 主 0)， 
= {ELE Sl 
定理 8 ”在 本 节 附 加 假设 下 ,对 于 站, 证,n 袜 全 ,有 有 
1 Vn ti ES), {4-10) 
其 中 lm 站 = 0E58 ac Si 满足 最 优 方程 
再 十 让 二 wax rie) + Oa lisa) wi, (4-20) 
电 记 A jE 
披 
= maxky = maxV tf ,i) 任 纵 EE 5)， (4-21) 
即 人 时 间 最 大 平均 期 望 报酬 
lim 3 i) = gg { 尾 给 工 拒 $)， (4-22) 
PF 令 I = max 各 C2), L's = minX, (已 , 则 
Ln 所 +l 所 号 到 Ll En (n 产 0), 
且 lim£', = 二 = lim £L",. 


一 个 策略 /” , 若 存在 某 个 m > 0, 对 于 所 有 n > nn. 满足 
Vi(i) = max {rli, a) + 97 | i,a) 7) 


= ri A + Dt | ,fC 0)), 
刚 = WA, 站 2 yi) {对 仔 意 EE 3)， 
即 fy* 是 最 优 策略 {关于 平均 准则 }. 
4.8 博 雷 尔 状 态 空 间 的 平均 模型 


上 面 讨论 状态 空间 3 及 行动 集 4 均 为 博 雷 尔 空间 的 平均 模型 (5,4 ,9 ,ro 
参见 1.6 节 ,此 时 状态 -行动 对 集 玉 = lx,ao);x ES ote diY)1g 是 给 年 上 反攻， 
守 多 在 5 上 的 随机 校 , 即 YY 二 下 ,qt 1 是 5S 上 的 概率 测度 ;¥8E. 谎 SS) 本 
1) 为 从 下 到 [0,1] 的 可 测 函 数 ; 一 步 报酬 陋 数 7 是 从 下 到 环 的 可 测 请 数 .给 定 策略 
TE 从 x 所 5 出 发 的 平均 期 望 报 酬 


n-1 
了 (xx)》 = liminfg A SE) (x € 8), 
J t= 说 


4 平均 模型 * 819 . 


4.8.1 基本 假设 
1” 对 于 每 -个 x 和 S,4tx) 是 4 的 一 ( 非 空 } 紧 子 集 . 
ze 对 于 所 有 二 卸 天, 均 有 ] rti | 雪 时 ,上 对 十 每 一 个 yrTix0) 赴 wlan 万 


ALx)) 的 连续 吨 数 . 

3 对 于 每 一 x 会 5 及 每 一 冰 数 GE . 罗 (5).| u(y)g(dy1x,0) 是 a€ A(x) 的 
连续 是 数 .其 中 . 略 (5) 为 定义 在 83 上 的 有 和 翼 可 测 函 数 全 体 - 

于 {如 历 性 条 件 ) 存在 一 状态 xo EE 5 及 正 数 an, 满 昨 半 本 所 有 六 EE 天 ,gf ixni 
| Ek) + 

下 面 均 在 假设 ~ 中 成 立 条 件 下 进行 讨论 . 

4.8.2 最 优 策略 及 最 优 值 函 数 

定理 9 ”在 假设 - 中 成立 条 件 下 , 若 存 在 一 常数 六 和 困 类 YE 8(5), 满 
足下 列 最 优 方 程 
j++ A) = maxlr(x, a) + | oCy)olqy | x,a)! YE Sd), 

{4-23) 

则 

地 supVa (x , x) jj 村. 

2 设 广 后 下 广 (xzE 4x) ,Wx 人 EE 3,f"(x) 是 使 达到 式 t4~23) 右边 最 大 值 
的 决策 函数 , 妈 广 (x) E 4(x) 满足 


a) rf (a) or ady txf (rs)) (Vx€ 5S), 


【4-24) 
则 产 ” 晨 平稳 最 优 策略 ,是 
Vota) = FF, x = (Vr€E Sm). 
PF AE TH,x 人 ct , 
-| 
Pilima Dr se) = 有 = = 1], 
简 记 lm TOK,e) -7 (pi - .8.), 
当 且 仅 泽 
nt 
Plim A -j=xi=1 (¥Yx € 8), (4-25) 


其 中 fw,a) = r(xw,a) + | 1* (9)gCdy 1 x,a)-7 -2 (x) 是 定 闵 站 天 上 的 盟 


数 . 
中 车 策略 7 所 了 满足 式 人 (455) .由 是 最 优 策略 . 
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注意 : 若 | 六 ,| 满足 最 优 方 程 ( 简 称 DE) 式 {4-2), 则 称 17”,u”"4*')| 是 
DE 的 一 个 解 . 
DE 方程 式 (4-23) 可 用 二 表示 如 下 ; 


max DL x 0) = 0 (CYxE S). 
式 (4-23) 下 可 写成 如 下 形式 : 

下 fx Fr) = 0 XE 9). (4-26) 
由 定理 9 的 2 有 如 下 推论 . 


推论 1 设 f” EE FF 满足 式 ({4-26), 则 f/f* ”是 最 优 策略 . 

如 分 别 记 (| x , 放 x)) 和 为 1 阶段 转移 概率 和 概率 测度 ,那么 ,由 4.8.,1 小 
节 遍 历 性 假设 下 可 知 , WE FF, 上 BB(S), 有 

1* 存在 唯 -的 不 变 和 概率 测度 px 满足 ， 


27(B) = | 9(B Ix, fx)) Pdx) (YBE .DD. 
x A | x,f(x)) = | Rdy) (YE Sy, 
和 了 1F,z) 是 一 常数 让 门 , 即 

WP) | OA TAD (yx€ 9， 


4.8.3 值 选 代 
YE BC(S),x ES 定 祥 算 子 T: 8(5) 一 日 S) 如上: 
Tytx} = max {rx, a) + | yatdy | rt,a)|, 


所 AT = T'w, 
其 中 茹 和 8(5) 闵 任 取 , 即 
Vix) = Max i rt x, 0) + [apelay | x ,a)) (ytm1l,% EE 3), 
4-7) 
Vi = suplo (x) — Htx)), Fr = in 人 tk wt x) — btx)} (Yit slizE 8S). 
| {4-28) 


任 取 如 E 下 ,对 于 1 守 1, 有 EJ(x) EE ALx) ,£4 是 满足 使 湾 (4-27) 右边 达 最 大 的 
决策 函数 . 即 


bx) = rix, fts)) + | ws(dy | x ,ft x)). {4-29) 


称 5 = (Ff,t 和 = 0) 是 值 兴 和 代 策略 . 
记 ww = 0, 对 于 :lyEBIS) ,x 七 5, 定义 算 子 届 :B(5) 一 8(5) 如 下 : 


人 oz》 = max AD + (EC— De vn) gtdy [xa)l. (4-30) 
令 = Qu Etz 册 易 知 各 是 正 缩 算 子 .在 B(S) 上 有 了 唯一 不 动感 wr € B(S)， 


5 最 小 风险 模型 : $821 * 


即 
ur = Qu 

定理 0 若 4.8.1 小节 假 设 1 ~ 在 成立 , 则 对 于 1 二 1. 有 

1 Vere eH. 
日 当 1 一 + % 时， 

Li sup | 有 [一 了 | 一 站 
2 当 * 上 一 + wm 时， sup | 人 人 一 | -= 昌 ， 
| I 一 UH | 0， 
supl ur ta) 一 了 ”| 一 

注意 :利用 式 (4-29) 得 到 的 策略 8 = 【Ata 功 , 避 作 为 平均 准则 的 " 放 近 最 优 

策略 ”. 


5 最 小 风险 模型 


在 MDP 中 ,至今 犬 究 得 较 系 统 的 横 型 是 各 种 形式 的 以 期 望 报酬 为 优化 准则 的 
模型 .但 由 于 期 望 准则 对 风险 不 敏感 ,以 及 许多 决策 者 厌 亚 风险 ,因而 它 的 应 用 爱 
到 限制 .一 般 地 ,在 复杂 系统 中 ,决策 者 要 求 各 种 指标 的 可 移 度 尽 可 能 大 ;在 网 络 
中 ,决策 者 要求 信和 导 延 迟 .阻塞 .丢失 的 概率 尽量 小 ;在 金融 .经 济 . 工 程 与 管理 中 ， 
决策 者 要 求 各 种 效益 性 能 指标 未 超过 给 定 日 标 值 的 概率 发 可 能 小 .这样 的 决策 问 
题 要 引 人 概 率 准 则 . 因此 研究 概率 准则 模型 有 广泛 的 应 用 背 鞭 .本 章 下 面 选 其 中 最 
基本 的 一 类 予以 介绍 . 


5.1 概率 准则 MDP 模型 


5.1.1 报酬 是 随机 亦 量 的 情形 


考虑 离散 时 间 MDP 模型 
{5,4,9,8), (5-1) 

其 中 

(1)5 为 系统 状态 空间 ,是 可 数 集 ， 

(D4 = WA) 为 行动 集 ,A( 订 是 i 状态 行动 集 . 

(3)9 = Toll ia),i,j 5,a EE dil 为 系统 转移 很 族 ,g(7 | :i,a) 的 含义 
同 1.1 节 所 十 类 . 

(p= 1 iaj) :i,j EE S,a €E A(D! 为 报酬 分 布 律 ， 
这 里 

GBI Ea = PI(RE BI om = rint=)) (BE AR))., 
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以 ,os 分别 记 : 阶段 的 系统 状态 .采用 的 行动 及 得 到 的 报酬 . G(-1 ia, 站 (i 
E 5S,a € 4( 站 ). 是 处 十 状态 i 采用 行动 a、 下 阶段 处 于 状态 /条件 下 报酬 的 分 布 
师 数 .假设 eff 1 11 ia 六 = 1 其 中 是 < 入 是 常数 . 

值得 指出 的 尾 , 在 MDP 文献 中 ,通常 假定 报 一 分 布 为 过 化 分 布 .即将 GC | i 
a, 门 收 定 是 报 融 了 落 数 ii, ,站 ,此 时 安全 六 关门 | | ie 由 - 1 这 对 于 以 期 望 报 
本 为 优化 准则 的 问题 并 不 失 一 般 性 .但 对 于 以 概率 为 准则 的 优化 问题 ,这 样 的 假定 
却 有 和 失 一 般 ， 

给 定 一 个 策略 x = (zt > (这 里 姑 日 同 1.2 节 的 定义 ,本 章 策略 的 严格 定 
义 见 5.2.2 小 节 ). 以 B,(x) 和 Be。(z) 分 别 记 在 策略 x 下 得 到 的 有 限 阶 段 和 无 限 阶 
段 折扣 总 报酬 , 即 


Bx) = YipeiR Cn 2 1.8 € (0,8,),8, > 0), 
和 (5$-2) 
Ba{x) = YY BIR, (PE (0,1)), 
其 中 8 为 折扣 因子 . 
对 于 雏 定 的 日 标 值 xE R= (- ,+o 区 rz) 表示 在 策略 天 下 得 到 的 
折扣 总 报 杖 首次 超过 x 的 时 间 , 即 
区 和) 二 inf 二 xk 1. {5-3) 
规定 inte 二 十 名. 


5.1.2 概 兴 {风险 ) 最 小 准则 


本 章 考 虐 的 概率 准则 有 以 下 二 类 (假定 给 定 目标 值 x 和 阶段 数 n,n = 1). 
1.z 防 段 { 折 扣 总 报酬 ) 概率 { 准 则 ) 风险 
寻找 策略 r” 使 其 满足 


PiBtix exr| X=i)= infPt Bl ze) 之 | 证 | = 让 (Yi SS,r ER), 

{5-4) 
即使 第 n 阶段 折扣 总 报酬 未 超过 日 标 值 x 的 概率 (风险) 达 虹 小 .该 准则 可 称 为 
阶段 风险 准则 ， 


2. 前 a 阶段 上 概率 (风险 ) 准则 
寻找 策略 x * ,使 其 满足 


Pirtn rx) sani= = inP{rra) > n|R=i) (YE Ss,xE RR), 


{5-5) 
即 全 折扣 总 报 一 在 前 n 阶段 上 ( 合 5 阶段 ,下 同 ) 均 未 超过 月 标 值 x 的 概率 (风险) 
法 到 最 小 , 该 准则 可 简称 为 前 4 阶段 上 风险 准则 ,或 称 首 达 日 标 值 最 小 风险 淮 出 . 
5,1,3 ” 原 有 袍 型 框架 硝 在 的 不 足 


对 于 芷 述 概率 准则 的 优化 问题 ,决策 者 在 各 阶段 选中 行动 作 决策 时 ,不仅 要 考 
虑 当时 系统 本 身 所 处 的 状态 .还 要 考虑 决策 者 所 给 定 的 日 标 值 . 即 影响 的 俩 的 因素 


一 = 


5 最 小 风险 模 虱 ，823 ， 
不 仅仅 是 系统 所 处 的 状态 . 册 此 ,在 虐 有 异型 框架 上 定 久 的 睛 依 下 于 系统 状态 的 策 
略 ,在 埋 论 分 析 小 存在 难以 克服 的 问题 (如 起 优 策 略 存在 性 问 是 ) ,因而 达 不 到 优化 
的 日 的 . 

届 若 把 岂 策 者 的 意愿 与 训 求 和 系统 状态 融 为 一 体 , 统 “起来, 凤 把 决策 阁 在 和 作 
决策 时 需要 考 虚 的 所 有 因素 统称 为 决策 状态 , 邮 么 ,策略 应 引 基 于 决策 状态 向 选取 
行动 的 规则 序列 .这 种 新 的 策略 能 充分 和 及 时 反 上 决策 者 的 得 愿 , 志 更 贴近 于 序 员 
决策 过程 运行 的 实际 情况 . 为 此 要 研究 由 模 邢 式 (5-1) 措 玉 的 可 控 系 统 与 沁 策 省 
目标 值 构 成 的 天 系统 ,这 个 大 系统 的 状态 号 基 沁 和 俩 状态 . 下 | 要 建立 反映 这 个 大 系 
统 的 模 乱 框架 ,给 出 在 于 决策 状态 的 策略 的 严格 定 祥 ,以 便 解 快 对 风险 敏感 的 .类 
伺 由 式 (5-4) 或 成 (5-5) 给 出 的 概率 准则 的 优化 问题 . 


5.2 ”基于 决策 状态 的 MDP 模型 


5.2.1 模型 框架 


定 尖 1 称 序 对 e = ti,x) 为 大 系统 的 决策 状态 . 片 中 ,i $ 量 系统 状态 ;x* 亡 

虹 是 日 标 值 . 称 
EE= lera = (ix iE S,xE R = SR 

为 上 系统 的 决策 状态 空间 . 

若 第 :阶段 决策 状态 e， = Ci,x), 则 表明 在 + 阶段 系统 状态 i = i, 决 策 者 的 里 
标 什 为 x. 如 采用 行动 a = a E 4( 让 , 则 系统 依 概 率 gt | i,a) 在 1+ 1 阶段 到 系 
统 状态 ,| = j 并 按 概率 分 布 G(:1i,a, 门 效 得 报酬 & = ”这样 在 上 阶段 已 获 报 
渍 r-. 考 虑 折扣 因 于 有 ,在 :+1 上 阶段, 决策 者 的 日 近 值 庶 为 (fx - r)8-1. 这 意 昧 在 ++ 
1 阶段 决策 状态 为 ml = (PCY 一 了 B71). 于 是 引入 基于 决 这 状态 MDP 模 击 如 下 . 

定 深 2 离散 时 间 基 十 决策 状态 的 MDP 模 型 {在 由 模型 式 ($-1) 描述 的 系统 基 
础 于 ) 及 有 以 上 结构 : 

(FE,A, P,r), (5-6) 

其 中 

(DE = SR 为 决策 状态 空间 ,5 为 系统 状态 空间 ,R = 【- %m, + %m) 为 目标 值 
全 体 . 

(2)4 = ALi, x) 为 行动 党 ,A(i,x) 为 当 决 策 状 态 在 e = (i,x) 时 的 分 六 
行动 集 . 设 dt CAD ,Yii,x) 下. 

(3)P 为 次 策 状 态 转 移 概 举 测 度 , 油 足 

PiCx Ble = (istjin = &) 


= DG lia) az -78-1) (dr Tina 


tic 3， 晶 E.R}, {5-7) 
其 中 5 为 集合 8 的 示 性 了 消 数 . 
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(4)r 为 报酬 函数 ,满足 
-py (NM 和 
ri,x), a,{i,v)) = | (Cir) YE Eat Ali,x)), 
0 (其 他 ). 
(5-8) 
注意 ,由 于 8 = SR 已 是 非 可 数 集 ,因此 ,在 此 基础 1 引出 的 许多 概念 的 可 测 
性 问题 要 按 1.6 节 博 需 尔 空间 的 MDP 来 类 项 定 习 与 处 理 . 


5.2.2 基于 决策 状态 空间 的 策略 


为 司 记 屿 不 过 下 店名, 本章 约 定语 ,visa 6 = (im 陋 分 别 表 示 第 问 防 
段 的 系统 状态 .决策 者 目标 值 .采用 的 行动 . 尖 策 状态 及 获得 的 报酬 变量 ,也 用 它们 
表示 相 点 变量 的 取 值 或 实现 . 记 

KE- eeE Eat Atel'., 

Hi= EH= RIE= KKH, n>], H. = 【im 如 

kh, 三 《ely dis" Onl Tals En) 所 HH 


称 
为 直到 s 阶段 的 个 历史 ,所 为 直到 5 阶段 的 历史 集 . 其 小 包 Ejay EE A(e);1 


二 nieEE 克 显然 ,由 (> 1) 是 首 = (E54)! 上 = EA 并 的 可 测 子 集 . 

定义 3 称 x = {zt 31) 为 基于 决策 状态 空间 的 策 陪 ,简称 为 策略 , 其 中 
rtpr3tl) 昆 以 总 到 4 的 转移 概率 测度 (随机 核 ), 并 有 

na Ate) 1h)=1 (¥h€E Hn 1), 
五 = rr 

定义 4 称 f= (Fas1) 为 一 个 确定 任 策 瞄 , 其 中 捷 (mz1) 是 从 也 到 4 的 
可 测 上 映射 (变换 ) ,满足 fh) EE de ,YEHn> 1 = 18] 

定 兴 5 车/ 是 从 EE 到 4 的 可 浏 映射 ,是 f(e) E A(e),e E 百 , 则 称 F 为 决策 沙 
数 . FF = 六， 

定 灾 6 称 r = (rs 由 E 了 为 马 氏 策略 ;着 mr) = 和 人 
= {els dy en ds ed a en EE Hic I 为 全 体 马 氏 策 咯 . 

定 光 7 杯 xx 并 ,为 平稳 策略 ,mC 向》 = 下 | ej 局所 于 ,nn 之 1. 此 
时 记 x = ri . 开 为 全 体 平 移 策 障 ， 

定 交 8 称 人 = (f/,n 之 1) € 1 为 确定 性 马 氏 策略 , 若 EE 大 . 记 

-18:8 = (ff ,nz ll), YheE Fnsmll. 
称 /” 为 确定 性 平稳 策略 , 具 f€E 玉 . 记 
T= Ir:fE Fl. 

定 光 9 记 卫 为 全 体 与 日 标 值 x,(n 1) 无关 的 策略 集 , 即 1 是 基于 系统 状 
态 及 其 历史 进行 决策 的 策 上 咯 类 (标准 的 期 望 淮 则 优化 模型 的 策 障 类 ). 

定 交 切 设 r=fr,ial)E TealE 天 为 给 定 的 -阶段 历史 , 称 

Tree 一 (1rd 0), kw 1) 


5 最 小 风险 模型 ”人 2 
为 对 (e,a) 的 截 首 策 畴 ,其 中 天 各 全 人 1 下) = rest (esa) ,hi ,对 于 如 所 后 ,不 
= |. 称 


Xu) = (x ra, A ) 
为 天 基于 前 阶段 的 截断 策略 . 
设 给 定 xz = {xpy 衣 宇 1) 万 廿 ) 及 初始 决策 状态 el =“ 拭 殖 ,根据 油 度 论 可 逢 ， 
由 x 号 及 el = e 可 唯一 确定 ( 首 。,. 镶 省 。)) 上 的 一 个 概 宰 测度 pp, 满 是 pH。) = 
1, 其 中 次 = lim ,Prt el = ep) = Pr(.). 


定义 11 称 随机 过 程 | 次 。,. 儿 次。 ,pa ,nl 为 基于 决策 状态 
空间 的 马尔 可 天 雇 策 过 程 . 


5.2.3 基于 决策 空间 的 最 小 风险 模型 


为 简化 记号 , 以 上 当 采 用 的 策略 x 明确 时 , 分 别 川 B,B。 和 rtx) 代替 
Bin), B (nr) mm rin, x). 
定 兴 了 过 ”对 于 给 定 的 ms 关 1, 若 r"”E 开 ,满足 
PB xle = (i,x)) = intP(B, sx|e = (i,x)) 
(Yi,x) € E), 
(5-9) 
则 称 x” 是 关于 = 阶段 最 小 风险 准则 最 优 策略 ,简称 为 # 阶段 最 小 风 哈 策略 . 
若 策略 x ”EE 五 ,满足 
Pr > nle = (ix = infP (rt x) > nle = (i,x)}) 
(Wi,x) EE EF), (5-10) 
则 称 mr ”十 基 于 前 ”阶段 上 展 小 风险 最 优 策 略 ,简称 为 所 阶段 上 最 小 风险 策略 . 
以 PB 二 1e = ee) 做 为 优化 准则 的 模型 , 称 为 阶段 最 小 风险 模型 ;以 
ri) el = ef 机 为 优化 玲 则 的 模型 , 称 为 前 m 阶段 上 上 最 由 区 险 模型 . 
注意 :对 上 非 负 报酬 情形 , 即 当 和 [0 + ia = 1 ,VijE Sa€ A 
时 ,二 者 是 等 价 的 . 
F 面 主要 讨论 rn 阶段 最 小 风险 模型 . 


5.3 阶段 最 小 风险 模型 


5.3.1 目标 函数 与 最 优 值 函数 
人 = PHB axl|el = (i,x)) ({i.r EO Enz1) 
Pix) = PHUB, Et| el = (ti,x)) (tri EE), 
为 策略 x 对 应 的 日 标 苘 数 ; 称 


{5-11Y 
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(EA,P,r,F,) (5-12) 
为 阶段 最 小 风险 模型 ; 称 


FixX) 一 inf Ft i, x) (fix E,n 1). (5-13) 
Frisx) = i Fi x {fi,x)t FE), 
分 别 为 n 阶段 最 扰 信 卫 数 与 万 限 阶 段 皮 优 值 两 数 . 记 


| -人 ( 当 8 = 1 时)， 
BM [1,,1 > 0 时 )， 
4 | 人 有， 
~ BI-BM {B21. >0 时 )， 


D = fa 无 一 站 ,上 ,可 调 上 | 
定 关 14 ”对 于 和 任 缩 的 ww ED, 定义 下 算 子 如 下 :K: + 上 D， 


Ku{isxr.n) = > al io eps -ra etdr De 


({i FE Eat Ati, x)). 


{5-14) 
定 久 五 设 人 全 山 生 也 ,定义 变换 ( 算 上 )Ts 和 下 为 
Tyutt,x)} 
= > Sinanl iE,x) Sg | io ut jx -. r13- etdr | i 
pT 5 R 


1 5- 151 
Tal i, x) 一 .Min ,Kuli, x,a), Ta 一 Ts tl Hr), 


[2 
Tu = TOT wn). 
约定 Bo 二 0,F8IEx) = PRB x| el = Cx VE ,Ny 
Fi isa) = 天 村 人) = lowy(x) (YUix)E EF). 
0 Cx < bEH), 
Pi = Pilix) = 1 


] { 当 x 宇 下 时 )， 
: 1 — 中] 'M :0 1] 
p(t) = Poi) = ( 当 x < 1- 81 ,0 < 8B<1 了 时) 


{ 当 x 0 < 8 < 1H), 
其 中 (1) 表 集 合 4 的 示 性 遇 数 . 


注意 :对 于 任何 策略 x ,FAOE,x) 和 下 各 (ix) 均 丰 x 的 分 布 隙 数 . 租 对 十 
T 所 开 , 这 个 结论 不 成 立 ,这 一 点 笋 请 访 者 注意 ! 
引 理 1 设 x = (ri 下 二 和 下 :期间 呈 演 二 人) &_ 卫 ， 


FRI) = YY rlalix) etplE ex 


| 


| Es PY) G(r ia 站 (5- 16) 
"kK 


5 最 小 专 险 模型 。 827 ， 
H RE DD, 并 由 xin) =【rirvr) 依 定 . 
知 将 式 (5-15) 右边 简 记 为 Pr 避 (i,x), 则 式 (5-15) 化 为 


Fi T, Pa" (nw 1). (5- 7) 
定理 1 (1)}1 7 ,n 之 0} 满足 最 优 方程 
Fy = on) Fr -= TE {rn 1). (5-18) 


(2 Yn SFICi, Xx) 起 x 的 分 布 蝗 数 . 

C3) YR 这 0, 存 在 策略 x € 4 使 Fr. 

(4}¥ nr 0, Fa linx) = inf{ FRAi,x)} = inf FM ax) (vt{i,x)€ EY). 
"CIE rz 号 


5.3.2 最 优 策略 的 存在 性 及 结构 


由 起 理 1 的 (3) 可 立 邯 得 以 下 重要 定理 ， 

定理 2 Ya 2 1, 必 存 在 x(n) ET 关于 屎 是 最 优 的 , 即 对 于 有 限 = 阶段 最 
小 风险 檬 型 ,以 存在 确定 性 马 氏 策略 基 最 优 的 . 

注意 : 背 策 略 仅 限 测 在 五 中 { 即 原 模 型 杠 频 的 策 酷 类 ) ,就 不 能 保 让 最 优 策略 
《关于 最 小 风险 ) 的 存在 性 , 这 说 明基 于 决策 状态 的 策略 类 扣 含 普 久 好 的 性 质 . 


下 面 介 绍 最 优 策 略 的 性 质 与 结构 . 
定义 了 ”假设 
A7 Ci x) = ia:a 和 fit) 日 
KF i XG) = Fi {i,x)| {ix EE Fn 1), {5-19) 
称 47 (i, zx) 为 n 阶 鼎 的 最 优 行动 集 ,其 元 素 称 为 n 阶段 最 优 行动 ， 
A Ei) = [An (i,x) (EE Sn = 1). {5.20) 


由 定理 2 可知 ,对 于 任意 fix) En 1， 
4 

但 4 可 能 为 空 集 . 

定理 3 设 大 后 Faken 有 有 Ar) EE AF xr) Yr EEE 
4. 苦 w=(zy 守 1) 所 本 ,满足 

Ty = frrtl 志江 n), 

即 zfnai = 为 二 阶段 最 小 风险 最 优 策 蜡 . 

注意 :下 理 3 为 寻 优 提供 了 途径 . 

定理 4 设 x = (zc, 守 1) 万 贞 , 固 定 的 (i ,x) € 下, 则 

Fir{i,x) = Fli,x), 

HS aA Ea) ix) = Hawtali,r)aldlia} > U0N, 

Pb, (x 一 ry3"!) = 一 rr 《人 

定理 4 说 明 ,策略 工 是 有 限 挫 段 最 小 山 险 最 优 策 酷 , 当 日 仅 妆 林 短 个 阶段 的 串 实 
现状 态 上 按 策 略 x 采取 的 行动 是 最 优 行动 , 且 人 在 各 别 段 的 相应 家 普 策略 也 是 最 项 
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的 ， 
定理 5 ”策略 r 是 nn 阶 段 最 优 的 充分 必要 条 件 是 ,nrc 阶 自控 x 有 深 取 的 行动 是 舱 优 
的 


下 面 给 帅 存 在 与 日 标 从 无 关 的 最 优 策略 的 充分 必要 条 什 . 
定理 6 ” 若 存 在 策略 x EE J 使 所 守则 A 天 他 ,是 
mA TE = 1.(Yi€E S$). 
定理 7 其 47( 站 天 四 ,VE 过 天 三 上, 则 存在 策略 reE Zo 使 Ff 天 


5.3,3 时 优 算法 


本 小 节 假 定 模型 式 '5-12) 满足 以 下 茶 件 : 
l 系统 状态 空间 5 为 有 限 集 ; 
> RR 是 取 什 有限 的 离散 型 随机 变量 ,如 存在 有 限 上 集 w = lniyrzy… ml CR,n 
<rm<mm<rm: 企 
Giwli,a,j) =] (Wi EE Sa AC)). 
令 Ps = g(tj ti,a}Gtlri | i,a,7) (jE Sa EE ACD,rE w). 
将 式 (5-17) 写成 分 暴 形 式 ; 
Fo Ci,x) = Ho ym)t%)s, 


FE = min { 人 Fr (x - r)8-0 人 把， 


了 -了 天 


{5-21) 
记 
上 人 二 = > 一 ra-1) (iE Soe Aix) ,rn 2 1), 
jE 
{5-22) 
L(ti,x) = amnin ， | 各， 二， 在 让 (ffE SrE Rn 1), (5-23) 


则 式 (5-19) 可 写成 

A Cir = faa EE Ati wj bti x a) = (Ci,t)l 

(iE Sx Rn 1. (5-24) 

由 定理 1 .定理 3 及 汗 必 5 可 知 , 寺 优 算法 有 如 下 步骤 ; 

步 村 1 将 x = ,1 和 上 筷 陨 代入 式 (5-22) ~ 式 (5-24), 得 

bino), disre), ArTEism), iE S, a€ Afir), lekecm. 
选取 gin) EE APCir) lakem-l, ati,rm) ct ir 
由 式 (5-21) . 式 (5-24) ,有 


0 (x < ri) 
Flixy = Latin Cr ras le kam-1), 
) (x Tn). 
ACi, x) (x < 或 x rn) 
志 [ Cs 苞 ) 三 HH 
4 (下 (mex rl kem-]. 


5 最 小 风险 异型 ”2 。 
令 
ix) = {Si (x<n% 
SI 有 {m1). 
步 台 2 假设 对 十 ?1,Fi ,A? 和 名 已 得 到 . 设 牛 人 i,x)(Y¥iE€E 3 的 所 有 中 
乃 点 为 x < 和 < < x 按 升序 排列 以 + 训 ,1 记 下 志 后 1 过 直 过 于 ,并 将 它们 
记 为 mm, 则 对 于 jE SrE 下 ,有 


站 fx 区 1) 
身 中 一 省 - _ ( -二 十 上 3 
Fit oD eet np 1 ew (5-25) 


1 (x Ww). 
将 z= 全 让 和 代 大 式 (5-22) ~ 式 15-24) ,计算 
骂人 
并 选取 py) ANiu), lekeN-l, giun) EE Ali, wy), 
则 由 式 (5-21) . 式 (5-25) 及 式 (5-24) ,得 


0 (x < Wi), 
Friti,%) = Jin) 《和 
1 (x 2 Uy), 


i,t) 《YY < 11 或 
4 有 = 人 {1)， 
记 
. {i {fx Ui 或 vy)， 

Sr) = Birl (lis ug) (ul Nl 

步 莫 3 ET1< nn, 则 由 二 +t1 人 代替 二 转 和 信步 又 2 

车工 + 1 = nn, 则 壕 代 继 焉 . 

如 此 求 得 rn 阶段 最 优 值 函数 让 + 利 nm 阶段 最 优 策略 r = (8, 511",81)”; 而 
相应 的 最 惰 行 动 集 . 由 它们 可 获得 所 有 的 5 阶段 
最 优 策略 . 

由 以 上 算法 可 得 到 的 满足 附 押 条 件 ,不 内 为 有 限 集 的 异型 式 (5-12) 的 F* (i， 
xd ix 它们 有 以 下 特性 : 

【1) 对 于 任意 E Sa sp tx) 是 z 的 单调 不 减 的 丽 数 , 且 是 只 有 有 限 个 
点 路 点 的 阶梯 晒 数 ; 

(2) 尘 于 任意 GE ,8 二 1147 (i,%) 是 从 中 到 Ati,x) 的 只 有 有 限 个 间断 点 的 
集 值 呆 数 ; 

(3) 对 于 nw 1 设 x = | 天 六 下 是 阶段 最 优 确 证 性 马 氏 策略 , 则 天 1 
去 天 所 mh 其 有 与 了 5 和 4 5 相 类 似 的 结构 ， 


5.3.4 计算 实 倍 
例 1 设 5= 11,2,3,4i ,4 = 4 = i12.3|1. 转 移 概 府 拓 隆昌 (ay = [gq | i 
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za | 上 报酬 蚜 数 地 = 1rti,a) ,i 5,0 E 4 的 数据 为 


0.1 02 02 0.5 0.7 Nl 0.2 0 
0 06 01 03 0.2 0.3 0.4 01 
QD= os ol 03 01 QD=| 0 03 0.1 0.7| 
02 04 0 04 03 04 03 0 
0.3 00 0.6 0.1 15 1 -6 
0.5 Ol 0.3 01 .7 9 56 
QD= 0 64 07201 ">| mp 了 
0.1 0.2 04 0.3 _13 _7 -4 


折扣 因子 到 癌 = 0.6. 
由 5.3.3 节 计 估算 站 ,可 得 


当 m = 1 时 ， 
11,2,3| (x <-6). 
。 11,2| cax < 11}, 
A (1,%) = Hl {1] x < 15), 
11,2,3| {15 a x), 
11,2,3| {x eo 7), 
， 人 31 【一 了 过 和 < 0), 
A (22) = 1112,3 (6 x < 0), 
i1 ,2,3} (9 x), 
:1,2,3| (x <— 12), 
。 行 ,3| {lI2e x < 2), 
4 3 = (2 x < UD). 
11 ,2,3| (10 a x), 
:1,2,3: (x <— 13), 
， 12,31 {13sx <-7), 
A (4,#) = 3 {— Tex < 4), 
11,2,3} (一 十 所 x). 
Fi(l,x) = [om 放生 
Fi{2,x) = Hoyam{x — 9), 
Fi{3,x) = loaytx - 10). 
Ftd4, x) = Foreyt% + 4, 
当 n = 2 时 
11,2,3: (x < -8.40). 
4 (x) 1 .2 {8.0 = x < 12.60, 
?| (12.60 < x < 20.00), 


11.2,3: {20.00 & x), 


5 最 小 风险 模型 


11,2,3} (¥ < -9,0), 
12,31 {- 9, 和 E17 < 3.00), 
* :2} (3.60 & x < 1.60), 
dz (2,%) = 12,3| (6.60 & x < 11.40), 
12| {11.0 a x < 18.00)， 
11,2,3| 【18.00 s x}, 
11,2,3| (x < 14.0), 
11,3| {114.0 x < 人 .和 0)， 
下 3,x) = {1} (0.0 ex < 19.00), 
11,2,3} {19.00 se x). 
i1,2,3} (x < — 15.40), 
1 31 《一 二 .和 二 > < 5. 和 0), 
Az {4,x) = 4 人 | 【一 6. 和 二 <- 1,0m), 
13 {- 1. < 5.00), 
11,2,3} (5.00 a x). 


5.4 无 限 阶段 最 小 风险 模型 


本 节 讨 论 以 严 。 为 目标 丙 数 的 优化 问题 . 称 
{E,A,P,r, Fo ) 
为 无 限 阶 段 最 小 风险 模型, 对 于 给 定 的 x 息 开 , 严 丰 式 (5-11) 给 出 ， 
5.4.1 FT 与 5 的 性 质 
引 理 2 设 x = fr 天 3TE 开 , 则 
PE = TF 
FE (i,x} = > wtel! ix) > oti 1,.0) 。 
J 


二 亡 贞 EE 
| es {jx rp odrl i,a,7). 


取 上 二 本 ,4 守卫 ,了 ,了 见 模 型 式 (5-1). 令 
b= BEATA, d= dA- PY-), tm 其 ). 
对 于 Fr 与 FF& 的 关系 ,有 以 下 定理 . 
定理 8 ”对 十 任 给 的 (i,x)】 和 了 ,Peix 是 ma 的 赴 增 序列 , 旦 
lim Fr (bx ~ ba) = Pali,x). 
定理 9 Fs 满足 最 优 方程 
忆 二 Th:. 


(5-26) 
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定理 0 Da Ri 

定理 二” 对 于 给 定 的 i 并 忆 $5, 上 2 (02,x) 是 x 的 分 布 明 数 . 

定理 世 ”存在 决策 明 数 了 了 EF, 使 TEF%s = Fs. 

可 利 用 定理 8 定理 10, 用 F* 来 情 计 2. 

5.4.2 最 优 策略 的 性 质 

定义 好 对 于 给 定 的 (ix) EE 下 ,有 

A = tara E Atirx) HEFS(Cix tm) = Feli,g)|, 

Ati) = DAati,%), 

其 中 管子 玉 由 式 (5- 18) 给 出 , 称 4 {和 ,x) 为 无 限 阶 段 最 优 行 动 集 , 称 其 元 素 为 无 限 
阶段 最 优 行动 ， 

由 ACi,x) 有 限 性 点 定 理 8 可知， 

ALCE XI RC V(x) EE). 
定理 3 访 x = xk 六 1E D8”c 了 , 则 
PF = FH 仅 当 YY (i,x) € EB, 
mrilAzti,x) | i,x) = 1, 

及 当 mta | i,x)q(j | i,0) > 0 时 ， 

Re， {x -Pl) = Filly (x — 8 ') {a3 GO Eo)). 

如 和 了 ,用 TI = 天 ,出 

FE = 了 (Yn 1), 

其 中 {六 ,xr) = (BtBrir ee) 表示 前 = 阶段 用 1 洋 策 ,接着 第 a + 1 阶段 用 zj， 

注意 ,对 于 无 限 阶 段 量 小 风险 模 型 ,即使 S” 采 用 的 均 足 最 优 行 动 , 第 略 1” 也 未 


必 是 量 佐 的 ， 
定理 4 ”存在 策略 x 所 钙 使 FF = F* 的 充分 必要 荣 件 是 : Yi GE 3， 


df 夫 倍 . 
定理 本 车 YiE SA #0, 则 Ft = FS . 
注意 :定理 以 ,定理 15 给 出 了 存在 不 依赖 忆 标 值 的 最 优 策略 的 充分 必要 荣 件 ,该 
条 件 同 时 也 是 一 个 存在 最 优 策略 的 充分 条 件 . 


5.5 ” 首 达 目标 值 最 小 网 性 模型 
由 本 章 式 (5-3) 定义 可 知 ,r(x) 表示 折扣 总 报酬 首次 超过 目标 值 x 的 时 间 . 即 给 
定 攀 x E& 及 ， 
rix) = inf{k: Be > wk 1|, 


上 
B= 218 Th {kw 1). 


5 最 小 风险 模 珊 .有 3 


5.5.1 定义 与 记号 
定义 8” 设 策略 x EE 开 , 称 
BAIx) = Prix} > nle = (i,x}) fr 人 ma (5-27) 
为 由 天 产 牛 的 旦 标 冰 数 . 称 模型 
(EE,A, PT, g,) (5-28) 
为 首 达 目标 人 慎 最 小 风险 神 型 ,其 中 g, 由 式 5-27) 征文 . 称 
Sn ti,x) = inf{gni,x)} (ix Fnsm1) 
为 首 达 日 标 值 帮 小 风险 模 型 前 最 优 值 冰 数 . 若 策 略 r” 中 ,满足 
Bi x) = ge (i, x) (Yi rx) EE KE), 
划 称 = ”为 直达 目标 值 最 小 风险 最 优 策 略 ,或 称 x ”为 前 n 阶段 上 最 小 风险 最 优 策 
咯 ， 
值得 指出 的 是 ,这 里 的 =” 是 使 前 a 阶段 上 的 折扣 报酬 B1 ,二 , ,号 均 未 超过 
日 标 值 的 概率 达到 最 小 的 策略 .这 是 许 儿 类 策 者 更 为 关心 的 优化 问题 . 
对 于 任意 x EE ,nn 1,g 与 只 有 如 下 关系 : 
BE Fri, gn Fs, (5-20) 
日 洁 GH0D,m) | in,7)) = 1], YiE SaE A(i,x) 时 , 式 (5-29) 的 等 号 成 六 , 即 当 
报酬 是 非 负 随机 变 景 时 ,二 个 模型 等 价 . 
次 研究 模型 式 (5-23), 引 A 人 以 下 定义 . 
定义 起 PD = ja 为 从 五 到 [0,1] 上 的 可 浏 变换 ;. 
对 于 任 秆 的 二 亡 ,zr = {zyras 万古 ,定义 变 模 KT ， T 如 下 : 
Kuli,x,a) = > ot i io ul, — Po ,n(x rodr | i #1) 
J 对 乌 
(EX) EE En EE ACi, x), (5-30) 
Tw) = 2) ralix)Kulisxa) ((i,x) EE), (5-31) 
站 应 直人 =} 
Tuti,x) 二 Mm ,Kut i, x, oa)l fix 所 E), ‘5-32) 
Ta = TOP za). 


Treti, x) = Kuti,x, fi,x)), 


gEx) = go Cisx) = fontx) (Wix) EE Ex EE I). 
注意 ,对 于 一 般 的 盛开 ,gli,x) 未 必 是 zx 的 分 布 消 数 ,但 若 x En, 刘 ¥iEE 
SF YT) 均 是 x 的 分 布 函 数 . 


5.5.2 最 优 策略 的 存在 性 及 有 关 性 质 
定理 16 任 取 rr = fw? 二 1),n 这 1; 有 
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gs ga (5-33) 
时 力 , 开 出 ztn) 确定 . 
定理 17 jw* ,nr 二 渍 中 最 优 方 和 
Bo = Now), Ba = Tgal. (5-34) 
定理 如 ”人 秆 给 二 0.i 全 8S,g* (i,x) 是 x 的 分 布 图 数 . 
定理 19 ”对 -二 什 意 的 n 坟 0, 存 在 策略 r E 1 ,使 


定理 加 pg: = infg 二 ng (nn 1). 


定理 16 ~ 定理 加 说 明 , 对 于 有 限 阶 段 首 达 日 标 值 最 小 以 险 模 型 , 必 人 存在 确定 性 
己 氏 洲 临 是 最 优 的 ， 
定 兴 邓 Yi,x) CECE,n 1;, 有 
ft = Iara EE ACi,x) HkRg’ (isx,o) = go (i,x)!, 
A (i) = DAs Ci, x). 
称 A477,x) 为 4 阶段 ( 关 ]: 首 达 目 标 值 ) 的 最 优 行动 储 , 称 其 元 素 为 n 阶段 最 优 行 
Ej 
定理 站 设计 是 从 到 A 的 可 测 变 换 , 满 中 (i,x) EE A Ci x) ,Yli,x) EEE, 
二 于 共和 rn) = (Fh, 
x 是 5 阶段 首 达 日 慰 值 最 优 策略 . 
定理 了 2 设 x = mY,x) EE EE, 
gi x) = pe Ci, x), 
日 仅 和 w(tA (i,x) | i,x) = 1, 
Hx | i x | i,x) > 0H, 
gr mx Bo (rr) = gti — Bom) (x - 7) 
fas. CH) i 0)). 
定理 奴 ”如 存在 策略 后 I0, 使 g 王 g?, 则 
(i) 人 Vi， 
1 na | = (yi€ ss). 
定理 24。 如果 对 上 所 有 6 5,] 二 让 噬 n,AF (CD) 产 全 , 则 存在 策略 x © I 使 
BE Er- 


! 
hn 


5.5.3 算法 


附 恕 假定 :$ 与 玉 均 为 有 限 集 .此 时 , 求 g: 及 其 最 优 策 略 的 算法 与 5.4.3 小 节 的 
算法 步骤 相同 .只 党 将 成 (5-21) ~ 式 (5-24) 中 沁 叶 改 为 
go (i,x) = Hlo,w)(%), 


Br ki,r) = na 人 外 可- i {x Bom 一 站 | 


bb 
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引 言 


关 品 寿命 的 评 征 与 预测 是 现代 可 车 性 研究 的 二 些 对 要, 生物 和 和 人 的 寿命 的 评 
估 与 预测 是 和 牛 物 学 种 医学 的 重要 研究 内 容 . 在 这 两 方 军 铭 钙 究 中 ,多 学 方法 特别 是 
概率 统计 方法 起 普 重 要 的 作用 ,17 世纪 开始 出 现 的 寿命 赤 ! 例如, 格 关 特 (J.Graunt) 
在 1662 年 故 表 的 "此 亡 率 "和 琢 ) 就 是 研究 人 口 在 命 凑 油 的 统计 方法 , 它 吉 以 看 成 蛙 
这 种 研究 的 最 性 范例 .第 一 殉 世 和 异 太 战 以 后 ,以 工程 为 背景 的 可 靠 性 理论 和 以 牛 物 
医学 为 背 寻 的 生存 分 析 得 到 了 壕 速 的 发 展 ,已 形成 许多 共 加 的 数学 理论 和 方法 ,市 
皇 新 的 三 汶 还 在 不 断 出 现 .这些 理 沦 和 方法 对 工程 实 厂 .大好 实 臣 及 其 他 领域 (如 
坚 济 预测 .环境 保护 等 ) 有 很 大 的 实用 价值 . 

从 数学 前 度 理 ,上 述 两 个 方面 (工程 睫 面 和 生物 医 尝 并 向) 的 寿命 研究 方法 都 
足 对 - -个 或 多 个 非 负 随机 变量 ( 夺 命 的 数学 抽象 物 )? 进 行 统 计 分 本, 苇 共 同 的 理论 
利 方法 凯 成 为 现代 随机 数学 的 一 个 重要 的 分 这 可 靠 尺 与 生存 分 析 ( 简 称 生 存 
他 析 ). 谨 访 指出 , 回 - 获 学 理论 在 不 同 应 由 领域 的 表现 形 眠 有 时 不 问 : 司 用 不 同 的 
术语 和 符号 . 

本 篇 从 实用 的 衣 度 介绍 可 靠 性 与 生存 分 析 的 基本 板 念 和 基本 方法 .车 要 掌握 
有 关 的 数 党 理论 和 于 多 的 方法 以 及 实际 应 用 中 刘 注 意 的 事 硕 ,请 查阅 本 篇 林 所 附 
的 参考 文献 ， 


1 可 知性 与 生存 分 析 的 基本 概念 


1.1 基本 概念 


1.1.1 可 靠 性 和 生存 函数 


相 往 所 说 的 “产品 "二 字 应 作 广 闵 的 理解 , 它 可 以 是 零件 部件 、 整 机 或 系统 ( 工 
程 上 对 产品 有 细致 的 划分 , 见 文 献 [7]). 

定义 1 产品 得 规 乍 的 条 件 上 和 规定 的 时 间 内 元 成 山 征 功能 的 概率 叫做 关中 
的 可 靠 度 . 

此 将 这 个 定 六 里 的 "概率 "一 字 改 为 抽象 的 "能力 ”, 则 这 个 定之 就 变 为 产品 的 
“可 第 性 ”( reliahility) 的 定义 .应 该 指出 ,这 里 所 说 的 “规定 条 件 " 租 括 坏 境 条 件 , 凤 所 
有 内 部 与 外 部 条 件 ,如 温度 温度. 镶 射 磁场 .电场 .冲击 .的 动 ,或 其 组 合 等 . 

成 定义 证 看 出 ,产品 可 徘 度 写 时 间 央 素 有 关 { 当然 , 作 有 些 问 题 里 时 间 因素 沾 
重要 ,可 以 略 去 ), 因 而 与 产品 的 寿命 密切 相关 . 


. 840 ， 
产品 移 寿 命 (]lifetime} 指 产品 使 用 的 持续 期 ,其 度 基 单位 有 工作 小 时 或 年 , 公 
里 ,次数 等 . 设 了 表示 非 负 的 随机 蛮 量 (如 产品 的 寿 从 ,生物 的 寿命 ,更 一 般 地 ,日 
然 界 .人 类 社 会 及 技术 过 程 中 某 种 状态 的 持续 时 间 ), 了 的 分 布 陪 数 是 FD) = P(T 
三 (寿命 不 超过 i 的 概率 ) , 考 傅 了 超过 指定 时 间 : 的 板 率 PCT> 总 叫做 产品 的 
可 苇 性 函数 , 记 为 RCDD ,最 然 峻 =1- Ff). 在 生物 医 池 领 域 , PLT > 已 叫做 后 
物 的 生存 未 数 , 常 用 S54) 表示 . 若 要 产品 在 规定 的 时 间 区 癌 [0, iw] 内 完成 规定 的 功 
能 , 则 加 叫做 任务 时 间 . Rt 5) 就 是 产品 的 可 草 度 . 


1.1.2 九 个 重要 的 可 靠 性 {生存 性 ) 指 标 


定义 2 对 于 给 定 的 BE (0,1), 洲 中 Ri = 有 的 吕 叫 做 可 靠 度 为 有 的 可 靠 寿 


命 (更 确切 地 说 品 Ep) tit: RC) = BI}. 


重要 的 可 靠 性 指标 (或 生存 性 指标 ) 除 可 千 寿 命 jy 外 还 有 ， 
平均 寿命 x (4 = 打 , 了 的 数学 期 珍 )， 
中 位 寿命 mn (m= 的 中 位 数 )， 
寿命 方差 so2 {go2= 了 的 方 状 )， 
危险 率 ! 失 效率 ,故障 率 j af+ 站 . 
ACt) = lim AP(T t+ A T> 1) ( 当 极 限 存在 时 )， 


其 中 P(Tat+ AtIT> 表示 寿命 了 超过 ;的 茶 件 下 7 了 不 超过 t+ At 的 概率 . 当 了 
的 分 布 密度 F(t) 存在 有 旦 连续 时 ,有 下 列 计 算 公 式 : 


0 A _AD 
1- F(t) S(t) 
SLI) = expl 一 | oan) ， {1-2) 
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(3 个 )， (1-1) 


图 1-1 


以 上 两 式 是 生存 函数 (可 知性 函数 ) 与 危险 率 之 辣 的 关系 式 . 

以 人 的 “寿命 ”为 例 ,危险 率 XA(1) 的 性 态 大 致 分 成 三 个 阶段 :从 出 生 到 青年 是 
第 一 阶段 ,从 青年 到 进入 老年 是 第 二 阶段 ,从 进入 老年 到 死亡 是 第 三 阶段 .在 第 一 
辽 自 里 , 随 着 身体 发 育成 长 ,抵抗 疾病 的 能 力 逐 步 增长 ,函数 4( 幻 是 下 降 的 :在 第 
二 阶段 ,身体 发 育 基本 完善 了 ,是 人 一 生 中 精力 最 充沛 的 时 期 ,这 时 4A(4) 可 看 成 党 
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数 ; 到 了 老年 ,人 的 科 种 机 能 逐 浙 窒 退 ,420 是 增 聘 数 . 对 此 整个 人 生 的 例 险 率 
人 站 的 图 形 大 致 呈 洛 盆 形 ,好 图 1-1 所 示 . 


1.2 数据 的 类 型 与 寿命 试验 


可 靠 性 与 生存 分 析 的 基本 问题 之 一 是 :如 和 何 相 据 数据 来 怡 扫 地 估计 或 推断 生 
存量 数 或 其 他 特性 指标 ? 
这 和 需要 奢 责 党 性 和 和 朱 存 分 析 领 域 中 的 有 关 数 据 类 境 有 所 了 了 和解, 寿命 数据 有 时 
是 有 意识 安排 坛 验 得 到 的 , 有 了 时 则 导 通 过 现场 调 间 得 到 的 . 数据 一 - 般 含 有 删 失 
(censorng} 或 水 精密 的 特点 . 
删 失 分 为 右 删 失利 左 删 失 等 两 种 . 
定义 3 车 在 进行 观测 或 调查 时 ,一 个 个 体 (或 一 件 产 品 , 下 同 }) 的 确切 寿命 不 
知道 ,但 只 知道 其 寿命 大 于 工 , 划 称 该 个 体 的 寿命 在 | 号 右 旺 失 的 ,并 称 上 是 高 
删 兴 数据 ; 
车 个 体 的 确切 寿命 不 知道 ,只 知 其 寿命 小 上 于 工 , 刚 称 该 个 体 的 寿命 在 工 上 是 在 
删 失 的 ,并 称 王 是 左 删 失 致 据 . 
常用 !+ 表示 工 是 右手 和 失 数 据 , 工 - 表示 工 是 三 删 失 数 据 , 石 期 失 情 次 在 实际 
工作 中 最 为 常见 ,无 鞭 失 情况 出 现 较 少 . 
定义 4 此 个 性 的 确切 寿命 不 知道 ,只 知 其 在 如 与 才 2 之 阿 人 < 2 ) , 则 称 
Lt tt] 是 谅 个 体 的 区 间 删 失 数 据 或 区 间 型 数据 .实际 工作 中 凡是 不 能 或 不 愿 作 
连续 监测 时 就 会 辜 到 这 种 数据 ， 
除了 删 失 型 数据 之 外 ,还 有 一 燃 数 据 , 即 所 谓 截 断 {runeationy 型 数据 , 歧 来 源 
比较 特殊 .典型 情况 是 ,7 和 Z 都 是 随机 变量 (2Z 可 以 是 党 捧 ), 当 了 的 值 不 小 于 芯 
的 值 时 ,了 的 值 可 观测 到 ; 当 了 的 值 小 于 了 的 值 时 ,什么 也 观 训 不 到 . 这 种 情况 在 
工程 上: 比 较 少 见 .工程 上 进行 的 截 尾 寿命 试验 里 获得 的 数据 都 是 删 失 型 的 .日 常 语 
言 中 的 “ 戴 断 数据 " 安 是 右 删 失 数 据 , 本 篇 不 讨论 “ 截 断 数 据 ”. 
总 之 ,对 于 个 个 体 的 寿命 进行 观测 (或 调查 ;得 到 的 数据 可 概括 为 
(1) 寿 终 数 据 { 闵 叫 完全 寿命 数据 ) ,ty,…, in 
(2) 右 苯 失 数据 ,tw 
(3) 左 删 失 数据 1, v2,… ,v3 
(4) 区 间 删 失 数 据 [#9 ,#2 ] ,二 ?1 
这 里 n+ ninth= nn Ocneni=1,2,3,4. 
为 了 分 析 含 有 基 失 的 数据 ,必须 对 产生 删 失 现象 的 " 删 尖 机 制 " 有 所 认识 .对 于 
大 密 致 实际 上 作者 来 说 ,在 他 们 的 专业 范围 内 所 从 持 的 奉命 试验 (或 观测 ) 中 , 何 种 
“ 删 失 机 制 " 在 起 作用 是 一 清二 禁 的 .在 工程 上 { 攻 些 医学 诚 验 也 一 样 ) 有 许 杀 数据 
是 基 : 闻 事先 有 意识 安排 好 试验 ,试验 过 程 受 到 严格 控制 获得 的 . t 程 上 最 常见 的 硅 
命 试验 有 四 种 :定时 截 尾 试验 ( 头 叫 T 型 截 尾 试验 )、 往 数 截 尼 斌 验 ( 头 叫 | 型 截 尼 
试验 ) ,混合 型 寿命 试验 和 有 替 挤 的 寿命 试验 ， 
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上 1 定时 项 旦 试验 

从 一 个 总 体 [ 比 如 一 大 批 产 品 } 呈 随机 抽 击 & 个 进行 专人 看 试验 ,试验 进行 色 预 
先 给 定 的 夺 间 为 止 .这 个 方案 时 (nT) 弄 方案 .此 方案 下 的 寿 终 数据 基 上 4,4， 
出 拓 数据 有 nn- 工人 个 :于 直 = = = 

2. 定 数 蕉 是 试 验 

从 -个 总 体 中 涛 机 抽取 w 个 则 时 进行 寿命 试验 ,试验 进行 到 恰好 里 现 第 rr 个 
本 终 俘 止 .这 个 方案 叫 fn, 7 型 方案 ,rr 是 预先 指定 的 整数 (1 过 r 近 站 .此 方案 下 的 
革 终 数据 有 个 :过 全 雪人 右 删 失 数 据 有 和 一个: 二 4 
十 . 

3. 混 部 型 寿命 试验 

从 -个 总 体 中 和 月 机 抽 正 & 个 同时 进行 夺 侧 试验 ,试验 进行 到 出 现 第 rr 个 奉 经 
或 试验 时 间 达 到 To 就 个 止 .这 个 方案 叫 敌 Cn,r, TD) 更 方 案 . 这 里 To 和 了 孝 是 事先 
关 定 的 . 

4. 有 蔡 换 的 寿命 试验 

随机 扯 取 二 个 个 恒 同 时 投 和 试验 ，- 旦 出 现 个 体 胡 终 , 则 立刻 换 王 新 的 个 体 
参 甩 试验 (在 整个 试验 过 程 中 , 败 时 保持 有 x 个 个 体 在 试验 ) ,试验 进行 到 ”~ 定时 
世 " 停 止 .这 个 方案 叫做 有 替换 的 方案 - 这 个 “一 定时 刻 " 可 以 旺 - -个 固定 常数 ,也 可 
以 是 其 在 革 种 特性 的 “随机 变量 ”. 著 各 的 军用 标准 MIE- -HDBE 一 781(1987) 和 我 国 
军用 标准 0CJB 一 899 一 和 采用 的 都 是 有 替换 的 试验 片 案 . 


1.3 所 变 疏 


可 靠 性 和 生存 分 析 研 究 的 另 -基本 问 题 是 ,个 体 的 村 仙 是 如 何 依 束 于 自封 的 
或 环境 的 条 件 的 . 

例如 ,在 某 种 手术 后 病人 的 生存 时 间 长 短 - 般 与 病人 的 年 龄 以 及 病人 作 手 术 
前 前 生理 指标 有 关 . 义 如 ,下 璃 电容 器 的 使 用 寿命 依 玉 于 人 川 温 庶 和 各 电压 .这 种 对 
看 命 起 影响 的 变量 ,… - 般 称 为 协 变 量 {concomitant variable). 订 技 人 产品 的 如 速 寿命 
斌 验 中 协 变 攻 被 叫做 邵 速 变量 或 加 速 因 子 . 

协 变 基 可 能 不 只 一个 ,下 面 用 于 = 《x x 和) 表示 有 协 变量 (向 量 ). 把 大 
傅 变 量 看 成 啊 应 变量 (输出 变 基 ) ,把 协 蛮 星 看 成 是 加 好 广告 量 ( 输 和 人 变量) -二 找 了 
与 二 的 关系 式 是 -个 同上 归 分 析 问 题 .可 以 设想 有 

T= P(x ,Ts + Ee, 

千 中 8 是 随机 项 , 片 数学 期 望 是 0. 回 归 分 析 的 中 心 问题 十 找 p 使 的 方差 尽 可 能 
小 .这 里 的 gq 常 有 特定 的 形式 ,并 含有 林 知 的 成 分 ,需要 从 邦 命 7 的 数据 { 一 般 从 
有 删 开 ) 用 发 出 以 确证 . 


1.4 古 究 方法 
在 对 数据 进 行 统 计 分 析 人 时 ,除了 对 " 删 失 机 制 ” 必 须 有 认识 外 ,还 应 对 寿命 ! 生 


2 常见 的 寿命 分 布 + 843 ， 
存 时 部 这 个 总 体 乓 已 有 径 识 进行 收 守 和 概括 . 

和 普通 纹 让 和 尝 : 样 , 吉 靠 性 与 咎 存 分 析 的 方法 证 要 志 分 为 两 大 类 : 当 对 寿 蔓 总 
体 车 之 其 消 或 毫 无 所 知 时 ,采用 目 参 数 方 法 : 当 闻 体 的 分 而 类 型 已 逢 ,只 是 技 中 若 
二 个 参数 未 若 时 ,采用 参数 性 方法 .此 外 还 有 半 参 数 模型 ( 广 有 若 证 个 本 知 参 数 交 
合 有 未 知 冰 数 ) 受 相应 的 半 参 数 方法 .一 般 说 来 .对 于 参数 想 息 中 未 知人 参数 的 情 诈 
本 以 只 再 较 小 的 样本 ,而 对 于 非 大 数 模型 常 要 右 较 大 的 样 林 才能 做 出 - :证 精度 的 
统计 排 断 . 

在 妍 究 方 法 上 总 的 指导 虑 朴 是 : 

1 如 有 果 敲 研究 的 总 体能 纳 人 参数 异型 又 有 成 部 的 参数 性 方法 进行 处 是 , 则 首 
选 参 糙 性 方 洒 ; 

介 ) 如 果 总 体 小 能 纳 太 参数 配 型 ,但 可 纳入 半 夫 数 模 击 , 吊 日 及 有 比较 成 亢 的 
他 参数 方法 可 供 使 用 ,岂可 选用 半 和 参数 方法 ， 

{3 如果 总 体 很 难 纳入 参数 柑 型 或 六 知 数 柑 型 (或 捉 强 叮 纳 入 ,但 无 较 成 熟 的 
廊 法 进 和 统计 分 析 )， 旭 采 吸 非 参数 方法 ,这 是 亡 后 不 得 省 采用 的 片 法 . 

男 外 , 近 咎 来 见 呈 斯 (T, Bayes) 方 法 在 可 靠 性 与 牛 存 分 析 领 域 中 的 应 用 已 得 到 

绒 计 学 家 的 重视 ,已 这 光 有 较 名 的 应 用 ,特别 是 在 工程 .医学 蕊 围 内 ,应 用 先 验 信息 
已 成 为 拒 常 重要 的 手段 .虽然 在 确定 先 验 信 息 时 .常常 引起 统计 学 家 的 热烈 争论， 
人 也 有 :此 已 格 了 共识 .由 于 篇 帆 甘 系 . 这 里 将 不 涉 基 由 时 斯 方 浅 . 有关 由 时 斯 亡 
法 的 理论 和 应 用 ,可 参见 本 普 第 8 篇 “中 时 斯 统计 ” ,关于 可 生 必 理论 的 内 时 斯 方法 
的 雪 蓝 ,日 前 尚 属 消 见 ,读者 可 参阅 文献 [8] . 


2 常 风 的 寿命 分 布 


不 阿 的 具体 问题 中 胃 到 的 夺 命 分 布 一 般 是 互 不 相同 的 .但 天 量 实际 情 次 表明， 
常见 和 触 寿 命 分 布 只 有 很 少儿 个 类 型 :指数 分 布 、 共 布尔 (cihyuli) 分布， 对 数 正 态 分 
布 . 卫 分 布 等 . 


2.] 指数 分 布 


定 尽 上 称 随 机 变 显 了 服从 指数 分 布 ,站 果 它 的 分 布 吗 狂 


~,» _ [0 (ta0), 
At ot a) {i> 人 0), 27D) 


其 中 ws0,1 为 时 间 . 指数 分 布 的 密度 阻 数 
{te0). 


A = (oe. AL) (Cr>0). 
指数 分 布 的 生存 末 数 .数学 期 望 . 方 老 .中 位 数 和 危险 奈 分 别 为 
中 = expt -人 (t=0), 
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> |— 


var( 7) = 5, ET =- 


A{L) =A. m= In, 


指数 分 布 在 可 此 性 研究 路 常常 遇 到 ,特别 是 电子 器 件 的 寿命 ,有 很 多 可 认为 是 
服从 指数 分 布 的 .从 式 (]-2) 可 知 , 指 数 分 布 乃 是 危险 率 怕 等 二 常数 的 唯一 分 布 . 


2.2 书 布 尔 分 布 
定 光 2 称 随 析 变 量 了 服从 韦 布 尔 分 布 , 若 它 的 分 市 菁 数 
0 
(D0), 
Fs) -| (2-2) 
1- exp( -7 ) ) (t>0), 


其 中 严 >0 困 全 形状 参数 ;7 > 和 0 叫做 刻度 参数 . 这 个 分 布 也 记 作 放 ( mm 3) 其 密度 
两 数 为 


0 (tO0), 
Ao=| 7! tm 
(二) ep( - (3)") (Ct>0). 
惠 一 釉 的 韦 布 尔 分 布 师 数 的 定 半 为 ; 
0 kf 二 ri， 


ro -| tri™ 
1 -eq (SD) os， 
这 是 -参数 不 布尔 分 而 ,了 = 时 上 式 就 威 为 式 12-2). 


Fit 


1 三 半 


=3 mi 工时 .Fri 的 
m=2 曲 组 有 一 个 峰 


图 2-1 
形状 参数 m 是 最 重 蝇 的 参数 , 它 的 值 岂 定 了 密度 孙 数 曲线 的 形状 ,图 2-t 所 
示 的 是 相国 m 值 的 密谋 两 数 井 线 ， 
-卢布 尔 分 布 的 生存 丽 数 .数学 期 望 方差、. 中 位 数 和 危险 率 分 别 为 


SO=eg( -( 人 二) 中 (ez0)， 


2 常见 的 寿命 分 布 B45 - 


FT= (1+ ), 
var( 7) = PPO+ EE) T+ 二 )))， 
m= n(n2)n, 
久 昌 = 亚 ( 二 )m-1 (10). 
后 面 便 用 &7 表示 了 的 数学 期 望 ,var T) 表 示 了 的 方差 . 1"(a) 表 不 下 函 数 , 即 
ra) - | -lexp(- z)dx (a > 0). 
当 m3 1 时 ,A(1} 是 1 的 增 两 数 ; 当 mm<1 时 ,4(f) 是 1 的 减 精 数 ; 当 克 =1 时 ， 
A( 疏 = 十 , 韦 布尔 分 布 化 为 指数 分 布 ， 


写 书 布尔 分 布 密 切 有 美的 是 极 值 分 布 . 
定 兴 3 称 随 机 变量 半 服 从 极 慎 分 布 , 若 其 分 布 耳 数 为 


F(x)=1- exp( -em 二)) (x), (2-3) 


其 中 必 > Qi 是 任意 实数 ， 
定理 1 戎 了 服从 毛布 尔 分 布 中 (mm ,7), 王 = nT, 则 外 服从 极 值 分 布 式 (2-3)， 


其 中 声 =jinyi= 17mm. 
定理 2 藻 革 服从 极 秆 分布 式 ([2-3), 则 


EX=A- yo, vartX)= me, 


其 中 Y= lim( S) 让 一 tan] = 0.377 2 
为 欧 拉 常 数 . 


2.3 对 数 正 态 分 布 


定义 4 称 随机 变 基 7 服从 对 数 正 态 分 布 , 苦 趟 = my 服从 正 态 分 布 wp， 
a7) .这 时 了 的 分 布 函数 为 
0D 
， (t 0), 
FD) = tf -7 一 exp(- (lae — Adu ft > 0), 


人 


1 
Er-ep( p+ 全 )， 
vart 四) = {expt ec) — 1)expt2r+ os]. 
对 数 正 态 分 布 的 危险 率 函数 (4) 相当 复杂 .可 以 证 明 , 存 在 >0 使 得 4(t) 在 0， 
0) 上 是 增 旺 数 , 在 (to, w) 上 是 减 症 数 , lim4(1) =0, 而 且 


to = expt oxo + £)， 
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本 
expl 一 人 
FR 
| cxp( 一 3 )du 
的 只 一 根 . 
2.4 其 他 分 布 
2.4.] 广 丸 古 分 布 


定 灾 5 称 随 机 变量 工 服从 广 交 工 分 布 ,期 果 它 的 分 布 党 度 
1 人 的 ， 
-ea -CD (1 »0), 
入 中 as0,8>0,h>0 足 个 参数 .广义 械 分 布 的 范围 很 /“, 当 4 = 1 时 便 是 通常 
的 天 分布; 当 丰 = 1 时 使 是 书 布尔 分 布 ; 当 上 = b= 1 时 便 是 指数 分 布 . 
广 六 工分 布 的 # 阶 纯 的 公式 为 


oT(k+ Tp) 
FT — 


-nD {nw1). 
2.4.2 相 震 托 分 布 


定义 6 称 随 机 变量 了 服从 帕 安 托 (Pareto) 分 布 , 若 它 的 分 布 峡 数 


2 (x 0) 
Px) = Ya En 
| (i (a) C(x» xa). 
其 小 xo,a 都 是 正 数 .可以 证 明 帕 雷 托 分 布 的 阶 斤 的 会 忒 为 


EI" = 一 【 > n), 
2.4.3 对 数 逻 辑 斯 请 分 布 

定 灾 了 称 随 机 室 了 服从 对 数 逻 辑 斯 说 (log logistic) 分 布 ,车 六 = ln7 的 分 布 

明 数 (逻辑 斯 谤 (logislic) 分 布 ) 为 
1 
G(r) = ， 
1 + expt - -) 

其 中 z>0;n 芷 任意 实数 , 妆 帮 的 分 布 男 数 是 上 述 G(x) 有 内， 


中 了 
下 本 = 请， var( X) = Ty. 


3 指数 分 布 情形 下 的 参数 估计 与 侦 设 检验 - B47 ， 


于 辑 斯 说 分 布 最 时 来 身 生 民 曲 线 的 研究 ,后 来 广泛 应 用 十 经济 党 和 人 口 统 这 


2 芭 . 


3 指数 分 布 情形 下 的 参数 估计 与 假设 检验 


3.1 概 述 
设 夺 命 了 服从 指数 分 布 ,其 分 布 隙 数 为 
FL,0) =1-exp( - 言 ) (0)). (3-1) 
其 中 8E C0, ),8 的 自 栅 意 凡 是 平均 寿命 , 则 可 徘 性 晒 数 
R(t) =exp( — 3 ) (i 宇 0)， 
吕 竺 上 度 为 只 的 可 靠 寻 命 
tn= -~ HnR. 


由 此 可 见 , 有 关 半 均 夺 人命 可靠 度 及 可 咎 夺 命 的 全 计 与 榨 验 问题 都 吕 直 接 转 社 
为 参数 的 估计 与 检验 问题 .实际 工作 {如 可 靠 性 鉴定 和 验收 ) 中 , 吉 到 的 检验 问题 
了 检验 假设 

页 :08 关 如 ( 备 择 假设 是 Hi :0<<01). 
这 里 0< 8 < 轴 , 轴 和 5 是 两 个 已 知 数 ,d = 页 7 肌 叫做 鉴别 比 .5 是 所 谓 的 “可 接 
受 的 坡 低 质 基 水平" 或 “最 低 可 接受 值 ”. 

含 不 完全 数据 的 类 型 很 多 ,但 土 要 有 下 列 帮 种， 

(1 无 桂 虱 定数 杖 尾 试 验 数 据 ; 

{2) 无 理 杭 定时 夫 尾 试验 数据 ; 

(3) 无 替 挽 混合 型 城 民 试验 数据 ;: 

{4) 无 替换 时 间 序 供 截 尾 试 验 数 据 ; 

(5) 有 替换 定数 截 尾 试验 数据 ; 

6) 有幸 搞定 (总 ) 时 截 尾 试验 数据 ; 

(7) 有 替换 混合 型 截 尾 试 验 数 据 ; 

(8) 有 替换 时 间 序 贯 截 尾 坛 验 数 据 . 

下 面 分 痢 讨论 各 种 情形 下 的 参数 估计 ,对 于 几 种 重要 情形 , 壕 给 出 假设 检验 方法 . 


3.2 上 扰 替 换 完 数 截 尾 情 形 
说 有 nm 个 产品 阿里 进行 寿 请 试验 ,一 兵 出 现 个 硅 终 不 伟 止 试验 .这 种 话 验 


称 为 无 替换 定数 截 尾 坛 闪 ,这 个 r 荐 玉 先 指定 的 数 ,1 翅 7 所 .r= 时 就 是 忆 全 在 
命 试验 ， 
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设 个 产品 的 寿命 是 zx, %2,…, xa( 它 们 相互 独立 同 分 布 ,共同 分 布 是 式 (3- 
1)) ,获得 的 专 签 数据 是 xo) 志 x 0 生生 xn (从 小 到 大 排列 ). 各 试验 件 的 试验 时 
间 之 和 (以 下 简称 总 试验 时 间 ) 


W= Px 十 【 一 了 
的 点 估计 (最 大 做 热 估计 ) 为 


=. (3-2) 


可以 证 明 , 仿 "服从 27 个 自由 度 的 x 分 布 .于 是 9 的 1 - a 水平 置信 下 限 和 置信 上 
限 分 别 臣 


【3-3) 


基 中 xm) 是 吉 个 自由 度 x? 分布 的 (下 人 出 )8 分 位 数 , 则 
PAfsd)=1l-a, 
Pdad)}=1-a, 
其 中 杨 (4) 瑟 是 参数 真 值 是 4 时 事件 4 的 概率 .可 以 看 出 ,[8., 名 |] 是 8 的 管 信 区 
问 { 管 信 水 平 为 1 -2a). 
若 给 定 检验 水 半 ( 即 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,或 承 制 方 风 险 ) 为 a, 则 当 且 仅 当 形 


立 
的 值 不 超过 和 Xe27 时 ,拒绝 很 设 多:9>> 6 


3.3 无 灼 换 定时 截 尾 情形 


设 zz 个 产品 同时 进行 奉命 试验 ,进行 到 镍 定 的 时 刻 io( o> 人 就 停止 试验 , 称 
为 无 蔡 换 定时 截 尾 试验 . 设 此 试验 上 方案 下 的 全 部 寿 终 数 据 为 zi 志 %i) 攻 生生 Xr 
{从 小 到 大 排列 ,5 = 人 0 时 则 表示 无 压 终 数据 }. 此 时 ,总 试验 时 间 ( 各 试验 人 忻 试 验 时 
问 之 和 ) 为 


欠 = 了 ,abD + (Rn ~ rT) ito, {3-4) 
"=1 


的 点 佑 计 ! 最 大 仇 然 估计 ) 为 
分 = 至 (3.5) 


去 


当 r=0 央 ,规定 分 -= m ,其 意义 是 ;这 时 不 能 放任 何 实数 作为 的 合理 估计 值 . 
当 z-=0 时 ,2 的 1-a 水平 ( 单 侧 ) 置 信 下 恨 负 和 管 信 上 上限 加 分 别 为 


由 = 一 i= %, (3-6) 


3 指数 分 布 情 彤 下 的 参数 估计 和 与 慨 议 榨 验 . 849 ， 


当 5 > 人 0 时 ,8 的 管 信 和 限 计 算 较 复 林 . 陈 家 蜀 和 干 宏 提出 了 计算 公式 和 上 法 出 ， 
而 简 述 如 下 . 
令 Ba 的 = Py( 人 4) ,其 中 企 由 式 (3- 引 给 出 .可 雇 证 明 ,; sD 时 CCw, 从 尽 


8 的 严格 培 和 连续 明 数 ,日 
limGt ,f= 人 0, Jim Giu,di=1. 


记 页 【是 方程 Bao) = 的 唯一 根 , 则 84698) 就 是 8 的 1- a 水 半 和 性 信 下 
服 . 对 于 EC0,wm), 令 


_ 8 Hu 
i 
ul 
Ci.) = win,s,r), 
震中 
nn 一 下 ] 【 1 万 一 
pln,ssr)=1- > ") exp(— (ki 2 4), 
XN, fk1l 
Mk,b,a) = > | j ju — expt— 二 下 《一 bi expt — bi) 十 
了 = 自 
45 k+lite nt)*- 
ps Tri | ， j ) Ck DI ， 


下 = 1 人 1 一 l,max([ ] + i ,0) 
i mnadd ,0G lemnla ss . j,k-i+1)|, 
uA VF= min(tu,¥). 
jin 是 7 的 峰 格 增 连 续 靖 数 , 记 ri = ntny3) 为 方程 onsyri=a 的 唯一 
根 . 则 8 的 1-e 水 乎 置信 下 耻 为 
OL) = rr(ayGAio)， (3-7) 
北京 太 学 概率 统计 系 已 编制 了 计算 ritan,s) 的 软件 ,并 放出 215 肝 ritn， 
5 的 数值 表 ， 
例 1 设 a=14,5=2.7( 时 间 单 停 为 100 ,运算 中 略 去 单位 ), 共有 日 个 寿 终 
数据 :0.2,.0.5,1.8.0.93,1.3.0.8,2.4,1.3,.0.6, 其 余 5 个 林 兴 绒 .由 式 人 3- 和 可 知 
B=23,.3%9=2.59, 0 = 0.%. 
对 天 填 信 水平 1- = =0.99, 利 用 计算 软件 可 得 
r= ri{14,0.96) ~0.643 4， 


TD Chen Jiading, Wang Hong. On the confidener: bats for dx: paranetur of exponential 出 stribution 


jn the life tests with Fixed atopping lims. Provemdings of ‘The Becormn} lntemmatiemal Conference nn Reliabili- 
ly , Waittlairaahilily and Safely ,1994. 
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敬 8 的 和 信 和 下风 
B= torst 14,6710) = 1.74. 
对 于 吕 的 置信 上 限 ,可 进行 奖 做 的 讨论 ,这 中 从 略 . 


3.4 无 灶 换 混合 型 蕉 尾 情形 


设 个 产品 同时 投入 寿命 滤 验 , 试 葵 进行 到 出 现 第 r 个 寿 终 或 试验 时 间 这 到 
aa 就 停 由 试验 .这 种 试验 称 为 无 替换 混合 型 截 尾 试验 .这 出 r 和 种 是 预先 指定 的 
数 ,1T<r 和 nto>0. 川 天 表示 各 试验 件 试 验 时 间 的 总 和 ,rt 表示 寿 终 数 拓 个 数 , 则 
# 的 点 估计 (最 大 似 然 估计 ) 为 


令 - 正 . [3.8) 
忆 


c=0 时 ,规定 人 问 = w， 
8 的 署 售 下 限 和 置信 上 邮 的 计算 较 复 杂 中 ,这 里 从 略 . 


3.5 无 畦 换 时 间 序 急 截 尾 情形 


设 有 个 产品 同时 进行 寿命 试验 ,试验 进行 到 按 仁 何 合 理 规则 确定 的 时 刻 & 
就 停止 狐 , 这 种 试验 称 为 无 替换 时 间 序 贯 截 尾 试验 . 

用 邢 表 示 各 试验 件 试验 时 间 的 总 和 ,rt 表示 寿 终 数 据 个 数 , 则 8B 的 点 居 计 (最 
大 拟 然 估计 ) 为 


| 守 


他 = . (3-9) 
至 于 8 的 党 信和 限 和 进行 假设 检验 的 方法 ,参看 有 关 文 献 5: 


上 二 宏 . 湛 合 截 展 太 命 让 验 情 形 下 指数 分 布 平均 寿命 的 窒 位 限 . 记 用 概 罕 统计 ,1996(4): 
28 
多 ”数学 上 [的 精确 说 法 是 : 设 n 个 产 电 的 帮 命 分 曾 是 x ,x2… ,x6 ,在 时 刻 1, 只 能 观测 到 
= mintw,t} 和 de) (i=1,2, ,A 
其 中 
ac- ( 当 志 1 和 时 )， 
! 站 【 当 w > 也 ). 
人 全 得 所 有 本 0ss 关 昌 都 可 副 的 最 小 
作者 .在 正 俩 随机 变 早 直 注 中: 对于- -要 1 主 0, 事 件 15 志 于 并 oo 代数. 宫 则 称 & 基价 十 的 
宗 止 时 刘 , 简 称 散 时， 
区 ” 陈 守 蝇 , 战 中 雏 .在 上 村 疝 序 贰 检验 下 指数 分 布 针 值 的 由利 恨 .数理 往 计 与 应用 概率 ， 
1986127 :99 


3 指数 分 而 情形 下 的 参数 估计 与 假设 愉 验 -8351 - 


3.6 看 静 拱 定数 截 尼 情形 


氏 有 个 庆 申 加 时 于 峻 夺 滞 域 输 ， 一旦 出 现 失 慈 ! 克 芝 就 换 上 新 的 继续 试 
验 . 斌 验 进 行 到 出 现 第 > 个 寿 终 就 停 正 ,这 种 试验 称 为 有 符 换 定数 截 尾 试验 . r 基 
防 先 指定 的 开幕 数 . 用 1, 表示 试验 的 停止 时 间 , 风 总 试验 H 时 间 { 各 试 验 件 的 试验 时 
间 之 和 本 = 志 .8 的 点 生计 { 报 大 仍然 全 订 ) 为 


= (3.10) 
的 1--a 水 平时 信和 下 限 和 置信 上 看 分 别 为 
2 
d= 27) ， {3-11a) 
_ 2 
号: = 7 (3-11b} 


3.7 有 和 罕 换 定 ( 总 ) 时 截 尾 情形 


深 有 5 个 产 上 申 问 时 开始 寿命 试验 ,试验 过程 中 一 - 吾 H 席 失 效 ( 帮 终 ) 吕 挤 上 新 
的 继续 试验 ,试验 进行 钙 预 定 的 时 刻 就 停止 .这 种 试验 称 为 有 兰 撞 定 ! 总 ]} 时 截 
尾 试 恰 . 此 时 ,总 试验 时 间 不 = an 和 失 茹 ( 帮 终 ) 数 为 =, 则 站 的 点 估计 和 1- 水 平 
置 售 下 址 9. 肪 民 信 上 限 Tf 分 别 沪 


0= 上 ( 当 z=0 时 规定 全 = %)， (3-12) 
2 | 
和 zt) 【3 13a 1 
2 有 
Ou 20) (3-13b) 


当 r=0 肝 , 规 二 BU = 名 ， 
3.8 ”有 替换 定 ( 总 ) 时 定数 泥 合 型 截 所 情形 


这 是 指数 分 布 时 明和 常用 的 试验 方案 ,工程 了 叫 “ 定 上 时 截 红 试验 方案 "站 风 我 国定 

用 标准 GJB899 一 90). 这 基 导 对 检验 问题 
iH :ed (> (3-14) 
而 制定 的 试验 方案 ( 刻 ) 是 要 检验 的 很 设 ,所 是 备 拌 假设 ). 

设 有 5 件 产 世 回 时 开始 捞 入 寿命 试验 ，- 量 出 现 和 失误 ( 民 终 ) 就 挽 上 新 的 继续 
试验 ,整个 试验 进行 到 时 刻 或 出 现 7 个 失误 就 停止 试验 ,这 种 试验 称 为 有 和 兰 撞 
定 { 总 ] 时 定数 混合 型 截 尾 试验 .这 里 7 于 事先 确定 的 正 数 ,” 是 事先 傅 定 的 正 整 
数 . 用 * 表示 试验 的 停止 时 遍 ,r 表示 停 下 时 的 江 计 和 拓 北 数 . 则 0 二 rs 过 r ,总 试验 
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村 间 下 = 心 .8 的 点 估计 (最 太 似 然 舍 计 ) 和 1 一 a 水平 蜗 信 和 下限、 置信 上 限 分 别 为 


O= - {z= 人 0 时 规定 全- % )， (3-15) 
WR a 
yl (2 12) (“Tr<r*H), 
;= (3-16) 
2 本 
er) fre) 
__2wW 
Ou = T2027) (3-17) 


当 t= 必 时 规定 B11 = m, 
注意 :r =0( 即 无 失效 数据 ) 时 ,8 的 1- a 水 平 置信 下 限 为 8 = -号 9， 


对 上 述 检验 阿 题 的 答案 是 ; 当 尝 计 和 失效 数 zc < 1* 时 .接受 假设 种; 当 r= 六 
时 ,拒绝 Hi. 
怎样 确定 时 刻 加 和 最 大 失效 数 一 呢 ? 藻 规 定 重 制 方 风险 是 e( 即 犯 第 一 类 错 
误 的 概 闪 不 超过 a) ,使 用 方 的 风险 是 所 即 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 超过 及 , 则 应 取 
Xi-g(2r) .后 
X27r) 0 


EE 二 
rT 二 min| rT! 


且 Ty = 号 ar) 

在 这 样 确定 的 方案 下 式 制 方 的 风险 和 使 用 方 的 城 险 分 别 与 ,8 很 接近 .对 于 a= 
B=0.1,0.2,0.3 和 a=0.1,8=0.2 以 及 d= 后 /91=1.5,2.0,3.0;GJB899 一 90 ! 给 
出 了 相应 的 具体 点 案 (共有 12 个 ) 


3.9 ”有 替换 峙 间 序 芙 蕉 尾 情 展 


这 是 有 替 模 试验 的 最 一 般 情 形 , 设 有 mr 个 产品 同时 投入 寿命 试验 ,试验 过 程 中 
一 卫 出 现 产 品 失效 ( 考 终 ) 就 换 上 新 的 继续 试验 ,整个 坛 验 进行 到 按 一 定 规 则 所 规定 
的 时 间 就 停止 试验 ,这 种 试验 称 为 有 替换 时 间 序 贯 截 尾 过 将 . 设 停止 时 刻 为 《停止 
时 的 累计 失效 数 为 r, 则 总 试验 时 间 为 现 = 本 ,9 的 点 估计 (最 大 似 然 个 计 ) 为 


HE. (3-18) 
rE 


当 z = 站 时 ,规定 分 = %. 

注意 :个 于 时 刻 半 可 以 是 随机 变量 , 其 严格 的 数学 定 闵 如 下 : 

用 站 表示 时 间作 间 人 ,tt 上 累计 的 失效 煞 ( 人 站, 芳 为 使 得 所 有 (0s 志 1) 
都 可 测 的 最 小 ec 代数 , 称 非 负 随 酌 变 芋 习 是 人 台 理 的 停止 岂 癌 , 若 对 于 一 切 上 ae0, 事 
件 IF&ti 属 于. 严 异 促 话 说 , 停 直 时 间 足 否 不 超过 1, 棋 据 (WN,0< ;去 1) 的 取 值 
就 可 以 确证 . 


4 韦 布 尔 分 布 情形 下 的 参数 舍 计 853 。 


陈 家 明 所 册 子 计算 8 的 回信 限 的 - 般 方 法 必 , 这 里 从 赂 .在 我 国 军用 标准 
GJB899 一 90 中 ,针对 检验 问题 式 (3-14) 提 出 了 一 美 序 贰 截 民 方案 一 一 所 谓 概 率 比 
序 其 方案 ,其 停 下 时 刻 上 为 

E=mnlt:im0,Ned-m 或 Nedt+t :|), 
圭 中 >0;50>0;81>0; 和 是 在 时 间 区 间 (0,1] 1 的 累计 矢 襄 数 .这 个 + 的 直观 意 
疼 是 :$ 是 千 遍 志 ci 一 各 或 训 记 5+ 5 碟 立 的 报 小 71.“" 革 仪 首 crn 时 接受 
假设 机. 

对 本 这 样 的 了 ,CJRB899 一 90 的 附录 4 中 给 出 了 八 个 具体 方案 ,并 给 出 了 的 性 
和信 下 和 良 让 和 置信 上 限 8 的 数值 表 . 


4 ” 韦 布 尔 分 布 情形 下 的 参数 估计 
没 志 命 服从 韦 布 尔 分 布 ,其 分 布 丙 数 为 


上 mm 
90- {1 ) (>g)， (4-1) 
0 (F< 00), 
其 中 m,»# 是 待 枯 的 下 数 . 下 面 分 定数 裁 尾 和 定时 截 尾 两 种 情形 分 唱 讨 论 参 数 佑 计 
问题 . 
4.1 定数 截 尾 情形 


设 有 5 件 产 品 何 时 投入 奉命 试验 ,试验 进行 到 出 现 第 > 个 寿 终 为 止 .这 里 :是 
天 先 指 定 的 整数 ,1s + 志 n. 设 寿 终 数据 是 44,4,…, (从 小 到 大 排列 ) .参数 估计 方 
法 主要 有 站 种 . 

4.1.1 最 大 似 然 估计 

形状 参数 m 的 最 大 似 然 估 计 全 乃 是 方程 

> Inti 十 【一 remlnt, 
一 + Fo - 一 一 -一 一- -0 (4-2) 
Sm + (mo rr 

入 (当下 友人 和 和 时) 而 要 了 的 最 大 人 人 人 为 


了- > + (nN) (4.3) 


TD Chen jading, Abwat the oonfidenee limits for the exponential mean in my sequentia] cc The 
Suath Chins-Japan Symyposiuy or Statistics, L997 . 
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其 路 mt 是 m 的 最 大 似 然 犀 计 . 

注意 ;方程 式 (4-2) 中 等 匡 不 边 是 m 的 严格 减 连续 泊 数 ,利用 微机 很 容易 求 出 
方程 的 根 ， 

可 第 度 站 站 的 最 大 似 然 估计 为 


Le 上 全 
ff = expl -| ~ . 《本 -十 ] 
(-(#) 
可 靠 度 将 吕 的 可 午 寿 个 后 = wt 一 0R)WM" 的 藤 太 似 然 估计 为 
人 PR (4-5) 


式 (4-4) 和 式 (4- 相 中 的 页, 分 别 是 m, 5 的 最 大 似 然 估计 
4,1.2 利用 最 好 线性 不 变 信 计 得 到 的 估计 


设 于 = ny, 从 还 人 -1 到 外 的 分 布 冰 数 为 Cr- 1) Ao), 其 中 
G(s) = 1- expt - expz), {4-6) 


r= ny, z= 二 (4-7) 
设 ,bb ,", 起 全 部 寿 终 数据 (从 小 到 大 排列 ), 记 3, = ln&,i = 1,2,…,r, 设 
上 = yi + 好 是 参数 的 线性 函数 . 称 了 = > kx, 是 ! 的 线性 不 变 居 计 , 若 均 方 误差 
RCT 一 4 与 jy 尤 关 , 还 称 均 方 误差 达到 最 小 值 的 线性 木 涉 优 计 为 最 好 线性 不 变 估 
计 . 
可 以 证 明 , 旷 好 线性 不 变 售 计 存在 且 唯 . 滩 的 城 好 线性 不 变 人 生计 为 六 = 
这 玉 xi,o 的 最 好 线性 不 变 情 计 为 了 = 之 ,于 未 .这 电 而 = 8 mm 与 rn 部 有 关 ; 
= 了 有关 NR Mann) 等 人 和 络 出 了 3 二 站 过 站 2 二 站 芝 证 
所 二 时 ,入 的 数值 表 巴 .从 (4-7) 式 知 严 和 3 分 曾 有 下 列 居 计 量 : 
， =exptpa ). ‘4-8) 


| 
现 = 一 
好 


由 J R(t)=1- GC((Int po-') ,可 千 压 命 tt = cxpl p+ oln In 高 ), 芯 RD 
和 itr 分别 有 下 州 估计 革 ， 


R=1-c( "ee). {4-9) 


mw 


Mann N Ret al. Methods for statistical analyss of relialilily sd life cuta. New Yurk: Wilesy 
点 Sons, 1974. 


4 韦 布尔 分 布 情形 下 的 参数 佑 计 :855 ， 


F p= exp( 记 + 字 Inln 有) (4-10) 


必 


Ff 2 一 有 nt 
用 = 下 ， p=- 


三 ee 
他 


可 以 证 明 , 再 的 分 布 和 Fi 的 分 布 都 与 jr ,a 无 关 ,而 且 上 述 电 等 人 的 著作 或 文献 [8] 
中 已 给 出 了 于 和 标 移 分 布 的 数值 表 , 对 于 给 定 的 置信 水 半 1- af 例如 a=0.10)， 
通过 查 表 可 找到 1 < ha ,满足 

PAIE EA)=1 -a, 


故 mm 的 置信 区 间 为 | 生 , 径 ] .通过 查 表 可 得 到 9(R) , 满 是 


22 
于 


P(e 


<8( 有 | -1 -we， {4-11) 


故 fp 的 置 往 下限 为 
Fn= expl 2 — pt RIS i. 
可 以 证 明 , wp(R) 是 RR 的 严格 增 连 续 函 数 ,其 反 函数 为 yy() .从 式 {4-11) 可 知 ， 


P(Rz 浊 | < a =1-a. 
邻 忆 = RC , 则 REE) 的 1-a 水平 兽 冰 下 限 为 
| —") ， (4-12) 
UT 
其 中 汪 是 vw 的 扩 孙 数 . 
4.2 址 时 截 尾 情形 


4.2.1 最 大 似 然 估 订 
淡 有 严 件 产 贞 投入 寿命 试验 ,试验 进行 到 预定 的 时 刻 停止 .所 得 的 奉 终 数 
据 是 志和 … 直 it 从 小 到 大 排列 ,也 可 能 无 夺 鳃 数据 , 则 r=0), 当 5>0,0 [4 
To 时 形状 参数 m 的 最 大 亿 然 巾 计 严 广 是 方程 
Sen + 【一 TOmlnz 


1 lw i=l 加 
mt lnis - = 


=! D+ (nr) To" 
的 唯 - 根 .此 方程 等 号 左边 是 m 的 严格 降 连 续 函 数 ,其 根 利川 计算 机 很 容易 求 出 . 


= 站 (4-13) 
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刻度 参数 ? 的 最 天 伏 然 估计 为 


I ~ 
村 [人 + om) 


站 = | i 4-14) 
可 靠 典 REm) 和 吓人 千 寿命 中 的 最 大 信 然 佑 计 分 别 为 
La Ln 信 
站 ) 二 一 一 + {4-15) 
» =- ol- (3) | 
TR = RE (4-16) 


式 (4-14) 和 式 {4-15) 中 的 挛 和 3 分 别 是 m, 5 的 最 大 似 然 估计 . 

| 述 公 式 与 定数 截 尾 情形 下 的 公式 是 相似 的 .应 访 指 出 , 当 rr = 以 即 无 寿 终 数 
据 ) 时 不 可 能 给 出 各 倒数 有 意义 的 点 知 计 ,但 可 给 出 可 靠 度 和 可靠 寿 命 的 置信 下 
限 . 


4.2.2 可 等 度 的 置 忆 下 限 


对 于 定时 截 尾 试验 上 得 到 的 数据 ,如 何 给 出 可 靠 度 Rao) 的 精确 置信 下 限 ? 
这 是 凹 布尔 分 布 情形 长 久未 解决 的 问题 ,1993 年 陈 家 易 和 房 祥 忠 中 提出 了 一 种 解 
决 的 方法 ,简单 介绍 如 下 ， 

沿用 4.2.1 小节 中 的 记号 . 当 c>0, 有 Hn< 时 ,有 C6) 由 式 (4-15) 确 福 , 当 开 
=0 或 站 = 元 时 规定 站 (10) =1. 令 

Clu, n,m) = Pl R(to) 0) (< et), (4-17) 

其 中 Ps,( 4A) 表示 刻度 参数 和 形状 参数 分 别 是 了 和 和 m 时 事件 4 的 概率 ,对 于 任 给 
定 的 & 声 人 D,1), 令 

Ri{tu)= int{ ROW}: TE CO wm) ,mE CO mH Gu, n,m) > ai, {4-18) 
则 品 ( 例 (5)) 就 是 可 靠 度 Rio) 的 置信 下 候 { 置 信 水 平 为 1- a, 理由 见 文献 [1]). 

为 了 计算 Ri(w) , 作 参 数 安 换 .; 


p=1- ep ~ (PR)”), 


8= (4)m. 
役 ,Dy,… ,4 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,共同 分 布 是 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 


DD Chen jading Fange Xianzhong On the exacl lower codidenes Limits for the reliahility in the case 
of weibul] disiribution. Proveedings of Joint mistical eonferenee. Beijing, 1998 ,1 


4 韦 布 尔 分 布 情 形 下 的 参数 估计 ，857 


:= 中 (p)= -ln(1- min(p, 0)); 


A,-A.(p)=| 


~ ] 《D< Up), _ 四 
0 (其 他 情形 ). on) 
证 南 为 方程 
SP mn 
+ —! mn =0 (Cm > 0) 
A Pr 
5 1 
的 唯一 根 , 令 


A 1 所 
{ 一 nw) 人 


Sa 


CF, 人 1, FA A) 三 | 


Hip,0,u) 三 PCED, Ly,**, [i 不 全 相等 且 


Ee 


oP, A ,A A) 入 9) ‘Ox Pp 1), 

有 下 列 结论 ， 

1° tn > Tho 时, RILC4) = 0, 

2 RL(1) = 0, 

ROCs)=minCep( -O°(u)) ,eas) (0<u<D， 
其 中 
d* {tu) =sup{0, (x):1>p1 an }, 
(nu) = up{d:0E 0, -In(i— PP 月 下 (pa + (1l- p> 0a}; 
六 当 fn = 了 0 时 ， RitL) -at 且 
R(tuj=intl—p:l>p>1- anH Hp, —Intl—- pi,u)+(t- Pi > | 
[< 六 1. 

北京 人 学 概率 统计 系 已 编制 了 该 方法 的 计算 软件 ， 

例 1 候 设 a=1,m=1 5 时 间 单 位 为 1000h, 下 面 的 运算 中 省 略 } ,共有 6 个 
才 终 数据 :].30,1.47,0.50,1.08.0.48,0.34, 计 算 其 可 靠 度 的 涡 信和 下 限 . 

解 若 a=0.20,ww=1.0, 则 可 计算 出 可 靠 度 RL) 的 轩 信 下 限 为 


RCC00) ) =0.545 180( 置 信 水 平 为 0. 80). 
此 例 中 的 置信 下 限 值 很 低 , 其 原因 在 于 对 形状 参数 nm 的 取 值 未 作 任 何 限制 ， 
rd 在 (09, m ) 中 任意 取 值 ,而 样本 量 双 很 小 .车 试验 前 已 若 产 在 革 个 较 小 的 范 团 内 
比如 丙 全 [1,1.6]7, 则 计算 出 的 蚂 信 下 限 值 斌 会 明显 增 , 人 大. 
这 个 例子 表明 ,在 韦 布 生 分 布 的 小 样本 情形 下 ,必须 尽 星 措 滞 形状 敌 数 所 在 的 
范围 , 备 则 计算 出 的 可 靠 度 的 置信 下 限 值 太 小 而 失去 实用 便 什 .， 


+ 858 ， 第 13 篇 。 可靠 性 与 生存 分 析 


5 成 功率 (比率 )} 的 两 样本 检验 


5.1 概 述 


在 上 程 上 常 要 比较 两 种 产品 的 可 靠 性 是 天 有 差别 ,在 医药 研究 中 常 要 比较 两 
种 医疗 方法 (或 药 电 ?的 疗效 旦 和 否 相同 ,并 确定 哪 一 种 好 .以 工业 产品 为 例 , 设 某 产 
品 的 可 靠 度 是 pi, 对 这 种 产品 在 设计 、 材 料 或 工艺 上 进行 改变 后 制造 出 的 新 产品 
的 可 千 度 是 py,p! 和 户 都 是 未 知 的 . 今 从 原 产品 中 抽取 nj 件 做 试验 ,发 现 有 *i 件 
成 功 { 即 能 完成 规定 的 任务 ); 从 新 产品 中 抽取 ns 件 做 试 台 , 发 现 有 5 件 成 功 . 问 : 
从 数据 (mi ,5 和 (! ;57 出 安 如 何 答 验 喇 1 至 站 是 奉 成 立 ? 这 肥 蚌 要 回答 下 列 检 验 
问题 ， 
Ho:Ps prH:p > pa, (5-1) 
共 中 ft 是 待 检验 的 假 疫 ;总 是 备 择 假设 ,回答 这 个 问题 的 检验 法 主要 有 三 个 : 正 
态 理论 方法 . 列 联 表 方法 、 费 希 尔 (R.A. Fisher} 精 确 检 验 法 .前 两 个 方法 计算 简单 ， 
但 使 用 条 件 苛刻 ,在 样本 量 小 ,而 p; 和 ps 又 千 近 1 或 0 时 一 般 不 能 采用 ,第 = 种 
方法 在 任何 情形 下 部 可 以 用 ,但 计算 较 复 杂 . 下 面 分 别 介 绍 . 


5.2 正 态 理论 方法 


设 数据 是 (ni, 51) ,Cm s2): 令 
| ~ _ A 1 十 汪汪 _ 
Pl ni? Pi ny PT pt ny (5-2) 


则 当 mp1-P)25H mp-D35 时 ,可 用 正 态 理论 方法 检验 . 
先 计算 统计 量 


~ 


ze (5-3} 
Af PO 全)( 记 + 让) 
苦 检 验 水 平 为 we 常服 ex=0.05), 用 wi _。 表 示 N(0,1) 的 1-a 分 位 数 , 则 检验 法 是 : 
当 => wl_, 时 ,拒绝 本 3 pi 过 Pi 当 > 近 山 -时 不 拒绝 而 
注意 :a =0.05 ,wo =1.65, 
例 1 设 而 = 20,5 = 15, mw = 加, sz;=9, 斌 进行 可 靠 度 检 验 . 
解 ”根据 式 (5-2), 得 全 = 0.75, 人 PB = 0.3,$= 0.48, 因 此 ,nip(l -DP) = 5， 
mpll - 了) = 7.49 > 5, 故 可 用 正 态 理论 方法 . 按 式 (5-3) 计算 统计 量 , 得 
z= 3.18 » 1.63， 


5 成功 党 5 比率 ) 的 两 样本 检验 ，859 + 


改 应 拒绝 所 :pi < pz 检验 水 平 为 0.05). 
5.3 ”到 有 联 表 方 法 
将 数据 Cn, 51) (na,s2) 现成 表 
(* 刘 
ce dr 


其 中 二 31 ;由 一 RL 11 三 82: 导 = ns 一 $7. 


计算 各 单元 的 “其 理 数 "aa ,b, 它 ,a: 
一 和 二 So 一 FI 二 Rr ts + 2) 
Sn = ny 十 Na 
{5-4 
内 1] 十 器 一 Rl 十 na 一 【3 + $2) 
r= 
开 1 十 ny 入 | 十 Ra 
当 apec,d 均 不 小 于 于 时 ,可 用 本 列 联 表 方法 . 
计算 统计 量 
(n+ mit|l ad — be 1 
x ardor da+t cb+r dy) (5-5) 


若 检 验 水 平 为 a ,用 yx?.,(1) 表示 1 个 自由 度 的 六 分布 的 (下 出)1 - a 分 位 数 、 
则 检验 法 赴 : 

当 YY > X?_o(1) 时 拒绝 后: pi 志 2; 当 半径 Xs (1 时 不 拒绝 所 . 

例 2 数据 同 例 1, 试 进行 吕 每 广 检 验 ， | 

和 解 ”根据 式 (5-4) 进行 计算 ,得 :a = 9.6,b = 10.4,r = 14.4,9 = 15.6, 这些 
效 者 不 小 于 5, 故 可 用 列 联 表 方 法 进行 检验 . 按 式 (5-5) 计算 统计 量 , 得 

Y= 8.00 > XI) = 3.8, 

故 麻 拒 绝 三:pi < pz( 检 验 水 平 是 0.05)， 


5.4 ” 费 希 尔 精 确 检 验 法 
设 数 据 已 列 成 表 
其 中 = SI =A C= d= no- so. 
当 ga,b ,c,d( 见 (5-4) 式 ) 中 有 至少 有 - :个 小 于 5 时 应 用 费 希 尔 精 确 检验 法 ,5 


然 ,其 他 情形 也 可 以 用 这 个 检验 .具体 方法 如 下 ， 
记 m= a+ cm = + dN= n+ nm: 设 观测 变 荆 为 


| 1] | 
4 
I] 。 克 呈 


对 于 瘦 定 的 mm ,nayml， mz,; 则 满足 条 件 
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| + T= Xt T= Np (5-6) 
下 tt 十 Tal 三 1 二 Mm 
的 所 有 可 能 结果 如 下 ， 
(i, i (i= ,f+ ,1), 
其 中 i = maxt mi 一 ma 站) ， i = min( n,m }. 
称 左上 角 为 ;的 表 为 第 i 表 .显然 , 若 第 i 表 是 
i J 
(， 中 
列 第 i + 1 表 是 
(+1 7] 
it-l +1 
普 记 pf) 为 条 件 (5-6) 下 mi = 工 的 条 件 概率 , 则 
1 noln! rm! 
pO = WT I a (35-7) 
. . ke 
pli+l) = pli) Cy (5-8) 
易 知 pf = Ap (有 二 了 过 1)， 
b 
A = 1, 2 p(2) =1. 
于 是 
PDO= EE (hai) (5-9) 


之 hi 
有 时 用 式 (5-9) 计算 p( i) .对 于 给 定 的 数据 


人 入 | 一 "1 
+ 
#7 了 2 一 52 


上 
2 
3 . . 
p= >t) 《 二 mint mi ms Mm 二 31 十 52 ， 
+— 3 


给 定 检 验 水 平 &, 当 p 过 w 时 ,拒绝 后 :pi 志 户 ; 当 p > a 时 不 拒 奖 所 . 
机 3 恨 设 nl 二 25,51 = 23， 入 2 二 35, 4 二 30, 试 进行 可 靠 度 检 验 . 
解 ”根据 式 (5-2) ,有 


有 = sa = 0.920, Pr = sm = 0.857, 


(ta 3) 


计算 下 列 概 率 


数据 表 为 


5 常用 的 非 参 数 方法 -861 - 


俯 式 [5-4) HT 知 , 上 单元 的 "期 望 数 "5 = 2.92 < 5, 夺 应 用 费 希 尔 精 确 检 验 米 回 管 检 
驻 问 题 么 45-1. 因 
Ri = 23, [二 引证 人 = 二 533, 


页 
= mR mm = minf25.53) = 25. 
i| 算 
p= Zp(0). 
出 式 15-7) 可 知 ， 
pf23) = 0.252, 
由 式 (5-83) 可 知 ， 


pl24) = 0.103, p25) = 0.017, 
于 是 n= .34> 0.05. 故 不 应 护 绒 再 0 :61 SE pat 检 验 水 平 0.05). 


6 音 用 的 非 参数 方法 


6.1 寿命 表 方 法 


为 了 估计 完全 未 知 的 生存 函数 55, 针对 不 同类 型 的 数据 有 不 同 的 方法 ,下 
面 介 绍 历史 悠久 现在 仍 在 使 用 的 寿命 表 (life table) 方法 . 

假设 对 : 些 个 蛋 ! 共 ma 个 ) 的 寿命 进行 了 观测 ,用 下 列 方式 对 观测 结果 进行 了 
登记 和 归纳: 

把 区 间 (0, %) 分 成 + 1 个 小 区 间 ,下 = (6 1; = 1,2.…;, 上 +1, 这 里 ao 
=0D<o<om<c…< 人 < = .每 个 个 体 的 寿命 的 确切 值 { 或 删 失 值 ) 均 
不 知道 ,只 知 其 在 哪个 区 间 中 寿 疼 成 右 删 失 . 对 于 j= 1,2,…, 上 + 1, 令 

Ai = nn 个 个 体 中 在 时 刻 a_) 仍 " 活 着 ", 量 未 在 a_1 之 前 右 删 失 的 个 体 的 个 数 ， 

六 = nn 个 个 体 中 在 5 中 寿 终 的 个 体 数 ， 

多 = 个 个 体 中 在 [@1, ai) 中 右 是 失 的 个 体 数 ， 

显然 

NM =n, N= NI-D:- Wi Cj) = 2.3,.,k+ 1). 
记 

站 = Sto), p= PAP uy =1-p, C7 = ,2,0 ,k++ 1, Po = 1). 

于 是 
P= ppp {7 = 1,2,." ,E+ 1). 
首先 用 下 列 公 式 估计 g; 
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和 ~ D; 
入 -六 
再 用 B= 1 -证 售 计 pp; 然 后 用 公式 
PB, = Pp2*p, (F = 1,2,°",k + 1) (6-2) 
估计 P ;最 后 ,对 于 任何 : > 0, 选 j 满 足 & < < gw1; 用 
Gr) 三 Pp; 


作为 SC) 的 估计 .上 述 估 计 5S(1) 的 方法 叫做 寿命 表 方 法 .为 了 得 到 估计 和 值 瑟 ,党 
采用 列表 方式 概括 原始 数据 和 计算 过 程 ,这 就 是 “寿命 表 ” 一 词 的 来 源 .列表 的 栏 
日 如 下 : 


区 问 ”死亡 数 删 尖 数 历险 数 N, 个， 全 全 
hb i 
1 Dn ~ 
4 贞 Li MN; 训 ~ 了 责 NW 1 -全 Pp, 


在 计算 ,时 ,可 用 递 推 公式 在 = Bp). 

上 述 寿 命 表 万 法 的 关键 是 采用 估计 式 (6-1). 采 用 这 个 估计 式 的 理由 是 基于 一 
种 想象 :在 区 间 [ ea ,a;) 中 所 有 右 删 失 个 体 的 删 失 值 的 站 均值 恰好 是 这 个 区 间 的 
中 点 .这 种 想象 虽 是 - -种 假定 ,但 在 许多 情形 下 是 符合 或 近似 符合 实际 的 ,因而 上 
述 寿命 表 方 法 得 到 广泛 的 应 用 .用 估计 式 (6-1) 得 到 的 寿命 天 也 叫 标准 寿命 表 . 对 
于 “ 删 失 机 制 ", 可 以 有 铸 种 不 同 的 假定 ,内 而 会 有 别 的 估计 式 可 民 替 式 (6- 1) ,于 是 
有 多 种 寿命 表 . 鲍 如 表 6-1 所 示 的 是 某 医 学 院 对 手术 后 的 病人 的 寿命 分 析 得 到 的 
(标准 ) 寿命 表 ， 


表 6-1 
区 癌 紫 广 数 删 失 数 历险 数 a ~ 
1 D Wp N | 9 PD 7 
0 om 374 374 Ol 0.739 0.759 
C1,2] 76 0 284 284 0. 208 0.732 0.556 
(2,3] 5t 0 208 208 0. 245 0.755 0.420 
{3,44] 25 12 157 151 0. L044 0.836 0.350 
(4,5] 20 5 120 117,5 0. 170 0., 830 0.291 
(5,6] 7 9 95 90.5 0.077 0.923 0.268 
{5,7] 4 9 9 74.5 0. 054 0.946 0. 254 
[了 .8] l 3 病 64.5 0.016 0. 984 0.250 
t&,91] 3 5 如 $9.5 0.050 0.950 0.237 
{9,10] 2 5 54 51.5 0.039 .9061 0.228 
(10, m1} 47 0 4 47 1.000 .000 0 


所 ”常用 的 非 参 数 方法 ，863 ， 


6.2 ” 磁 积 限 估计 


本 上 方法 要 求全 部 寿 终 数 据 和 右 山 笑 数据 都 是 确切 知道 的 , 即 不 能 有 区 问 删 拓 
数据 . 

假定 对 总 体 了 的 5 个 个 体 的 寿命 进行 观测 ,得 到 上 ,to,…,5 ,其 中 可 含有 右 删 
失 数 据 , 划 盛 诺 删 失 数 据 , 将 它们 中 小 到 去 排列 ,得 

站 

戎 一 个 山 失 数据 和 一 个 寿 终 数据 相等 , 则 将 寿 答 数据 排 在 删 兴 数据 前 , 当 5 是 海 
终 数 据 时 , 令 30, = 1; 当 ti 是 石 删 失 数据 时 , 今 人 = 0,1 二 上 过 mm. 

定 兴 工 _ 在 上 述 做 定 的 条 件 下 ,生存 函数 5 的 乘积 限 {prodquct jimit 估计 为 


! (YE [0,40)) 时 ), 
-TG 和 rr ( 当 EE Liorton)} ,ti = 1,2,.,.n 1), 
0 { 当 上 上 上演 有 史上 时 )， 


‘6-3) 


注音 : 当 ti 导 右 删 失 值 时 ,有 人 不 给 出 (i)) 的 定义 ,认为 不 能 给 出 合理 的 
估计 值 ! 

乘 科 限 估计 交 叫 PL 估计 ,是 卡 普兰 (Kapjan) 和 梅 尔 (Meicr) 于 1958 年 首先 提 
出 的 ,也 间 久 M 估计， 


由 于 了 7 = | SCode， 的 全 可 用 |。 人 )dt 来 估计 ,从 而 BT 有 傅 计 式 


条- finy + Scaleon 一 teny). { 石 -村 ) 


例 1 茶 医院 对 20 位 病人 手术 后 的 生存 时 间 进 行 六 调查 ,记录 如 下 (单位 : 
年 ); 

11, 11 ， 11+, 7*, 了 ， 二 ， 4*， 4， 13+， 3， 

13, 13+, 13, 13, 16， 15, 15+, 15, 16， 133. 
以 上 记录 中 带 上 标 + 号 者 为 右 删 和 失 数 据 . 试 估 计生 存 函 数 和 平均 生存 时 间 . 

解 ”为 了 得 到 生存 函数 Sb) 的 莱 积 限 怖 计 , 将 数据 从 小 到 太 排 询 , 得 

3 441 111+ 12+， 

13, 13, 13, 113, 13+, 15, 13。 15+, 16， 16. 

由 公式 (6-3) ,得 


A 19 

S$(3) = 3 = 0.950， 

~ 1 ， 18 、 17 16Y° 

S14) = 20 x 9 * 18 * (17) = 0.850， 
14 

S$(7) = 3C4) 它 x ( 共 ) = = 0.797, 
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全 全 BB 2 uy 
SELEY = S{F) x 14 * ls > ( ) = 0.683, 
10 


SC = SU x (22) - 0.683， 


作 全 3 8 

SC13) = SC12} x 10 其 9 

作 全 4 3 21" 

S{15) = S13) x 5 xX x ) = 0.246， 


S(16) = 0. 
于 是 ,有 
1 (Dat < 3). 
0.9%0 (3 < 4), 
0. 950 (4 三 < 7)， 
0.797 (Tet < 11), 
0.5683 {llast < 13)， 
0.410 (l3= i < 15), 
0.246 (lisset < 10), 
0 人 167. 
由 式 (6- 中 可知, 平均 和 牛 存 时 间 = 12.12 年 ). 

溢 积 限 佑 计 是 有 严格 的 数学 基础 的 .更 已 经 证 骨 ,在 十 分 广泛 的 条 件 下 ,只 旦 


样本 其 足够 天 ,S 日 与 S10 的 贞 秆 可 任意 接近 . 
6.3 特 恩 怕 枯 计 


如 果 在 -组 数据 中 既 有 寿 终 数 据 和 右 删 失 数 据 , 又 含有 左 删 失 数 据 , 怎 样 对 生 
存 函 数 进行 估计 呢 ? 特 轧 们 (8. 更 .Turnbull) 就 分 组 数据 的 情形 提出 了 一 个 估计 方 
法 ;在 此 基础 十, 又 有 人 就 非 分 组 数据 情形 给 出 了 情 计 法 .两 个 情形 下 的 司 计 法 在 
数学 上 是 相似 的 ,统称 为 特 恩 怕 合 计 . 


6.3.1 非 分 组 数据 情形 下 的 生存 函数 估计 


假设 寿命 变 基 了 有 P 个 观测 值  , 负 ,…, 出,, 其 中 有 寿 终 数 据 、 右 删 尖 数据 和 
左 删 和 失 数 据 . 记 数 据 中 的 最 小 值 沟 1, 除去 4 后 锌 下 数据 中 互 异 的 寿 终 数 据 为 1; < 
< 12 .注意 :1 不 - : 定 是 寿 终 数 
据 . 用 dd 表示 属于 区 问 f 的 帮 终 数据 个 数 ,4 表示 属 -区间 上 的 石油 失 数 据 个 数 , jy 
表示 属于 民间 1 的 左 删 和 失 数 据 个 数 ,i = 1,2,."",m. 

定义 2 设 全 ,全 ,… ,0 是 函数 


Lig ta, 0) 一 | | (已 _1 一 501 一 0 (eh 二 1) (0-5) 


5 常用 的 非 参 数 方 法 * 865 、 

在 团 区 域 = 1 本 下) 直上 的 最 天 值 点 , 则 和 后 

存 肾 数 Si) = PIT > 1) 的 特 恩 伯 估计 为 

(0) - | ( 当 : (00,0) 时), 
个 《 当 二 [8,1) 时 ， 


了 


全 (6-6) 


其 中 = 1,2,…,m. 
导 求 人 ,全 ,…',9, 的 有 效 方 法 是 存在 的 [11. 北京 大 学 概率 统计 系 已 编制 了 特 
恩 怕 估计 的 计算 软 他、 
例 3 设 对 某 种 产品 的 寿命 进行 观测 ,得 到 了 20 个 数据 {单位 :100 患 ， 
.201 ， 0.330 ， 0D. 555, D.571, D0. 865, 1 . 280, 1 .492， 
1.904, 2.243， 2.313 ， 3.812, 4. 808, 0.20-， 0.560-, 
O945 1.382 ， 0.4057, 是， 人 0.3817. 
上 丝 中 带 上 标 "-" 导 者 为 左 删 天 数据 , 带 上 标 “+" 号 消 为 右 躺 失 数 据 , 求 其 特 恩 伯 估计 . 
解 ”这 20 个 数据 中 最 小 数 是 1 = 0.201, 基 他 寿 鲜 数据 是 1。 = 0.550,…, fy 
= 3.868( 从 小 到 大 排列 ). 计算 各 区 间 上 的 统计 量 mhr 可 以 求 出 函数 L(91， 
82,…,912) 的 最 大 值 点 (全, 名 ，… ,分 ,): 
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I0 1 人 


于 是 根据 式 '6-6) ,就 可 得 到 8310 的 居 计 第 . 
6.3.2 分 组 数据 情形 下 的 生存 函数 估计 


仕 科学 实验 或 现场 跟 足 调查 工作 中 , 常 带 过 到 分 组 数据 的 处 理 问题 .为 了 咎 计 
寿命 变 量 了 的 生存 曙 煞 ,随机 抽取 am 个 个 体 , 并 在 时 刻下 < < -一 < 个 预 
先 指 定 的 正 数 ) 观测 其 寿命 .以 下 记 和 = 0 = 四 = (人 1 和] = 2， 
m+ 1. 只 可 得 到 下 列 类 型 的 数据 : 

(1) 确 知 在 扼 中 寿 终 的 个 性 闭 二 了 = 1;2，… 站 +1; 

(2) 未 知 在 哪个 区 间 子 中 寿 终 , 仅 知 其 寿命 大 于 站 位 本 知 道 是 禁 大 于 4,1) 的 
个 体 数 4 = 12 ,mo—l1; 

(3) 未 知 在 哪个 区 间 二 中 寿 终 , 仅 知 其 寿命 不 超过 5 但 不 知道 是 否 不 超过 
号 1 的 个 体 数 Hd = 2,3,°"* 1m. 


定 光 和 设 (个 ,记分 ) 是 似 然 晴 数 
LOB, 6) = | -8)3 


C9。 = 1,6w1 = 0) 在 闭 区 域 D - 19 ,00 
最 大 值 点 , 令 


| gy (6_7) 


er pe 
Pe—- 
i 
这 
[| 


1 , 
SE) - | (当主 E [0.5) 时)》， (6_8) 


(SE [5, 革 由 时 )， 
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其 中 = 1,2,-…,m, 这 就 是 S(t) 的 特 恩 们 情 计 . 


可 以 证 明 , 丽 数 520 ,多 9) 的 最 大 悄 点 (名 合 ,… 人 永远 存在 , 且 是 方 
程 组 
Fr 


A ， 
-上 Di 和 -和 凸 - ，  ， ， ; 
dao ht lh) 

在 约束 条 件 1 = B= 0 下 的 难 
一 解 ,其 中 


万 = mindj:d #0 或 je #0|， 
= mrtj:d A 0 或 A #0!. 
特 嫩 信鸽 计 蚌 有 产 格 理论 根据 的 . 现 已 经 证 时 ,在 十 分 广泛 的 条 件 下 ,只 要 样 
本 量 吓 够 大 , 非 分 组 数据 情形 下 的 特 姑 悄 知 计 3( 与 Sb 的 真 值 可 任意 接近 ,而 


分 组 数据 情形 下 的 特 因 伯 估计 人 8) 与 3(4) 的 真 值 可 任意 接近 (j = 1,2,…,m). 


7 含 协 变量 的 生存 分 析 


在 某 些 实际 工作 中 ,不仅 要 者 乍 随机 因素 对 寿命 {+ 生 存 时 间 ) 的 影响 ,而 且 还 
要 考虑 其 他 系统 性 因素 对 寿命 的 影响 . 这 些 系统 性 因素 就 是 第 1 章 里 所 说 的 协 变 
量 .下 耐用 奢 = (ai ,oz 表示 协 变量 (向 量 ) ,研究 地 命 了 对 三 的 依赖 关系 . 
本 章 只 考虑 实际 工作 中 最 常 遇 到 的 二 种 回归 模型. 


7.1 位置 刻度 模型 


设 寿命 变量 了 与 协 宰 基 大 有 下 人 州 关 系 式 : 
InT = p(X) + oe, (7-1) 
其 中 pl') 是 未 知 藻 数 ,o 必 未 知 的 正 数 ,e 的 分 布 函数 是 C(x), GCx) 各 pz(-) 都 与 
o 无 关 . 此 时 ,TT 的 生存 函数 为 


sx) = A), (7-2) 


上 中心 = 1- 6. 式 (7-2) 就 称 为 位 置 刻 度 模 王 ， 

这 种 模型 是 广 证 存在 的 .例如 , 若 了 服从 韦 布尔 分 布 , 芋 协 变 基 不 影 啊 形 状 参 
数 ,只 影响 位 置 参 数 , 则 其 生存 函数 就 属于 上 述 模 和 型 , 其 中 G(x) = 1 -~ 
expf(- expx) ,又 如 ,车 了 服从 对 数 正 态 分 布 , 且 协 变革 只 影响 ny 的 均值 而 不 影 啊 
InT 的 方差 , 则 其 生存 函数 也 属于 这 种 模型 ,这 时 G(x) 基 怀 准 正 态 分 布 函数 ， 

假设 G(x) 有 嵌 度 画 数 gtx) .下 面 只 考虑 

A(X) = Xf 

的 情形 ,其 中 达 二 人 人 | #4 xo) 记号 XI 表示 天 的 转 置 ) :此 一 (A :1， Us 启 )" 呈 


7 了 傅 协 蛮 基 的 生存 分 析 ，867 . 
未 知 参 数 向 最 . 设 对 x 个 个 体 进行 观测 ,第 i 个 个 体 的 寿命 数据 { 寿 终 数 据 或 十 删 
失 数 据 . 左 删 失 数 据 ) 是 :相应 的 协 变量 的 值 是 
至 | = (xi ai 
今 
下 = lai ht 帮 终 数据 |， 
= |i:1 


二 上 反 m 人 是 右 删 失 数 质 ) ， 
0 = nt 导 硬 删 失 数据 ;. 
Y= nT, v= Ine, {i = 1,2,. ,4), 
二 是 数据 Fir Ya Yh 对 应 的 亿 然 落 煞 旺 
- 下 时 一 下 一 下 
po = IT te) le) 上 和 全 
解 伏 然 方程 组 和 
7 0 一 (ii 一 ] ,2 ,1p). 
anf(B,z) 1 
do 本 


就 可 得 到 六 ,o 的 最 大 似 然 估计 尼 ,z. 劳 勒 斯 (J.F.Lawlessils 就 指数 分 布 、 书 布尔 分 

布 .对 数 正 态 分 布 等 日 不 含 左 删 失 数据 的 情形 , 其 体 写 出 了 似 然 方程 组 及 信息 和 

阵 ,并 讨论 了 回归 系数 的 假设 检验 .应 该 指出 ,在 上 面 的 计 论 中 ,假定 了 6 的 分 布 
完全 知道 的 ,此 e 的 分 布 不 知道 , 则 不 能 用 上 述 方法 ,而 占用 别 的 方法 ， 


7.2 右 删 夫 数 据 情形 下 的 回归 分 析 


设 线性 回归 模型 为 
YY 一 和 + 向 5 二 二 二， (7-3) 
其 中 e 是 随机 项 ; 政 = 0;@ ,Pi, 训 ,… ,局 是 待 估 的 参数 ,但 对 所 如 寿命 变量 或 其 对 
数 ) 不 一 定 有 完全 观测 值 . 
假设 对 自 变 量 x ,x2,… ,%, 和 因 变 量 y 得 到 n 组 观 浏 值 : 
《Xi (i= 1,2.-…,n), 
其 中 全 = 0 或 1;7y 是 x = wy 各 = WN = Xp 时 y 的 观测 香 ;6 = 1 时 表示 
Y, 有 是非 删 失 数 据 ,& = 0 时 表示 x 是 右 删 失 数据 ， 
此 时 庶 刀 何 佑 计 六 和 局 "Hp 呢 ? 这 个 重要 问题 从 20 世 纪 了 0 年 代 至 加 年 
代 有 很 多 研究 ,已 提出 了 多 种 估计 方法 ,下 面 介 绍 其 中 比较 简单 效果 也 较 好 的 
种 :巴克 利 { Buckiey) 和 乔 姆 斯 tJames) 方法 (简称 印 J 方 法 ). 令 
着 二 {xu ia 和 (i = 1,2,.…,n), 
对 于 任何 名 = (51 本 ,二 ), 令 
Z.{b) = 如 一 bx {i= 1,2,." .nn), 
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ZB) = 基 | 11 二 了 二 n, Ztb) 学 二， 
其 中 # 4 表示 集合 4 的 元 素 个 数 ; 
必 ， 


-人 -AL: 
kotu) = 1]- |] {1 一 pura : 


4 Bh) 


yr (Hh) = Zi.6) 十 ‘1 一 | a 一 二 fs]Jdszfl 一 F(Z )); 
和 Yi 二 四 jx 三 (Ks Ra ts 
+1=| 
bb) = Dr rt) Ty (Bb). 
:=1 


若 向 量 的 长 度 ‖ 风 (5) | 在 8 = ( 公 , 遍 ,…, 衣 ,7 时 达到 最 小 (或 接近 最 小 )， 
则 称 色 ,应 ,…, 久 ,分别 是 回 岂 系 数 色 , 久 ,…, 训 , 的 BBJ 悄 计 .a 的 估计 为 
= | apg(s)， 


其 中 请- ( 房 , 记 ,个 )7 可 用 迭代 算法 计算 FJ 估计 售 北京 天 学 概率 统计 系 已 编 
有 用 迁 代 算法 计算 B_J 知 计 依 的 计算 软件 . 

例 1 在 研究 产品 的 加 速 寿 命 试验 时 获得 表 7-1 所 询 数 据 , 其 中 上 是 寿命 变 
量 ,7 是 温度 变量 ， 

解 ”根据 有 右 删 失 数 据 情形 下 的 回归 分 析 , 及 表 7-1 的 数据 ,可 假定 线性 回 让 
和 柄 型 为 


Yy 关 十 人 十 EE) 


用 有 方法 ,可 得 到 线性 回归 模型 中 外 及 = 的 估计 量 : 序 - 1.080 493,& = 0.827 084. 
草 7-1 


证 :0 去 小 右 避 失 .1 变 示 完全 数据 


了 育 协 变量 的 生存 分 析 ，869 ， 


7.3 比例 危险 举措 型 


没 协 变 层 为 于 时 ,寿命 了 的 生存 琐 数 和 和 危险 率 病 数 分 别 是 S6 天) 和 att | 
天 ). 匣 比 值 01 于) 与 让 无 关 , 则 称 专 命 了 与 协 变量 下 的 关系 适合 比例 
危险 率 模型 . 此 时 了 的 危险 率 有 下 列 形式 

ACF | ER) = Aott) gl), 
其 中 有 0t20 电 稚 基 淮 和 范 险 举 , 今 
sol 1) = expl - | aoc as) | 
则 
5 是) = C0) Ys). (7-4) 

在 许 才 实际 问题 中 ,sg( 奢 ) 常 取 参 数 形 式 : g (车 ) = 人 [二 ,入 ,这 里 名 是 记 知 遇 
数 , 有 = (8 , 记 ,… ,局 】 是 未 知人 参 数 庙 其 .此 时 式 (7-4 器 屋 让 六 考 训 斯 <D.R. Cox) 
异型 . 当 en(X, 外 = exp( XB) 时 , 式 (7-4) 是 著名 的 考 克 斯 模型 .在 广义 考 克 斯 模 
型 中 有 天 个 未 知 的 东 阿 ;参数 外 和 基准 生存 函数 %o( 日 ,因而 式 (7-4) 是 一 种 半 参 数 
模型 . 

设 对 wm 个 个 悚 的 寿命 进行 观测 ,允许 有 右 蔽 和 失 数 据 出 现 ; 第 个 个 体 的 二 变量 
值 屋 下 , 帮 命 数据 是 5 , 当 5 是 非 删 失 数 据 时 ,人 = 1 于 1 是 帮 删 失 数 据 肝 ,6 = 各 
于 是 观测 数据 为 

(可 ,大 人 = 1,2,,n). 
将 互 异 的 寿 儿 数据 从 小 到 大 排列 :00 < fy < < ij: 令 
dD; = i = 1 有 Ht = ten|， 
二 二 蕉 0.， 
其 中 # 太 表示 D; 所 含 元 素 个 数 ， 
G= {i = 0H 6 EL C= 0,1,2,.% ,r,t et Ot0e oo) 
R= iststol (= ,2 7r). 
玉 叫做 to) 时 启 的 风险 集 , 即 在 to 时 刻 之 前 卡 寿 终 且 趟 果 失 的 个 体 之 集 . 显然 
R= UD,U CD 
为 和 居 计 广义 考 克 斯 模型 
Si | KY = [So( 1) eo (7-5) 
中 的 参数 儿 , 考 元 斯 提出 了 “部 分 似 然 函数 ”; 令 
| | go XB) 


人 


找 出 分, 使 得 508) 在 及 上 到 最 大 值 ,那么 , 即 可 用 这 个 太 和 :为 戎 的 佑 计量 ( 考 克 斯 售 


(7-6) 
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计 )， 
怎样 估计 式 47-5) 小 的 Soft 呢 ? 其 估计 量 名 0(t) 是 下 降 的 阶梯 函数 , 记 
P= Sof ten), a; = CF = 1,2,.…,5), 


Po 二 1 ,这些 oy 基 方 程 组 


> gol Ti, BY - > gol XB) 【7 二 1 .2 
‘E11 tot Ni ‘ER 

的 根 . 当 已 = 1 时 , 根 w 有 显 式 表达 ; 当 马 > 1 时 ,要 用 选 伐 法 求解 .由 于 记 = 

aa2…pay 夏 st 的 合计 量 可 取 为 


Sts} = [La 


ts 


8 ”可靠 性 增长 


8.1 概 述 


在 产品 的 研制 过 程 中 ,通过 “试验 一 故障 分 析 一 纠 卫 拱 施 一 再 试验 " 的 循环 ， 
不 断 在 产品 的 设计 、 工 艺 或 材料 上 进行 改进 ,从 而 使 产 草 的 周 有 可 靠 性 逐步 提高， 
好 是 所 谓 可 靠 性 增长 .可靠 竹 增长 试验 是 “个 工程 技术 问题 ,如 何 安排 试验 , 才 有 
利于 暴露 产品 的 缺陷 ,如 何 制定 纠 止 措施 ,都 涉及 大 量 专业 知识 和 已 有 的 经 验 , 非 
高 水 平 的 专业 人 员 不 能 胜任 ,但 在 试验 过 程 中 如 何 对 已 积累 的 故障 数据 进行 分 析 ， 
如 何 推断 可 谷 性 的 增长 情况 , 则 涉及 到 如 何止 确 地 使 用 数学 方法 的 问题 . 

设 可 靠 性 增长 试验 从 时 刀 0 开始 进行 ,将 观测 到 的 故障 时 间 ( 时 刻 ) 从 小 到 大 
排列 :rm < rs < … 用 N(4) 表示 在 时 间 区 间 [0, +] 中 的 故 陪 次 数 , 即 在 (0,4] 中 
的 个 数 .CN(4),t > 0) 是 一 个 随机 过 程 (计数 过 程 ),m = mm - ri( ro = 0) 是 第 
个 故 感 间隔. 在 实践 中 较 常 遇 到 的 一 种 情形 是 :( N(b),: > 0) 是 所 调 泊 松 (Poiseon) 
过 程 ,如 满足 

(1) 过 程 是 独立 增 量 的 , 即 对 于 一 切 0 < tt < < … < 所 ,随机 变 黄 

NOD NCHs) ~ NSD es NCB) — NE tse-1) 
是 相互 独立 的 ; 

(2) 存在 连续 增 果 数 A(1) ,A(0) = 0, 满 足 对 于 一 切 0 < s < 及 非 负 整数 i 

成 立 
PONCO) - NOs) = 日 = HAG) -4())iexzp(- (A - A(s))). 


当 At) = ja du wa 时 ,xD 称 为 强度 函数 . 当 A0t) = 4( 正 数 ) 时 ， 
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ENED ,ft 之 00) 电 齐 深 泊 松 过 程 ,这 时 各 间隔 1a ,nm 1| 十 相 开 独立 的 随 宙 变量 ,所 
服从 相同 的 指数 分 布 ,在 可 译 必 增长 试验 的 荆 程 实际 中 , 常 明和 到 两 种 非 齐 次 泣 松 过 
在 :AMSaAA 模型 和 指数 多 项 忒 模型 . 


8.2 AAMSAA 模型 


定 兴 1 工 若 途 次 发 牛 的 故障 时 刻 形成 的 计数 过 程 (ti) ,t = 们 ) 是 浪 检 过 程 ， 

且 强 度 电 数 为 
人 ft = MB 【是 二 人 有 0 > 的 ， 

则 称 可 靠 性 增长 符 育 AMSAA 模型 { 妈 所谓 韦 布尔 过 程 )， 

此 时 时 HC = ACE77 为 时 刻 1 时 的 MTBE 值 . 

设 了 屁 疯 汕 售 止 时 间 , tc，< cy < 是 次 并 故障 时 鹿 , 则 和 3 的 最 大 似 然 居 
计 分 别 为 

序 - | 天 一， 人 =- NOD TD 
(一 ) 


aft 了) 的 点 估计 为 
WT) = MB) -i 
在 实际 工作 中 撤 常 见 的 是 定时 截 尾 利 定数 截 尾 两 种 情 撒 ， 
8.2.1 定时 截 尾 情形 
在 定时 截 尾 情形 ,7 = 后 ( 固 定 瑟 数 ), 故 


A Mit ~ ~ 
问 二 me A= Ntoiin ", 


Zn ”) 
当 NC) = 人 0 时 ,规定 上 = 1,X= 1. 
8 的 1 -a 水 平 置信 区 间 为 
| Ni XaN 10)) ,38 Xi S28N( | ( 雪 mW(Ci) > 0 时 ), 


其 中 x3(m) 是 mm 个 白 由 度 的 x 分 布 的 (下 人 出}8 分 位 数 . 
这 个 兽人 入 区 间 也 可 用 来 检验 息 设 而 :8 = 1. 当 1 不 在 这 个 区 间 里 时 ,应 拒 第 


可 ;否则 ,不 应 拒绝 .4 所 被 拒绝 , 且 户 < 1 时 .应 拒绝 "> 1 ,从 而 判定 可 靠 性 
有 增长 ,对 #0) 也 可 给 出 路 售 区 辐 ， 

8.2.2 定数 截 是 情形 

在 定数 截 尾 情形 ,了 = r,tn 3 2), 其 中 民 是 第 in 个 故障 时 刻 , 吉 
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8 的 1- 水平 前 个 区 回 为 


| Bian 一 2), Fx? s(n - 2)| . 
利用 此 区 间 可 检验 假设 后 :8 = 1. 1 不 在 此 氏 疝 里 时 ,应 拒绝 i; 否则 ,不 所 


绝 击 . 当 拒 绝 局 ,下 丰 < 工时 ,应 厦 绝 "8 > 二 ,从 而 判定 可 靠 性 有 增长 . 对 于 
Mr ) ,岂可 给 出 置信 区 间 . 


8.3 ”指数 多 项 式 模型 


定 光 2 此 隶 次 发 目的 鼓 随 时 刻 形 成 的 计数 过 程 (NN(2),t = 0) 是 泊 松 过 程 ， 
有 强度 阴 数 为 
ACE) 二 exp + Of Ft tr 0, 
则 称 可 第 性 增长 符合 指 煞 移 项 式 模型 . 
r = [时 ,是 考 克 斯 首先 考虑 过 的 异型 . 
知 坛 验 的 停止 时 间 是 了 ,各 次 “ 赦 障 时 肇 " 十 r < rc< < rm 则 加,0， 


8.… ,8 的 最 大 似 然 估计 全 ,人 ,… ,8, 是 似 然 方程 组 


Ss iorp( Dou) au =0 (Fk = 0,1,.…,7) 
的 根 . 

应 指出 的 着, 这 个 方程 组 有 解 的 充分 必 归 条 件 是 w(7) > < 寺 或 者 AI) = 
,rwen 天 Ti! ,而 片 有 解 时 解 只 有 -个 .县 要 了 足够 大 ,最 大 似 然 居 计 -… 定 存 


在 . 
若 多 项 式 的 阶 上 未知 ,上 和 请 汪 确 和 有 得 


le 
InT 7 2 M 
其 中 fa] 表 朱 不 超过 a 的 最 大 整数 ， 
8.4 软件 可 靠 性 


在 研制 计算 机 软件 时 , 邦 要 对 已 编 出 的 软件 进行 测试 ,一 旦 发 现 错误 就 婴 及 取 
纠正 或 收 进 措施 . 因此 ,软件 可 靠 性 模型 是 一 种 可 车 性 增长 神 虑 .软件 可 靠 性 的 研 
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究 是 普遍 关注 的 , 沿 处 于 初级 阶段 .怎样 定义 软件 的 可 靠 度 ? 尚 无 统一 的 公认 的 定 
光 . 下 面 说 的 上 只是 一 种 定妆 . 

定义 3 设 软 件 在 测试 过 程 中 了 之 次 出 现 错误 (或 故障 ) 的 时 刻 为 rc< rz < …， 
仍 用 N(t) 表示 时 间 区 间 (0,:] 上 的 错误 个 数 . 若 在 测试 傈 目 时 间 了 完成 六 峡 制 工 
作 , RR 为 软件 在 时 间 了 交付 使 用 后 到 荆 + 7 仍 不 出 铺 误 (或 故障 ) 的 概率 , 即 

R= PONCT+ WD -NOD = 0), (8-1) 

则 称 忍 为 软件 的 可 靠 度 , 其 条 了 是 所 谓 的 任务 时 间 ， 

大 们 关心 的 点 估计 和 秆 信 下 限 .这 需要 对 计数 过 程 CN(4),t 0) 有 所 假定 ， 
因而 有 多 种 软件 可 靠 性 模型 .在 这 些 模型 中 较 有 代表 性 的 有 CO 模型 .5 曲线 模型 
和 JJM 模型 ,分 别 介绍 如 下 . 


8.4.1 G-0 模型 


定 匀 4 假设 CN(G7),t = 人 是非 齐 次 泊 松 过 程 , 共 均 从 沙 数 为 
ALL) = all — exp{t— bi)) fia > 0,b >» 0), 
这 时 说 软件 可 靠 性 符合 -0 模型 .由 式 (8-1), 有 
R= expt— aexpt— ICL 一 exp 一 BH). 
设 测 试 停止 时 间 是 了, 对 于 观测 数据 ; NCTD) ,TT2 Tm: 令 


mM{T) 
。 rrp { 当 N(T) 0 时 )， 
0 (NCT) = 0 时 )， 


H(bY = 这 (exp( BT) -11 


没 分 是 方程 H(4) = 5 的 根 ( 当 0 < 5 < 2 时 根 丰 在 日 唯一 ),@= NCTIAL - 
exp( 一 7)), 则 @,5 分 别 是 a ,的 最 大 似 然 合计 .软件 可 靠 度 号 的 恬 信 下 限 也 可 计 
算出 来 . 
8.4.2 SS 曲线 模型 
定 炙 5 假设 (CN(4) ,1 > 0) 是 非 齐 次 泊 松 过 程 ,其 均值 函数 为 
ALt}Y = all (1l + Bexpt— be)) (t=0,a> 0,6 > 0, 


这 时 说 软件 可 靠 性 符合 5 曲线 模型 .由 式 (8-1) ,有 
R= expl— aexpf -871+ BT C+ bT + br)explt— 81))), 


1 NLT) 工 
” NT 7 
2 _ 了 亲 _- 
6 人 = 


设 3 是 方程 6(8) = $ 的 根 ( 当 SE (0, 立 ) 时 和 根 他 在 HH 出)， 


全 = mCTIAL 一 (1+ FT)exp(- $7T)), 


(8-2) 
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则 全 ,二 分 别 屁 e 的 坡 大 位 然 司 计 . 软件 可 靠 度 R 的 置信 下 限 也 可 给 出 ， 
8.4.3 J-M 模型 


定 必 6 假设 软件 由 的 错误 个 数 旦 正 整 数 上 (未 知 数 ) ,错误 (或 故障 ) 间隔 名， 
5 是 村 珀 独立 的 随机 变量 ,而 旦 5 服从 指数 分 布 
Plt 1)=1- expt- At) (tm 0), 
让 中 = (ww -Et+tgp 是 未 知 的 正 数 ,5 = 1,2,…, 诊 .这 时 称 软件 可 靠 性 符合 J 
- 于 异 型 . 
由 式 (83-1), 有 
R= ex 多 (一 An W), 


若 有 数据 折扣 所 ,如 何 估 计 ,gg 及 软件 可 靠 度 RE 妈 ,| 大 于 VY 的 概率 ). 


全 
Di 
P= 
> 
i1 
i 1 . n 
Le {x> nn-1), 


可 以 证 明 : 
(D 当 p < “了 上 时 ,N,9 之 最 大 似 然 估计 不 存在 ; 


(2) 当 ?1 < p < a(1 (> 十)-) 时 ,入 的 最 大 似 然 舍 计 全 是 方程 f(x) = 


0 的 唯一 根 ,p 的 最 大 似 然 估 计 人 = nf 六 (8- + Da 的 最 大 似 然 估计 
SN- + 1) 
出 此 即 可 得 到 R 的 点 估计 ; 
(8) 当 p> a(1- (> 二 )-9 时,N,2。. 的 最 大 似 然 信 计 分 别 为 


从 = ns A = 0, 
也 可 给 出 软件 可 筑 度 R 的 置信 下 限 . 


9 系统 可 矢 性 的 数学 横 卉 875 、 


9 ”系统 可 靠 性 的 数学 模型 


9.1 概 述 


一 个 系统 就 是 由 一 些 部 件 { 这 些 部 件 可 能 是 物 , 也 可 能 足 人 人 ) 组 成 的 具有 其 种 
规定 功能 的 整体 .这 些 纪 成 部 件 也 叫 居 系 统 的 单元 . 系统 钙 单 元 的 概念 是 相对 的 ， 
二 者 的 美 系 是 多 种 涵 样 的 ,每 个 单元 又 可 分 为 若干 个 小 单 志 .小 单元 可 再 分 为 更 小 
的 单元 ,更 小 单元 还 可 继续 分 下 去 …… 整个 系 是 的 关 和 枸 关 系 可 能 很 复杂 , 在 实际 
工作 中 ,有 时 要 把 一 个 复 全 的 产品 { 例如 电视 机 .导弹 ) 看 上 成 许 多 部 件 组 成 的 系统 ， 
希望 从 各 部 件 的 寿命 与 可 靠 性 去 计算 成 推断 整个 产品 的 奉 侣 与 可 靠 性 . 男 方面， 
中 车 于 个 部 分 构成 的 “系统 尽 如 供电 网 . 道 信 和 网) 本 身 就 尽 重 缆 的 研究 对 但， 

系统 由 若干 个 单元 组 成 ,每 个 单元 只 有 商 种 可 能 状态 :正常 ,和 失 辫 . "正常 ” 直 
示 正 常 .1 作 , 即 能 完成 规 业 的 功能 ;失效 "(或 称 故 障 ) 表 沙 不 能 完成 (或 凑 失 ) 规 
定 的 功能 . 对 1- 一 般 的 系统 ,也 只 考虑 两 种 上 叮 能 的 状态 :正常 .失效 . 对 干 网 络 系统 ， 
状态 的 定 交 有 所 不 加 ,网 9.4 节 . 

从 是 否 考 虚 维 修 的 骨 度 来 看 ,系统 可 分 为 不 收 系 统 和 i 人 履 系 统 了 丙 人 人 类 .不 收 系 
统 尾 指 系统 即使 失效 也 不 对 部 件 进行 维修 (包括 更 换 ). 沾 进 行 维修 的 原因 老 种 多 
样 ,有 的 是 技术 上 的 原因 ,不 可 能 维 履 ;有 的 是 经 济 上 的 诛 轩 ,不 值得 维修 .时 了 表 
示 不 修 系 统 的 寿命 < 从 开始 工作 到 失效 为 让 的 持续 时 间 ). 则 P{T > t+) 就 是 系统 在 
时 刻 + 的 可 靠 度 . 

可 角 系统 是 指 系统 正常 工作 --: 段 时 间 后 , 若 出 更 失效 ( 或 故障 ,), 则 经 过 维 收 
【包括 更 搞 部 件 ) 使 之 又 恢复 到 工作 状态 ,如 此 “正常 一 修理 一 正常 一 修 昌 "循环 
下 去 ,用 (1) 表示 中 修 系统 在 时 刻 上 的 状态 ,40 = 1 或 0, 其 中 1 表示 正常 ,0 表 
未 系统 处 上 修理 中 ( 非 正 常 工作 状态 ), 称 4 人 = PtX(1) = 1) 为 系统 的 可 用 讼 . 
若 极 限 4* = lim4( 昌 存在 , 则 称 4” 为 系统 的 稳 访 可 用 度 . 


可 用 短 和 稳 态 可 用 度 是 可 修 系 统 的 两 个 重要 可 靠 性 指 术 .研究 可 和 修 系 统 的 基 
本 作 务 之 一 是 要 计算 或 评估 这 两 个 指标 ; 另 -项 任务 是 侯 守 什么 样 的 维修 策略 是 
最 可 取 的 (最 优 的 或 近似 最 优 的 ). 和 由 于 系统 的 结构 复杂 ,各部 件 的 失效 情况 不 相 
同 ,者 部 件 失 效 后 的 修理 时 间 长 得 又 不 ,因此 ,可 髓 系统 的 嫂 究 比较 复杂 ,要 运 川 
到 随机 过 程 的 方法 和 理论 ,以 及 运筹 学 ,请 看 文献 [2]. 下 面具 讨论 不 修 系统 ， 


9.2 “基本 的 不 修 系 统 


9.2.1 串联 系统 
所 谓 溃 联系 统 是 指 系统 由 个 部 件 组 成 , 当 且 仪 当 所 有 弟 忻 都 正常 时 系统 才 
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没 第 i 个 部 件 的 寿命 为 (i = 1,2,…, 4), 则 系统 的 寿命 
T= min( 了 Ts, , T,), 
于 是 


RE2) = PIT > 1) = [aes {9-1) 
尼 系 统 的 可 靠 度 - 这 里 RR(1) 是 第 i 个 部 件 的 可 靠 度 . 当 第 ;个 部 件 的 失效 率 是 
ft 时， 
RL) = exp(- | > wu) du), 
系统 的 失效 率 为 
A(t) = 人 >， 
系统 的 平均 寿命 =| Ra. 
当 第 i 个 部 伯 寿 命 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 1 = 1,2,…,n) 时 ,有 
R{1) = exp( 一 (D124)7) + 
系统 平均 寿命 | 
T= (PY) 
9.2.2 元 余 系统 


为 了 提高 系统 的 可 靠 性 , 常 在 系统 中 增加 … 些 似乎 多 休 的 部 件 . 
1. 并 联系 统 
并 联系 统 是 指 系 统 由 sn 个 部 件 组 成 , 当 有 旦 仅 当 所 有 部 件 都 失效 时 系统 才 失 效 . 
役 第 i 个 部 件 的 寿命 起 TG = 1,2,…,n), 风 六 联 系统 的 李 命 为 
T= maxt 了 ， 了 了 )， 
系统 的 可 靠 度 为 


RD = PAT> O00=1- ld- Rr), (9-2) 


其 中 忆 (1) = P(T > 4) 是 第 :个 部 件 的 可 党 度 . 
当 第 i 个 部 件 的 寿命 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 (i = 1,2,.…,n) 时 ， 


Ri y=1- 1 (1 — expt— At 
系统 的 平均 寿命 | 
下 = Si 1)*-! > (A + Ai + 四 + A 


ls < “有 天 


9 系统 可 靠 性 的 数学 模型 ，877 ， 


2. 表决 系统 

表 决 系统 是 指 ,系统 由 & 个 部 件 组 成 , 妆 且 私人 个 部 件 中 至 少 有 k(tl1 二 正二 
n) 个 部 性 止 常 时 系统 才 正 常 .这 种 系统 简 记 为 kAn( 6) 条 统 . 上 = 工时 就 是 并 联系 
统 . 若 个 部 件 的 寿命 分 别 是 卫 , 瑟 ,十 ,它们 相互 独立 有 旦 服从 同 -分 布 , 记 
RE = PtT| > t)( 每 个 部 件 的 可 靠 度 ), 则 系统 的 可 靠 贞 


RD = S(T DY pe) (9.3) 
车 所 有 工 服从 辐 -指数 分 布 ， 失效 率 是 4, 则 
RD = DP) orp BOC exp(— 4). 
系统 的 平均 夺 命 
7 = AS 上 


了 = 下 i 
9.2.3 贮备 系统 


为 了 握 融 系统 的 可 苹 度 ,除了 多 安排 一 些 部 件 实 施 并 染 技 术 外 ,还 可 贮 苗 一 些 
备件 ,以 便当 工作 部 件 失效 时 ,可 立即 由 贮 笛 部 件 来 项 娃 . 这 种 系统 称 为 贮备 系统 - 
由 备 系统 又 分 为 冷 由 备 系 统 和 温 由 : 备 系 统 两 种 .前 者 由 : 备 部 件 在 贮备 期 间 性 能 涉 
蛮 坏 ,因而 贮备 期 的 长 得 对 以 后 使 用 时 的 工作 寿命 汕 吾 影响 ;而 后 首 贮 备 部 件 在 贮 
备 期 间 性 能 要 变 坏 ,因而 凡 备 期 的 长 短 对 以 后 使 用 时 的 | 作者 命 有 影响 . 此 外 ,5 
工作 部 件 大 效 时 ,贮备 部 件 应 立即 转换 为 工作 状态 ,这 而 紧 转 接 工 作 . 这 种 转 接 下 
作 - 般 采 用 开关 转 接 , 于 是 允 可 和 分 为 开关 完全 可 车 j 开 关 不 完全 可 靠 等 不 同情 形 ， 


9.2.4 混 联 系统 


一 个 实际 的 工程 系统 ,为 了 提高 可 靠 性 ,往往 采用 串联 .元 余 、 峻 备 的 混合 结构 
形式 .如 不 考虑 由 备 , 则 这 种 具有 串联 和 光 余 混 从 结构 的 系统 称 为 混 联 系统 . 


9.3 单调 系统 


设 系 统 出 6 个 部 件 组 成 ,x, 表示 部 件 i 的 状态 , 即 
2 [! (部 件 i 正常 )， 
~ lo {部 件 i 失效 )， 
其 中 i= 1,2.…… ,ma ,用 起 二 Cx Cas Yn) 表示 系统 各 部 件 的 状态 ， 
定 迪 1 今 
和 = [x 
系统 只 有 正常 和 失效 这 两 个 可 能 的 状态 . 设 省 上 的 明 数 p( 责 ) 为 
g(x) - [ ( 当 各 部 件 处 + 状态 时 条 统 正常 )， 
0 { 当 各 部 件 处 J 状态 x 时 系统 失效 )， 
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则 ? 叫 令 系 统 的 结构 丽 数 . 若 烤 于- : 切 主 = Cx xs) 二 《Ya 
有 epfxjys ypfy), 则 称 系统 是 单调 系统 . 这 里 二 表示 六 入 :对 于 一 切 成 立 ， 
而 x < y 划 表 示 x 和 < 7; 且 至 少 有 一 个 7 使 得 x <<» 

例如 ,n 个 部 件 的 申 联 系统 的 结构 耳 数 为 


mtx) = min( x Xa Xr) = TT x., 
= 个 部 件 的 并 联系 统 的 结构 函数 为 | 


Px) 一 maxf X11 Xa Ln) = | -~ lla 一 和 
+=1 


Ant 如) 表决 系统 的 结构 抄 数 为 
r (Dx, sk 时 ), 
TX) 二 :=1 
0 《生出 ). 
多 然 ,这些 系 统 都 是 单调 的 . 


定义 2 设 # 基 一 单调 的 结构 函 效 , 称 
gr) = 1- gll— x) 

为 sg 的 对 偶 丽 数 . 

时 应 于 各 的 系统 称 为 对 俩 系统 .这 里 1-Y= (1 x] x21 一 x). 

如 果 gtx) = 1, 则 称 状态 向 量 x 是 系统 的 路 疝 量 ， 

定义 3 车 wir} = 1, 且 对 于 -: 切 ?< Xx, 有 wly) = 0, 则 称 x 是 最 小 路 向 量 
(简称 最 小 路 ). 

藻 茎 = 【xl 是 一 最 小 路 , 则 集训 Ctrl) = Fi:x = 十 称 为 量 小 路 
集 ,其 元 素 个 数 叫做 最 小 路 的 阶 或 长 度 . 

如 果 gtx) = 0, 则 称 状态 向 量 x 是 系统 的 割 向 量 . 

定 兴 4 在 ZXY) = 人 日 对 于 一 切 了 ,只 要 YY < y, 就 有 ty) = 1. 则 称 是 最 
小 制 向 量 ( 简 称 最 小 割 ). 

若 立 = 《人 是 一 量 小 市 向 量 , 则 集合 Cal) 一 和 = 0| 称 为 最 小 
割 集 ,其 元 素 个 数 叫 做 最 小 制 的 阶 或 长 度 . 

局 如 ,ma 个 部 作 的 串联 系统 只 有 -个 路 向 草 x = 11,1.…,1, 故 只 有 一 个 最 小 
路 集 11,2,… ,al ,而 最 小 荐 集 则 有 5 个 :1 ,124,… ,tn} ;nn 个 部 件 的 并 联系 统 有 nn 
个 最 小 焙 集 ;站 | ,121,… ,1n|, 咏 有 一 个 晤 小 割 集 11,2,… ,ni. 

例 1 设 有 一 个 如 图 9-1 所 示 的 系统 ,由 五 个 部 件 组 成 ,图 中 i 表示 部 件 4 ,4 
与 4, 并 联 ,4; 与 坟 申 联 后 再 与 4; 并联, 第 一 方 框 部 分 与 第 二 方 框 部 分 串联 , 求 系 
统 的 最 小 路 集 和 最 小 制 集 . 

解 ”此 系统 的 结构 旺 数 治 

人 [49yX2 = tl — 1 rotl oo x ~ {xaxad (tl — xs)). 

这 个 系统 有 四 个 最 小 路 集 11,3,41 ,12,3,41 , 11,51 ,12.51 和 二 个 最 小 基 集 科 ， 

2| ,13,5} ,14,5|. 
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1 了 本 
J | 
2 5 
图 9-1 


怎样 计算 单调 系统 的 可 靠 度 呢 ? 设 p(x) 是 系统 的 结构 函数 ,P -= Plx = 
(部件 i 的 可 靠 麻 ),p = 《pi pz,… ,pa), 则 系统 的 可 靠 诬 
R= Pigtx) = 1) = Hip), 
设 系 统 的 所 有 最 小 路 集 是 B,,8,,…,B,, EE = 18 中 所 有 部 件 正 常 玫 这 是 随 
机 事件 1),i = 1,2,…,s. 于 是 


H(p) = PCUE,) = DD 2 PE NN EE). 
= #1 


也 可 利用 最 小 市 集 进行 计算 . 设 系统 的 所 有 最 小 敌人 尔 是 C1, C2,…, CF - 
1G, 中 所 有 部 件 失 效 } ,十 


1- Hip) = 已 UR) 


= 信人 (~ De >) PCF NN Fy), 
由 此 可 求 出 H(p). 

对 复杂 系统 进行 可 靠 性 分 析 时 ,常常 要 寻找 造成 某 个 不 希望 的 事件 (如 系统 失 
效 ) 发 牛 的 各 种 可 能 原因 . 这 个 不 希望 发 生 的 字 件 般 岂 做 顶端 事件 ,以 了 来 表 
示 , 导 致 项 端 事件 发 牛 的 各 种 直接 原因 称 为 次 级 事件 .对 但 个 次 级 事件 再 进行 类 似 
的 分 解 ,找到 网 次 一 级 的 事件 ,一 直到 不 能 再 分 解 为 止 ,这 此 不 能 再 分 解 的 事件 叫 
做 基本 举 件 .这 样 ,顶端 事件 和 各 级 事件 (包括 基本 事件 ) 构成 “ 树 状 ” 的 逻辑 关系 : 
顶端 事件 是 树 的 “ 根 ”, 基 本 事件 是 树 的 “ 叶 ", 中 间 各 级 事件 是 树 的 “ 枝 ”. 这 样 的 小 
辑 关 系 撒 象 地 称 为 失效 树 (或 故障 树 ). 对 于 失效 树 岂 有 .个 行 之 有 效 的 分 析 方 法 ， 
叫 向 失效 树 分 析 ( 或 故障 和 树 分 析 ) , 见 文 献 [7]. 


9.4 网 络 系 统 


网 络 系统 [简称 了 网络) 是 由 -… 些 节点 久 , 瑟 ,…, 玉 下 连 接 节 点 间 的 弧 { 或 叫 若 
边 )el,e2,… ,a 共同 组 成 .这 里 每 个 @ 有-- 对 节点 亿 ,V 与 失 对 应 (i 是 连接 与信 
的 弧 ) ,节点 和 绝 { 通 称 为 网 络 的 单元 ) 多 有 上 正常 和 失效 (或 故障 ) 两 种 可 能 的 状态 . 
假设 各 单元 失效 与 否 是 相互 独立 的 . 令 n= r+ 已 称 节 点 站 与 丰 是 连通 的 , 若 存在 
节点 ，[,…， 使 得 分 别 有 强 连接 所 与 所 ,与 和,… ,与 久 . 著 这 些 弧 和 
这 些 节点 下 ,大 ，… 攻 都 处 于 正常 状态 , 则 称 外 与 及 屁 有 效 连通 的 . 
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用 员 ! 二 表示 第 守 个 单元 在 时 刻 上 正常 的 概率 ! 单 元 的 可 靠 度 ) i = 1 2 am， 
其 中 只 Et， 号， 员 [是 个 节点 的 可 靠 度 ;RN 只 Re 是 
条 扳 的 可 千 度 . 

网 络 勾 统 要 研究 的 基本 问题 是 : 访 者 十 指定 的 站 个 节点 组 成 的 集 台 (2 二 上 二 
六, 求 出 概率 

Re ti = 天 在 时 刻 1, 下 中 所 有 节点 彼此 有 有 效 连 道 ). 

这 就 是 所 请 拓 终 端 问题 . 当天 只 人 镀 两 个 节点 时 ,就 是 明基 本 的 两 终端 问题 . 若 
天 由 网 络 的 全 部 节点 组 成 , 则 是 全 终端 问题 . 这 些 问题 已 有 些 研 究 成 果 , 但 离 完 
全 解决 还 有 很 大 是 离 . 


10 ”系统 可 靠 性 的 统计 评定 方法 


10.1 成 败 型 败 据 情形 下 的 系统 可 靠 度 


设 系统 由 m 个 单元 组 成 ,第 i 个 单元 的 可 靠 度 是 喇 , 二 = 六 (名 ) ,to 是 任务 时 
间 ,= 1,2,…,m, 系 统 的 可 靠 度 尺 = HCR, 记 ,后 ,) ,这 里 如 是 已 知 函 数 , 设 第 
i 单元 试验 了 nn 深 , 成 功 了 5 次, 失 葡 了 下 尝 (m = + 让 ,= 12 出, 念 
Z = (81: 21." Sm) 《数据 向 萎 )， 
8¢ = (CR, Re, BR) (参数 向 量 ). 
假定 各 单元 的 试验 是 相互 独立 的 , 故 Z 的 概率 分 布依 翰 于 和 @. 令 


Pi(Z = 人) = f(aa Re) 
Lk- "tk 


Pel 4) 表示 参数 真 值 是 8 时 事件 4 的 概率 ， 
将 Zz 的 所 有 可 能 傅 用 某 种 次 序 排 成 一列: 
下 《3 表示 次 序 关 系 )， 
其 中 让 = Cm + DD(ns+1)…(nm + 1). 令 
GC(z,0) = > PZ = 4) 


给 定 0<a<1, 今 
RiCz) = int{f HOMO): CG(z,.0) > al, 《10-1) 
则 RL(Z) 是 R= 后 [9) 的 1 -水 平 置信 下 少 11. 
这 是 最 一 般 的 方法 ,所 得 的 置信 下 搬 的 值 依 赖 于 对 Z 的 值 如 何 排序 ,选择 合适 
的 排序 法 是 关键 问题 . 对 于 各 种 不 同 结构 的 系统 ,不 能 给 出 统一 的 优盘 的 排序 法 . 
下 面 以 最 基本 的 系统 一 一 申 联 系统 为 例 来 说 明 . 此 时 请 = RI, RRR,) 


_ 区 ,基于 工 - (50,52,…,5) ,得 到 玉 的 最 大 似 然 估 计 


19 “系统 可 靠 性 的 统计 评定 方法 881 ， 


= 上 
可 按 贪 的 大 小 将 有 的 所 有 可 能 值 进行 排序 : 若 z = 《ss ,sw)， 
…, 了 。), 则 当 且 仅 当 


在 幸 > 址 兰 


时 将 z 排 在 z 的 "前面 "( 记 作 :7), 这 个 排序 法 是 温 特 博 特 姆 (Winterbotiom) 1974 
年 正式 提出 的 . 

根据 式 (10-1) 计 算 Ri, 一 般 是 相当 复杂 的 ,为 此 ,只好 去 找 近 似 的 置信 和 下限， 

最 流行 的 近似 方法 是 L-M 法 ( 林 斯 特 龙 (Lindstom} 和 马 付 斯 (Maddens) 提 出 的 ), 其 
基本 内 容 是 : 


邻 


设想 整个 系统 进行 了 au。 次 试验 , 共 出 现 了 ,次 成 切 (ns 蚌 虚报 试验 次 数 ,*， 
是 虚 氛 成 功 次 数 ), 则 系统 可 靠 度 RR 的 1-a 水 平 ( 近 似 } 置 信 下 限 次 
RLM = Rim'! + (sw 一 {s # ]) Rw ， 
其 中 
2 [ss] +) 2s ])) ; 
[s 


p(n, [se]),20 s+1))) 


式 中 [s* 。] 和 古木 超过 *, 的 最 大 整数 ;中 -。(, 门 赴 第 上 自由 上 为 二, 第 2 自由 度 为 : 
的 下 分 布 的 1- ex 分 位 数 ， 

值得 指出 的 是 ,对 于 无 失败 情形 { 即 9 = ms = m2 sm = mn); 可 从 式 510 一 
1) 直 接 求 出 吕 的 1- a 水平 置 信 下 限 沟 or":. 


10.2 ”单元 寿命 为 指数 分 布 时 中 联系 统 的 可 针 度 


设 系统 由 m 个 单元 串联 高 成 ,第 /个 单元 的 寿命 服从 类 效率 为 》 的 指数 分 布 
(= 12，…mm) ,2 均 未 知 ,对 于 给 定 的 wo( 任 务 时 间 ), 第 / 个 单元 的 可 靠 度 是 
R; = expl — Afo), (7 = 上， ,mm). 
可 根据 各 单元 的 试验 数据 找 出 系统 可 靠 度 R = |[ R 的 帝 信 下 限 . 下面 分 两 种 情 
形 介绍 求 中 置信 下 限 的 方法 . 


RB= {1+ 
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10.2.1 有 替换 定时 截 旦 情形 

设 各 单元 分 别 进行 让 蔡 撞 定 (总 ) 时 截 尾 寿 合 试验 .第 7 个 单元 的 试验 总 有 时间 
是 5, 共 有 去 次 蔡 换 ,j= 1,2,…,m. 此 时 ,要 计算 出 可 靠 度 RR 的 精确 置信 下 限 相 当 
困难 .可 用 下 列 方法 给 出 近似 的 置信 下 限 . 

把 各 单元 的 数据 1(4 ,mn),j = 12,…，,amal 折合 成 整个 系统 的 虚拟 试验 数据 
C(t" ,rz :试验 到 项 小 ,累计 拓 效 数 为 =， 

上 ”和 r 的 计算 公式 分 别 为 


其 中 


= Cr 
注意 ,r 不 . 定 是 整数 , 可 用 最 近 的 整数 替代 既然 设想 避 个 系统 进行 了 有 替换 的 
寿命 试验 ,数据 是 (4t* ,r) ,根据 第 3 章 可 知 , 系 统 可 靠 度 只 的 1- 水 平 近似 置信 下 
限 为 
ri. = ep 一 2 Xl2r + 2)] a 

其 中 褒 -。( 是 守 个 自由 度 娃 分 布 的 1 - e 分 位 数 ， 

10.2.2 无 替换 定数 截 尾 情形 

设 对 第 j 个 单元 任 取 nj 个 同型 试验 件 ( 寿 命 都 服从 参数 是 的 指数 分 布 ) 同时 
进行 寿命 试验 ,试验 进行 到 出 现 第 5 个 失效 停止 .六 是 预先 指定 的 整数 ,1 & 5 专 


下 


设 册 生机 二 到 久 是 各 次 失效 的 时 刻 , 令 


艺 -> 人 


这 是 第 7 单元 各 试验 件 试验 时 间 之 和 . 有 了 数据 六 Qnr) = 11,2,m| ,就 可 以 
计算 系统 可 舒 度 的 置信 下 限 ,但 比较 复杂 ， F 述 方法 给 出 了 系统 下 靠 度 的 近似 置信 
下 限 . 


证 PA 三 mint 21, 23 ,2 a 
—1 1 | 1 
上 = 二 一 - + + 一 ， = 一 一 十 运 一 ， 
Zt 0 2 2 2 


I0 系统 可 靠 性 的 统计 评定 并 庆 - 883 : 


则 系统 可 靠 度 Rito02 的 1- = 水 平 近似 艾 信 下限 为 
下 zi 
Ritin) = op( -1- + = ) )， 
其 中 5 。 是 标准 士 态 分 布 的 1 - w 分 位 数 . 
上 述 坟 法 在 虐 程 工 叫 微 .D0. 法 (i 近 航 最 优 法 ) ,是 20 址 纪 如 年 代 提 出 来 的 ， 
10.3 ” 树 形 系统 的 可 靠 度 


在 实际 工作 中 ,一 个 系统 党 分 成 若干 个子 系统 ,每 个 了 上 系统 多分 成 若 下 个 了 地 
系统 ,了 于 系统 还 品 再 分 十 去 -……… 总 之 ,整个 系统 形成 倒 帝 栓 状 ,例如 ,在 图 10-1 
中 ,系统 4 分 成 了 系统 4 和 44 刁 分 成 4 各 44 三 以 昌 衣 唯一 网 本 
系统 ,12 又 分 为 A 和 A412. 


这 种 系统 称 为 树 形 系 统 . -: 般 用 符 二 1 4 
滨 = 计 二 毛 币 | 表 沙 ,这 里 和 是 : 些 由 A 
正 束 数组 成 的 有 限 序 列 构成 的 有 限 党 合 ， 各] Hu、 
满足 下 列 个 茶 件 ; i- 
1 1E€WN [an | | Lt 、 
> 车 i , 则 直 = 1; Lao [Auz] 
” 攻 i WC m2)}， 则 
2 对 于 -要 = 1,2 图 10-1 


一 1 ,有 Et 所 NH. 
称 4 有 是 4 的 子 系 统 , 荐 襄 = 证 i 训 放 并 = > 此 时 , 知 
! = 上 +1, 则 称 4 是 4 的 第 -: 代 了 了 系统. 称 4 是 未 代 子 系统 , 若 它 没有 子 系 统 . 


全 


MM jm: 及 ,日 4, 时 末代 子 系统 | ， 
Yim) = | 页 :487 是 4 的 第 一 代 子 系统 | 
设 总 , 十 4 的 可 靠 度 , 邯 RR, 是 A 在 任务 时 间 内 正常 工作 的 概率 . 息 定 : 若 m 
EMoE Mt{ rm) 三 | 内 = gn Ro Rg 是 已 知 
车 对 于 答 个 m 蕊 时 ,对 4 有 试验 数据 (Cn, ,#0( 试 验 i 次 ,成 功 了 5 诬 )， 
怎样 找 出 整个 系统 4 的 可 靠 度 的 管 信 下 限 呢 ?精确 解 很 班 求 出 . 郑 忠 国 提出 了 下 
列 虚 所 系统 法 ,PJ 以 计算 出 近似 的 四 信和 下 限 所. 
该 法 是 递归 地 定义 出 尺 。 和 信 ,. 令 
入 (™ { 当 m © Wo BY), 


~ (10-2) 
此 十 六 册 Cm EE M(H); 
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Rn = 一 一 人 一 一 (m E Mo); {10-3) 
晤 (1 一 | dR 
之 全 (过 
各 Em m 
2 (m € Mo), 
Thng 
R= SE 人 (10-4》 
一 (m € M,) 
mm EE | jt 
Sr { 现 龙 Ho), 
,= | 加 的 (10-5) 
sn+ nn Cm EE M0). 
RA 
在 式 {10-3)、 式 (10-4) 中 ,和 (my = 并 现 1 所 2， 殉 中， "DR 表示 偏 导数 二 在 


及 ( 半 蕊 if(m)) 处 的 值 {( 注 意 B= gn(Ra ,Ra Ra,)). 


实际 计算 时 ,首先 计算 末代 子 系统 的 售 和 (mm 所 生 ) ,再 计算 后 数 第 二 代 
子 系统 的 介 和 人 ,然后 再 计算 倒数 第 二 代 子 系统 的 角 。 和 个, ,直到 计算 出 分 
和 全 为 二. 令 
N= Ni， 二 四 
当 NW 和 s 都 是 整数 时 , Ri 是 方程 


2 (1 - RD) = 
的 根 ; 当 让 和 * 不 全 是 整数 时 规定 BR, 是 方程 
| El dt 


1 
| A "ds 
0 


=& 


的 根 . 
这 样 得 到 的 RL 就 是 系统 ( 即 41) 可 靠 度 RC( 即 RD) 的 1-a 水平 ( 近 似 ) 置信 下 
限 @. 
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引 和 言 


决策 分 析 研 究 在 有 风险 和 椒 裁 定 因 妾 的 环境 下 ,一 个 决策 者 应 该 怎样 分 析 他 
所 面临 的 问题 ,并 作出 合理 的 挟 拌 ?在 决策 分 析 的 过 程 中 ,不仅 需要 用 随机 数学 工 
具 对 决策 问题 中 客观 存在 的 各 种 不 确定 因素 进行 定量 的 描述 和 分 析 , 还 需要 对 决 
策 者 本 身 的 价值 结构 {又 称 为 偏好 ) 等 主观 因素 进行 定量 的 描述 ,因而 ,在 形式 上 决 
策 分 析 方 法 不 再 是 纯粹 或 “客观 ”的 数学 分 析 方 法 .作为 一 套 理 论 , 决 策 分 析 的 主要 
乙 能 荐 提供 -- 靠 规 范 的 埋 性 思维 方法 ,而 不 是 建立 一 个 完整 的 定量 模型 来 代替 人 
们 作出 正确 的 决策 . 

圣 答 德 众 履 论 是 决策 分 析 发 展 史 上 第 一 个 有 和 省 的 决策 例子 , 它 学 致 了 丹尼尔 : 
伯 副 利 (D. Berooul 中 在 1738 年 杠 出 了 效用 和 期 望 效 用 的 概念 和 原理 .1944 年 洱 : 诺 
午 学 和 摩根 斯 顿 1 Yon Neumann 点 Morgenstem} 在 他 们 的 名 车 The Theory of Games and 
Fxonomc Behavior 一 - 书 中 性 期 望 效 十 原理 夸 立 了 严格 的 还 董 基础 ， 类 策 分 析 中 所 指 
的 经 典 效用 理论 通常 是 指 汉 : 港 供 曼 和 摩根 斯 顿 的 效用 者 沦 ,并 常常 被 称 为 线性 效 
用 理论 .1931 年 拉 姆 齐 {F,P. Ramsey} 从 合理 决策 的 角 府 ,机 先 讨论 了 主观 概率 . 
1937 年 德 ' 芬 尼 扩 (Be Finetti) 对 主观 概率 的 结构 作出 过 重 更 页 献 . 1954 年 , 萨 几 奇 
(L. Savage) 在 The Foundations of Statistics 一 书 中 把 效用 和 主观 概率 这 两 条 线 结合 起 
来 ,把 它们 统一 在 网 -- 组 合理 行为 假设 下 ,为 统计 决策 理论 建立 了 严格 的 公理 基 
础 ,这 标志 普 诀 策 分 析 的 理论 基础 已 经 初步 完备 . 国 此 , 萨 凡 奇 害 认 为 是 期 望 效 用 
理论 的 主要 章 基 人 之 ,次第 分 析 中 所 到 的 主观 期 望 艾 用 星 论 通常 都 是 指 萨 凡 奇 
建立 的 这 和 套 统 一 的 理论 .但 是 ,决策 理论 界 一 直流 有 和 停止 过 对 这 套 理 论 的 质疑 和 批 
评 ,通常 以 悖 论 的 形式 提出 来 .这 对 于 经 典 的 效用 理论 产生 了 很 大 的 冲击 和 挑战 ， 
但 同时 不 断 地 有 - 些 新 的 理论 提出 来 ,作为 对 经 典 理 论 的 补充 税 发 展 .这 些 新 理论 
遂 常 被 称 为 非 线 性 襄 用 理论 , 韭 什 伯 思 (Fishburm,1988) 在 Nonlinear Preference and UU- 
tlity Theory 一 书 中 总 结 了 1988 年 以 前 的 各 种 非 线 性 莹 用 理论 . 

月 加 批 纪 色 年 代 初 尖 征 分 析 方法 被 用 于 石油 种 天然气 的 钻探 决策 问题 忆 
米 ,次 策 分 析 已 经 在 投资 .新 产品 开发 、 项 上 日 引进 ,以 及 医疗 .能 源 .环境 等 大 项 领域 
中 和 获得 了 广泛 的 庶 用 .由 于 保密 的 原因 , 许 才 应用 实例 没有 公开 或 没有 介绍 出 完整 
的 演 策 程序 ,但 仅 从 已 经 公布 的 文献 中 就 串 以 看 出 其 应 用 成 就 和 前 景 .从 文献 [11] 
可 以 查找 到 1970 年 以 前 有 有关 涤 生 分 析 应 用 洗 例 的 线索 ,文献 [4 汇集 了 1970 一 1989 
年 问 发 表 在 各 种 英文 版 条 志 上 的 诸多 应 用 成 果 . 

椒 稍 将 概述 总 策 分 析 的 基本 过 程 ,包括 由 和 何 表 法 -个 决 第 问题 ,如何 撒 述 外 在 
的 万 确 定 因 素 ,如 何 描述 决策 者 的 主观 价值 ,以 及 建立 评价 站 上 赂 的 标准 . 
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1 概 论 


1.1 决策 问题 的 表达 


1.1.1 决策 问题 表达 的 三 个 基本 元 素 


自然 状态 .策略 和 后 果 是 表达 -个 决策 问题 的 三 个 基本 元 率 .自然 状态 是 指 决 
策 者 在 所 面临 的 菊 策 问题 中 无 法 预知 或 无 法 棕 制 的 不 确定 因素 所 经 历 的 状态 . 例 
如 ,要 决定 是 否 开 发 一 种 新 产品 投入 市 场 时 ,市场 对 该 产品 的 需求 量 是 无 法 控制 的 
不 确定 变 基 ,可 以 把 市 场 需 求 量 简单 地 归结 为 “需求 量 大 "需求 量 一 般 " 利 "需求 
量 小 "二 个 状态 ,也 可 以 归结 为 内 零 到 无 穷 大 之 条 的 在 何 :个 量 . 又 如 ,在 保险 决策 
问题 中 ,保险 公司 作为 决策 者 所 关心 的 在 保险 期 内 究 范 会 用 少 次 索赔 发 生 , 以 及 
每 次 索赔 的 额度 才 天 等 ,这 都 是 不 确定 的 变 基 .每 :种 可 能 出 现 的 情况 都 可 以 称 之 
为 一 个 状态 ,日 然 状 态 的 人 全体 称 为 状态 空间 , 和 概率 论 中 样本 空间 一 样 , 对 于 所 考 
虞 的 不 确定 因素 而 言 , 仍 定 有 且 仅 有 一 个 状态 会 出 现 . 状态 空间 的 子 集 称 为 事件 ， 
事件 发 生 是 指 事 件 中 的 一 个 状态 出 现 .一 种 状态 是 否 出 砚 独 空 于 决策 者 的 意志 ,不 
依赖 于 决策 者 的 选择 ， 

由 于 决策 者 面临 普 众 多 的 不 确定 因素 ,因此 ,为 达 刘 决策 目标 面 可 以 选择 的 方 
案 ( 策 略 . 行 动 } 也 不 是 唯一 的 .所 有 可 殿 选 择 的 方案 全 体 称 为 策略 空间 .决策 即 是 
从 策略 空间 中 选 出 一 个 “最 优 "方案 . 

决策 者 在 采取 了 项 策略 后 ,无 论 吨 种 状态 出 现 , 部 必然 会 导致 某 -一 后 果 . 所 
有 可 能 产生 的 后 果 全 体 叫 司 后 果 空 间 . 由 于 决策 者 不 能 预知 哪个 状态 会 出 现 , 央 
而 ,无 法 预知 究竟 哪个 后 果 会 出 现 . 但 决策 分 析 假 定 决 策 者 能 够 分 辩 , 当 某 状 态 发 
生 时 选择 某 项 策略 将 会 产生 伟 么 样 的 后 采 

一 个 旅行 者 采 到 一 些 蘑 菇 ,由 于 不 知 是 否 有 毒 , 大 法 决定 是 吃 掉 还 是 扔 掉 这 些 
茧 菇 .对 于 这 个 简单 问题 ,上述 的 状态 空间 ,策略 空间 和 万 果 空 间 可 以 分 别 表示 为 : 

状态 空间 = | 茧 车 无 毒 , 葛 菇 有 毒 |: 
策略 空间 = | 吃 掉 茧 菇 , 扔 折 蓝 此 ，， 
后 果 空 间 = | 美 餐 一 顿 , 美 餐 一 顿 后 中 毒 , 没 吃 也 没 中 毒 |. 


1.1.2 决策 问题 的 三 种 表达 方式 


决策 理论 对 决策 问题 表达 的 通常 敌 法 是 ,把 状态 和 抹 果 作为 两 个 基本 无 素 , 而 
把 策略 作为 一 种 功能 作用 定妆 为 从 状态 空间 到 后 果 空 间 的 一 个 映射 , 记 8 为 状态 
空间 ,XX 为 后 果 空 间 , 则 映射 六 5 一 是 一 硕 策略 ,只 = |; SX 就 是 策略 空间 ,如 
上 尘 中 , 记 
5= |s1, 521 = | 蓝藻 克 毒 , 蓝 菇 有毒 }， 
= Psgi=| 屹 掉 志 站 , 扔 掉 划 站 |， 
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则 并 3s1) = 美 餐 -- 顿 ， 
六 si= 美 餐 一 顿 后 中 毒 ， 
gf5)= g{s2) = 浴 隐 也 汕 中 毒 ， 

即 X= fs) ,Floss), glsr)!i, 

决策 问题 的 三 种 表达 方式 是 ; 

i1) 决策 表 在 只 考 志 有 限 种 状态 的 情况 下 ,为 了 直观 地 表达 一 个 决策 问题 
的 结构 ,通常 把 状态 ,策略 和 后 果 这 三 个 基本 概念 列 成 个 表格 形式 , 称 之 为 决策 
表 ( 殉 表 1-1). 从 表 中 可 以 看 到 ,自然 状态 s 是 决策 痢 无 法 控制 的 外 在 不 确定 因 
素 ,但 可 以 想象 并 列举 出 各 种 可 能 情况 ;策略 出 是 决策 者 自己 控制 的 行为 ;f 恒 s 
结合 便 对 应 着 某 种 后 果 *, 因 此 ,次 策 表 清楚 地 表达 了 状态 ,策略 和 后 困 之 间 的 逮 
辑 关 系 . 

{2) 决策 村 ”决策 问题 的 另 一 种 表达 方式 科 1-1 
是 将 方案 ,状态 和 后 果 用 一 株 树 来 表示 ,形象 地 自然 状态 
称 之 为 决策 树 ,如 图 1-1 所 示 . 在 图 1-1 中 , 方 入 业 [de 
块 叫做 决策 点 ;由 决策 点 画 出 的 若干 条 线 (每 条 一 让 和 一 一 
线 代表 一 个 方案 ) ,叫做 方案 枝 ; 方 案 枝 术 端 的 .| 一 一 一 一 一 
小 圆 轩 , 间 做 状态 点 ;从 状态 点 引出 的 线条 代表 一 上 一 守 守 
不 同 的 状态 ,叫做 概率 枝 ; 在 概率 枝 末 端的 小 三 . -一 
角 和 会 , 叫 徐 后 果 点 ,在 后 果 点 后 面 列 入 对 应 的 后 in Xml Km? ”mn 
果 . 


决策 点 


疼 1-1 


用 次 策 树 作 决策 的 过 程 可 以 形象 地 看 作 一 个 从 右 向 左 逐 步 后 如 的 做 梳 过 程 ， 
最 后 在 决策 点 留 下 一 条 树枝 , 即 为 最 优 方 案 ， 

(3) 决策 影响 图 决策 影响 图 是 近 些 年 发 展 起 来 的 一 种 更 为 及 活 , 实 用 的 下 
达 和 分 析 方 法 .如 图 1-2 所 示 , 在 决策 影响 图 中 ,常用 图 图 表示 机 会 节点 ,用 方块 表 
也 策略 节点 ,用 董 型 表示 后 果 节 点 ,分 别 记 作 n(s) ,nta) 和 nlc). 决 策 影 响 图 与 类 
策 表 和 决策 树 方法 的 不 同 之 处 在 于 , 它 不 仅 简 单 地 表达 了 状态 .策略 各 后 果 之 间 的 
逻辑 关系 ,还 能 进一步 雪 达 状态 与 状态 之 间 .策略 与 策略 之 问 ,以 及 它们 相互 之 同 
的 依赖 关系 .比如 在 机 会 节点 之 间 , 如 果 从 机 会 节点 mn 有 -第 闫 指向 机 会 节操 
m2; 则 称 nz 为 ni 的 -个 直接 后 继 节 点 .这 种 依 束 关系 的 直观 表达 方法 , 醋 为 用 条 
件 概率 分 析 不 确定 性 的 概率 规律 提供 了 直观 性 , 世 为 现代 计算 机 智能 方法 放 于 分 
析 决 策 问题 提供 了 直观 指导 作用 . 
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1.1.3 表达 北 应 


自然 状态 ,决策 后 果 和 策略 前 可 以 被 表达 为 不 同形 成 ,因而 ,对 一 个 决策 问题 
的 表达 也 会 有 不 同 的 方法 . 除 决 策 表 ,决策 树 和 雇 策 影响 图 外 ,决策 分 析 中 用 十 表 
述 一 个 决策 问题 的 方法 还 有 多 种 ,但 这 些 方法 所 面临 的 -个 共同 的 基本 的 问题 是 : 
对 同一 个 决策 问题 的 不 同 表 达 是 否 会 导 许 不 同 的 决策 ? 

例 ! 上 尼 上 总 和 特 维 斯 克 {Kahneman 有 Tversky,1979) 对 152 名 学 生 作 试验 , 计 他 
们 想象 在 美国 出 现 了 某 种 传染 病 , 且 枯 计 有 600 人 传染 上 此 种 疾病 . 现 有 也 个 与 此 
传染 病 作 斗争 的 计划 ,让 他 们 和 作出 抉择 : 

让 日 4: 上 吕 以 挽救 200 大 的 生命 ; 

计划 B8;: 有 1z3 的 可 能 性 吕 以 挽救 全 部 人 的 生命 ;有 2/3 的 可 能 性 计划 失败 ， 

500 人 全 部 丧生 . 

试验 结果 有 72 名 的 学 和 后 认 为 应 执行 计划 4. 辐 时 ,他 们 区 对 吨 :组 其 有 相同 背景 的 
155 名 学 牛 作 坛 验 ,让 他 们 就 计划 万 和 上 BD 作出 选择 ; 

计划 5: 将 导 敏 400 大 表 牛 ; 

计划 D:;: 有 13 的 可 能 性 可 以 挽救 全 部 人 人 的 生命 ,有 23 的 可 能 性 无 法 挽救 这 

500 大 的 生命 . 

结果 有 78 铝 的 学 牛 认 为 应 该 执行 计划 D. 

留心 :看 ,计划 A= 计划 5, 计划 中 = 计划 万, 其 后 条 足 一 致 的 .然而 ,决策 考 
的 抉择 又 是 如 此 地 依 炳 于 问题 的 麦 达 方式 ,这 种 现象 称 .> 为 表达 效应 . 出 此 可 见 ， 
决策 分 析 必 为 : 套 如 何 指 导 大 们 进行 台 理 决策 的 理论 方法 ,一 开始 就 遇 到 难题 ,这 
个 问题 至 今 仍 是 决策 分 析 研 究 的 热点 问题 之 一 . 

决策 分 析 作 为 一 食 规 范 的 决策 理论 和 方法 ,需要 在 一 系列 “ 侣 理 性 假设 ”下 讨 
沦 问题 ,关于 决策 问题 表达 的 假设 是 如 下 的 不 变 原 理 . 

不 变 原 理 :决策 问题 的 不 同 表 达 应 该 不 影响 对 策略 的 选择 ， 

为 了 侣 理 地 选择 策略 , 震 要 对 状态 和 后 果 这 两 个 不 确定 因素 进行 识 人 的 定 大 
分 析 . 


1.1.4 主观 概率 


决策 浓 竖 在 水 确定 的 环境 下 作出 决策 ,就 需要 对 所 涉及 到 的 不 确定 因素 进行 
分 析 . 比如 在 前 面 提 公 的 保险 决策 问题 ,决策 者 需要 对 保险 期 内 可 能 发 生 的 索赔 悄 
况 进 行 分 析 后 ,才能 进行 有 理性 的 次 策 . 但 如 何 定量 描述 这 些 外 在 的 不 确定 央 素 
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呢 ? 大 家 肯 辣 意 用 慨 妾 来 研究 自然 和 社会 中 的 不 懈 定 现象 ,比如 寻求 索赔 次 数 和 
索赔 额 的 概率 分 布 规 律 .但 闫 策 分 析 中 来 用 的 获得 概率 分 布 的 方法 更 强调 贝 叶 斯 
CT. Bayes) 方法 ,而 个 是 建立 在 样本 信息 基础 上 的 传统 方法 ,因为 多 数 决 策 都 是 - 
次 性 的 ,或 不 能 郊 全 重复 的 ,很 少 有 大 量 的 统计 资料 作为 狐 座 依据 .按照 这 样 的 理 
解 ,一 个 事件 发 生 的 概率 ,可 看 作 是 决策 者 在 他 所 掌握 的 仿 息 条 件 下 ,根据 自己 的 
认识 水 平 对 该 事件 的 发 牛 所 持 的 主观 信任 程度 .这 种 概率 称 为 主观 概率 或 个 人 概 


率 ， 

数 党 下 可 以 用 一 个 一 元 美 系 " > "来 表达 决策 者 对 有 有 关 事 件 的 信念 ,s>s 志 
孙 状 态 5 比 s 更 可 能 出 更. 上 要 当 策 者 的 信念 符合 一 定 的 准则 , 即 对 一 雹 关系 > 规 
定 :组 假设 ,比如 ,要 求 > 县 有 传递 性 .完备 性 等 ,就 能 从 这 组 假设 出 发 ,推导 出 存 
在 一 个 概率 测度 P, 使 s > s# 的 充分 必要 条 件 为 Ps) > Ps)- 多 数 情 况 下 , 己 仍 
然 上 只 有 概 党 的 非 负 性 .可 各 性 和 规范 性 竺 性 质 . 央 此 , 芋 驳 要 这 的 旦 论 体 系 可 以 建 
立 在 上 上述 一 元 关系 表达 的 信和 念 准则 上 . 主观 概率 比 数理 统计 学 中 的 客观 概率 在 解 
释 上 具有 更 宽 的 内 户 , 不 仅 串 对 能 大 量 重复 出 现 的 随机 此 件 证 义 概 率 , 而 及 ,对 于 
仁 何 不 完全 确 知 的 事件 也 可以 给 了 概 准 度 量 . 


1.1.5 偏好 与 效用 


在 决策 背 获 得 决策 问题 小 不 确定 因素 的 概率 规律 后 , 此 不 是 就 能 作出 正确 的 
梁 策 呢 ? 问题 闭 非 如 此 . 识 策 分 析 认 为 ,获得 对 外 在 的 各 种 不 确定 因素 的 正 友 把 
握 , 仅 仅 屋 解 奖 问 蚜 的 一 个 方面 ,尽管 是 一 个 十 分 重要 的 方 | 用 . 仍 以 保险 决策 为 例 ， 
-天 保 标的 来 说 , 当 效 得 对 上 其 潜在 损失 的 "公正 "评估 , 册 歼 得 大 家 都 认可 的 评 
人生 司 ;对 于 水 辐 的 保险 大 来 说 , 仍 可 能 会 作出 不 辐 的 定价 梁 病 .不 问 的 风险 准备 爹 
提 贸 计划 或 不 辣 的 再 保险 安排 等 等 .既然 完全 不 同 的 决策 部 下 以 建立 在 对 洪 在 搬 
到 的 共同 认可 的 评 个 基础 之 上 ,那么 对 外 在 不 确定 央 豆 的 把 担 确 实 只 是 问题 的 一 
个 方面 .以 下 用 一 个 著名 的 赌 栓 例 于 来 进一步 说 有 明 这 一 点 . 

例 2【 尘 彼得 人 坚 悖 论 ] 传说 古代 在 鞋 彼 得 浴 街 站 流行 普 一 种 赚 博 ,规则 是 由 
参加 者 先 付 :定数 目的 钱 , 比 如 : 百 卢 布 , 然 后 掷 分 币 . “第 -次 出 现 大 像 面 副 上 
叶 ,…: 局 赌博 便 终 止 ;如 果 艺 到 第 n 次 才 出 现 人 人 昼 而 朝 , 皮 么 参加 者 可 收回 2* 个 
卢布 ,n= 1,2,3,… 扇 策 人 面临 的 问题 是 究竟 参 不 参加 风 博 ” 

假定 分 币 的 形状 是 均匀 的 , 则 第 次 投 艺 才 出 现 人 绚 曾 明 上 的 概率 为 

Pin)=2"", 
相应 的 回报 依 力 
=2* 100 (n=1,2,3,.-1, 
进 此 ,“ 和 参加 周 " 所 对 应 的 半 均 回报 , 即 金 额 期 望 值 罗 


EV = > (2 100)2-" -+ wm. 
1 


而 * 下 参加 赌 "所 对 应 的 于 均 回 报 显 然 为 0. 照 此 看 来 ,似乎 上 要 化 100 卢布 来 峙 ,就 
可 以 顾 得 (平均 米 说 六 无 穷 多 卢布 ”, 参 加 周 是 绝对 合算 的 . 呈 是 实际 情况 与 此 相 
反 ,总 是 掷 不 了 儿 次 就 线束 , 极 少 出 现 能 收回 100 卢布 以 上 的 情况 . 这 种 现象 称 为 
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到 和 狂 得 堡 悖 论 . 

在 这 个 例子 中 ,对 概率 的 评估 肯定 没有 何 题 ,对 平均 回报 即 期 望 值 的 计算 更 不 
会 错 ,而 且 “ 参 加 赌 " 对 应 的 期 望 值 与 庄家 所 要 求 的 赌注 巨 关 , 无 沦 押 和 多 大 的 赌注 平 
均 回 报 都 是 正 的 无 穷 大 ,绝对 合算 .但 问题 究 总 出 在 太 里 呢 ? 

雇 策 分 析 认 为 ,更 作出 合理 的 决策 ,还 需要 对 决策 者 本 射 的 价值 或 偏好 结构 进 
行 分 析 , 因 为 不 同 的 决策 者 可 能 对 同一 事物 的 好 坏 ,价值 人 小 的 看 法 不 一 样 ,只 有 
知道 了 决策 悄 本 人 的 炉 好 之 后 ,才能 作出 对 他 来 说 是 最 好 的 决策 . 

人 篇 好 是 指 决 策 老 衡量 策略 和 后果 优 劣 的 价值 观 . 同 样 可 用 一 个 二 元 关系 来 搞 
述 偏 好 , 称 为 偏好 关系 .决策 过 程 的 逻辑 顺序 可 以 看 作 是 决策 者 通过 比较 对 类 策 后 
果 的 倘 好 关系 以 及 对 状态 发 生 的 信念 甘 系 ,来 推导 出 对 策略 的 偏好 关系 . 

偏好 是 对 决策 者 价值 结构 的 一 种 定性 描述 , 若 要 对 其 进行 定量 的 刻画 , 则 需要 
用 效用 溥 数 作为 工具 . 

定 尽 1 役 D 是 - -个 非 空 集 ,> 是 D 上 的 一 个 序 关 系 ,着 在 D 上 的 实 函 数 x 
满足 

站 Te (C¥ rr DD), 1-1) 
则 称 点 为 上 的 效用 函数 . 

如 果 六 是 策略 空间 ,2 就 是 关于 策 略 的 获 用 晤 数 , 但 策略 空间 上 的 效用 画 数 
习惯 用 大 写字 母 及 表示 ;如 果 D 是 后 果 空 间 ,w 就 是 关于 后 果 的 效用 郴 数 , 习 惯用 
小 写字 母 4 表示. 郊 用 画 数 和 不 促 能 定性 地 反映 诀 策 者 对 于 第 略 或 后 果 癌 的 嵩 好 关 
系 ,而且 还 能 定量 地 刻画 含 好 的 相对 强度 . 

在 决策 分 析 中 ,效用 和 概 闪 构成 了 对 决策 问题 进行 定 姐 分析 的 两 个 基本 方面 . 


1.1.6 效用 和 期 望 效 用 原理 


效用 孙 数 的 概念 是 丹尼尔 : 伯 努 利 为 解决 圣 儿 得 堡 性 沦 在 1738 年 提出 来 的 . 
其 实 , 圣 彼得 堡 赌 博 问 题 并 非 一 个 实际 的 赌博 问题 ,而 是 填 尼 尔 的 表 兄 尼 圳 拉 - 伯 
努 利 (N.Bemoulii} 故 意 设 计 的 . -个 悖 论 ,其 是 的 就 是 要 说 明 ,获得 对 概率 的 抠 握 只 
是 作出 决策 前 -个 方面 ,尤其 是 为 了 挑 成 流行 的 以 最 大 爹 铬 期 望 值 { 即 最 大 平均 回 
报 或 最 小 平均 损失 ) 作 为 决策 的 标准 的 观点 .这 个 悖 论 提 出 后 , 许 老 学 者 都 试图 解 
决 它 ,其 中 以 丹尼尔 ' 伯 擂 利 对 这 个 问题 的 解答 量 为 著名 . 他 的 解答 发 表 在 他 1738 
年 的 论文 里 ,包含 了 边际 效用 递减 原理 和 最 大 期 望 效用 有 原 环 这 两 条 著名 的 原理 ,这 
两 条 相关 的 原理 盏 邻 仍 是 经 济 学 中 最 基本 的 原理 . 

1. 边际 效用 递减 原理 

个 入 对 商品 种 财富 所 和 追求 的 满足 程度 由 相对 于 他 的 下 向 价值 一 一 效用 值 来 衡 
基 , 商 品 和 财富 的 效用 值 随 着 其 绝对 数量 {或 者 货币 单位 量 } 的 增加 而 增加 ,但 增加 
的 速度 则 随 着 纳 对 数 其 的 增加 而 逐渐 赣 减 .这 个 结论 称 为 边际 效用 雍 减 原理 . 

如 果 用 x 来 代表 - - 件 商 品 或 者 一 定数 归 的 金额 值 ,那么 这 侍 商 品 或 这 笔 钱 对 
某 个 人 所 产生 的 满足 程度 或 者 说 它 对 于 这 个 人 的 主观 价 苦 就 称 为 x 的 效用 ,完整 
地 说 ,x 是 相对 于 这 个 大 的 效用 , 记 作 u(x). 边际 效 用 李 减 原理 包含 两 层 育 祥 : 其 
- :是 说 人 对 十 财富 和 商品 的 占有 是 多 多 益 善 的 , 即 zf(z) 足 -- 个 增 画 车， .上 阶 导数 


w(x) >0D; 其 二 是 说 随 着 财富 或 商品 数额 的 不 断 增 如 ,上 所 获得 的 满足 穆 度 昌 热 也 在 
增 吉 ,全 增加 的 速度 吉 存 不 汤 下 降 , 好 w(x) 是 - -个 上 吴 孙 数 , 二 阶 导 数 ww (x) <0. 
图 1-3 所 示 的 --- 苯 眶 型 的 效用 卫 数 曲线 . 


ui 将) 


图 1-3 

2, 最 大 期望 效 用 原理 

件 具 有 风险 和 不 确定 条 件 下 ,个 人 的 行为 动 册 和 准则 本 获得 最 大 期 望 效 川 秆 
俐 不 是 获得 最 大 期 望 金额 什 . 这 个 结论 称 为 最 大 期 望 效 用 原理 . 

最 大 期 望 效 用 原理 可 以 看 作 是 ,在 决策 者 获得 了 对 全 在 不 确定 因素 的 概 兴 分 
布 规 律 ,以 及 对 其 自身 偏好 结构 即 效 用 昭 数 的 评估 后 ,把 证 个 因素 进行 综合 起 来 
作为 评价 策略 优 省 标准 的 原则 .数学 上 可 如 下 定义 期 春笋 用 . 

定 光 2 设 5, 天 和 玉 分 别 代表 状态 空间 .后 困 宅 闻 相 策略 空间 ,uw 是 于 的 效用 
函数 ,p 是 5 上 的 概率 测度 , 则 对 于 策略 广 称 


EV(N = | nfl) dp 01-2) 


为 策略 了 的 期 望 效 用 , 它 又 可 看 作 是 FF 上 的 效用 晴 数 上 5. 
随 着 状态 空间 8 的 空间 结构 及 概率 测度 含义 的 不 同 , 期 望 效 用 表达 式 式 (1-2) 
中 的 积分 合 义 也 不 同 . 比如 当 3 为 有 限 和 离散 空间 时 ,积分 提 化 为 普通 求 和 ， 


1.2 决 案 分 析 方 法 


决策 分 析 是 一 个 十 分 复杂 的 过 程 ,静态 地 看 ,决策 分 析 的 原理 是 以 数学 为 基本 
工具, 从 - -个 决策 者 的 角度 出 发 去 描述 和 分 析 : 

(1) 外 在 环境 中 客观 存 芷 的 .与 次 策 问题 相关 的 各 种 不 傅 定 因素 ; 

(2) 决策 者 本 身 的 主观 价值 或 偏好 结构 ,包括 风险 态度 等 内 在 因素 ; 

(3) 把 以 上 二 者 进行 综合 以 建立 一 个 评价 策略 优 劣 的 原则 或 标准 . 

但 作为 定量 分 析 的 前 提 , 必 须 恰当 地 表达 一 个 决策 问题 ,在 一 个 图 定 的 模型 框 
某 下 ,对 组 成 决策 问题 的 各 基本 组 成 元 素 分 别 进 行 定 最 刻本 ,并 综合 对 这 些 基 本 元 
素 的 分 析 ,进而 建立 判别 策略 优 劣 的 标准 . 具体 地 看 ,决策 分 析 实 际 上 是 - -个 动态 
的 分 析 过 程 ,在 各 个 环节 中 ,需要 不 断 地 用 所 获得 的 新 信息 来 更 新 原来 的 判断 .此 
外 .有 有些 兰 断 可 能 对 地 终 结果 的 影响 目 常 灵敏 ,因而 有 必要 镍 灵敏 度 分 析 ， 
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1.2.1 决策 分 析 的 步骤 
为 了 强调 其 基 木 厚 理 , 呆 以 把 决策 分 析 过 程 简单 地 分 解 为 :形成 决策 阿 题 . 度 
量 :E 观 慨 率 .评价 决策 后 果 的 效用 以 点 通过 计算 期 望 效 用 比较 策 辐 优 劣 这 四 个 基 
本 步 又 ,如 图 1-4 所 小 ， 
第 步 第 二 步 第 三 步 第 四 步 


经 全 评析 方 案 
进行 浊 敏 度 务 析 


1. 形 成 决策 问题 

在 决策 分 析 的 各 个 环节 中 ,形成 决策 问题 既是 狱 策 过 得 中 最 为 困难 也 是 最 估 
得 努力 的 工作 .其 困难 的 主要 原因 在 于 决策 环境 的 复杂 性 . 当 决 策 者 面临 -个 决策 
问题 时 ,他 禾 根 据 自己 的 决策 目标 而 操 出 :系列 行动 方案 ,而 能 够 密 找 出 一 个 行动 
方案 对 于 问题 的 解决 可 能 屁 很 关键 的 ,这 是 一 件 创 造 位 的 上 作 . 遗 司 的 是 ,决策 者 
征 征 不 划 道 究竟 有 也 些 方案 可 鞭 选 择 ,即使 列举 了 一 系列 的 行动 方案 ,也 难以 型 清 
魅 每 项 方案 将 产生 哪些 后 果 . 

决策 环境 是 指 影响 决策 过 程 的 有 关 状 素 全 体 . 随 着 社 合 和 生产 的 日 益 发 展 ,人 
们 面 痢 的 决策 环境 比 以 往 作 何 时 息 都 更 为 复杂 . 归 商 起 来 ,上 列 儿 点 尤为 罕 出 ， 

{1) 多 是 标 性 ”决策 的 日 的 是 使 某 个 日 标 达 到 最 优 . 然而 ,所 面临 的 现实 是 ， 
要 求 “项 决策 必须 问 时 满足 多 项 日 标 , 这 些 月 标 之 间 通 常 壕 是 柑 互 联系 ,其 至 赴 相 
5 汗 突 的 .比如 考虑 -项 兴修 水 利 工 程 的 决策 问题 ,要求 达到 的 日 标 可 能 有 获得 最 
大 经 济 北 益 、 对 生态 下 短 和 自然 环境 的 破坏 程 广 坡 小、 对 遂 和 有 关 居 民 的 不 利 影 
响 严 小 , 蓉 及 尽 可 能 减少 投资 成 本 等 等 ,这 样 一 来 ,所 形成 膨 后 此 空间 是 多 维 的 , 结 
档 遂 常 很 复 检 ,更 准 以 下 衡 各 后 果 之 问 的 冲突 和 人 分辩 出 村 它们 的 偏好 并 赋予 效 川 
值 .决策 分 析 的 重要 分 支 -- 一 密 目 标 决策 将 专门 处 理 这 个 不 盾 ， 

{2) 卉 糊 性 ” 央 策 环境 的 不 确定 性 不 仅 表 现在 对 未 米 状态 无 法 预知 的 随机 性 
方 而 ,而 月 表现 在 形成 决策 问题 的 整个 过 各 中 和 著 状 态 、 计 果皮 策 略 的 归纳 以 上 太 对 
效用 值 和 主观 概率 的 估计 过 程 中 ,都 存在 将 大 墟 的 模 炎 处 得 也 题 . 例如 ,在 上 文中 
曾 所 到 的 开发 新 产品 投 大 市 场 的 决策 问题 ,通常 把 市 场 向 玉 基 妆 缚 为 "大 "、“ 中 ”、 
“小 "等 几 个 简单 状态 ,也 可 以 归 线 为 $= (0, + %m). 其 实 ,“ 大 " “中 "小 "是 #5= 
0, + wm) 上 的 三 个 模糊 子 集 .各 样 ,对 后 果 及 方案 的 归 第 也 常常 是 模糊 的 . 抉 策 分 
析 的 另 - 个 分 支 一 一 异 贿 决策 使 岂 策 过 程 在 定 其 分 析 中 虫 邑 精确 化 ， 

(3) 决策 过 程 的 连 员 性 ”决策 过 程 往往 琵 一 个 区 阶段 或 乏 搓 的 过 程 , 作 一 次 
选择 并 不 能 立即 达到 决策 日 标 , 只 能 歼 得 一 定 的 兹 应 和 锌 类 荣 者 提供 - 些 关 十 未 


来 状 人 六 的 信息 .决策 青 在 收集 了 这 些 新 信息 , 需 测 下 次 可 能 出 规 抑 状态 后 ,再 作 决 
策 . 如 此 : 东 - 步 地 进行 下 具 , 直 至 达 刘 谈 策 日 标 为 止 . 这 样 的 阿 题 需要 用 序 鞭 决 
策 方 法 ,特别 是 , 当 系 统 状态 的 转移 规律 与 系统 以 前 的 内 虫 盛 闫 时 .马尔 可 天 问 策 
方法 适用 于 解决 此 类 问题 . 

{4) 雪人 决策 道 常 说 的 决策 分 析 部 假定 只 有 一 个 决策 者 ,主观 概率 、 候 好 和 
效用 图 数 是 相对 于 该 雇 策 埋 而 言 的 .但 是 ,在 些 太 型 决策 问题 中 ,参与 决策 的 决 
策 者 往往 是 出 雾 人 ,其 至 是 由 代表 不 同 利益 的 人 所 组 成 的 -个 集体 ,他 们 之 间 的 候 
好 各 不 相同 .在 这 种 情况 下 ,什么 是 最 优 ? 对 谁 最 优 ? 近 些 年 来 ,已 经 发 展 出 了 群 
体 决策 理论 来 解决 这 种 问题 .对 于 有 相互 竞争 的 情况 , 则 人 对 策 论 或 博 守 论 作为 友 
门 的 理论 方法 来 解决 这 类 问题 . 

此 外 ,决策 过 程 的 周期 长 . 当 策 后 果 风 险 大 .决策 青 欢 于 表达 自己 的 真实 偏 杂 ， 
以 总 快 策 将 的 认识 水 平 不 全 曾 等 因素 者 是 灰 束 分 本 所 而 蛋 的 礁 于 解决 的 因素 . 这 
些 央 素 弓 机 实 织 在- :起 .没有 一 种 全 能 的 冰 法 能 解 神 焉 各 所 而 由 的 全 部 问题 .本 篇 
介绍 的 况 策 分 析 只 昆 从 一 个 决策 者 的 角度 ,对 在 风险 和 不 赴 定 条 伞 下 作出 合理 商 
策 ,提供 一 种 基本 原 凤 机 塑 辑 员 考 方法 . 

2. 居 计 主 观 概 率 

决策 冲 题 形成 后 ,决策 省 所 致 厂 的 癌 题 这 是 对 自然 状态 和 决策 后 果 这 对 不 确 
定 国 素 进 行 定量 分 析 , 在 对 不 确定 性 进行 概 府 评估 方 惫 ,已 经 发 展 出 了 一 系列 主 估 
技术 ,并 己 有 了 许多 理论 和 方法 , 芷 下 - 节 和 将 作 专 门 介绍 . 

3. 评 价 后 果 的 效用 值 

除 子 居 计 主 观 概率 外 ,还 攻 须 对 各 种 后 果 , 尤 其 是 对 本 能 金额 慎 表达 的 十 数 
基 亿 后 果 司 计 出 效用 值 , 用 它 作 为 决策 埋 的 价值 尺度 ,天 衔 症 每 一 个 决策 后 果 . 评 
定 效 用 洱 数 的 常用 方法 是 standard gamble iechnique 方法 '31, 共 基 本 思想 是 评价 类 策 
者 对 十 答 入 抽奖 的 确定 当量 cenainty equivalent) .例如 ,这 策 者 如 果 试 为 一 个 以 
0 锡 机 会 装 得 100 美元 和 和 免 机 会 报 秋 10 美元 的 抽奖 十 秘 拿 20 美元 没有 差别 , 则 
这 20 美元 就 是 决策 者 对 于 该 抽 瞻 的 确定 当量 . 可 用 后 米 构造 出 一 系列 抽奖 , 然 抹 
遂 过 评价 确定 泊 址 来 得 色 决 策 者 的 效用 有 曲线 ,也 可 以 利用 至 济 党 中 美 于 边际 效用 
的 递减 原理 ,用 对 数 晴 数 或 其 他 较 简 单 前 函数 来 近 极 熔 策 督 的 效用 函数 .不 这 ,要 
真实 ,准确 地 评价 一 个 决策 者 的 询 用 函数 不 是 一 忻 容易 风 江 ,这 常常 是 引起 争议 的 
焦点 之 一 ,有 关 这 上 方面 的 研究 太 在 进行 善 ,在 第 3 立 将 介绍 和 讨论 这 - -专门 问题 ， 

4. 评 价 最 忧 策略 

次 策 者 -- 口 对 主观 概率 和 效用 给 出 了 定时 估计 ,就 叫 羽 通过 计算 策 上 的 期 户 
效用 值 来 比较 对 策略 的 俩 好 ,从 而 采取 最 优 策 略 .现在 已 经 发 展 了 许多 不 同 的 期 组 
效用 模型 ,究竟 选择 哪个 模型 作为 最 优 策 略 的 评价 标准 , 则 依赖 上 扇 策 者 对 昌 忆 的 
真实 偏好 所 能 挑 供 的 信息 .期望 数 用 原理 只 是 要 帮助 决策 卢 定 量 地 分 析 生 已 的 理 
性 , 它 的 特点 是 :只 要 你 蛛 把 你 对 策略 的 仿 好 与 预先 规定 的 合理 行为 假设 保持 一 
致 ,并 且 愿 音 规 定好 后 毕 这 个 更 为 基本 的 决 宁 光束 的 策 好 ,你 就 选择 这 组 行为 公理 
所 对 应 的 期 记 沟 用 模型 来 评价 你 对 策略 的 凯 好 . 
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1.2.2 灵 教 度 分 析 - 


由 于 对 概 认 和 效用 的 评 佑 都 长 有 证 观 性 ,不 同 的 具体 问题 对 评估 精 廊 的 要 求 
通常 不 - - 样 ,而 评估 的 精度 痪 求 与 所 村 出 的 代价 和 . 作 量 常常 是 成 正比 的 , 固 兹 ， 
在 对 策略 优 劣 进行 评估 时 ,非常 有 必要 作 灵 敏 度 分 析 . 对 于 影 啊 选 择 最 优 梨 略 敏感 
的 概 举 评 居 或 效用 评估 ,可 通过 收集 和 综合 新 信息 来 对 其 作 : 进 -- 步 的 分 析 . 有 灵敏度 
分 析 通 常会 涉及 到 大 量 的 数学 计算 ,但 这 是 不 可 避免 的 工作 . 


2 主观 概率 


2.1 概率 的 数学 结构 


概率 论 作 为 数学 的 - .个 分 支 , 它 的 整个 理论 体系 名 以 建立 在 一 组 抽象 的 、 纯 形 
式 的 公理 基础 之 小 ,这 给 公理 是 从 概率 概念 所 应 具有 的 运算 性 质 中 提炼 出 来 的 ,并 
不 需要 与 现实 世界 中 基 类 特殊 现象 专门 对 应 . 科 尔 莫 号 时 大 (A.N. Kolmogoroy) 在 
1933 年 建立 的 概率 公理 系统 , 邑 是 这 样 一 种 纯 数 学 形式 的 概率 理论 . 

定 放 1 设 5 为 非 空 集 ,.> 为 5 的 某 些 子 集 记 组 成 的 集 类 , 阁 

1? SE 

EE 

3° 马 .这 ALJ BE 
则 称 .2 为 5 上 的 一 个 化 数 , 此 外 ,车 .2 还 对 可 数 和 运算 封闭 , 即 4.E i=1,2,…， 
= 凯 和 EE. 学 则 称 .7 为 a 代数. 

定义 2 设 5 为 非 空 集 ,.? 基 5 上 的 - -个 a 代数 ,着 映 吊 :~ 只 满足 

1? 非 负 性 P(A4)=0 (¥ AE HY, 

2° 规范 性 PCS) = 1， 


3 完全 可 加 性 PCA) = >)P(4)， 


其 中 4.E .i=1,2. ,入 门 届 = 塘 ,i 尖 站 则 称 PP 为 83 上 的 -个 概率 . 

以 上 关于 概率 的 数学 定义 ,并 不 需要 筷 究 5 的 具体 沪 义 ,5 只 是 一 个 抽象 的 非 
空 集合 ,5 中 的 元 索 称 为 基本 事件 ,5 的 于 集 称 为 事件 .为 了 便 手 讨论 事件 之 间 的 
关系 ,如 闭 事 件 .联合 事件 等 ,把 事件 域 定 义 为 5 上 的 -一 个 代数 或 a 代数 ,概率 是 给 
事件 域 中 每 一 个 事件 4 赋予 一 个 实数 值 P(A) 的 特殊 映射 PP, 事件 4 的 概率 P(A) 
可 理解 汶 A 全 发生 的 可 能 福 的 度量 .由 定义 2 中 三 条 公理 演绎 出 来 的 逻辑 结果 构 
成 了 概率 论 的 主体 .下 面 是 一 些 简单 铺 果 . 

1]? PP 人 )=0; 

2 0 二 (41; 


2 主观 概率 : 399 . 


了 帮 4CB, 则 P(A P(B); 
4 PIA B= P(A) + P(B) ~ PLAN B); 


5 熙 事件 4= | eis6-… ej , 则 P(4) = 3 P(e). 


概率 公理 也 是 在 实际 中 应 用 概 闪 的 指导 原则 企 这 袋 星 论 框 架 下 ,由 任何 其 体 
方法 获得 的 概率 估计 部 应 满足 十 述 公理 . 


2.2 主观 概率 


里 然 在 概率 的 数学 结构 中 可 以 不 追究 概率 的 含义 ,但 在 装 得 概率 的 具体 方法 
上 ,以 及 在 概率 的 实际 应 用 中 , 却 无 法 避免 这 一 问题 .-- 般 邮 , 为 了 适应 数理 统计 的 
需要 ,上 述 定 六 中 的 集合 5 被 称 为 样本 空间 ,定义 为 能 能 在 相同 条 件 下 重复 进行 
的 随机 远 验 { 观 察 ) 的 所 有 可 能 结果 . 相应 的 事件 称 为 随机 事件 ,随机 事件 的 概率 因 
而 具有 频率 稳定 值 的 解释 , 称 这 种 解释 为 客观 概率 .由 j 台 概 率 的 这 种 频率 解释 不 
适合 决策 分 析 和 许多 实际 应 用 领域 里 对 概率 的 要 求 , 因 此 ,许多 人 对 概率 的 会 义 进 
行 了 各 种 各 样 的 解释 , 鉴于 这 些 解 释 大 都 是 从 决策 者 个 人 的 角度 来 看 竺 此 概念 的 ， 
因此 , 称 概率 的 这 类 解释 为 主观 概率 . 

主观 概率 的 理论 可 以 自 成 一 个 体系 ,并 与 科 尔 莫 号 罗 大 的 数学 公理 相互 协 阅 ， 
这 七 要 是 由 拉 姆 齐 和 和 德 ' 芳 尼 避 提出 的 . 与 客观 概率 的 般 天 相 平 行 ,主观 概率 理论 
把 3 解释 为 状态 空间 , 它 由 一 组 具有 不 确定 性 的 事物 所 组 成 ,并 把 这 些 事 物 称 之 
为 状态 或 基本 事件 .例如 , 令 基 本 事件 为 据 - 粒 最 子 可 能 出 现 的 结果 , 则 状态 空间 
可 者 示 为 5= 11,2,… ,6 ,这 时 它 与 样本 空间 完全 一 致 . 尺 如 , 令 5= | 埃及 金字 塔 
是 由 古 埃及 人 建成 的 ;埃及 金字 塔 不 是 由 十 埃及 上 建成 的 i ,或 5= | 中 国人 在 2005 
年 抽烟 的 人 数 | ,这 时 ,状态 空间 已 不 青 是 可 以 重复 的 随机 试验 所 产生 的 结果 ,但 状 
态 空 间 必 须 概括 所 有 可 能 的 不 确定 状态 ,使 所 列举 的 状态 中 有 且 仪 有 -个 状态 为 
真 , 或 者 说 有 且 仅 有 -个 基本 事件 会 发 生 . 状 态 空 间 与 通常 意 关 下 的 样本 空间 企 合 
六 上 的 差别 常常 是 引起 概率 仿 义 刍议 的 起 因 ， 

主观 概率 论 强调 个 人 对 可 能 性 前 主观 信念, 这 种 主观 信念 本 以 用 一 个 二 元 关 
系 > 来 表达 ,4> 吾 表示 事件 4 比 事 件 吾 更 可 能 发 生 . 在 效用 理论 里 ,二 元 关系 > 
被 用 来 表示 对 策略 或 后 果 的 俩 好 ,在 这 里 却 表示 对 不 确定 因素 的 可 能 性 信念 .一 音 
的 会 交 不 同 ,但 结构 上 却 非 常 类 侯 . 主 观 概 宰 完 全 可 以 和 必用 理论 一 样 ,从 表述 信 
念 的 二 元 关系 出 发 ,通过 规定 :组 适当 的 公理 假设 ,把 理 沱 体系 建立 在 这 组 公理 的 
逻辑 基础 上 . 

定理 1 设 状态 空间 $ 非 空 , 屯 14 为 S 的 全 体 子 信 , > 为 上 的 一 个 一 元 
关系 ,并 日 满足 

1" 非 光 > A， 

2 3S> 他， 

3 > 是 弱 序 ， 

ANC= BNC= Oo A> BoAU Cc> BUO), 
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9 4> 8 二 存在 S 的 有 限 分 头 $5 = 》 1G 使 4U C.> BELL2,…,m 则 存在 
:= 


唯 -的 (概率 ) 测 度 P:. 一 ,使 

DD PiA}m0, 

DD PUD) =0, 

oD PAL BY)= PIAY+ PLB),AN B= , 
此 外 还 满 兄 ， 

D4 BoPtA)> P(B), 

本 yyBCS 及 Qspaly 有 CCB, 使 P(E) = DPC) 

双人 忻 字 中 的 闫 了“ 弱 序 ”的 含义 将 在 3.1 节 里 纵 出 产 格 的 定 匀 , 美 十 独立 性 条 
件 名 也 可 以 对 妥 3.4 节 关 于 效用 理论 的 同名 条 忻 来 理解 . 洒 件 宇 与 结论 中 关于 概 
率 的 连续 性 印 在 关 , 对 概率 来 说 不 是 本 质 的 . 

该 定理 表明 ,内 机 > 满足 一 组 适当 的 假设 ,就 能 推导 出 存在 5 上 的 - :个 满足 
非 负 性 .规范 性 和 可 加 性 的 概率 P, 更 有 趣 的 是 ,只 要 对 > 的 假设 条 性 作 适 当 的 疏 
上 蛮 或 放宽 , 则 结论 中 呈 的 性 质 也 会 相应 地 改变 ,页 至 与 科 泉 真 世 罗 夫 的 概率 公理 
不 -- 致 .这 方面 的 研究 吕 参 阅 文 献 [8]. 


2.3 ”主观 概率 的 估计 方法 


2.3.1 先 验 信息 与 见 叶 斯 原理 


如 果 促 作为 一 个 概念 或 - -种 表达 而 不 追 帘 其 含 交 的 证 ., 旧 么 决策 分 析 中 所 用 
到 的 概率 概念 都 可 以 理解 为 科 尔 莫 龙 罗 夫 公 正 意义 下 的 概 产 ,这 样 做 并 不 会 引起 
洽 乱 .证 观 概率 与 客观 概率 的 本 质 差别 ,应 该 体现 在 实际 应 用 中 获得 概率 的 具体 方 
法 上 ,而 不 是 在 字面 上 探讨 它们 的 上 哲学 会 浆 . 

在 获得 概率 的 方法 上 ,主观 概率 .客观 概率 的 根本 分 虐 在 于 是 理 接 受 ” 匈 验 概 
字 ", 人们 把 未 作 任 何 试 验 之 前 对 不 确定 事件 所 作 的 氢 率 估计 称 为 先 验 概率 ;相应 
地 ,把 在 更 有 新 证 据 条 件 下 推算 出 来 的 概率 称 为 “后 验 概 率 ”. 先 验 概率 的 思想 最 时 
由 贝 叶 斯 提出 来 ,后 来 运 渐 形成 了 一 个 力量 强大 的 人 学派, 是 坏 观 概率 论 最 有 力 的 支 
持 者 . 贝 叶 斯 的 基本 思想 在 现行 的 概率 论 教 科 书 中 被 表达 成 大 于 条 件 概率 的 贝 叶 
斯 公式 . 

实际 生活 中 ,对 二 一 个 不 确定 事件 来 说 ,根据 过 去 的 经 验 和 知识 ,总 会 或 儿 或 
少 地 对 这 -不 确定 事件 有 些 了 解 , 所 有 这 些 有 关 的 信息 就 称 为 先 答 信息 .在 先 验 信 
息 切 础 上 所 作 的 概率 估计 就 是 先 验 概率 ,对 应 的 概率 分 布 和 概率 密度 分 别称 为 先 
验 分 布 和 先 驻 缆 度 , 由 先 验 信息 佑 计 先 验 分 布 或 密度 是 获得 主观 概率 的 基础 . 

获得 容 观 概率 的 数 哩 统计 方法 起, 直接 通过 从 统计 和 实 徐 得 到 的 样本 信息 洲 什 
计 概 率 分 布 成 慨 六 密度 ,市 贝 叶 斯 方法 则 归 接 受 先 验 信息 六 不 排斥 样本 信息 (如 玉 
上 呆 能 得 到 的 话 ) 等 任何 可 以 利 肌 的 新 证 据 , 因 而 共有 喝 多 的 只 活性 , 世 由 于 竺 验 相 
率 的 设 定 是 否 恰 当 对 结果 的 影响 常常 很 大 ,客观 概率 论 才 认为 由 时 斯 方法 语 三 客 
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观 性 ,好 在 实 幅 已 经 让 实 喘 时 斯 方法 的 确 是 获得 概 染 的 一 太 有 效 方 法 ,并 从 实践 中 
总 结 出 了 许多 设 定 先 验 概 举 的 实用 方法 . 

碘 $ 为 日 然 状 态 空间 ,为 了 估计 5 上 的 先 验 概 兴 ,全 用 的 做 法 是 考虑 一 个 反 
耽 状 态 不 确定 性 的 变量 8,8 的 取 值 全 体 称 为 参数 空间 , 记 作 全 .主观 概率 的 贝 叶 
斯 方法 通常 把 8 看 作 加 上 前 随机 容量 ,然后 慷 寺 的 破 他 分 布 或 概率 密度 . 


2.3.2 确定 离散 事件 的 概 替 


确定 离散 事件 的 概率 是 最 基本 的 过 程 ,连续 状态 和 上 由 他 奇异 状态 的 概率 分 布 
大 都 可 以 用 离散 方法 来 近 们 ,特别 是 转化 为 考虑 只 有 有 限 全 基本 事件 的 概率 分 布 . 
设 名 ,局 是 - -组 完 和 从 种 件 , 破 估计 每 一 个 五 的 概率 已 把 力 一 般 有 如 下 一 
些 方法 . 

1. 基 于 物理 现象 来 判断 

在 某 些 悟 况 下 ,有 理由 椎 煌 一 个 试验 的 所 有 可 能 事件 足 等 可 能 的 ,因此 ,站 有 


4 个 事件 ,每 个 事件 的 横 率 就 是 二. 例如 , 搓 “ 术 均匀 的 矶 币 , 出 现 正 而 的 概率 为 
了 ; 掷 “ 核 均匀 的 能 季 出 现 "6" 点 的 概率 为 二 


2. 基于 数据 和 模型 来 判断 

如 果 存 在 有 关 事 件 可 能 发 生 的 数据 , 则 可 以 用 它 来 确定 概率 . 例如 , 某 城 市 最 
近 25 000 次 失火 警报 中 有 10 000 次 是 谎报 , 则 一 次 报警 为 谎报 的 概率 可 望 定 为 
0.4. 如 有 新 的 证 据 , 本 根据 贝 时 斯 公式 修改 原来 的 榴 率 佑 让 .在 许多 场合 十 ,数据 
村 能 中 详 细 ,这 时 可 构造 -个 解析 模型 成 模拟 模型 ,把 各 输入 变节 富 重 要 的 输出 并 
量 联系 起 来 ,利川 这 种 模型 ,关于 输 人 变量 发 生 的 概率 数据 可 用 于 形成 所 元 求 的 输 
出 变 最 的 概率 .在 财产 和 瘟 外 保险 精算 学 中 .常用 模 氟 方 波 米 获得 对 潜在 损失 的 概 
浴盆 布 , 这 方面 指 专 门 技术 可 参阅 文献 191 

3. 概 率 盘 方法 

在 几乎 梁 有 任何 历史 数据 的 情况 下 ,只 好 完 定 依赖 于 决策 者 的 直觉 来 作 淹 断 . 
其 其 本 原理 是 比较 如 图 2-1 所 示 的 两 个 抽签 与 .上 5 项 象 地 表示 以 概率 己 获 
得 奖金 xj ,以 概率 1 - P 获得 奖金 x 的 一 个 抽奖 ;而 严 则 是 以 所 要 评 升 的 特 省 事 
件 所 米 设 置 质 奖 , 瑟 发 牛 时 得 奖金 xl ,五 不 发 生 时 得 奖 人 多 三 . 革 中 zi 优 于 x2. 对 P 
的 -个 特定 什 问 决策 者 哪 一 个 抽奖 为 优 或 者 是 答 相 当 . 妍 采 五 优 于 刁 , 则 减少 PP 
值 ;如 果 五 优 于 五 ,增加 P 值 .重复 |. 述 过 程 ,经 过 若 下 深重 复 后 可 定 出 了 P 值 ,使 
F 与 已 相当 ,天 的 概率 就 是 己 . 

斯 则 福 太 学 的 雷 尘 德 iHoward) 教授 设 计 的 概率 虚 { 图 2 2) 是 把 这 种 自 多 判断 
过 程 模型 化 , 先 将 -个 圆 蕉 划分 为 两 个 鹿 形 区 ,分 划 为 橙色 和 蓝 色 ,假定 有 -随机 
事件 发 汪 在 蕉 内 任何 :点 是 等 可 能 的 , 则 利用 发 年 在 料 介 上 内 得 奖金 zx; 发 生 在 
监 色 区 内 得 奖金 x; 的 抽 等 与 亏 相 比 较 , 当 调 政 卫 区 域 面积 使 得 并 策 者 认为 b : 
请 无 共 别 后 ,查阅 略 知 反面 的 刻度 好 得 到 P{E} 的 估计 值 . 
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中 


中 2-1 图 2-2 
4. 最 大 精 法 
设 辐 = 1 和 ,| 为 状态 所 对 应 的 矢 数 说 辐 ， 假定 (pi pay" ;Pa 十 直上 的 
-个 慨 率 分 布 , 则 状态 的 不 确定 程度 可 用 以 概率 分 布 (pl， pa: pw) 定 交 的 丧 { 平 
区 入 息 最 ) 来 刻画 , 即 


- Ppiop (2-1) 
如 果 对 也 个 状态 为 贞 毫 无 了 解 ， 则 状态 的 不 确定 性 最 人 。 最 大 值 为 
Ea = nn, 
对 应 的 慨 率 分 布 为 
nm = 工 ， 人 = 12 


相反 ,如果 已 知 出 现 某 入 的 概率 为 1, 直 余 为 由 , 则 不 确定 性 最 小 , 丧 Ew =0. 因 此 ， 
如 果 对 状态 有 一 定 的 了 解 , 则 可 以 把 这 部 分 信息 作为 一 组 约 东 条 忻 , 通 过 在 这 组 约 
上 束 条 件 下 求 焰 的 最 太 值 获得 概率 估计 ,例如 ,知道 状态 变量 的 平 鬼 值 等 于 5 这 一 信 
息 , 则 可 化 为 求解 极 值 问题 ; 


max( — punps), 


st Pop, = 5 & Dp = 1 ‘p, = 0)， 


来 获得 先 验 概率 (pi, ps,…, pn)， 这 种 方法 称 为 最 大 精 法 ， H 杰 轧 斯 (Jaynes,1968) 
正式 提出 的 这 一 方 野马 诚 为 估计 先 验 报 率 的 党 用 方法 之 

最 大 炉 法 在 实际 应 用 中 会 遇 到 一 些 问题 , 计 如 解 的 存在 性 及 计算 量 大 等 问题 ， 
对 这 些 问题 的 更 深入 的 讨论 可 参见 文献 [2]. 

值得 强调 的 是 ,对 于 一 组 完备 事件 81 , 下 ,… , 丽 ,决策 者 应 验证 所 估计 的 概率 
nt 是 否 满 足 


Dp = | 
苦 不 成 立 , 就 应 当 修改 估计 值 ， 
2.3.3 确定 连续 状态 的 先 验 (分 布 ) 密 度 的 方法 
1 匹配 法 


估计 连续 型 不 确定 变量 8 的 先 验 密度 {或 先 验 分 布 ) 的 常用 方法 之 一 是 , 先 修 
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选择 哪 种 分 布 类 型 稍 联 决 于 对 种类 具体 问题 的 认识 ,包括 决策 者 的 经 验 、 学 识 等 先 
蛤 信息; 然后 ,对 虑 中! 的 未 知 合 数 作出 人 知 计 , 即 可 得 到 现 验 此 府 [分布 ). 对 参 枚 进行 
估计 时 ,各 种 万 法 部 可 以 采用 . 

合计 先 验 十 常常 会 过 到 这 样 的 用 难 : 一 方 厨 , 先 验 密 庶 拉 必 部 对 先 验 天 的 影响 
很 大 ;四 方面 .尾部 的 概率 很 小 ,难以 带 确 估计 ,中 参数 空间 9 无 界 时 ,尤其 如 此 . 
例 奶 ，- 密 度 则 线 的 尾部 在 (0, + 加 ) 上: 形 如 胡 一 .由 于 二 很 小 ,这 个 尾部 只 有 了 油 不 是 
道 的 概 党 ,但 共 币 为 妃 限 人 ,因为 对 于 插 何 少 >0, 有 

| 03-2)40 - om . 


为 了 恰当 地 使 用 比 配 法 和 估计 先 验 密 度 , 最 好 基 把 蕊 配 认 5 下面 介绍 的 离散 化 
方法 相 结 会 ,比如 天 确定 讽 验 窗 诬 的 儿 个 分 位 数 点 ,知道 密度 曲线 的 大体 轮廓 
后 ,再 选择 恰当 的 分 布 类 型 和 相应 的 参数 与 之 匹配 . 

2. 分 位 点 法 

设 冲 为 四 二 的 连续 形 随 机 灾 量 , 若 Pix | = ae, 则 称 ,为 8 的 分 布 函 数 的 a 
分 位 点 .网 求 出 8 的 分 布 滑 数 的 一 些 点 ,然后 用 一 条 有 曲线 来 拟 合 这 些 点 即 得 先 验 分 
布 函 数 ,其 导数 丽 数 则 是 先 答 密度 ,首先 评定 a = 0.5 的 分 信 点 , 问 央 策 者 “使 8 大 
] x 或 小 J-x 的 可 能 性 相等 的 量 x 时 和 多少? 获得 的 答案 即 是 zs: 其 次 再 进 -- 步 问 
“如 果 事 实 上 已 给 定 日 小 上 癌 5, 那 么 于 的 何 值 将 区 间 5- = .x0s] 分 戌 等 可 能 的 两 
部 分 ?答案 是 和 ,同样 地 可 得 到 xo 7s. 最 后 再 估计 mm 与 ro.w; 问 要 使 8 小 于 x 
的 概率 足 0.01 ,以 及 使 8 大 于 < 的 概率 呈 0.99, 应 当 分 别 选 版 什么 值 照 此 下 去 ， 
得 到 - - 帅 分 位 数 点 {z ,ai ,在 平 面 举 标 生 连结 这 些 点 所 形成 的 “条 兴 滑 晶 线 就 
居 8 的 分 布 遇 线 . 

3. 相 对 人 羽 然 法 

相对 僻 然 法 也 是 估计 先 驻 密 诬 的 常用 方法 之 一 .其 基本 媚 想 是 在 参数 空间 名 
内 比 较 几 个 特殊 点 的 似 然 性 ,然后 再 用 曲线 拟 侣 这 些 点 得 到 先 验 密度. 例如 , 束 个 
算 基 商品 明年 销售 量 的 分 布 密度 , 先 假 定 销售 量 在 两 个 确 和 证书 ( 比 如 和 干 件 到 轧 
件 ) 之 间 ,然后 询问 在 这 个 区间 中 最 可 能 的 销售 量 是 和 多少 件 ? 坡 不 可 能 的 销售 荐 十 
多 少 件 ” 再 问 最 可 能 的 销售 量 的 可 能 性 基 最 不 下 能 的 饥 什 天 的 可 能 性 的 案 少 展 ? 
这 样 就 确定 了 它们 的 相对 似 然 值 , 艇 后 内 选择 其 他 几 个 镇 传 讲 去 分 别 确 定 它们 对 
最 可 能 销售 竺 的 相对 似 然 值 .由 此 可 以 近似 地 得 虽 一 茶 间 站 常 tnot proner) 先 验 密 
度 曲 线 . 韭 正常 的 意思 是 指 帘 度 的 积分 不 等 了 1, 还 需要 来 FF 常数 才能 使 它 正常 
化 . 

4. 直 方 图 法 

没 参 数 空间 为 日, 把 日 划分 为 若 十 区 间 上 段 , 央 策 疹 根 据 他 的 先 验 知识 去 洋 定 8 
落 在 告 个 小 区 间 段 中 的 福 率 ,相当 二 评定 一 组 完备 事件 集 所 .2,…, 到, 的 概 究 ， 
这 样 就 可 以 答 出 先 验 密 度 的 直方 图 { 图 2-3) ,根据 直方 向 冉 令 制 :条 光 谓 的 密度 
消 数 曲线 . 

用 上 还 方 法 评定 先 难 概率 所 遂 到 的 共同 困难 是 小 概率 种 人 的 概 牵 难以 评定 ， 
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因此 ,在 要 谈 计 能 能 六 门 处 理 这 一 也 盾 的 特殊 方法 . 


四 


所 
由 2-3 


2.3.4 页 叶 斯 原理 

尽管 与 经 有 了 一 系 刻 评定 土 疯 概率 的 力 法 ,但 要 闪 确 地 估计 测 下 观 概率 仍 电 
是 一 忻 办 准 的 潮 情 ,十 要 原因 在 于 先 答 信 息 不 够 充分 ,而 决 培 者 往往 只 能 人 沌 所 获得 
的 划 蛤 信息 到 状态 发 二 的 概率 作 主 现 居 计 . 在 洁 验 信息 不 充分 的 条 件 下 所 作 胸 上 
规 和 计 委 然 斌 难以 准确 地 扩 爱 客观 真实 情况 . 汶 了 提高 沈 策 分 析 的 可 靠 性 ,最 有 效 
的 途 和 窟 十 通过 试验 去 收 朱 有关 状态 的 新 信息 ,转世 下 进 对 元 验 概率 的 秆 让, 这 上 电 所 
措 的 坛 验 ,不 仅 误 指 统计 坛 答 ,而 旨 指 能 够 效 取 新 信息 的 一 团 手段 . 重 刀 ,在 出 门 之 
前 判断 螺 军 会 上 十 的 概 举 时 , 先 昕 一 下 电 合 广播 的 天 气 殴 报 , 得 到 了 未 来 天 的 信 
县 ,就 作 了 :次 试 输 ;医生 在 开 药 方 之 前 , 秋 :二 和 病人 的 位 六 和 血压 世 是 作 试验 - 
般 地 ,通过 试验 主 不 能 直接 观察 妈 #8 的 值 ,只 能 观察 到 胃 -个 与 8 有 闫 前 其 v4, 称 
之 为 观察 此 重 ,观察 变量 的 取 什 范围 记 为 ?, 悄 把 vs 看 作 直 2 上 的 随机 和 安眠. 

设 吕 的 先 允 密度 为 ff0s) ,在 已 知 #8=w 的 条 件 下 ,vw 交 条 人 忻 窗 度 为 fy1x). 由 
时 斯 定 昌 指 出 ,通过 试验 收集 得 到 新 信息 后 ,市 观察 sv 箭 定 的 后 蛤 密 谨 z(xz1y) 赴 


x (#1y) = ya) 于 ， (2.2) 
其 中 (yi 本 称 为 伺 然 通 数 :mm(y) 称 为 撕 测 密度 , 池 0 为 连续 变量 时 ，m(y) = 
| fy 1 r(x)dx, 当 9 为 离散 变量 时 ,m(y) = > 1 x(a) 
效 得 6 的 后 验 分 布 后 ,通过 引信 一 个 具有 让 疯 傅 义 的 "损失 丙 数 "来 刻画 ,相知 
参数 8 与 其 估计 信人 偏差 程 度 ,再 通过 求 最 小 平均 损 大 来 获得 8 的 贝 叶 斯 悄 计 ， 
具体 过 程 可 参阅 文献 [2] 


3 效用 与 期 望 效 用 理论 
3.1 和 偏好 与 二 元 关系 


效用 是 对 决策 下 价 舍 观 念 的 定 明 描述 ,决策 者 的 价值 观念 县 有 两 方 而 的 会 头 ; 
一 方面 是 定性 的 比较 ,例如 ,对 于 方案 /,g 和 上 ,我 寺 欢 f 睹 丁 g, 吝 欢 g 蔓 于 上 ; 男 
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一 方面 则 是 相对 什 基 的 比较 , 斌 如 ,相对 于 天 来 说 ,我 喜 玫 也 的 程度 比 训 欢 引 的 程度 
强烈 . 习 愉 上 ,前 者 叫 微 贪 好 ,用 一 个 称 为 “ 序 ”CondenD) 的 一 元 光 系 来 措 述 ;后 者 叫做 效 
用 ,于 一 个 称 为 效用 町 数 "的 实 值 丙 数 战 泛 现 来 刻画 ,二 者 足 紧 密 联 系 在 - -起 的 ， 

设 咏 是 一 个 非 空 集合 ,乘积 集 

DxD=itx, ylx, re Dt 
的 - -个 子 集 尼 称 为 D 上 的 个 二 元 关系 .对 于 ,yyED, 才 tr.7) ER, 则 称 x 1 
有 有 关系 , 沁 汶 xR; 若 Cx,Y) ER, 则 称 与 y 没有 关系 , 沁 为 加. 一 元 美 系 中 有 下 
列 八 种 常见 的 性 质 , 依 次 可 分 为 四 对 : 

Ll? 自 友 性 freflexivity) Rs; 

2 非 月 皮 性 firreflexivity) xRx; 

3 对称 性 {symmetry) 若 xfy ,出 yRx; 

中 非 对 称 性 {asymmetry) 各 xRy, 册 | yRx， 

宁 忧 递 性 {transiivity) 上 ay HL ye, 出 x; 

多 负 传递 性 (negative bansitiviy) 若 甫 9 征 , 则 zz; 

于 连接 性 Loonneciedness) xRy Ry 

多 加 连接 人 性 (weak comnectednessa】 若 x 关 7¥, 则 有 xz 虑 首 9ERr， 

个 一 元 关系 不 可 能 同时 具有 以 上 性 质 , 只 能 其 有 其 中 一部分 性 质 ,通常 把 伟 
递 的 二 抑 关 系 称 为 序 ,还 可 以 定 尽 各 种 序 . 对 于 具有 非 对 称 性 的 二 匹 关系, 稍 用 记 
号 > 或 < 表 林 . 

定义 上 设 呈 为 集合 六 上 的 一 个 二 元 关系 ， 

I” 如果 趾 足 韭 对 称 和 货 传 递 的 , 则 称 RR 是 -- 个 习 序 ，; 

2 如 果 上 是 赴 弱 连接 的 弱 序 , 则 称 R 是个 严格 纶 序 ，; 

3 如 殿中 是 启 友 .传递 和 对 称 的 , 则 称 R&R 是 :个 等 价 关 系 . 

例如 , 诈 咏 为 实数 集 , 则 "大 上 "关系 " >" 是 个 能 序 , 也 二 产 格 卫 序 六 等 于 "区 
条 “= “是 等 价 关 孙 . 

设 » 直 -个 弱 厅 ,如 果 x>y, 栋 x 优 于 7, 或 称 y 沙 于 x: 妖 果 敬 非 x y, 芭 韭 
yx; 则 称 x 与 7 无 差别 , 沁 为 x~ yy 此外, 如果 44>wy 或 上 x ~ 7; 则 称 x 不 邵 下 
或 称 不 优 于 %, 记 为 x. 

用 能 序 作为 比较 后 果 利 策略 的 出 发 点 旦 很 日 然 的 ,其 中 非 对 称 性 的 要 求 表 二 
次 策 者 选择 方案 的 协调 性 ,如果 你 了 认为 了 优 天 x, 加 不 能 同 H 区 认为 二 优 于 .出 在 
对 称 和 负 传 递 性 还 能 推导 出 传递 性 等 许多 性 质 . 

命题 设 > 是 号 1 上 的 轮 序 , 则 

1 对 十 慎 仁 的 x ,x 上 ,二 种 关系 xy,Y> x 和 x ~ 人 是 仪 有 -种 成 并 ; 

z > 是 传递 的 ; 

3 ~ 是 等 价 关 系 ; 

由 Fi 

二星 代 递 和 连接 的 ; 

印 在 等 价 类 Dp/ =|alacD, yxiyYEasr~7| 上 汗 久 的 关系 > 1a> "be 
x> yy 对 于 其 个 sxE 和 yi 成 立 , 则 > * 是 严 梅 弱 序 . 
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3.2 效用 明 数 与 风险 态度 


3,2.1 效用 函数 

1.1 节 中 已 描述 性 地 定 光 了 就 力 畏 数 . 设 1.1 节 中 广 羡 的 如 为 后 打开 大 , 那 
父 , 汝 第 省 英 于 后 有 果 的 癌 用 冰 数 utx) 基 否 存 在 呢 ?” 这 树 当 扩 问 决策 省 对 于 一 组 确 
定 的 后 果 的 得 好 十 舍 可 以 被 定 基 地 柱 达 ? 

定理 1 芳 一 元 关系 > 在 了 上 是 -个 能 序 ,而 在 等 价 娄 梨 台 X/ ~ 中 有 一 个 笛 
蜜 的 可 数 了 集 , 则 关于 后 果 的 效用 函数 存在 的 充分 必 划 茶 件 是 存在 吉 工 的 实 值 丙 
笋 ut x) ,使 

Xr) > wy) { x rE). 

该 汪 肆 尼 关 于 决策 者 在 后 果 集 上 的 效用 隐 数 存在 性 的 -个 理论 缚 果 ,其 中 XX 
~ 的 时 个 可 歼 了 集 在 /~ 中 稠密 的 滞 久 是 指 ,按照 本 育 命 是 1 中 部 定 光 的 等 价 
里 和 引入 的 > ,对 本 任意 两 个 元 素 a ,bE XA/~, 且 a> 5，- 定 有 元 素 EC, 使 
得 a "> “上 成立 ， 

正如 在 1.1 节 中 所 强调 的 ,决策 后 果 不 一 定 是 可 以 用 爹 额 值 表达 的 数值 后 环 ， 
对 于 任何 后 果 都 可以 评价 其 效 上 ,但 在 这 一 节 中 所 讨论 的 效用 本 数 都 以 数值 后 果 集 
形式 出 再, 它们 适用 于 与 金融 有 关 的 次 策 问题 . 二 像 讨论 - 些 特 殊 的 概率 分 布 - - 样 ， 
人 站 也 常 芝 讨论 一 - 些 特殊 的 效用 画 数 类 型 ,它们 | 能 表达 其 种 类 型 的 租 好 结构 ,这 些 
效用 两 数 类 型 有 ， 

(1) 扼 物 线 型 u(t) = 【xyE [0,c], ec > 0); 


(2) 指数 型 (x)= -erpf ar) {o> D0); 
(3) 对 数 型 wt wx) = logx Cx 200); 
(4) 军 现 数 型 ax)= 著 (8>0) 


3.2.2 风险 态度 


要 评价 某 个 汇 策 音 甘 十 某 御 事情 或 某 种 风险 的 态 虚 ,必须 明确 这 件 事 情 或 “ 风 
险 ”. 唱 然 基于 风险 这 个 概念 本 身 的 定义 和 解释 多 种 和 多样 , 们 可 以 约定 ,决策 分 析 中 
所 讨论 的 凤 险 可 在 数学 上 证 表达 为 -个 概率 分 布 .简单 的 概率 分 布 可 以 理解 为 某 
种 抽签 ,比如 ,把 概率 分 布 10,0.5;100,0.351 解 释 为 一 个 以 和 锡 的 机 会 抽 得 100 瞩 钱 
和 同样 的 机 会 什么 也 抽 不 到 的 抽签 ,这 个 抽签 的 于 均值 足 和 0 匹 .衡量 波 诀 策 才 网 
险 态 这 的 基本 想法 就 着 看 他 是 上 鹿 意 进行 拉 移 述 是 愿意 稳 倒 0 元 .车 愿意 抽 等 , 则 
说 他 是 风险 偏好 的 ; 谷 开 愿 拿 平 均值 办 元 , 则 说 他 是 保证 型 或 风险 大 恶 的 ; 兰 对 二 
者 都 无 所 谓 , 则 是 风险 中 立 的 . 

一 个 大 的 风险 态度 不 可 能 在 任何 情况 下 都 保 持 同 . 类型 ,通常 与 从 的 财 窗 水 
事 有 闫 ,如果 在 任何 财富 水 平 上 均 厌 晋 风 险 , 则 称 他 是 绝对 厌 晋 风险 的 .因此 ,讨论 
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所 险 时 ,不 定 问题 的 范围 是 必要 的 ,但 由 于 难以 对 各 种 其 体 门 是 … :讨论 ,也 不 可 
能 建立 个 统一 理论 模型 适应 所 有 有 问题 ,因此 ,这 里 介绍 的 模 错 只 能 作为 一 种 理论 
2 
讨论 风险 时 ,首先 要 把 县 体 问 题 的 得 失范 围 定 下 来 .比如 ,最 坏 的 后 果 值 是 a、 
最 好 的 后 些 值 基 记 ,那么 就 在 区 间 [a ,7 于 讨论 问题 ,用 La ,#5 中 的 值 ,包括 a,4 本 
本 来 构造 一 系列 摘 和 ,并 利用 这 些 抽 签 来 评价 决策 吾 的 风 院 态 麻 . 
为 了 把 次 策 痢 的 所 险 态 度 与 他 的 效用 盟 数 联系 起 来 , 没 决 策 者 在 区 间 [ a, 58] 
| 的 效用 函数 再 ufx) ,如果 由 5 十 -和 茶 雪 钱 , 比 如 
二 十 
则 可 将 [a 中 的 桂林 点 x 表达 为 
a=ab+(l- ee)a {Daael). 
市 它 的 浆 用 值 则 为 
ularj= uab ttli—-ala=au(h)+t(l— aiuta), 
凤 [ a,58] 和 任何 一 点 x 的 效用 与 抽签 15,x;a,1l -a| 的 就 二!{ 期 望 效用 ) 一 样 ,风险 
态度 居中 WV 的 ;后 witx) 是 一 条 上 是 的 曲线 ,好 w(x) <D(0w 表示 4&4 的 导数 ), 则 井 
线 gtx) 的 位 置 高 J-ta, (0)) 与 (b ,uth)) 之 辣 的 连 线 ,因此 ,有 
urar(tb)+(1- a)u(o) (0aael), 
即 [a,8] 中 插 何 一 点 x 的 效用 部 比 摘 签 18,o;a,1-al 的 效用 (期 望 效 用 ) 要 太 , 议 
策 者 不 应 意 抽 签 , 因 此 ,说 他 是 厌恶 风 隐 的 ;着 utx) 是 --- 条 下 则 的 曲线 ,其 wx 
>0, 刚 曲线 zt 的 位 置 低 于 (a, ata) 与 (w(t) 之 间 的 连 线 ,因此 ,有 
下 一 (Oa), 
即 [a, 志 中 和 枉 何 一 点 x 的 效用 都 比 抽 签 15,a;a,1- a 的 效 浊 {期望 效 用 ) 要 小 ,类 
芝 玫 更 愿 站 选择 抽签 ,因此 ,说 他 是 追求 风险 或 风险 篇 好 的 .如 图 3-1 所 示 , 决 策 者 
的 风险 态 讼 被 分 为 三 种 类 型, 分别 对 应 普 他 的 效用 遇 钱 为 上 凸 . 下 巴 和 直 钱 三 种 情 
况 ,但 由 拍 努 利 的 边际 效用 递减 原理 可 知 , 最 普遍 的 是 厌 亚 风险 的 情况 ,效用 曲线 
如 图 3-2 所 未 ， 
表 3-1 所 下 的 为 风险 态度 太 其 衡量 指数 ， 


ui x) 


损失 便利 


0 


区 


赂 3-1 度 [ 3-2 
定理 2 (篇 森 (由 .上 . 轩 .Jensem 不 等 式 ) 这 某 雇 策 表 的 营 用 画 数 u(x) 满 忠 
zf setzy<n 则 该 志 策 者 星 庆 亚 风 险 的 , 则 对 于 随机 室 册 革 ， 
ELut A) sut EL]) {3-1) 
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表 3-1 
风险 态度 浇 用 曲名 的 而 同性 阿 噶 - 矢 拷 特 捐 数 
风险 厌 疆 me 0 
风 院 中字 贞 线 ffs) =0) 入 fx 一 站 
所 险 全 好 下 四 和 fx >) 中) 0 


上 成立. 

版 热 商 策 吾 的 风险 态 认可 以 用 效用 晒 数 的 绅 上 性 米 诬 剂 , 为 了 进 - 些 衔 拒 风 
隘 态 和 庶 的 程度 ,或 是 比较 不 阿 亚 策 者 之 间 风 险 态 度 的 差错 ,也 可 以 进 - . 步 用 效用 曲 
线 的 凸 问 程度 米 定 其 地 刻画 风险 态度 . 普 位 特 (Prati, 1964) 各 阿 蜀 (KJ Arrow, 1965) 
提出 这 两 种 用 效用 函数 米 度量 风险 态度 的 指数 , 称 为 绝对 出 险 指 数 和 相对 风险 指 
数 ,统称 阿 罗 - 普 拉 特 指数 、 

设 决 策 痊 的 效用 陋 数 afz) 定 尽 在 区 间 [a, 的 于 ,并 日 是 二 将 出 补 的 , 则 可 以 
定义 关于 块 策 癌 风险 态度 的 铭 对 风险 指数 和 相对 册 险 指数 分 别 为 


各 sf wh 一 扫 (3-2) 
R(x) = x bE. (3-3) 
u(x) 


阿 软 - 普 拉 特 指数 不 仅 可 以 用 于 衡量 一 个 决策 者 的 风险 态度 的 相对 程度 ,也 可 以 有 
来 比较 两 个 决策 者 之 间 风 险 态 度 的 差异 .比如 , 设 决 策 者 A 和 决策 者 B 的 效用 卫 
数 分 别 为 wt 和 加 (xz 相应 的 绝对 风险 指数 为 R(T) 和 和 R(x) ,车 成 立 R(x) 
Rot x), YELa 1, 则 称 让 比 B 更 央 恶 风险 .容易 看 到 , R(x) = xx) 相对 
指数 反映 了 决策 者 风险 态度 随 着 财 宣 值 的 变化 情况 ,万 共 芷 反映 了 决策 首 的 风险 
态度 对 应 善 止 的 财富 值 *> 以 理解 为 食 利 } 和 负 的 财富 值 x < 0 理解 为 损失 ) 会 出 
现 琴 种 不 同 的 态度 ,正如 在 类 保险 时 是 厌恶 风险 的 ,而 在 闫 彩 票 时 又 是 追求 风险 
的 ,这 与 图 3-2 所 术 的 效用 曲线 一 疏 . 


3.3 沦 合 集 与 策略 襟 间 


决策 者 往 入 希望 通过 分 析 和 比较 对 后 果 的 篇 好 来 获得 对 策略 的 篇 好 . 完 假定 
他 有 -个 偏好 关系 定 立 在 策略 空间 ff 上 ,然后 找到 刻画 这 个 偏好 关系 的 定时 模 
型 ,为 此 ,需要 分 析 策 略 空间 的 结构 . 
决策 分 析 中 ,描述 策略 的 方式 通常 有 两 种 ， -种 是 萨 绯 冶 的 方法 , 即 把 舍 项 策 
略 在 作 是 从 状态 空间 $ 到 后 果 空 间 和 上 的 “个 映射 , 当 决 策 首 的 篇 好 关系 满足 
茶 些 公理 仍 设 时 ,这 组 公理 纺 含 着 存储 决策 者 关于 状态 空间 上 的 主观 概率 测度 p， 
以 及 存在 后 果 空 间 到 .1 的 效用 晴 数 +, 使 得 决策 用 关于 策略 的 任 好 可 以 由 期 户 效 
用 值 米 囊 征 .也 可 以 作 个 变换 ,对 于 每 项 策略 /全 下 ,定义 
pAY=p( ls:sE SS, f(s dA1}, 
大 中 AE€. 玫 ,. 坑 是 XX 上 的 某 个 5 民 数 ,网 py 是 后 果 宅 间 XX 上 的 一 个 概 闪 测 诬 , 从 
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面 .每 项 策 轿 可 以 看 作 是 后 果 空 间 垃 上 的 :个 概率 测度 . 描述 策略 的 另 一 种 方式 
就 是 把 壮 小 的 概率 测度 集 作 为 策略 空 癌 . 直 沼 用 的 概 康 测度 蚌 简 单 概 率 调度 , 它 
的 含 兴 是 采 电 鞭 项 第 畴 只 可 能 产 牛 有 限 个 后 果 . 

定义 2 设 . 如 为 半 的 全 体 子 集 类 , 苦 觅 射 品 :六 > 下 ,满足 


l? piA}=D (¥ AE .Wm), 
2 pt)=1, 
plAUB)= p(tA}+ pH) CyA,BE.R,H AN B= @), 
于 存 府 革 的 有 限 广 集 4, 使 pt4)=1， 
则 称 pb 基 评 上 的 简单 板 举 测度 ， 


特别 地 ,把 每 一 后 果 * 在 人 必 一 个 退化 的 简单 邦 率 测 启 . 沁 为 5. 对 于 起 CC 半 ,如 
二 =e. 这样 -来 , 雇 第 背 美 于 后 果 的 癸 好 关系 
:亲信 由 着 策 厂 的 偏好 引入 ; 半 上 x,yY 万 到 ， 

Ee 
但 一般 情 沉 下 ,将 使 用 辐 一 记 时 . 
对 天 大 上 的 概率 调度 p ,人 上 吧 守 数 g 万 [00,11, 烘 半 p+ 一 wg) 昌 为 
(ap +t (1— a A)=ap(t AY+ (la OQtA) (¥ AE,), 
则 ap 二 (一) 人 也 足 X 上 的 一 个 慨 这 测度 .对 于 简单 概 闵 漠 诬 pp, 由 定 关 2 地 的 性 
质 吕 ,存在 至 的 有 腿 子 集 |x ,x;…, xni ,使 得 
ptlal) = pia) = p>0 {i = 1 ,2 n), 


下 全 ;= 1, 因 此 ,p 可 以 分 解 为 


rp 二 之 /pb 

称 基 为 一 个 抽奖 fiotterr) ,理解 为 以 概 闻 Re 得 到 后 困 % ,i 一 1 了- 

由 子 了 上 的 由 举 测度 全 体 足 -个 凸 集 , 抽 象 地 ,把 策略 和 空间 看 作 是 如 下 征文 的 
撒 侣 集 . 

定 光 3 上 尿 空 集合 下 罕 称 为 泥 厂 集 号 指 对 于 任意 胸 P, EF 上 太 a&E10,1j, 在 
玉 中 有 半 应 元 素 [ 记 为 P+ (1~-a)0), 有 对 丁 人 f 意 的 P,OE 下 及 a ,PE LD,1], 有 

?1P+00=P, 

2 aprtl-oe=fl-aI0+o， 

¥ atpP+ril- PO -a0 = apP+ (la)0, 
这 里 ,混合 运算 wP+ (人 -a}0 可 以 理解 为 以 概 闪 a 选择 已 和 以 概 闪 1- we 选择 六 
的 抽签 . 


3.4 效用 理论 基本 滤 理 


效用 理论 的 特点 是 先 建 立 :组 基于 对 策略 的 俩 好 公 妈 ,这 组 会 理 规范 了 次 策 
六 对 风 附 策 团 帆 好 应 该 持 有 的 "理性 ” ,从 这 组 公理 出 发 就 可 以 推导 出 雇 策 者 关于 
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策 赂 的 铀 好 能 够 用 后 果 的 期 望 误 用 值 和 证 基地 表达 . 

读 : 诺 供 曙 和 摩根 斯 瑟 于 1944 年 开创 性 地 为 经 典 获 咱 昨 论 人 建立 了 一 红 会 理 ， 
这 些 公理 经 过 学 间作 不 断 的 精炼 ,其 基本 思想 被 简化 为 上 和 面 三 荣 公 理 . 

公理 二 蚤 序 会 理 ) > 是 定义 在 策略 空间 已 上 的 肌 放 ， 

公理 2 ( 隔 基 米 德 公理 )】 若 PP> 吕 ,日 > 虹 , 则 存在 a.,PE 0,1), 使 

0 BP+(l- BIR 
点 oP+ (la)R 0., 
公理 3 {独立 性 公理 】 关 呈 > Q, 则 对 于 在意 的 gE (0,1) 太 民 , 有 
号 可 十 ia)R>a0+(l- a)n. 

由 弱 序 的 性 质 不 椎 理解 弱 序 公理 是 一 系 综 合 了 传递 ,、 卡 对 称 等 性 质 的 偏好 假 
设 . 加 睦 米 德 (Archimedes) 公理 说 明 人 人 的 偏好 不 旦 绝对 的 ,是 各 以 折 惠 的 ,只 要 你 斌 
为 王 优 于 刀 站 优 天 呈 , 风 无论 你 对 产 的 候 好 有 堵 经 烈 ,总 机 以 捧 人 足够 成 分 的 只， 
己 产 乍 的 混合 (抽签 ) 才 后 0 反之 ,不 管 吕 是 儿科 不 受 次 迎 , 总 可 以 手 人 足够 成 分 
的 P. 使 产生 的 混合 优 于 台独 立 性 公理 是 经 典 效 用 理论 的 核心 ,尽管 它 的 含 交 很 
直观 : 疡 与 由 之 间 的 优 沙 关系 不 受 [ 按 相同 出 例 ) 泥 人 的 其 他 死 圳 的 影响 .但 独立 
性 5 以 划 由 腥 序 包含 的 传递 性 )-: 让 是 引起 争议 的 焦点 . 

由 公理 1, 公 理 2 和 公理 3 所 上 绰 含 的 下 面 几 条 偏好 性 夺 足 让 明 效 用 晴 数 基本 光 
晶 | 的 关键 性 质 , 它 们 本 身 岂 可 独立 地 作为 公理 使 用 ， 

命题 设 玉 为 沪 谷 集 , > 定 久 在 上 ,日 满足 公理 [公理 2 和 公理 3, 则 对 于 
任意 的 P,0,R,TEF, 有 

* 单调 性 (Ps>0.0sa<pal)oBP+(- PO~oP+t(1-a)0; 

z 连续 性 {PP>0,0> RR,P > 品 )- 存 在 只 -的 we 0,1], 使 

0- aP+t+(tl-o}n: 

” 温 台 优势 性 {PP>0,R>T0sorcl}joaP+t(tl aR>-o0+(l-a)T: 

无 吻 性 CP-00sasal})saP+(l-a}0~P:; 

蔡 换 性 -O00eoal)orP+t{l-a)R~a0+(l-a)R. 

定理 3 证 中 是 :个 汇合 集 , 仿 好 关系 > 在 下 上 满 册 全 于 1 会 肆 2 和 公理 3 
的 充分 必要 茶 件 为 ; 

l 存 丰 上 的 实 值 阴 数 上 5, 对 于 任意 的 P,OE 了 ,有 

Py OoU(P)> UO)) 
对 于 尾音 的 上 ,OEF 及 aE[0,1], 有 
UtaP+trtl- oO) =aU P+ NO) 
此 奸 , 5 在 二 线性 变换 点 义 下 是 唯一 的 :车 有 玉 上 的 函数 1 也 满足 上 和 允 , 则 存在 
常数 >0 和 5, 使 
WPY= 全 人 及) 十 二 (YPEF). 

商 数 下 称 为 上 的 效用 辣 数 ,车 把 混合 集 下 看 作 是 语 信 空间 XxX 上 的 简单 概 六 
测度 全 体 ,特别 地 ,对 十 征 何 x 所 下 ,二 下 ,出 利用 效用 了 消 数 上 5 按 概率 线性 的 性 质 
也 ,可 以 容易 地 把 关于 策略 的 效 岂 转化 为 关于 后 果 的 期 望 效用 值 . 

决策 者 关于 后 果 的 效用 定 交 为 ut x) = (6,.), 其 中 +E .对 于 简单 概率 P， 
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说 P= > oa， 
有 Ut{Pp) = 0C> na。 ) = > Pole ) = 和、 pay 


< 


nata) 称 为 策略 疡 的 期 望 效 用 值 , 记 做 下 (PP) .由 此 .可 以 直接 得 到 被 三 兴 民 


用 的 期 户 效 用 准则 ， 

定理 4 设 辣 为 上 :的 简单 松 率 测度 全 体 ,六 上 的 偏好 关系 满足 公理 1 .会 理 
2 和 公理 3, 则 存在 三 上 的 实 值 请 数 4, 使 得 

I vOEF,P- JOEFEU(P) > FU(O); 3-41 

2 ut zy 仁 下 线性 党 换 意 广 下 具有 唯一 性 . 

在 许 凶 情况 下 ,一 项 策略 所 导致 的 后 果 可 能 是 七 根 攻 个 ,因此 ,了 汇 策 略 所 对 必 
的 概率 测度 不 是 简单 测 庶 .例如 ,在 革 咎 得 保 赌 博 问 题 中 会 如 赌 " 对 度 的 概率 为 

Pi:pf2n -100)=2-2 (n=1,2,.…,N), 
因此 ,PP 不 是 简单 慨 兴 ,有 必要 把 定理 4 中 的 结论 推广 到 :能 概率 测 庶 .这 时 .期 纪 
效用 介 的 表达 形式 不 再 是 一 个 有 限 和 ,而 是 无 穷 级 数 或 积分 .要 使 积分 形 达 式 
RUCP) = | ze)aP 


有 意义 ,自然 要 求 效用 肾 数 tx) 为 可 积 函 数 , 从 而 需 昌 限 抽 后果 空间 XX 和 举 件 城 
. 况 的 结构 , 拖 述 该 定理 的 结论 和 证 明 需 槛 较 多 篇 幅 , 可 参见 文献 [了 j， 


3.5 ”了 萨 几 奇 的 期 望 效用 理论 


萨 几 奇 的 期 望 效用 理论 把 撒 述 决策 者 关于 价值 偏好 的 合理 性 假设 与 关 J 不 确 
让 性 的 主观 信念 的 俱 设 用 同一 组 合理 性 由 设 来 统 - :表达 ;在 形式 上 把 自然 状态 种 
决策 后 杂 作 为 基本 元 率 ,而 把 策略 作为 一 种 功能 作用 定 关 力 从 状态 空间 到 后 果 窜 
洁 的 映射 ;效用 两 数 和 主观 概率 的 存在 性 都 建立 在 决策 者 关于 策略 的 偏好 假设 | 
辐 此 , 常 称 萨 风 音 的 理论 为 主观 期 望 北 用 论 . 

设 5 为 状态 空间 , 为 后 果 空 间 , 玉 = 和 | :8 一 大! 为 策略 空间 , > 是 天 二 
的 一 个 元 英 系 ,表示 湛 策 者 关于 策略 之 间 的 入 好 ,万 差别 拓 条 ~ 及 > 的 合 交 如 
前 所 述 ,将 每 -- 个 后 失 * 和 GX 看 作 是 一 项 特殊 的 退 北 策略 1 ;5S 二 革 , 其 中 is) = x， 
Yast 8, 或 x(s) = wyyES 因 此 ,对 决策 者 头 上 策略 和 关于 后 果 的 俩 好 关系 将 
用 问 样 符 导 表 示 . 

对 应 着 有 限 个 后 守 的 第 临 称 为 信守 策略 (或 浆 办 稳 呐 破 )， 简单 策略 f(a 
二 其 中 

Fs) = x Ed 


对 于 fg € 下 和 4 CS, 定 义 映 射 ,为 
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吓人 全 is EE A, 
fs) 二 人 


则 /| "CF, 称 为 和 g 的 一个 混合 策略 ,此 含义 理解 为 "i 下 件 4 不 发 生 时 / 起 人 


用 ,4 发 后 时 8 起 作用 . 
定 欠 4 对 于 fgEF 以 4 Cc 3, 车 有 菜 个 上 捷 下, 使 
上 下 
/| ~ s| 
则 乏 子 相对 二 事件 4 优 于 ,这 为 了 > 和 让, 称 > 4 为 条 件 帆 好 ， 
另外 两 个 杀人 忻 人 山 好 关系 ~4 和 >4 可 忆 作 相应 的 直立 . 
定 久 SS 对 本 CC 3, 若 对 十 什 意 的 f,g 下 ,有 有 


用 -=1{ 


fg, 
称 4 为 无 阁 集 . 
容易 看 出 ,如 果 4 是 无 效 集 ,对 于 任何 5s 证 ,有 记 eE 天使 
Ns) = p(s), 


院 几 奇 的 期 望 效用 定理 依赖 于 下 西 七 条 公理 ; 
公理 4 ~ 在 户 上 性 绒 序 . 
公理 5 YYfg,hi,h 世 下 有 咏 A4 亡 5， 
nh h 
1 > 如 ， 
| | 


"of 
A 
公理 在 ”如果 不 是 无 效 集 ,对 任何 站 E€ 下 县 x CX， 
f 


公理 了 Wx yy EE 省 ,5 Ya dB 3, 
fx ds yd) ss Cx Bi B(x A ya de) > (Cx, Bi y2, B'). 
公理 省 ”至少 有 x ”EE 大 ,使 
x 


公理 9 yfghE FF 及/ > g, 丰 在 3 的 有 限 分 割 1 ,42,…, 机 1 使 
h 看 
Vif , > gH a 了 


hl 


> 
赴 


上 


x 二 
> /| TY. 
有 


公理 10 YasE 5， 
了 > 全 (一 了 > 全- 

弱 序 假设 公理 4 的 含义 与 公理 1 相同 ;公理 5 称 为 月 多: 原理 , 它 的 会 义 屋 说 策 
雌 之 间 的 优 步 美 系 趟 受 能 够 早 致 相同 后 娄 的 捉 件 的 影响 , 它 相 当 于 独立 性 公理 ( 公 
理 3), 明 该 理论 的 核心 假设 ;公理 6 保 让 了 后 果 偶 好 与 策略 篇 好 的 对 应 关系 :者 把 
每 个 括号 理解 为 关于 事 性 4 与 中 某 种 混合 , 则 公理 了 的 合 义 很 直 赔 ,说 明 催 好 应 其 
和 有 . 致 忻 :公理 8 是 :条 外 构 假 设 ,说 明 次 策 者 不 是 完全 不 能 分 辨 后 果 的 优先 的 ; 
公 埋 9 是 -. 茶 很 强 的 结构 条 件 , 它 盖 含 着 要 求 状态 空间 足 个 不 可 数 无 限 集 ,该 荣 
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件 使 得 定理 结论 中 的 证 疯 概率 具有 某 种 连 综 性 ;公理 10 晨 解 为 完备 性 , 它 保 证 了 
柑 型 对 所 有 的 策略 都 二 用 ,并 使 有 办。 

定理 5 设 > 入 下 上 满足 公理 4 ~ 公理 10, 则 

1 存在 唯 - -的 定义 在 5 全体 了 和 集 上 的 有 限 可 加 松 他 2,P 其 有 旭 下 性 夺 :¥ 8B 
CS 此 eaE 00 1],; 存 全 8B 的 子 集 世 ,使 

PiOY = ep 及) 
2 存在 工 王 的 有 界 实 值 两 数 wu 在 直线 性 变换 意义 下 县 有 啡 一 性 ; 
FT 是 六 和 
> EC > biutets)),P;. 3- 全) 

该 定理 的 表达 是 经 过 莫 什 们 感 等 人 简化 的 ,相应 的 直 明 可 和 酝 文 献 17] 下 查阅 . 
定理 结论 宕 界定 了 模型 中 的 效 出 曲 数 为 有 界 盟 数 ,但 可 六 扎 蔷 凡 奇 定理 中 的 俩 好 
盆 谨 放 营 到 适应 于 无 四 效用 晒 数 .此 外 ,在 萨 扩 痛 定 理 的 基 梅 候 讶 中 ,要求 汉中 的 
后 果 与 外 :个 状态 *E 5 都 有 关 , 这 个 要 求 旺 很 匣 刻 的 ，- 艇 情况 下 , 奉 i 记 Xts) 为 
在 状态 s 发 工 的 茶 件 上 ,采取 各 项 策略 上 E 天 所 由 能 产生 的 后 果子 集 , 则 对 上 不 同 
的 5 和 s' ,可 能 有 (#0) 人 门 证 (51) = 3. 在 此 和 情 涡 下 ,这 策 者 关于 后 果 的 偏好 关系 不 
能 出 策 略 的 帆 好 关系 引 人 人 ,正和 = Ue sX(s) 土 的 偏好 关系 再 要 分 轴 川 不 同 的 一 
万 美 系 符号 定 关 ,可 惜 昌 脐 还 没有 为 相应 的 模型 建 半 公 晶 体系 . 


3.6 “” 美 于 期 望 效 几 理论 的 尽兴 


由 和 铅 努 利 提 出 的 期 万 效用 原理 在 经 过 了 否 ， 庄 导 总 , 诬 根 斯 赖 、 楷 几 合 等 人 的 
尘 善 后 ,已 经 成 为 经 济 学 路 合理 决策 的 经 典 理 论 ,但 作为 -种 指导 在 风险 和 不 确定 
环境 上 进行 合理 次 策 的 规范 性 型 论 , 它 的 合理 性 让 在 尝 到 质疑 ,最 典型 的 例子 是 
阿 勒 斯 14AUais] 导论 和 埃 尔 斯 伯 格 (Ellsberg) 迟 论 . 

例 1 ”为 了 人 古人 们 相信 期 望 效 放 民 论 与 实际 的 次 第 行为 有 较 大 的 差 焉 ,巴黎 
大 学 著名 经 济 学 家 阿 园 斯 教授 1952 年 在 巴黎 举行 的 --… 次 决策 学 讨论 会 上 所 出 - 
个 简单 的 决策 问题 ,请 与 会 的 众多 著名 涩 策 理论 专家 作答 ,其 中 包括 期 望 效 用 理论 
的 圭 要 侯 基 人 人 萨 凡 奇 教授 . 阿 蔓 斯 所 提出 的 两 个 简单 问题 如 下 . 

问题 ”如何 选择 4 与 BB? 

4 表示 稳 得 1 000 000 美元 ,这 为 4 = 人 oa 万 | 来 不 一 个 抽奖 ,以 10% 的 
可 能 性 得 5000 000 美 江 ,89 各 的 可 能 性 得 1000000 美 五 ,1 铝 的 可 能 性 什么 世 得 水 
到 , 记 此 拉 奖 为 

月 = 0.188s0%0000 + D.898 8 mom + 0.018 #0. 

问题 2 ”如 林 选 择 二 与 成 ? 

其 中 A = 0. [18 | om om + 0.89F 00， B» 一 遇 . 1 站 二 5 pon om 十 站 . 906 8 0. 

大 狗 数 与 会 将 ,包括 萨 几 奇 教授 的 选择 者 是 在 4 Bi 之 间 选 机 , 宁 蛛 稳 得 
1 000 000 美元 而 不 感 去 时 风险 ;在 4 与 声 之 间 选 枣 ,因为 4 和 丙 都 具有 很 大 的 
克隆 , 8; 虽 比 4, 得 钱 的 可 能 性 小 些 , 介 金钱 数额 却 太 很 条, 值得 去 崩 险 ,但 是 , 似 萨 
凡 奇 为 代表 的 这 种 选择 方式 正好 违背 了 期 望 获 用 理论 . 市 实 上 ,按照 期 请 效用 理 
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论 , 如 果 在 4 与 吾 | 之 加 选择 了 4 , 则 在 4 与 肪 之 癌 应 该 选择 4; 反之 处 然 , 因 力 
四 项 热 择 的 期 望 歼 咱 值 分 别 为 ， 
FutAD = wt $1 O00 000}, 
ELC BY) = 0. Lu $5 000 000) + 0.89u $1000000) + 0.01u(t $0m, 
EUCA2)Y = 0.1la( $1 000 000) + 0.99u{ $0), 
ELUC Bo) = 0.14u( $5000 000) + 0.9u( $0); 
阅 4 = BoEU(A) > 上 [U 
[lt 000 000) > 0 $5000 000} + u(t 第 人 0 
EU(A) > EU( Be A > Ba. 
内 此 ,以 萨 几 育 为 代表 的 这 种 选择 方式 是 与 期 望 效 用 原理 不 肉 调 的 ,本 质 上 ,是 与 
独立 忻 笃 理 不 册 调 的 , 称 为 阿 勒 斯 悖 论 . 事实 上 ,把 4 ,B81, ,上 声 , 分 别 政 写 为 ; 
是 | = O11 om om + 0.898 4 mm om: 


1 让 
品 二 0.11( 1 人 so + ]1 #5 00 00) + .B98 3 ,rm on 
A = 0. 83900 + 0,117 8 1 om on: 
1 lO 
B) = 0.896 30 + 0.11{ 7S #0 + 1 Os 00 00), 
由 独立 性 公理, 有 


1 10 
AL ~ Bi=Al = #000 > 1 #0 + 1 sn 000 


而 有 由- Og0 + Dss oo > SsLomo = 1; 
二 > 的 非 对 称 性 矛盾 . 
如 果 涪 阿 勒 斯 迟 论 是 针对 兹 用 这 个 基本 元 素 而 说 计 的 ,那么 以 上 的 埃 尔 斯 怕 
格 属 论 则 是 针对 不 稀 定 柱 设计 的 . 
例 2 ”有 两 只 久子 起 各 B, 各 装 100 只 球 ,其 中 访 册 中 有 50 只 口 球 和 5 只 红 球 ， 
8B 鲍 中 也 装 红 球 和 种 球 ,但 不 知道 红 球 与 白 球 的 比例 .参赛 首先 认定 一 种 颜色 , 然 
后 在 上 或 8 中 任 瞩 -: 球 ,如 果 该 球 的 颜色 与 认定 的 相 回 , 闭 奖 100 美元 ,否则 无 奖 ， 
应 访 如何 选 择 ? 
从 概率 论 的 直观 含义 来 理解 ,选择 哪 -个 鲜 子 以 及 选择 哪 -种 颜色 的 球 应 该 
基 没 有 苦 别 的 . 当 不 知道 汕 种 颜色 球 的 数 日 比 便 时 ,没有 理 几 认为 一 种 颜色 出 现 的 
机 会 应 该 比 另 -种 颜色 出 弄 的 机 会 更 大 ,因此 ,对 有 理性 的 选择 者 来 说 ,大 量 重 复 
该 实验 后 各 种 选择 的 数 日 应 平衡 .但 实验 证 实 ,选择 独 对 选 其 颜色 的 观点 是 无 差 
别 的 ,但 在 选择 饶 时 , 储 问 于 选择 上饶 , 即 屈 向 于 选择 知道 弛 例 的 球 反 .下 多 特 看 到 
这 种 选择 违背 了 萨 凡 奇 的 肯定 皮 理 (公理 3 . 
事实 上 ,在 峻 尔 斯 怕 格 问题 中 ,状态 空间 .后果 空间 和 事略 空间 可 分 别 记 为 : 
S = | sR ER SWR+ SET ， 
三 二 | 于 0, 车 100| ， 
F = IAR,AW,RR,BW:. 
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站 中 状态 sn 老 示 无 党 内 4 中 还 是 正中 摸 出 的 都 星 红 球 ;am 起 市 从 呈 中 摸 出 红 球 ， 
从 BB 中 摸 出 白 球 ; swe 和 sww 相应 地 理解 ;策略 AR 胡 示 认 力 近 拌 红色 ,这 从 二 中 摘 
球 ;BW 去 示 愉 定 选 择 白 色 并 从 日 中 摸 球 ;a 克 和 BR 可 作 癌 梓 的 埋 解 ， 

苦 虑 事件 CC = jsmnyswwi ,有 


ARts) = BR (sy = BWis) (EC, 
AR{s) = BWEs}, AW(E:s) = BR(s) 【EC 
按照 肯定 蛛 理 (公理 4) ,应 有 


AB » BResBW > AW. 
即 AR 与 BR 的 忧 佬 关系 和 PB 吉 与 A 久之 间 的 优 沙 关 系 - - 致 .但 实际 的 选择 行为 贡 足 
AR ~ AW >» BW - BR, 
与 肯定 原理 相 矛 盾 ,因而 被 称 为 埃 尔 斯 伯 格 悖 论 . 这 其 实 站 在 讨论 大 们 在 对 状态 信 
居 冲 无 了 解 情 况 下 的 行为 方式 . 究 况 是 应 该 规定 大 们 的 选择 行为 符合 萨 凡 奇 的 公 
理 假 设 , 还 是 应 该 发 展 新 的 理论 来 解释 人 们 的 选择 行为 ? 
以 阿 勒 斯 和 福 论 , 未 斯 伯 格 导论 等 为 出 发 点 ,许多 经 济 学 家 .保险 学 家 ,决策 班 
论 家 以 政和 行为 心理 学 家 等 分 别 从 合理 行为 途 共 fraional anproach) 和 描述 还 科 
{descriptive approachy 两 个 方向 系统 地 和 猎 究 了 占用 效用 理论 的 诸多 问题 .有 -系列 的 
实验 证 据 '51 表明 ,这 套 规 范 化 的 人 台 理 决策 理论 本 身 的 “合理 性 "是 有 问题 的 ,因此 ,从 
这 意 台 理 行为 公 旦 假设 推出 的 用 于 评价 策略 优 沙 的 期 望 效 弄 准 则 是 有 问题 的 
加 世纪 中 件 代 以 来 ,已 经 有 - :系列 的 猎 究 试图 放宽 期 户 效 用 理论 中 关于 " 合 
理 行 为 ” 的 假设 ,并 发 展 了 系列 用 寺 计 算 梳 率 分布 效用 的 于 线性 表达 方志 ,党 称 
之 为 止 线性 效用 理论 中 ,并 普遍 认为 非 线 性 模型 更 接近 人 和] 的 实际 偏好 .但 这 些 理 
沦 部 有 具有 相当 的 复杂 程度 ,这 些 模 型 被 用 于 实际 痪 策 问题 还 处 上 尝试 性 阶段 . 


4 均值 - 方差 原理 和 随机 优势 模型 


4.1 概 述 


作为 评价 快 策 方 案 优 省 的 一 条 标准 ,最 大 期 望 效 用 原型 无 疑 具有 最 次 远 影 响 ， 
全 这 并 不 意味 着 它 是 礁 一 的 风险 决策 原理 . 本章 将 介绍 由 奸 两 条 原理 点 其 相应 的 
模型 ,分 别称 为 均值 - 方差 原理 和 随机 优势 模型 ,它们 在 与 爹 融 有 关 的 决策 间 题 中 
有 上 汪 汉 的 应 用 .为 此 ,本 齐 移 计 论 限于 以 金额 值 表 示 的 决策 所 果 , 仍 约定 每 项 决策 
上 案 对 应 普 一 个 概率 分 布 .问题 的 焦点 是 ;对 十 两 个 决策 廊 案 六 和 gg ,如 何 评 价 它们 
的 优 淮 ? 


4.2 均值 - 方 雁 哲理 
由 于 策略 对 应 的 概率 分 布 的 金额 期 望 值 (7) 相当 上 策略 了 对 应 的 平均 四 
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报 ,因此 它 对 本 决策 许 玉 说 是 越 大 越 好 .所 实际 于 ,平均 [ol 报 高 的 方案 志和 往往 对 羽 
关 较 大 的 “风险 ” 记 了 所 对 | 凡 的 "风险 ”为 RE) , 它 对 于 决策 者 来 说 是 越 小 越 好 .内 
此 ,可 把 * 基 大 平均 占 报 - 紧 小 区 答 ”作为 评价 一 项 策略 优 劣 的 标准 , 即 
EN = EAg), RON & Rlg)s/ > 8. {4-1) 
关键 问题 基 如 何 度 莽 三 所 对 应 的 风险 RCD? 马 永 科 维 兹 (Markowitz, 1952) 越 时 
提出 用 方差 来 度量 风 和 险 . 记 f 的 方 莽 海 var( 朋 ,对 十 策略 / 覃 #, 均 慎 - 方差 原理 可 表 
内 
El = Eftg), varlf) a varl go > 8. {4-2) 
的 值 - 方差 原 嵌 在 投 痪 组 合 分 析 ,资本 定价 模型 等 党 融 计策 阿 是 中 有 非常 成 
功 的 说 用 , 苇 尔 科 维 蓝 还 因此 克 献 而 荣获 1991 年 度 谤 山水 经 济 学 奖 ， 
例 1 关 由 投资 阿 报 为 随机 变量 (i= 1,2,…, 届 的 种 证 券 , ECE)= pil 
oN 各) = 区. 设 判 每 种 让 养 的 投资 份 铬 为 ww;, w, 宕 0， br =1, 则 总 的 投资 回报 


为 = 二 mw 乓 ,寻求 最 传 投资 组 合 币 用 的 方式 之 一 是 ,在 加 定 平均 回报 p 的 条 件 下 
求 最 小 方差 的 解 wl 凤 求 解 最 优化 问题 ; 
nin oo der ,ws = wD0, Zi = | . (4-3) 


喇 绕 着 川 方 荐 来 度量 风 尝 是 否 恰 当 的 间 题 ,? 蕊 水 科 维 兹 等 人 还 提出 了 一 系列 
改进 槛 型 ,其 中 之 -是 考 恩 到 朝 平 光 值 荆 方 偏离 的 后 果 全 虽然 何方 差 增 大 ,位 对 决 
策 者 来 说 却 朱 好事 ,因此 ,用 " 半 方 差 ” 来 度量 风险 更 合适 , 半 方 差 被 定义 为 


Svar(f) = ElminiO,x ~ EN YY). (4-4) 
刚 一 般 地 ,可 以 把 策略 了 的 “风险 ”度量 为 ; 
| 
REA = | | 人 一 让。 {4-5) 


长 中 站 是 了 7 对 应 的 梳 率 分 布 ; 参 数 c 是 决策 者 用 于 考虑 离 差 的 参考 水 平 ,比如 
王 以 选择 为 均值 或 最 差 后 果 值 等 :参数 a 则 反映 了 对 离 夫 大 小 之 间 的 强调 程度 ， 
o>] 时, 离 莽 大 的 项 被 强调 了 , 当 0<a<1 时 则 相反 ; 矢 数 4 则 限定 了 需要 用 于 
考虑 离 莽 的 后 果 苑 围 ， 

均 相 -方差 原理 用 策略 对 应 的 概率 分 布 的 一 ,一 阶 皇 米 衡量 策略 之 加 的 优 步 天 
系 ; 而 期 望 效用 电 理 则 斌 为 策略 之 向 的 优 秒 不 仅仅 取 次 上 概率 分 布 中 所 包 售 的 全 
如 ,还 与 决策 者 个 人 的 北 用 盯 数 有 关 . 因此 ,期 望 癌 用 在 埋 论 上 比 均 值 -方差 模型 史 
上 其 普遍 性 ,只 有 在 少数 凡 种 特殊 情况 于 ,均值 - 方差 原理 才 5 期 望 殖 用 原理 相互 协 
调 . 这 几 种 特 跌 情况 为 ， 

(决策 者 的 效用 阔 数 为 一 次 多 项 式 函 数 ; 

(2 策略 所 对 应 的 概率 分 布 为 正 态 分布; 

3) 策略 所 对 应 的 概率 分 布 为 对 数 正 态 分 布 . 


4.3 随机 优势 模型 
如 果 把 策略 之 问 的 优 劣 闫 系 看 作 一 个 二 元 关系 , 则 从 第 3 音 中 可 知 ,期 望 效 用 
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准则 及 描述 网 是 -一 个 弦 序 , 亦 到 是 :一个 完全 序 .对 杆 任 休 山顶 策略 ,只 这 各 是 的 期 
前 效用 值 存在 ,部 可 以 比较 其 优 劣 .得 芍 昔 - 方 善 原理 位 公 川 概率 分 布 中 所 和 包 售 的 
“部 分 信息 妇 几 -上 阶 生 来 确定 策略 之 阿 的 优 敌 关系 ,从 最 优 次 策 来 说 , 星 一: 利 
由 雷 托 (CParct) 最 优 沈 策 , 从 一 元 关系 的 佣 度 在 ,这 是 -种 “下 序 ”(quaasi onder) 关系 . 
定 兴 工 漂 . 几 大 党 二 是 日 太 和 和 位 说 的 , 则 称 它 大 -个 半 序 [qmasi omder) ; 出 人 

它 示 是 反对 称 的 , 则 称 为 偏 序 [bartial onder) . 
对 于 概率 分 布 往 ,可 以 定 色 各 种 符 样 的 半 厅 号 帆 序 ,随机 优 抽 (atochawtic donti- 
定义 2 设计 为 实 数 区 加 , P(r) 和 四 (x) 为 策略 站 和 机 分 曾 对 应 的 概率 分 市 


Pixs dulx) (YY xEX), (4-6) 
别称 策略 不 随 桩 )-- 阶 优 执 于 策略 g, 记 和 作 Fi 在 成 立 
| Podus Od (Ye oD, (4-7) 
则 称 策略 站 随机) 一 阶 优势 于 策略 8 , 记 作 .入 :8 - 肌 地 ,人 成立 
| EE (yxE XI, (4-8) 


则 称 策 略 让 随机 } rn 阶 优 扫 于 策略 5, 记 作 f= .小 还 模 有 看 称 性 随机 优势 模型 , 

容易 看 出 ,有 />>18 一 1 二 ?8 二 二 /之 砍 : 据 实 上 ,随机 优势 模型 可 以 看 作 足 介 
让 均值 - 方 其 准则 重 明 记 效 用 淮 则 之 癌 的 一 闫 . 兢 美 勾 ,时 值 -方差 模 而 可 用 栅 率 
分 布 的 某 些 数 学 特征 来 衡 嚼 策略 乱 尘 ,与 决策 堆 的 个 人 或 i 观 的 柳州 函数 无 冯 ; 期 
望 效用 则 针 半 个 染 策 状 的 效用 隔 数 ,是 -个 纯 玉 观 的 概念 ;随机 优势 强调 用 栅 兴 
分 布 的 “再 体 性 质 " 而 不 是 用 部 分 信息 来 玉 定 它们 之 闸 的 仁 洁 关系 ,而 且 各 种 不 同 
的 限 可 优势 人 和 林冲 允 让 让 共 闫 具有 - 定 共 同性 硕 的 沁 全 并 或 者 其 效用 蝗 数 . 

令 = uw) {x) Dl, 

i we), ur{ re) eh, 


= 人 
则 有 有 如 上 和 定理. 
定理 1 对 于 前 而 定 艾 的 随机 优势 关系 二 ,和 效用 羡 数 改 世 省 = 1,2. 成 并 


f=1gOFLN = Ee) (YuE TD， 
fgOELU) = EU(g) 下 
APPL) (WuE 73 


大 二 :随机 优势 横江 的 详尽 讨论 及 其 应 川 ， 可 参见 文献 ! 121 

震 鉴 强调 指出 的 是 , 毅 户 效用 均值 - 方差 和 随机 优 淄 准则 是 风 险 决 滞 分 析 药 
三 菜 卡 至 途 科 , 其 中 ,均值 - 方 关 和 随机 优势 模型 卡 过 所 川 下 以 金额 值 为 天 策 厂 困 
的 金融 快 策 问题 ,如 金融 分 析 中 的 各 种 "定价 ”和 "平移 ” 悄 弄 等 等 ,但 作为 从 系 
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统 的 埋 论 ,它们 远 不 如 期 望 敬 用 理论 完 状 , 述 有 -系列 的 理论 和 技术 问题 需要 解 
法. 关于 这 上 珊 个 异型 的 近期 发 展 友 其 存在 的 问题 ,文献 [12. 中 有 有 较 详 尽 的 讨论 . 

期 望 产 州 准则 的 理论 意义 这 远大 于 其 实际 应 用 意义 . 侍 一 组 称 为 “ 合 奋 行 为 ” 
的 公 香 侦 设 下 ,期 望 效 用 模型 是 一 会 肥 和 省 的 理论 干系, 均值 - 方差 和 随 衬 优势 模型 
雾 可 以 作为 它 的 特例 ,办 此 ,期 望 敬 用 理论 吓 雇 策 分 怕 的 珂 论 某 础 . 

在 为 天 策 分 析 的 理论 基础 ,期 望 歼 用 理论 被 - 致 公认 为 是 一 套 很 好 的 用 于 指 
绿 大 们 在 风险 和 不 确定 环 麻 下 作出 合理 决策 的 规范 理论 , 们 对 于 描述 许 才 实际 次 
第 行为 来 说 , 它 并 不 是 -人 很 恰当 的 描述 理论 四 . 

强调 决策 理论 上 十 指 全 大 们 作出 合理 决策 的 规范 功能 布 盟 调 决 策 理论 用 于 描 
述 实际 中 的 许多 合 粤 并 策 行为 的 描述 功能 ,构成 了 决策 分 机 研究 的 其 个 证 要 方向 ， 
近 0 年 来 ,在 这 两 个 方向 | 都 育 一 系列 研究 成 果 上 "站, 随 闪 岗 代入 息 处 理 技术 的 飞 
速 发 展 太 其 在 奸 理 不 确定 现象 中 的 有 效应 用 ,传统 决策 分 析 必 将 获得 更 快 的 进展 . 
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索 引 


竺 用 说 明 :1. 本 索引 装 录 了 本 着 迁 文 中 用 黑体 排 印 的 大 部 分 术语 。 

2. 林 语 依 革 一 宇 前 读音 按 流 语 拼 音字 本 表 闫 序 和 排列 。 如 时 拼音 相间 , 根 
据 音 调 , 控 阴平 .阳平 上 声 、 去 声 . 轻 声 的 次 序 讲 到。 如 录音 和 音调 也 
相同 , 控 总 笔 通 数 排 询 。 

3, 以 科 号 、 救 宇 或 字 呈 起 首 的 术语 , 接 罕 号 、 数 宁 .拉丁 宇 共 , 项 脂 宇 本 的 
项 序 ,分 别 集 中 排 在 以 议 字 超 首 的 本 语 前 面 , 此 中 字 可 侠 首 写字 母 隘 
字母 前 顺序 排列 。 

4 .以 数学 窜 译 种 为 首 的 术语 ! 例 如 , 情 于 时 变 接 1, 依 译 台 按 充 字 的 排 法 


排列 。 


5. 林 语 后 面 的 数字 ,表示 该 术语 出 现在 本 书 中 的 页 而 。 


以 符号 字 起 首 的 术语 


(Rs DO 策略 732 
{及 ,5,3) 病 略 732 


ECME 算法 457 

ECM 算法 497 

ERPzl 系统 692 

EM 算法 493 

EQ 经济 钉 贷 进 ) 公 式 3734 
GARCITT 檬 型 ”41) 


{ss,5) 策 略 732 GAELA 系统 084 
3g 原理 控制 医 ”202 ODACA 系统 TH 
GAMAL 系统 987 


以 拉丁 字母 起 首 的 术语 ;GAM7A1 型 忆 民生 新 过 程 711 
| GAM 型 马 忽 这 得 713 

aC 准则 619 全 7 时 /1 而 马 氏 链 710 
AMNSAA 模型 对 1 三 /时 /oo 系 统 702 
ARCH 模型 638 Ga 系统 700 
ARMA 模 开 6IO， 612 | Gyn 系统 097 
ah 模 融 612 {APHA1 系统 711 
BCMP 网 络 720 GM 估计 432 
BIC 准则 ”619 | 406 
B-J 方法 ”367 上 阶 混 合 中 心 注 5 
B-f 估计 868 ' 尺 算 子 826 
B 稳 健 397 | 站 重量 457 
C 王 估计 436 | 户 扫 6 
(V 定 防 方法 69 ,LS 变换 685 
DAMA 系统 687 | LTS 村 计 434 


- 920 ， 随 枯 数学 着 


1 个 计 405 寡居 讨 44 


出 A 系统 E94 

MGA1 系统 694 以 希腊 字母 起 首 的 术语 
Mexzl 当世 区 更 新 过 程 716 

村 A6A 型 马 氏 链 了 14 al 和 阶 变 互 将 JI 121 
WAG7/% 系 统 T7083 E 舱 优 策略 787 

MAOAnAn 系统 了] 7 抽样 “175 

于 /时 又 统 681 rps 系统 抽样 “1 吕 

MAMAw 系统 的 ] 代数 789 

MAMAnAN 系统 682 or 代数 流 ”646 

MAMNAnAn 系统 的 3 5 域 5 

时 /MAn 系统 679 Xx" 外 布 表 243 

HPHZ1 系统 714 

MA 异型 612 以 汉字 起 首 的 术语 


n 阶段 最 小 风险 第 略 ”825 
7 蔡 段 最 小 风险 模型 ”826 
zt 开 黎 项 分 布 二 

1 开赴 态 分 布 17 

OC 曲线 ”214 

PHAGA 系统 了 16 

pH 分 布 707 

PL 估计 站 3 


点 


阿 勒 斯 昼 沦 914 
挨 尔 朗 公 成 ”683 
操 包 斯 伯 格 性 论 915 
埃 奇 沃 思 展开 己 29 
安全 库存 蔓 。704 


PPS 抽样 ”174 安全 因子” 765 

PP 算法 512 安 轧 柯 贝 残 关 23] 

PP 指标 512 奥 妨 斯 坦 - 乌 伦 届 充 过 程 ”562 
QB8D 过 程 713 B 

人 DO 图 457 

如 这 程 ”554 百 噪 声 598 

0 型 聚 类 318 下 不 灾民 27 

RR 分辨 力 方案 135 半 套 数 方 法。 843 

RG 406 半 参 数 模型 34 

r 阶 平均 收 鳅 ”31 半 方 盖 16 

RR 而 乐 类 318 半 序 917 

SFM 算法 495 半 蒜 和合 | 

T 变换 796 半 蒜 的 一 次 变 关 过 程 ”657 
据 型 析 固 试验 127 半 靳 的 互 妆 六 (过程) 657 
了 变换 796 半 巩 的 随机 积分 “全 7 

i 分布 234 邦 菲 将 尼 同时 党 仿 区间 272 


YS 变换 503 包 会 概率 175 


饱和 服务 近 近 
狗 和 设计 132 

保 测 变换 565 

保管 费 733 

报酬 过 程 785 

报 旺 曲 数 7 了 84 
由 里 - 埃 森 不 等 式 ”3 抬 
贝 赛 尔 过 程 660 

页 叶 斯 风险 370 

册 叶 斯 公式 上 ,359 
贝 叶 斯 假设 360 
页 时 期 [ 解 ”371 
山下 斯 判别 解 。 326 
员 上 斯 内 下 369 

备 怪 根 届 好 

着 溃 点 ”397 
比 估 计 拭 1 各 
比较 试验 110 

比例 分 配 169 

否 例 郑 险 率 机 型 ”869 
必然 事件 4 

过 际 效 用 递减 原 昌 
边界 策 件 ”113 
边 综 分 布 卫 数 
边缘 密度 吗 数 
变换 方 让 41 
变异 系数 ”23 
瑞 睫 定理 ”550 
标准 芳 23,198 
标准 齐 次 马尔 可 夫 过 程 
标准 寿命 表 ”862 
标准 转移 矩阵 553 
表达 效应 ”92 

表示 707 

并 行 回 火 算法 509 
病 访 ”260 

伯 上 哈 尔 特 - 莽 维 斯 -四 地 不 等 式 
652 

信 老 利 大 数 律 33 


727 


394 


i 
17 


5358 


索 


| 


| 


上 


号 | 

怕 努 利 概 开 12 

条 松 分 布 14 

泊 恰 过 程 ”544,.647 

泊 松 输入 675 

博 雷 尔 岂 1 准则 3 

博 和 下 从 - 控 秦 利 引 理 ”33 
雷 尔 可 测 过 积 ”542 
博 旬 和 尔 空 间 了 89 


搬 苗 尔 踢 大 数 律 ”好 
不 误导 理 802 
不 等 枫 率 抽样 193 


不 等 概率 系统 其 样 192 
不 藤 回 此 随机 乔 样 475 
丰台 格 品 上 密 2zT2 

不 合格 而 数 213 

不 可 能 事件 4 

不 完全 区 组 115 

不 相 容 4 

不 修 系 统 875 
布 主 投 针 试验 
布朗 桥 647 
布朗 桥 过 税 572 

布朗 运动 646 

布朗 运动 的 上 司 部 著 刻 画 ”652 
布朗 和 这 动 的 入 绯 特 征 刻画 ”#652 
布衣 运动 的 蒜 去 术 定 理 ”#60 
部 分 汤 杂 法 ”19 
部 分 平衡 不 包 企 区 姐 
部 分 似 然 郴 数 869 


C 


了 


117 


参数 检验 455 
参数 空间 ”经 
参数 型 检验 627 
残 莽 264 

残 莽 图 264 
残 其 回 量 256 
测度 值 分 文 过 征 
策略 壬 代 法 ”798 


59L 


" 022 ， 
es | 
莽 秆 计 ( 虹 ) 164 
关上 砷 最 197 
上 产 晤 质 居 等 钼 1 品 
超 布 朗 运动 ”592 
起 参数 ”376 
霹 计 程 ”592 
超 几 何 分 机 ”215 
超 扩 散 过 答 ”592 
乘法 公式 9 
乘积 限 佑 计 863 
乘 喇 余 法 ”453 
充分 统计 量 58 
盾 样 比 154 
抽样 单元 153 
拙 样 调 查 153 
扯 样 方案 214 
抽样 分 布 5 
抽样 间 路 ”188 
抽样 检验 198 
抽样 框 154 
抽样 误 益 157 
处 理 110 
处 理 获 应 113 
市 联 排 队 网 络 717 
次 序 统 计量 54 
D 


大 偏差 定理 3 
单 侧 规格 限 ”232 
单 症 形 ”142 


单纯 形 格 点 设计 144 


单 油 收 第 性 ”494 
单调 系统 878 
单 周 期 模 增 ”753 
媳 急 法 侈 
等 竺 时 间 的 9 
等 曰 抽样 188 
犹 利 克 结 问题 “574 


随机 数学 巷 


一 一 


第 一 上 燃 错 误 203 

第 (总体 ) 证 成 分 312 
第 类 错误 203 
棣 英 弗 定 备 35 
典型 相关 袜 工 ”311 

此 型 相关 系数 ”311 

典 则 联系 函数 285 
点 个 i 50 

点 线 图 137 

点 预测 258 
订货 方 风险 219 
订货 费 3732 
定时 堆 尾 试验 ”842 
定数 截 尾 试验 出 2 
定性 稳健 性 ”397 
定性 指标 ”10 
动态 吉 权 ”509 
扣留 时 间 #677 

独立 采样 ”504 

独立 随机 过 程 544 
狂 立 同 分 布 村 本 53 
独立 性 公理 910 
独立 性 假设 检验 ”333 
独 并 性 检验 ”457 
独立 增 其 过 各 ”544.648 
独立 增 基 过 特 ”5648 
性 布 不 等 式 ”576 

性 布 棚 大 不 等 式 ”后 : 
村 布 - 悔 呈 允 分 解 证 理 的 1 
村 布 上 穿 不 等 忒 ”后 1 
杜 布 停 时 生理 56 的] 
队长 679 

对 称 单 纯 形 设计 145 
对 称 平衡 不 完 企 区 组 116 
对 称 系统 抽样 ”1| 

对 立 假设 83 

对 立 事 件 4 

对 偶 变 数 ”483 

对 数 单 位 模型 ”347 


对 数 线 性 模型 ”342 

对 数 下 态 分 布 加 0 
对 上 昭 112,271 
多 阶 抽样 178 

多 项 打样 173 

多 由 变量 线性 回归 模型 300 
密 元 ARMA 模型 ”633 
雪 元 白 品 声 |] 

多 元 平稳 序 族 ”#622 

多 下 求 和 模型 ”534 

多 开 时 间 序 烈 6530 

多 元 线性 序列 630 

名 元 一 阶 求 和 序列 ”634 
包 元 魏 问 归 模 型 ”631 
允 死 自 回 归 序 人 列 631 
多 重 网 格 蒙特 卡 轴 511 
多 周期 模型 ”753 


FE 


.次 变 差 过 程 652 
一 和 阶 抽样 ”178 
二 有 阶 过 程 545 
一 项 分 布 12,212 


F 


法 图 3 引 理 33 

反馈 和 之 位 -记录 发 咎 器 ”460 
方 症 23,155 

方差 分 其 279 

广 革 分 其 模 刑 279 
方差 分 析 和 个 计 282 
止 贿 数 估 计 629 

非 僚 数 届 检验 627 

非 抽样 误 关 157 

非 概率 抽样 154 

非 平 稳 MDP 790 

非 平稳 序列 ”620 

非 孕 稳 值 远 代 807 

非 时 齐 马 尔 可 二 细 ”734 


一 一 一 
一 一 一 


| 
上 线性 ARMA 模 则 ”625 
卡 线 性 检验 626 

非 线 性 乎 秘 序 列 611 
非 线 性 时 间 序 列 ” 623 
上 EF 线 性 白 何 归 模 坦 ”624 
非 线性 户 岂 时 序列 名 4 
费 勤 转移 函数 558 

费 曼 - 卡 艾 公 成 ”666 
费 希 处 精确 检验 蔡 。859 
费 希 尔 判 别 327 

费 希 尔 信息 其 后 
分 别 出 估计 171 

分 别 四 归 佑 计 172 

分 布 男 数 13 

分 布 询 14 

分 布 密度 ”206 

分 布 唯 性 ) (3 

分 部 积分 公式 5658 
分 层 抽样 ”167 

分 层 随 机 抽样 167 
分 划 本 的 步 长 ”552 
分 裂 和 索 上 盘 由 抽 样 技术 84 
分 位 数 ”站 

分 支 过 程 589 
分 支 蜀 数 592 

分 组 重复 区 组 投 i| 139 
风险 ”906 

风险 疝 数 ”370 

风险 态度 906 

封闭 性 ”709 

否定 域 中 

弗 里 德 曼 球 化 方法 514 
服务 机 构 ”656575 

符号 检验 细 
辅 基 变量 163 

复 共 线 性 260 

复 会 设计 141 


.924 . 


概率 5,8 
概率 测度 $8 
概率 抽样 ”154 
概率) 得 曙 数 ”29 
概 漳 大 间 8 
概率 准则 模型 ”37 
高 斯 分 布 15 
高 斯 过 程 #548 
格 水 萨 韦 夫 变 换 5 和 定理) 661 
各 态 历经 定理 3566 
[ 序 能 小， 598 
工序 能 力 指数 138 
公关 1 吧 
功效 “入 
功 笋 羡 数 中 
供 货 方 风 险 216 
藉 印 分布 366 
个 计量 ”名 
古典 概 型 5 
占 特 检验 458 
固定 效应 278 
战 障 兴 ”840 
观测 值 “109 
广 闵 岭 千 计 2561 
上 儿 允 密度 364 
广 六 线性 模型 284 
轨道 唯 (性) #562 
过 失 人 秆 ”394 

H 


汉 森 - 赫 尔 维 区 个 计量 175 
合格 质量 219 
合格 珊 量 水 平 231 
合理 行为 945 

较 估 计 #529 

赫 水 德 不 等 式 25 

后 验 分 布 “3 的 


后 验 风 险 371 

后 验 概 率 10 

后 验 密度 495 
互 汪 着 过 程 652 
互 奈 4 

五 地 549 

所 相等 价 ”645 

互 协 方差 晴 粹 ”56531 

; 回 册 咎 计 其 164 
回归 度 计 111 
混合 方法 40.466 
已 人 分布 4%6 

混合 (原点 ) 诗 ' 26 
混 公 型 寿命 让 验 ”842 
混杂 技术 133 

直 特 林 距 统 计 几 298 
告 绯 获 - 汤 洗 詹 个 计时 176 


J 
机 械 PP 512 
基本 接触 模型 580 
基本 事件 4 


基于 决策 状态 空间 的 策略 824 
吉 布 斯 采样 上 涡 501 


吉 布 斯 抽样 ”374 
极 益 204 
极 大 i 检验 458 
极 大 似 然 情 计 61,296 
极限 质 荐 ”219 
极 小 化 极 大 解 ”372 
极 值 分 布 845 
几何 布 启运 动 662 
几何 概率 6 
几乎 皮 然 收 人 和合 31 
计 莽 值 200 
计数 值 200 


季节 性 ARWA 序 别 ”经 1 
季节 周期 相关 邦 列 622 


| 
| 
基本 空间 4 
| 
| 


简单 比较 试验 112 
简单 估计 (其 ) 158 
简单 过 各 ”654 
阐 单 明 数 ”653 
简单 随 册 柚 样 ”158 
浙 近 方差 - 协 方差 ”495 
浙 近 无 偏 居 计 “603 
渐 近 相对 效率 395 
浙 近 折扣 最 优 策 畴 ” 汪 
亲近 证 态 分 布 500 
渐 近 惧 优 378 
鉴别 比 ”847 

王 惕 万 法 在 ] 

接收 概率 214 
接受 成 4 
杰 弗 业 淮 则 ”361 
杰克 进 闭 网 719 
杰克逊 开 网 718 
结合 关系 117 
截断 策略 325 
截断 型 分 布 族 ” 邱 
虐 首 策略 324 
经验 由 叶 斯 方法 376 
经 验 分 布 “号 

粘 细 慨 率 空间 ”646 
局 部 极限 知 ! 理 35 
局 部 款 ”577,650 

局 部 蒜 的 积分 655 
局 部 有 限 恋 差 过 程 650 
宪 佑 计 60,617 
年 阵 此 本 和解 ”716 

扰 绵 域 8&4 

王 岗 判别 325 

这 类 分 析 318 

答 积 ”21 

决策 表 妈 1 


决策 酌 数 370,784 
凑巧 树 吕 | 

站 策 影响 图 891 

下 策 状 态 ”823 
决策 状态 空间 823 
绝对 和 拭 25 
绝对 谋 差 限 156 
多 方程 六 ”155 

| 态 万 大 数 律 34 
均 方 连 绪 ”561 
均 广 收 侣 31 

均 方 误 益 259 

| 均匀 比方 法 465 
均 入 性 检验 ”456 
均值 21,198 
均值 -方差 原理 16 
均值 两 郊 ”4 


kK 


凯利 对 称 排 队 么 统 723 

| 考 贞 斯 模型 569 

| 向 点 伦 - 芝 特 尔 - 训 斋 尔 统计 量 339 
柯 西 分 布 2 避 

柯 内 - 施 巨 瘟 术 分 式 ”25 

科 尔 莫 疤 罗 夫 不 等 式 和 

科 尔 蝎 巧 罗 夫 - 洛 普 壁 方 程 548 
科 尔 葛 总 罗 夫 强人 人吉 律 ”34 
科 尼 和 开 - 距 希 杀 展开 式 527 

可 调 过 程 。 64s 

可 渭 晴 数 ”13 

串 分 ”542 

可 积 随 机 本 晶 ”22 

可 用 哗 声 模 型 ”624 

可 辕 度 ”839 

可 靠 专 前 840 

可 符 性 839 

可 靠 性 师 数 ga0 

可 项 性 增长 8zn 

可 控 因 过 41 的 


* 920 。 


可 料 5 代数 646 
oj 料 过 程 ”543,646 
9[ 道 跳 贱 510 
可 修 系 统 875 
可 选 过 各” 543 
可 些 峭 性 341 
可 用 麻 ”875 
跨 用 知 让 最 1 人 6 
拼 制 变量 让。 482 
控制 界限 ”201 
库 克 统计 基 265 
宽 半 稳 ”598 
宽 半 稳 过 程 346 
扩散 逼近 327.728 
扩 获 过 程 559 

L 
拉丁 方 区 组 设计 119 
莱 维 不 等 式 ”32 
葬 维 过 程 4648 
服 之 刀 方 程 662 
勒 贝 格 控制 收 敏 定 理 ”33 
勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 655 
离 群 值 ”394 
离散 PH 分 布 708 
离散 方法 466 
离散 随机 变量 13 
他 雅 普 诺 夫 定理 36 
理性 ”909 
历史 ?84 
历史 集 7&84 
利 特 尔 公式 ”725 
连续 过 程 ”645 
连续 盘点 732 
连续 随机 变量 14 
连续 性 定理 3 
联合 比 估 计 171 
开 从 分布 陪 数 15 
联合 分 布 询 16 


随机 数学 卷 


联合 回归 估计 172 
联合 密度 丽 数 17 
联系 盟 数 “285 

丁 样 本 秩 和 检 驻 照 
列 状 表 95,330 

凤 联 表 方 法 859 
列 状 表 检 验 458 

到 维 单 调 收 人 魏 江 刘 33 
林 礼 们 格 - 恬 某 " 理 36 
林 德 们 格 - 莱 维 定理 ”36 
恪 界 值 ”器 

龄 估计 260 

上 岭 耳 数 517 

证 地 概率 空 交 646 

崇 和 阵 710 

逐 辑 斯 谤 回 由 | 档 型 ”351 


M 
马尔 可 大 半 群 ”557 


蕊 水 可 志 过 程 (路 氏 过 程 ) 545,648 


马尔 可 去 决策 过程 785 
马尔 可 堪 性 ”545 

蕊 尔 可 去 转向 律 384 

马 氏 链 708 

马 氏 链 蒙 特 卡 网 方法 498 


马 氏 型 ( 马 汰 可 大 型 ) 司 芯 随机 微分 方 


程 1 
曼 特 尔 - 享 讲 尔 估计 337 
忙 期 679 
门限 自 辕 归 横 出 把 8 
蒙特 卡 罗 法 ”445 
蒙特 卡 罗 估 计 446 
米 特 罗 流利 捧 [ 扣 [ 样 方法 ”487 
米 特 罗 波 利 斯 - 哈 斯 汀 算法 
米 特 风波 利 斯 算法 499 
密度 立 数 14 
密度 短 阵 553 

| 灭绝 概率 ”590 

| 六 可 去 斯 某 不 笠 民 站 


模 氢 问 几 算法 508 

怪 所 退火 算法 ”508 
N 

人 染 蝇 分配 170 

氢 从 优 度 检验 3 

氟 首 排队 网 络 724 

拟 道 排队 系统 ”723 


诺 典 曼 方 法 99 
P 

排队 规则 的 5 

排队 论 75 

排 它 过 程 ”581 

关 别 分 析 323 

批量 214 

皮尔 进 残 拳 ”290 

偏好 ”894 

据 计 ”917 

偶 倚 “155 

从 明 小 一 乘 ”304 

平衡 不 完全 区 组 设计 115 

平均 收 总 ”3 


平均 抽检 其 218 
平均 期 望 报酬 787 
平均 准则 异型 787 

半 稳 策略 785 

平稳 独立 增 其 过程 648 
平稳 分 布 ”55 

闻 稳 己 尔 可 夫 链 350 
平稳 序列 598 

牙 拉 睫 死 - 欣 黎 公式 ”694,695 
谱 胡 沙 546 

泛 窗 估计 605 

和 并 窗 明 数 的 5 

谱 分 布 “602 

谱 函 数 ” 562 

谱 检 验 459 

谱 密 度 602 


引 ，923 ， 


期 望 好 2 

期 里 效用 805 

强 太 数 律 34 
强度 为 4 的 正 公 下 127 
强度 为 4 的 正身 此 计 115 
强 马 尔 可 太 过 和 下 ”558 
强 相合 估计 部 

妇 比 二 大 不 等 成 家 
切片 采样 器 ”5 

切 尾 "标准 益 ” 411 

切 尾 均 值 405 

求 和 序列 620 


: 区 间 估 计 73 


. 区 间 删 失 | 
区间 者 数据 ”38341 
区 组 113 


区 组 效应 113 

全 概率 会 成 日 
全 面 检验 198 

缺 货 并 733 

缺陷 烤 213 

博 和 定妆 贡 897 
确定 性 策略 785 
确定 性 马 氏 莱 略 74 
依 定 性 平稳 菜 略 。 784 
群 内 相关 { 系 烙 1 179 


及 


任务 时 间 340 
容忍 区 间 如 
容 妹 上限 如 

管 妃 下 限 吕 
容许 性 372 
软件 的 可 靠 虚 ”%74 
软件 可 靠 性 ”3 
【 弱 ) 大 数 律 ”对 

弱 收 就 32 


昼 相 合 居 计 局 
弱 丰 905 


阶 捉 样 ”178 
散布 ”20 

散 离 残 荐 2] 
删 天 妈 ]1 

上 灶 e649 

含 选 抽样 方法 “464 
设计 所 阵 ”248 

涝 计 效 应 161 
生存 是 数 ”340 
年 无 过程 556 

荣 彼得 堡 怪 论 。894 
失效 率 840 
失效 树 分 析 879 
时 答 居 计 #604 
时 狠 了 次 数 504 

时 间 序 列 预 报 614 
未 性 随机 亦 重 13 
事件 gg 域 5 
试验 单 瑟 ”113 
试验 分 布 498 
试验 误 益 109 
试验 指标 ”109 
反应 的 随机 过 程 #4%6 
迁 应 过 程 543 

于 工 bPP 5S12 

肯 达 目标 值 最 小 风险 本 型 
寿 谷 表 片 法 862 
芯 系 数 模 型 的 3 
输入 过 程 575 

树 形 系统 883 
数据 窗 隆 数 ”606 
数量 指标 ”109 
双全 规格 限 232 
大 线性 译 列 反 3 
水 平 妨 


随机 数学 郑 


斯 替 育 论 。380 


| 斯 特 说 托 诺 维 奇 随机 积分 ”6559 


"1- 


位 然 两 数 ”561 

随机 变量 13 
随机 变 荆 的 独立 件 17 
随机 策略 ”784 

师 袖 服务 系统 5675 
随机 过 程 645 

随机 核 。 789 


随机 从 完全 区 纪 懂 计 114 


随机 年 阵 548 

随 村 连续 54 役 
随机 时 刻 窒 换 ”652 
随机 试验 3 
随机 数 安 生 上 器 ”499 
随机 和 茶 件 异 产 关 模 击 全] 
随 相 向量 15 
随机 效应 ”278 
随机 序列 597 
随机 优势 模 量 5913 
随 初 游 动 55| 
随机 7E 540 


特 恩 怕 估计 864 
特征 胃 数 ”27 
田中 方程 663 
条 件 独 立 31 

条 件 兴 480 

和 双 件 方差 ”全 7 
条 人 御 分 布 晴 数 18 
条 件 分 布 齐 ”18 
茶 件 彼 率 9 
条 件 密度 法 ”408 
条 件 密 讼 陋 数 ”19 
条 和 件 期 组 30 
条 件数 ”260 

跳 过 程 5539 
停 时 543,650 


售 时 r 的 前 种 件 = 代数 ”650 


问 时 兽人 舍 区 问 258 
统计 控制 状态 ”200 
统计 械 53 
统计 推断 ”97 
找 影 寻 足 ”512 
长 影 寻 踪 辐 久 S17 
找 影 -了 中 和 岁 度 估 计 518 
投影 才 踪 判别 分 析 519 
网 异型 346 

证 
完 着 统计 和 的 
于 全 可 分 542 
计生 淆 372 
这 全 重复 区 组 设计 139 
网 络 系统 879 
危险 窑 340 
威 尔 克 斯 统计 层 ”299 
威 沙特 分 布 ”297 
书 布 尔 分 布 844 
维 纳 过 程 ”567 
维 纳 积分 ”653 
盆 随 机 数 ”499 
位 势 项 666 
位 置 妆 估计 400 
位 置 - 刻 诬 也 知 计 415 
位 置 刘 度 模型 866 
稳健 检验 438 
稳健 性 ”72,395 
稳 态 可 用 席 875 
答 横 地” 10 
污染 “ 邻 域 ” 398 
污染 模型 ”394 
无 俩 估计 ”总 
无 丛 怖 计量 ”155 
巨 穷 料 子 蕊 尔 可 夫 过 要 
无 穷 周期 模型 753 
无 区 别 过 程 646 


无 圭 换 定时 稚气 ”5848 
大 替换 定数 蕉 尼 8347 
无 蔡 换 混合 型 截 线 ”850 


无 昔 换 时 间 序 山花 居 850 
无 限 防 段 改 小 风险 模型 8 闻 1 


无 信息 先 验 分 布 ”360 
站 


希 特 - 明 算 法 505 
析 内 斌 入 ”111 
系统 抽样 ”188 
下 喜 575.,649 

下 革 分 解 定 理 578 
正 验 分 布 ”360 
先 验 概率 ”10,300 
显著 水 平 517 
线性 不 变 咎 计 854 
线性 回归 模型 ”248 
线性 经 验 由 叶 斯 个 计 379 
线性 问 祭 法 452 
线性 序列 610 
线性 怠 小 方 荆 首 报 614 
相对 入 518 

相对 误差 限 156 

相关 系数 对 

相合 估计 局 

相互 独立 11 

相 容 性 600 
向 后 外 纳 续 ”3792 
小 概 举 事件 202 

综 几 图 数 894 

肉 恋 寺 ”842 

协 方芳 24 
协 广 闫 销 数 541 

{ 了 四) 方 莽 阵 25 

沁 整 ”636 

谢 非 案 项 式 和 

谢 菲 同时 置信 多 门 ”273 
六 普 普 导论 335 


辛 软 厌 数 律 34 
新 让 序 烈 ”7 
信任 分 布 串 
信任 区 间 六 
信任 系数 ”后 
信息 矩阵 495 
行动 集 783 
形 心 多 需 式 144 
形 心 设计 144 

休 贻 特 控 制图 ”202 
虚 等 待 时 间 679 
序 ”905 

选举 模型 580 
循序 可 测 过 程 ”543,656 


Y 


压缩 入 计 504 
压缩 因子 ”507 
雅 可 比 夭 阵 495 
上 产 平稳 598 
严 平 稳 过 程 546 
贡 547,648 

邯 变 摘 ”650 
况 收 敏 定理 57 
轩 问 题 665 

样本 52 

样本 标准 其 4 
样本 点 4 

样本 方差 54 

样本 分 布 弛 
样本 办 道 ”#45 
样本 函数 ”539 
样本 均值 53 
样本 空间 4.53.645 
样本 量 52,154,205 
样本 序列 597 
样本 中 代数 54 
样本 主 成 分 314 
样本 和 白 相 关 明 数 ”599 


随机 数学 其 


样 木 日 协 方差 图 数 599 
学 丁 方 区 组 设计 120 
- 般 加 法 公式 名 

… 笋 渐 近 折 提 最 优 。 806 


一 至 最 小 片 基 妃 怕 佑 计 64,297 


一 至 最 优 检验 9 
- 敏 般 优 庆 人 山 榨 验 92 
仇 其 公式 658 


仇 其 积分 (随机 积分 ) 654 


菇 肪 随机 微分 方 穆 ”561 


人 邮 蕨 陋 机 微分 方程 的 强 解 “ 纸 2 
癸 蔬 随机 微分 方程 的 弱 解 ”662 


贫 辛 异型 ”578 

依 分布 收 化 ”32 
恢 报 率 收 租 ”3 

以 概率 1 收 训 3 
异常 点 256 

肉 素 110 

因素 的 水 半 110 

因 于 分 解 定 内 59 

加 了 分析 315 

隐 合 周期 模型 607 
影响 机 数 397 

尤 尔 - 沃 交 估计 616 
有 放 站 地 随机 拘 样 ”+74 
有 有 理 谱 密度 困 数 613 
有 人 穷 维 分 布 族 ”540 

有 禁 换 的 厅 从 本 验 ”842 


有 替换 定 ( 总 }6} 定 数 混 合 型 截 居 851 
有 替 模 定 (总 }IH 寺 鹤 尾 851 


有 替换 定数 截 尼 851 


有 替换 HH 间 序 其 战 展 ”%52 
有 限 变 差 ( 可 积 读 差 , 增 ) 过 程 648 


有 限 阶 段 模型 ”786 


有 限 阶 段 期 至 总 报酬 786 


有 限 总 体 修 十 系数 ”159 
有 序 离散 型 空 呈 ”348 
石 连 在 极 适 内 过 程 658 
右 删 兴 841 


预 占 事件 879 
原 依 进 中 

【原点 ) 炳 25 
【原点 ) 绝 对 拭 ”站 


卫 


往 森 不 等 式 26 
折扣 期 望 总 拭 困 786 
折扣 准则 模 大 786 
整 群 抽样 ”178 
整 值 随机 突 其 ”14 
J. 规 转移 概率 两 数 ”557 
在 迹 设 计 “1 和 2 

正 雍 增 基 过 程 ”561 
下 态 百 噪声 599 

上 态 分 布 15,200 
正 态 过 程 54] 

下 则 方程 ”250 

支撑 4 

指示 耳 数 ”13 
指数 多 项 成 模型 ”872 
指数 分 布 ”14,8343 
指数 系数 自 回 是 模 卉 628 
指数 型 分 布 族 ”的 
指数 奥 660 

质量 管理 1%7 

质量 控制 图 201 
质量 水 平 198 

秩 统 计 革 弗 

置 摸 方法 475 

演 信 {上 .下 ) 限 74 
兽 信 区 间 ”257 

置信 水 半 如 

蛋 信 系数 73 
中 位 绝对 差 410 
中 省 数 ”26,204 

中 心 慨 限 和 E 理 35 
中 心 师 站 
‘iu 心 绝对 和 5 


重 刘 数 律 “34,508 


, 重要 麻 抽 样 法 481 
, 周期 453 
周期 共 点 732 


:同期 图 如 2 


逐次 通 近 波 8 

逐 级 几时 斯 分 机 381 
主 成 分 分 析 312 
主 万 分 估计 26; 

主 灿 概 率 ”351 .893 
土 襄 应 ”121 

属性 数据 495 

转移 概率 ”548.783 
转移 果 数 5SD0 
状态 证 间 645.783 
自问 归 滑 动 平均 这 州 ”563 
月 加权 样 本 160 

月 适应 MDP 808 
月 适应 策略 811 

自 适 应 方 轴 采 椰 505 
日 相关 吸 数 598 

自 协 方 差 陋 数 。 598 


| 自助 法 58,522 


白 助 法 -+t 重信 下 眼 526 
自助 分 位 数 法 ”523 
总 体 5 

总 体 比 例 155 

总 体 比 值 155 

总 眉 分 布 52 

总 体 均值 155 
总 恒 日 标 基 134 

总 体 总 证 155 

最 木 利 先 验 分 布 373 
攻 大 后 验 密 度 仙 这 367 
最 大 期 望 就 用 典 埋 895 
最 大 精 尊 则 36s 


. 最 低 可 接受 们 ”337 


筑 高 后 驻 区 域 伯 计 367 
最 好 线性 不 变 仿 计 854 


” 31 ， 


起 简单 流 ”675 最 小 完全 类 ”372 

堪 小 二 乘 椅 计 250,302 最 优 第 略 ”787 

十 小 范 数 二 次 无 仙 和 合计 281 最 优 方 各 792 

最 小 方差 预报 614 最 优 分 配 1069 

域 小 风险 策略 ”788 颖 优 无 帆 佑 计 296 
最 小 割 集 878 最 优 线性 无 俩 估计 ”302 
最 小 割 商 基 878 最 优 利 函数 7387,791 
最 小 路 集 878 无 { 上 或 石 ) 连 续 这 各 645 


级 小 路 向 其 ”878 左 删 失 841 


